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Введение

На протяжении последних 30-35 лет ни одно эмпирическое исследование, связанное с
моделированием данных, имеющих структуру временных рядов, не обходится без ответа на
вопрос о том, какой тип тренда содержится в этих данных: детерминированный и/или сто-
хастический. Как показывают многие исследователи1, ответ на этот вопрос является одним
из ключевых при моделировании и прогнозировании макроэкономических показателей. По-
чему? С экономической точки зрения наличие в данных детерминированного тренда означа-
ет возможность довольно точного предсказания их изменений (среднеквадратичная ошибка
прогноза достигает конечной границы с увеличением горизонта прогноза), в то время как
наличие стохастического тренда (DS-процессы) влечет за собой его отсутствие: такие данные
практически невозможно прогнозировать, поскольку среднеквадратичная ошибка прогноза
растет линейно с увеличением горизонта прогноза (см. (Hamilton, 1994, Section 15.3, pp. 438-
444)).

Нельсон и Плоссер (Nelson and Plosser, 1982) первыми обратили внимание на то, что
для большинства макроэкономических рядов США (13 из 14 рассмотренных ими) наличие
стохастического тренде не отвергается (то есть ряды являются стационарными в разностях,
интегрированными первого порядка, содержат единичный корень)2. Помимо статистических
и прогнозных различий между разными типами моделей тренда (детерминированной или
стохастической) существует еще одна очень серьезная проблема – опасность оценивания ка-
жущейся (ложной, мнимой) регрессии (spurious regression)3. Если мы будет проводить ре-
грессию одного процесса с единичным корнем от другого процесса с единичным корнем, то
существует риск, что полученные оценки будут кажущимися (ложными, мнимыми) в том
смысле, что не будут состоятельными, а будут сходится к некоторой случайной величине
(см., например, (Hamilton, 1994, Section 18.3)).

В этой связи ответ на вопрос о типе тренда, содержащегося в данных, имеет прин-
ципиальное значение для последующего моделирования макроэкономических рядов. И по
этой причине аппарат тестирования типа тренда в данных получил стремительное развитие
в течение последних 30 лет. Но, несмотря на большое количество процедур тестирования
гипотезы о наличии (отсутствии) единичного корня в данных, не существует однозначного
ответа на вопрос о том, как проводить такие процедуры наиболее корректно. Более того, раз-
личные процедуры могут давать противоречащие друг другу результаты, и не всегда ясно,
какой из процедур стоит доверять в данной конкретной ситуации больше, чем другой. Сего-
дня более или менее распространенным способом является использование нескольких тестов
одновременно. Выводы, как правило, делаются по принципу “большинства”. В этой связи,
в настоящей работе мы попытались дать ответ на вопрос о том, как же все-таки наиболее
корректно исследовать наличие (отсутствие) стохастических трендов в данных.

Следующим этапом в развитии концепции разложения рядов на сумму различных ком-
понент (в том числе, на детерминированный и стохастический тренды) стало введение в
модель структурных сдвигов в детерминированном тренде. Данная идея была впервые пред-
ложена Перроном в 1989 году (Perron, 1989) в контексте тестирвоания на единичный корень.
Перрон ввел структурный сдвиг в детерминированный тренд, то есть перешел к рассмотре-
нию сегментированного детерминированного тренда, и показал, что если процесс содержит
сегментированный детерминированный тренд (без стохастического), то результаты тестов на
единичные корни (в частности, результаты теста Дики-Фуллера) смещаются в сторону лож-
ного неотвержения нулевой гипотезы о наличии единичного корня в данных, т.е. снижается
мощность тестов на единичные корни. Перрон предложил учитывать возможные экзогенные

1См., например, (Stock and Watson, 1998); (Носко и др., 2002).
2Исследование динамических характеристик российских макроэкономических временных рядов можно

найти в работе (Носко и др., 2001).
3См.: (Yule, 1926), (Nelson and Kang, 1981, 1984), (Granger and Newbold, 1974), (Phillips, 1986, 1996), (Entorf,

1997).
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структурные изменения в линии детерминированного тренда при формулировке гипотез о
наличии единичного корня в данных. Такая корректировка тренда позволила отвергнуть
нулевую гипотезу о наличии единичного корня для 10 макроэкономических рядов США из
тех 13, для которых эту гипотезу не смогли отвергнуть Нельсон и Плоссер.

Дальнейшее развитие анализа наличия структурных сдвигов в данных происходило в
нескольких направлениях. В то время как одни авторы (Perron (1997), Zivot and Andrews
(1992), среди прочих) предложили различные процедуры тестирования наличия единичного
корня с единственным сдвигом (см. Lumsdaine and Papell (1997) в качестве модели с двумя
сдвигами), Баи (Bai, 1997a,b) и Баи, Перрон (Bai and Perron, 1998) предложили процеду-
ры тестирования наличия нескольких структурных сдвигов в константе/детерминированном
тренде при условии отсутствия единичного корня в данных. Кейривал и Перрон (Kejriwal
and Perron, 2010a) и Харви, Лейбурн, Тейлор (Harvey, Leybourne and Taylor, 2010a) предло-
жили различные процедуры тестирования числа структурных сдвигов, не предполагающие
знания того, содержат ли процессы единичный корень или нет.

Основными целями данной работы являются:

1. Разработка алгоритмов, наиболее эффективно (в смысле мощности) комбинирующих
различные тесты на наличие единичного корня при неопределенности относительно
различных мешающих параметров;

2. Разработка и улучшение имеющихся статистических тестов для проверки интересую-
щих гипотез о стацинарности/нестационарности временного ряда;

3. Анализ динамических свойств российских временных рядов, а именно, российского ре-
ального ВВП и номинального обменного курса рубль/доллар США на предмет наличия
единичного корня и/или структурных сдвигов.

Результаты диссертации опубликованы в семи публикациях. Три из них опубликованы
в рецензируемых журналах, рекомендованных ВАК Министерства образования и науки РФ
(общий объем – 4.4 п.л.). Также имеются три свидетельства о результатах интеллектуальной
деятельности.

Результаты были представлены на следующих конференциях и научных семинарах:

1. 2nd Annual Conferences of the International Association for Applied Econometric (IAAE2015)
(Греция, Салоники)

2. XVIII Апрельская международная научная конференция по проблемам развития эко-
номики и общества (Высшая школа экономики, Москва)

3. 22nd International Conference Computing in Economics and Finance (CEF2016) (Франция,
Бордо)

4. 10th International Conference on Computational and Financial Econometrics (CFE2016)
(Испания, Севилья)

5. VIIth Workshop in Time Series Econometrics (Испания, Сарагоса)

6. 21st Annual International Conference on Macroeconomic Analysis and International Finance
(ICMAF2017) (Греция, Салоники)

7. 4th Annual Conference of the International Association for Applied Econometrics (IAAE2017)
(Япония, Саппоро)
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Работа состоит из введения, трех глав, заключения и списка литературы.
В первой главе проводится обзор литературы, посвященный тестированию наличия

единичного корня и тестированию стационарности временного ряда. Обсуждаются основ-
ные подходы к тестированию как наличия единичного корня, так и тестированию стаци-
онарности. Кроме этого приводится обзор походов тестирования гипотез о стационарно-
сти/нестационарности при наличии структурных сдвигов. Анализируется, как комбиниро-
вать различные подходы для получения наиболее робастных тестовых стратегий. Последний
раздел посвящен исследованию взрывных процессов для определения финансовых пузырей.

Во второй главе разрабатываются различные тесты и алгоритмы, имеющие преиму-
щество над уже имеющимися подходами. В Разделе 2.1 предлагается алгоритм тестирования
стационарности временного ряда при неопределенности относительно тренда и начального
значения. Следует отметить, что рассматривается процесс с представлением, локальным к
единичному корню, а не с представлением ненаблюдаемых компонент, обычно используе-
мый в литературе. Анализируется эффективность ряда тестов при различных величинах
тренда и начального значения, и на основе этого предлагаются стратегии “пересечения от-
вержений” (по аналогии со стратегиями “объединения отвержений” для тестов на единичный
корень, описанных в главе 1) с соответствующими наборами критических знаечний и шкали-
рующих констант. Свойства предложенных стратегий анализируются асимптотически и на
конечных выборках. В Разделе 2.2 аналитически выводится смещение на конечных выбор-
ках теста на стационарность типа KPSS (до порядка 1/𝑇 ), так что корректировка смещения
позволяет уменьшить размер теста в случае сильной автокоррелированности процессов. В
Разделе 2.3 рассматриваются тесты на единичный корень при наличии структурного сдви-
га и при неопределенности относительно начального значения. После сравнения имеющихся
подходов предлагается робастный алгоритм тестирования наличия единичного корня при
предположении, что сдвиг происходит в неизвестное время. Кроме этого предлагаются сле-
дующие рекомендации: как действовать, если сдвигов больше одного и неизвестно их точное
количество, а также как тестировать наличие единичного корня, если существует априорная
инфорамция о местоположении сдвига.

В третьей главе исследуются динамические свойства российских временных рядов. В
Разделе 3.1 делается попытка протестировать наличие структурных сдвигов в долгосрочных
темпах роста структурной компоненты российского ВВП, а также провести их датировку.
Для решения используется методология как одномерного тестирования, так и коинтегриру-
ющей регрессии, в которой допускается долгосрочная зависимость логарифма уровня рос-
сийского реального ВВП от логарифма уровня реальных мировых цен на нефть. В урав-
нение коинтегрирующей регрессии также вводится детерминированный линейный тренд, в
котором допускаются изломы (изменения угла наклона без каких-либо сдвигов в уровне) и
который интерпретируется в качестве долгосрочного уровня структурной компоненты ВВП
РФ. Результаты эмпирического анализа свидетельствуют в пользу наличия двух структур-
ных сдвигов в данном показателе на периоде с 1995 г. В Разделе 3.2 тестируется обменный
курс рубль/доллар на наличие пузыря во второй половине 2014 года и находится датировка
этго пузыря различными методами.
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1 Основные подходы к тестированию порядка интегрированности и

наличия структурных сдвигов временного ряда

С момента публикации работы (Nelson and Plosser, 1982) “Тренды и случайные блужда-
ния в макроэкономических рядах: некоторые факты и последствия” прошло тридцать лет. Но
до сих пор ответ на вопрос о том, к какому типу – стационарному около детерминированного
тренда (trend stationary, TS) или стационарному в разностях (содержащему стохастический
тренд, difference stationary, DS) – принадлежит конкретный временной ряд, остается откры-
тым и нередко варьируется от исследования к исследованию. Довольно часто возникает па-
радоксальная ситуация, когда один и тот же временной ряд, рассмотренный на одинаковых
промежутках времени, одними авторами считается TS, а другими – DS.

Результаты классификации рядов по типу содержащегося с них тренда зависят от мно-
гих факторов, связанных, в первую очередь, с выбором методики тестирования трендов. При
этом, как это часто бывает, существует некий разрыв между теорией и практикой: разрабо-
тан серьезный теоретический аппарат тестирования наличия в данных трендов различного
типа, но на практике для этих целей применяется лишь небольшой набор, как правило, самых
простых тестов.

Развитие аппарата тестирования наличия (отсутствия) стохастических трендов (еди-
ничных корней) в данных началась с работ Дики и Фуллера (Dickey, 1976), (Dickey and Fuller,
1979, 1981). Предложенный авторами класс тестов, получивших название “расширенные те-
сты Дики-Фуллера”, по сей день является самой распространенной процедурой тестирования
гипотезы о наличии единичных корней в данных. Можно долго спорить о достоинствах и
недостатках тестов Дики-Фуллера, но неоспоримым останется тот факт, что предложенная
процедура является одной из самых простых и понятных, и как следствие, наиболее ча-
сто встречающейся в стандартных эконометрических пакетах, что является немаловажным
фактором, влияющим на частоту ее использования в эмпирических исследованиях.

В первый период развития методов тестирования типов трендов в данных стандартным
подходом считалось использование одного теста (например, теста Дики-Фуллера) и все вы-
воды о характере данных делались на основе этих результатов. Сейчас, как правило, исполь-
зуют результаты нескольких тестов, и чаще всего выводы делаются по принципу “простого
большинства”.

Первая часть работы содержит обзор основных процедур, посвященных тестированию
гипотезы о наличии (отсутствии) единичного корня в данных. В разделе 1.1 приводится обзор
тестов на единичный корень, в разделе 1.2 описываются основные подходы к тестированию
стационарности временного ряда. Тесты на единичный корень при наличии структурных
сдвигов описываются в разделе 1.3. Тестовые стратегии, основанные на комбинации различ-
ных тестов приводятся в разделе 1.4. Наконец, раздел 1.5 посвящен тестированию взрывного
поведения временного ряда.

1.1 Основные подходы к тестированию наличия единичного кор-

ня в данных

В данном разделе рассматриваются простейшие тесты Дики-Фуллера и Филлипса-Перрона,
и описывается влияние детерминированной компоненты и слабой зависимости ошибок на
поведение этих тестов. Также мы кратко рассматриваем локальную асимптотику, которая в
настоящее время достаточно широко представлена в теории нестационарных процессов.
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1.1.1 Тест Дики-Фуллера

Исследование проблемы наличия единичного корня в данных началось с теста Дики-
Фуллера (Dickey and Fuller, 1979), где при упрощенном предположении данные порождаются
следующим 𝐴𝑅(1)-процессом:

𝑦𝑡 = 𝛼𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 (1.1)

в котором для простоты начальное значение 𝑦0 предполагается нулевым или стохастически
ограниченным, и ошибки 𝜀𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.(0, 𝜎2

𝜀). Если 𝛼 < 1, то ряд 𝑦𝑡 будет слабо стационар-
ным, 𝑦𝑡 ∼ 𝐼(0), и OLS-оценка �̂� будет иметь нормальное распределение с нулевым средним и
дисперсией 1 − 𝛼2. Однако при 𝛼 = 1 распределение этой оценки больше не будет нормаль-
ным, и процесс 𝑦𝑡 будет нестационарным (случайное блуждание) с зависящей от времени
дисперсией, 𝑦𝑡 ∼ 𝐼(1). В этом случае для моделирования динамики такого ряда необходимо
использовать его первую разность ∆𝑦𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1. Основная проблема в данной ситуации
заключается в том, что если мы точно знаем порядок интегрированности, то мы знаем,
нужно ли преобразовывать исходный ряд, чтобы в дальнейшем его моделировать. Другими
словами, если мы знаем, что процесс стационарный, у нас есть вся необходимая асимпто-
тическая теория для того, чтобы тестировать гипотезы и строить оптимальные прогнозы.
Если процесс не является стационарным, то есть в нашей терминологии он является 𝐼(1)
процессом, то необходимо взять первую разность исходного временного ряда, которая явля-
ется стационарной. Однако возникает проблема, которая заключается в том, что априорно
мы не можем знать порядок интегрированности временного ряда. Использовать стандарт-
ную нормальную асимптотику мы не можем, если ряд не является стационарным, так что
тестирование гипотез о коэффициентах не будет обоснованным, и это также будет влиять на
прогнозы. С другой стороны, если взять первую разность стационарного ряда (передиффе-
ренцировать временной ряд), это приведет к необратимому процессу скользящего среднего в
ошибках, что также приводит к неоптимальным прогнозам (см., например, Hamilton (1994,
Chapters 15-17)). Для стационарного временного ряда оптимальный прогноз будет сходится
к (долгосрочному) математическому ожиданию, а для нестационарного ряда оптимальным
прогнозом будет последнее известное значение на любом горизонте прогноза. Кроме того, в
последнем случае доверительный интервал для прогноза будет увеличиваться с ростом гори-
зонта этого прогноза, в то вреям как в первом случае доверительный интервал для прогноза
будет достигать некоторых границ.

Таким образом, для моделирования и прогнозирования исследователю необходимо знать,
является ли интересующий временной ряд стационарным или нет. В нашем простом случае
(1.1) гипотеза нестационарности, или 𝐼(1), эквивалентна 𝐻0 : 𝛼 = 1 против односторонней
альтернативы о стационарности ряда 𝐻1 : 𝛼 < 1.

Для тестирования гипотезы единичного корня строится OLS-оценка �̂�:

�̂� =

∑︀𝑇
𝑡=1 𝑦𝑡−1𝑦𝑡∑︀𝑇
𝑡=1 𝑦

2
𝑡−1

и соответствующая ей 𝑡-статистика

𝑡𝛼 =
�̂�− 1

𝑠/
√︁∑︀𝑇

𝑡=1 𝑦
2
𝑡−1

,

где 𝑠2 = 𝑇−1
∑︀𝑇

𝑡=1 (𝑦𝑡 − �̂�𝑦𝑡−1)
2 – оцененная дисперсия остатков. При нулевой гипотезе ста-

тистика нормализованного смещения 𝑇 (�̂� − 1) и 𝑡-статистика 𝑡𝛼 имеют нестандартные пре-
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дельные распределения, которые получили названия распределений Дики-Фуллера:

𝑇 (�̂�− 1) ⇒
∫︀ 1

0
𝑊 (𝑟)𝑑𝑊 (𝑟)∫︀ 1

0
𝑊 2(𝑟)𝑑𝑟

(1.2)

и

𝑡𝛼 ⇒
∫︀ 1

0
𝑊 (𝑟)𝑑𝑊 (𝑟)√︁∫︀ 1

0
𝑊 2(𝑟)𝑑𝑟

, (1.3)

где 𝑊 (𝑟) – стандартный Винеровский процесс (Броуновское движение), и ⇒ обозначает сла-
бую сходимость соответсвующих вероятностных мер в топологии Скорохода (см. (Davidson,
1994)). Это распределение было впервые получено в (White, 1958). Следует заметить, что
при 𝛼 = 1 скорость сходимости оценки �̂� уже 𝑇 , а не 𝑇 1/2, как при 𝛼 < 1, то есть оценка
будет суперсостоятельной. Кроме того, распределение уже не являестя симметричным, как
нормальное, а скошено влево. Это приводит к тому, что при использование стандартных
нормальных критических значений нулевая гипотеза будет слишком часто отвергаться, с
частотой, большей чем уровень значимости.

Отметим, что процесс (1.1) является достаточно простым, и большое количество ис-
следований было посвящено обобщению такого типа процесса порождения данных (data
generating process, DGP) на более слабые и эмпирически обоснованные процессы. Далее крат-
ко рассмотрим основные направления ослабления условий на (1.1).

1.1.2 Наличие слабой зависимости ошибок, выбор глубины запаздываний и

детерминированная компонента

Предположение о независимости и одинаковой распределенности ошибок в (1.1) ка-
жется слишком ограниченным. При более слабых предположениях об ошибках 𝜀𝑡 больше не
будут выполняться предельные результаты в (1.2) и (1.3). Существуют более общие типы
ошибок, которые гарантируют результат слабой сходимости и использование соответствую-
щей функциональной центральной предельной теоремы (FCLT). Пусть DGP имеет вид

𝑦𝑡 = 𝛼𝑦𝑡−1 + 𝑒𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (1.4)

где ошибки 𝑒𝑡 больше не являются 𝑖.𝑖.𝑑. Обычно используют одно из двух предположений.
Первое заключается в том, что 𝑒𝑡 удовлетворяют условию сильного перемешивания (см.
(Phillips and Perron, 1988)), а второе предположение заключается в том, что 𝑒𝑡 является
линейным процессом (см. (Phillips and Solo, 1992)). Оба этих предположения по отдельно-
сти дают условия, гарантирующие выполнение FCLT, 𝑇−1/2

∑︀[𝑇𝑟]
𝑡=1 𝑒𝑡 ⇒ 𝜎𝑊 (𝑟). Более часто

используется второе предположение, теория для которого разработана в (Phillips and Solo,
1992), поскольку условие сильного перемешивания имеет ряд недостатков: не все линейные
процессы, которые появляются в литературе по временным рядам и параметрическому оце-
ниванию, удовлетворяют этому условию; теория миксингалов сформулирована в 𝐿2 норме и,
следовательно, неприменима в моделях временных рядов с бесконечной дисперсией ошибок.
Также это предположение допускает гетероскедастичные ошибки.

Был предложен ряд способов учитывать слабую зависимость ошибок. Рассмотрим наи-
более популярные из них. В (Phillips, 1987a) было показано, что если игнорировать автокор-
релированность в ошибках, предельные распределения тестовых статистик будут зависеть
от мешающих параметров, в том числе от долгосрочной дисперсии ошибок. Полупараметри-
ческий способ, предложенный в (Phillips and Perron, 1988), основан на коррекции тестовой
статистики таким образом, чтобы она не зависела от мешающих параметров. Коррекция
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основана на устранении смещения и масштабирования статистик. В (Stock, 1999) были пред-
ложены модификации для конечных выборок, имеющие то же самое распределение, что и
тесты (Phillips and Perron, 1988).

Другой способ учета слабой зависимости ошибок – параметрический. Он заключается
в добавлении в регрессию достаточного количества (равного 𝑘) запаздывающих разностей,
аппроксимируя ими автокорреляционную структуру:

𝑦𝑡 = 𝛼𝑦𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜙𝑗∆𝑦𝑡−𝑗 + 𝑒𝑡𝑘, 𝑡 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑇. (1.5)

На основе этой регрессии строятся статистики для коэффициента 𝛼. Тесты на основе этой
регрессии получили название расширенных тестов Дики-Фуллера (augmented Dickey-Fuller
tests). В (Dickey and Fuller, 1979) было показано, что если ошибки 𝑒𝑡 основаны на авторе-
грессии конечного порядка, то тестовые статистики 𝑇 (�̂�− 1)/𝜙(1), 𝜙(1) = 1 −

∑︀𝑘−1
𝑗=1 𝜙𝑗, и 𝑡𝛼,

полученные из регрессии (1.5), имеют предельные распределения, не зависящие от мешаю-
щих параметров и совпадают с (1.2) и (1.3). Позже в (Said and Dickey, 1984) этот результат
был расширен на случай ARMA-ошибок неизвестного (конечного) порядка с геометрической
скоростью уменьшения коэффициентов полинома и при предположении о том, что порядок
𝑘 модели (1.5) удовлетворяет условию 𝑘 = 𝑘𝑇 = 𝑐𝑇 𝜅 для 0 ≤ 𝜅 ≤ 1/3, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (другими
словами, возрастает со скоростью 𝑜(𝑇 𝜅)). Последнее условие необходимо из-за того, что при
аппроксимации авторегрессией компоненту скользящего среднего можно обратить, получая
авторегрессию бесконечного порядка, однако, выбор 𝑘 = ∞ невозможен на практике. Ошиб-
ка аппроксимации будет становиться меньше при росте 𝑘. Однако это предположение не
допускает логарифмический рост порядка 𝑘. Обобщение на случай линейного процесса было
рассмотрено в (Chang and Park, 2002). На практике параметр 𝑘 обычно выбирается либо на
основе значимости коэффициентов 𝜙𝑗 (см. (Ng and Perron, 1995)), либо на основе информа-
ционных критериев. В (Ng and Perron, 2001) разрабатывается модифицированный критерий
Акаике, который хорошо работает на конечных выборках при сильно отрицательной MA
компоненте. Отметим, что данная параметрическая регрессия применяется и в полупара-
метрических тестах для оценивания долгосрочной дисперсии.

Третий подход заключается в построении такого теста, который бы не зависел от меша-
ющих параметров асимптотически и был состоятельным (по определению состоятельность
предполагает мощность, равную единице асимптотически). Такой подход был предложен,
среди прочих, в (Breitung, 2002). Рассмотренный тест будет отвергать гипотезу единичного
корня при малых значениях статистики отношения дисперсий

𝑉 𝑅 =
𝑇−3

∑︀𝑇
𝑡=1

(︁∑︀𝑡
𝑗=1 𝑦𝑗

)︁2
𝑇−1

∑︀𝑇
𝑡=1 𝑦

2
𝑡

. (1.6)

Эта статистика близко связана с KPSS статистикой, введенной в (Kwiatkowski, Phillips,
Schmidt and Shin, 1992), проверяющей нулевую гипотезу о стационарности ряда1 против
альтернативы о наличии единичного корня. Она отличается от 𝑉 𝑅 статистики в том, что
числитель делится на 𝑇 2, а не на 𝑇 3, и вместо обычной оценки дисперсии �̂�2 используется
оценка долгосрочной дисперсии ряда 𝑒𝑡. Соответственно, из 𝐾𝑃𝑆𝑆 статистики можно полу-
чить статистику 𝑉 𝑅 путем деления ее на 𝑇 и полагая ширину окна равной нулю в оценке
долгосрочной дисперсии. Предельное распределение статистики 𝑉 𝑅 не зависит от долго-
срочной дисперсии.

1Такие гипотезы будут рассмотрены в Разделе 1.2.1.
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1.1.3 Наличие детерминированной компоненты

В предыдущих подразделах анализировался DGP (1.1) или (1.4) при отсутствии де-
терминированной компоненты. Однако макроэкономические данные часто имеют линейный
тренд или, по крайней мере, флуктуируют около ненулевого уровня. Для этого в модель
вводится детерминированная компонента 𝑑𝑡:

𝑦𝑡 = 𝑑𝑡 + 𝑢𝑡, 𝑡 = 0, . . . , 𝑇 (1.7)

𝑢𝑡 = 𝛼𝑢𝑡−1 + 𝑒𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (1.8)

где 𝑑𝑡 = 𝛾′𝑧𝑡. В простейших случая детерминированная компонента включает в себя либо
только константу (𝛾 = 𝜇, 𝑧𝑡 = 1, 𝑑𝑡 = 𝜇), либо константу и линейный тренд (𝛾 = (𝜇, 𝛽)′,
𝑧𝑡 = (1, 𝑡)′, 𝑑𝑡 = 𝜇 + 𝛽𝑡), хотя допускается нелинейная структура, например, включающая
полиномиальный тренд или структурные сдвиги.

При наличии детерминированной компоненты ADF-регрессия (1.5) преобразуется в

𝑦𝑡 = 𝑑𝑡 + 𝛼𝑦𝑡−1 +
𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗∆𝑦𝑡−𝑗 + 𝑒𝑡𝑘, 𝑡 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑇. (1.9)

По теореме Фриша-Во-Ловелла оценивание параметров в этой регрессии эквивалентно оце-
ниванию по двухшаговой процедуре, где вместо ряда 𝑦𝑡 в (1.5) используется его детренди-
рованный аналог �̂�𝑡 – OLS-остатки от регрессии 𝑦𝑡 на детерминированную компоненту. Для
тестов Филлипса-Перрона (как и их модификаций) и Брайтунга (уравнение (1.6)) аналогично
вместо 𝑦𝑡 используются остатки �̂�𝑡 при наличии детерминированной компоненты.

В предельных распределениях (1.2) и (1.3) при наличии детерминированной компонен-
ты Винеровские процессы 𝑊 (𝑟) заменяются на соответствующие детрендированные аналоги

𝑊 𝑑(𝑟) = 𝑊 (𝑟) −𝐷(𝑟)′
(︂∫︁ 1

0

𝐷(𝑠)𝐷(𝑠)′𝑑𝑠

)︂−1(︂∫︁ 1

0

𝐷(𝑠)𝑊 (𝑠)𝑑𝑠

)︂
,

где 𝐷(𝑟) = 1, если 𝑑𝑡 = 𝜇 (𝑧𝑡 = 1), и 𝐷(𝑟) = (1, 𝑟)′, если 𝑑𝑡 = 𝜇 + 𝛽𝑡 (𝑧𝑡 = (1, 𝑡)′). В пер-
вом случае 𝑊 𝑑(𝑟) упрощается до 𝑊 𝜇(𝑟) = 𝑊 (𝑟) −

∫︀ 1

0
𝑊 (𝑠)𝑑𝑠, центрированного (de-meaned)

Винеровского процесса, а во втором до 𝑊 𝜏 (𝑟) = 𝑊 𝜇(𝑟) − 12(𝑟 − 1
2
)
∫︀ 1

0
(𝑠− 1

2
)𝑊 (𝑠)𝑑𝑠, дет-

рендированного (de-trended) Винеровского процесса. Важно отметить, что когда мы учиты-
ваем константу, полученный тест будет инвариантным относительно начального значения
при нулевой гипотезе, даже если это начальное знаечние является 𝑂𝑝(𝑇

(1/2)). Но при нали-
чии тренда, мощность теста будет стремительно падать с увеличением коэффициента при
тренде. Однако при включении тренда в модель соответствующее предельное рапсределение
не будет зависеть от параметра этого тренда (а также от начального значения), хотя учет
тренда в DGP будет приводить к более низкой мощности из-за оценивания дополнительного
параметра.

Рассмотренное выше детрендирование носит название OLS-детрендирования. В (Elliott,
Rothenberg and Stock, 1996) (Далее ERS) был предложен альтернативный подход – GLS-
детрендирование – который был далее анализирован в (Ng and Perron, 2001).2 Тесты, ос-
нованные на GLS-детрендировании, являются (почти) асимптотически эффективными (при
некоторых предположениях), то есть будут иметь (почти) максимально возможную асимп-
тотическую локальную мощность3.

2Для сравнения различных вариантов детрендирования см. работу (Vougas, 2007).
3Для теста Брайтунга (1.6), однако, GLS-детрендирование приводит к худшим свойствам, чем OLS-
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Использование тестов с GLS-детрендированием и выбором количества лагов согласно
MAIC, однако, приводит к немонотонной мощности. То есть мощность сначала возраста-
ет при удалении в сторону стационарности, но затем начинает падать, и иногда довольно
значительно. В (Perron and Qu, 2007) предлагается решение этой проблемы, которое заклю-
чается в выборе количества лагов через MAIC, используя OLS-детрендирование, но тестовые
статистики строятся, используя GLS-детрендированные данные.

1.1.4 Локальная асимптотика

Многие работы, посвященные тестированию ряда на наличие единичного корня, свя-
заны с построением такого теста, который имел бы наибольшую мощность. Многие тесты
на основании стандартной (фиксированной) асимптотической теории (то есть при рассмот-
рении нулевой гипотезы 𝐻0 : 𝛼 = 1 против фиксированной альтернативы 𝐻1 : 𝛼 < 1) имеют
невырожденной предельное рапсределение при нулевой гипотезе и расходятся к бесконечно-
сти при альтернативе, что говорит о состоятельности конкретного теста. Другими словами,
“хороший” тест должен иметь асимптотическую мощность, равную единице даже при очень
малом отклонении от нулевой гипотезы, и иметь (асимптотически) корректный размер. Это,
однако, не вполне соответствует результатам симуляций даже для больших выборок.

Другая проблема заключается в том, что при нулевой гипотезе о наличии единично-
го корня 𝑡-статистика (Дики-Фуллера) имеет (несимметричное) предельное распределение
Дики-Фуллера (1.3). При альтернативной гипотезе эта статистика имеет нормальное распре-
деление. Однако при альтернативах, близких к нулевой гипотезе, распределение конкретной
статистики становится больше похожим на распределение Дики-Фуллера, нежели на нор-
мальное. Локальная асимптотическая теория призвана устранить такой разрыв в асимпто-
тических распределениях, а также лучше аппроксимировать поведение тестовой статистики
на конечных выборках.

Конкретнее, пусть параметр авторегрессии 𝛼 ведет себя как 𝛼 = exp(𝑐/𝑇 ) ≈ 1 + 𝑐/𝑇 ,
где локализующий параметр 𝑐 ≤ 0. При 𝑐 = 0 мы имеем случай наличия единичного корня.
При 𝑐→ ±∞ были получены некоторые результаты в (Phillips, 1987b), связывающие фикси-
рованные случаи 𝛼 < 1 (стационарный процесс) и 𝛼 > 1 (взрывной процесс) со локлаьным
к единичному корню случаем (𝛼 = exp(𝑐/𝑇 )). Данное представление используется для ана-
лиза локальной мощности, когда тестируется нулевая гипотеза 𝑐 = 0 против альтернативы
𝑐 < 0. Можно видеть, что в этом случае альтернативная гипотеза будет сходится к нулевой
при увеличении выборки. Эта искусственная конструкция, однако, позволяет более точно ап-
проксимировать распределения на конечных выборках. При 𝛼 = 1 + 𝑐/𝑇 во всех предельных
распределениях стандартный Винеровский процесс 𝑊 (𝑟) заменяется на процесс Орнштейна-
Уленбека 𝑊𝑐 (𝑟) (см. (Chan and Wei, 1987) и (Phillips, 1987b)), который является решением
стохастического дифференциального уравнения 𝑑𝑊𝑐(𝑟) = 𝑐𝑊𝑐(𝑟)𝑑𝑟 + 𝑑𝑊 (𝑟) с начальным
условием 𝑊𝑐 (0) = 0 (то есть, 𝑊𝑐 (𝑟) =

∫︀ 1

0
exp (𝑐 (𝑟 − 𝑠)) 𝑑𝑊 (𝑠) ∼ 𝑁 (0, (exp (2𝑐𝑟) − 1) /2𝑐)).

Подробнее об этой теории и об использовании процесса Орнштейна-Уленбека в асимпто-
тических распределениях смотрите в (Tanaka, 1996). Локальная асимптотика может также
указывать на многие свойства процессов, которые выявляются на конечных выборках, но ко-
торые невозможно определить при стандартной (фиксированной) асимптотической теории.

Такая параметризация, однако, все еще не устраняет разрыв между распределением
параметра при наличии единичного корня и при стационарности. Недавние исследования
(см., например, (Phillips and Magdalinos, 2007a), (Phillips and Magdalinos, 2007b), (Giraitis and
Phillips, 2006), (Phillips, Giraitis and Magdalinos, 2010)) разработали асимптотику умеренных
отклонений от единицы, где параметр 𝛼 моделируется как 𝛼 = 1 + 𝑐/𝑘𝑇 , где 𝑘𝑇 стремится к

детрендирование.
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бесконечности с более медленной скоростью, чем 𝑇 . Эта теория позволяет устранить разрыв
между стационарностью и наличием единичного корня.

1.2 Подходы к тестированию стационарности временного ряда

В данном разделе описываются основные подходы для проверки нулевой гипотезы о
стационарности временного ряда. Сначала описывается классический тест KPSS, затем об-
суждается вопрос о поведении тестов при локальности к единице авторегрессионного па-
раметра, затем описывается ряд других тестов на стационарность и модификаций KPSS,
позволяющих уменьшить искажения размера для близких к нестационарным временным
рядам.

1.2.1 KPSS тест

Тестирование временных рядов на наличие единичного корня является необходимым
элементом анализа данных. Стандартным и наиболее распространённым подходом, идущим
от работ Дики и Фуллера (Dickey and Fuller, 1979), является проверка гипотезы о наличии
единичного корня во временных рядах. Но начиная с работы (Kwiatkowski, Phillips, Schmidt
and Shin, 1992) (Далее KPSS) получило развитие противоположное направление, в котором
в качестве нулевой гипотезы выступает предположение о том, что временной ряд является
стационарным около детерминированного тренда. Эти тесты близко соотносятся с проблемой
тестирования единичного корня в 𝑀𝐴 составляющей (см., например, (Maddala and Kim,
1998, Section 4.4)). В KPSS было предложено использовать результаты тестирования нулевой
гипотезы о стационарности для подтверждающегося анализа, то есть чтобы подтвердить
наше заключение о наличии единичного корня. Однако если оба теста (о наличии единичного
корня и о стационарности) не в состоянии отвергнуть соответствующую нулевую гипотезу,
или оба отвергают соответствующую нулевую гипотезу, невозможно сделать вывод. Более
подробное обсуждение этой проблемы см. в (Maddala and Kim, 1998, Section 4.6).

Кратко рассмотрим наиболее распространённый тест, предложенный в KPSS. Авторы
начали рассмотрение со следующей модели:

𝑦𝑡 = 𝑑𝑡 + 𝑟𝑡 + 𝑒𝑡, (1.10)

где ряд 𝑦𝑡 раскладывается на сумму детерминированной компоненты 𝑑𝑡 (константа или кон-
станта и тренд), случайного блуждания 𝑟𝑡 = 𝑟𝑡−1 + 𝜀𝑡 (𝑟0 = 0, поскольку константа включена
в детерминированную компоненту, а ошибка 𝜀𝑡 является стационарной с нулевым средним) и
стационарной ошибки 𝑒𝑡. Это представление является представлением ненаблюдаемых ком-
понент (unobserved components representation). Тестируется нулевая гипотеза 𝐻0 : 𝜎2

𝜀 = 0.
Если нулевая гипотеза верна, то 𝑟𝑡 = 0, следовательно ряд 𝑦𝑡 является стационарным. Это
частный случай тестирования постоянства параметров против альтернативы, что параметры
следуют случайному блужданию (см. (Nabeya and Tanaka, 1988)).

Тестовая статистика строится следующим образом. Сначала проводится регрессия ряда
𝑦𝑡 на соответствующую детерминированную компоненту, которая содержит или константу
(индекс 𝑖 = 𝜇), или константу и тренд (индекс 𝑖 = 𝜏). Результирующие остатки �̂�𝑖𝑡, где 𝑖 = 𝜇, 𝜏 ,
далее используются для вычисления 𝑆𝑖

𝑡 =
∑︀𝑡

𝑗=1 �̂�
𝑖
𝑗. Тестовая статистика тогда строится как

𝑆𝑖 =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=2 (𝑆𝑖

𝑡)
2

�̂�2
𝑢

, (1.11)
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где �̂�2
𝑢 – оценка долгосрочной дисперсии ряда 𝑢𝑡, вычисленная по остаткам �̂�𝑡. При некоторых

условиях регулярности и соответствующим выборе оценки долгосрочной дисперсии асимпто-
тическое распределение статистики (1.11) при нулевой гипотезе есть 𝑆𝑖 ⇒

∫︀ 1

0
𝑊 𝑖(𝑠)2𝑑𝑠, где⇒

обозначает слабую сходимость, 𝑊 (𝑠) – Винеровский процесс, 𝑊 𝜇(𝑠) = 𝑊 (𝑠) − 𝑠𝑊 (1) – Бро-
уновский мост,𝑊 𝜏 (𝑠) = 𝑊 (𝑠)+(2𝑠−3𝑠2)𝑊 (1)+6(𝑠2−𝑠)

∫︀ 1

0
𝑊 (𝑙)𝑑𝑙 = 𝑊 𝜇(𝑠)−6(1−𝑠)

∫︀ 1

0
𝑊 𝜇(𝑙)𝑑𝑙

– Броуновский мост второго порядка. При альтернативной гипотезе числитель статистики
(1.11) есть 𝑂𝑝(𝑇

2), знаменатель – 𝑂𝑝(𝑇/𝑙𝑇 ), где 𝑙𝑇 – ширина окна для непараметрического
оценивания долгосрочной дисперсии. Тогда при условии, что ширина окна растёт медленнее,
чем величина выборки 𝑇 , тест является состоятельным.

1.2.2 Недостатки тестов на стационарность в представлении почти интегри-

рованных рядов

В работе (Muller, 2005) автор рассматривает размер и мощность тестов на стационар-
ность, а именно KPSS теста, при локальной к единичному корню асимптотике (поскольку
стандартный тест KPSS имеет сильные искажения размера, когда ряд сильно автокоррели-
рован, в том смысле, что авторегрессионный корень очень близок к единице). Также извест-
но, что в представлении, близком к единице, асимптотическое распределение теста намного
лучше аппроксимирует распределение при малых выборках, чем в представлении фиксиро-
ванного авторегрессионного корня |𝛼| < 1, если ряд сильно автокоррелирован.

При рассмотрении локальной асимптотики автор взял отличное от стандартного (как
в KPSS, Раздел 1.2.1) представление DGP:

𝑦𝑡 = 𝑑𝑡 + 𝑢𝑡, (1.12)

𝑢𝑡 = 𝛼𝑢𝑡−1 + 𝑒𝑡, (1.13)

где 𝑑𝑡 – детерминированная компонента, в простом случае включающая либо только кон-
станту, либо константу и линейный тренд. Авторегрессионный параметр 𝛼 при локальном
поведение есть 𝛼 = 𝛼𝑇 = 1 + 𝑐/𝑇 , где 𝑐 ≤ 0, а ошибки 𝑒𝑡 таковы, что выполняется FCLT.
Начальное условие 𝑢0 удовлетворяет 𝑢0 = 𝜁

√︀
𝜔2
𝑒/(1 − 𝛼2

𝑇 ).
Тогда можно показать, что при локальном представлении авторегрессионного корня

𝑇−1/2𝑢𝑖⌊𝑇𝑟⌋ ⇒ 𝜔𝑒𝐾
𝑖
𝑐(𝑟), (1.14)

где 𝑖 = 𝜇 в случае константы и 𝑖 = 𝜏 в случае тренда, 𝐾𝜇
𝑐 (𝑟) = 𝐾𝑐(𝑟) −

∫︀ 1

0
𝐾𝑐(𝑠)𝑑𝑠 и 𝐾𝜏

𝑐 (𝑟) =

𝐾𝜇
𝑐 (𝑟) − 12

(︀
𝑟 − 1

2

)︀ ∫︀ 1

0

(︀
𝑠− 1

2

)︀
𝐾𝑐(𝑠)𝑑𝑠, а

𝐾𝑐(𝑟) =

{︃
𝜁(𝑒𝑟𝑐 − 1)(−2𝑐)−1/2 +𝑊𝑐(𝑟), 𝑐 < 0

𝑊 (𝑟), 𝑐 = 0
.

Тогда предельное распределение числителя, применяя CMT, имеет вид:

𝑇−4

𝑇∑︁
𝑡=1

(
𝑡∑︁

𝑗=1

�̂�𝑖𝑗)
2 ⇒ 𝜔2

𝑒

∫︁ 1

0

[︂∫︁ 𝑟

0

𝐾𝑖
𝑐(𝑠)𝑑𝑠

]︂2
𝑑𝑟. (1.15)

Заметим, что в отличие от стандартной асимптотики для KPSS теста, где числитель де-
лится на 𝑇 2, в уравнении (1.15) числитель дополнительно делится ещё на 𝑇 2, чтобы получить
невырожденное предельное распределение. В этом случае знаменатель, оценка долгосрочной
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дисперсии �̂�2
𝑢, должен быть порядка 𝑂𝑝(𝑇

2) для получения невырожденного предельного рас-
пределения KPSS статистики при локальном представлении авторегрессионного корня.

При стандартной асимптотике можно показать, что оценка долгосрочной дисперсии
(построенная как сумма автоковариаций) состоятельна, когда ширина окна имеет порядок
𝑜(𝑇 1/2) или 𝑜(𝑇 ) (см. (Andrews, 1991)). В работе KPSS, например, используется ядро Барт-
летта с шириной окна порядка 𝑜(𝑇 1/4), и этот выбор очень распространён в эмпирических
работах. Также в (Hobijn, Franses and Ooms, 2004), делая ширину окна зависящей от выбор-
ки, оценки долгосрочных дисперсий удовлетворяют порядку ширины окна, равному 𝑜𝑝(𝑇 ).

Однако в представлении, локальном к единице, Мюллер доказал, что при ширине окна
порядка 𝑜(𝑇 ) и произвольном 𝑐 = 𝑇 (1−𝛼) для любого критического значения 𝑐𝑣 выполняется
Pr (𝑆𝑖(𝜔2

𝑢(𝑙𝑇 )) > 𝑐𝑣) −→
𝑇→∞

1, где 𝑙𝑇 – ширина окна, то есть размер теста стремится к единице

(асимптотически нулевая гипотеза всегда отвергается в пользу альтернативной).
Обратим внимание, что подобные плохие результаты не являются характерными для

KPSS вообще, а только в представлении, локальном к единице, как аргумента, когда авто-
корреляция даже асимптотически является большой. Чтобы получить асимптотически опти-
мальные тесты, заметим, что оптимальные тесты на единичный корень, полученные в ERS
и далее исследованные в (Muller and Elliott, 2003), являются точечно-оптимальными. Вспом-
ним, что выбор 𝑐 мало влияет на асимптотическую мощность (она почти всегда очень близка
к огибающей). Однако существует проблема: локально оптимальные тесты являются теста-
ми на единичный корень, а не на стационарность. Но они представляют из себя, по лемме
Неймана-Пирсона, отношение правдоподобий, то есть годятся, если поменять гипотезы ме-
стами. При этом, если мы отвергали 𝐻0: 𝛼=1 в пользу 𝐻𝐴: |𝛼| < 1 при достаточно большом
𝐿(𝑐) − 𝐿(0) (где 𝐿(𝑐) является функцией логарифма правдоподобия), то теперь будем от-
вергать 𝐻0: |𝛼| < 1 при достаточно малом 𝐿(𝑐) − 𝐿(0). Однако распределение поменяется, и
критические значения нужно вычислять отдельно.

Рассмотрим нулевую гипотезу стационарности (локальной к единичному корню) 𝐻0 :
𝑐 ≥ 𝑐 > 0 против альтернативы𝐻1 : 𝑐 = 0 (𝑐 – минимальный уровень показателя возвращения
к среднему при нулевой гипотезе). Следуя (Muller and Elliott, 2003), Мюллер предложил
асимптотически оптимальную тестовую статистику 𝑄𝜇(𝑐) для случая константы и 𝑄𝜏 (𝑐) для
случая тренда, чтобы различать случаи между 𝛼 и 𝛼𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 . Эта статистика строится
следующим образом:

𝑄𝑖(𝑐) = 𝑞𝑖1(�̂�
−1
𝑒 𝑇−1/2�̂�𝑖𝑇 )2 + 𝑞𝑖2(�̂�

−1
𝑒 𝑇−1/2�̂�𝑖1)

2

+ 𝑞𝑖3(�̂�
−1
𝑒 𝑇−1/2�̂�𝑖𝑇 )(�̂�−1

𝑒 𝑇−1/2�̂�𝑖1) + 𝑞𝑖4�̂�
−2
𝑒 𝑇−2

𝑇∑︁
𝑡=1

(�̂�𝑖𝑡)
2, (1.16)

где �̂�𝑖𝑡 – OLS-остатки от регрессии ряда 𝑦𝑡 на соответствующую детерминированную компо-
ненту, 𝑞𝜇1 = 𝑞𝜇2 = 𝑐(1 + 𝑐)/(2 + 𝑐), 𝑞𝜇3 = −2𝑐/(2 + 𝑐), 𝑞𝜇4 = 𝑐2 и 𝑞𝜏1 = 𝑞𝜏2 = 𝑐2(8 + 5𝑐 + 𝑐2)/(24 +
24𝑐+ 8𝑐2 + 𝑐3), 𝑞𝜏3 = 2𝑐2(4 + 𝑐)/(24 + 24𝑐+ 8𝑐2 + 𝑐3), 𝑞𝜏4 = 𝑐2. Также �̂�2

𝑒 – любая состоятельная
оценка долгосрочной дисперсии ряда 𝑒𝑡, используя остатки от 𝐴𝑅(1)-регрессии для �̂�𝑖𝑡.

4

Соответствующее предельное распределение прямо следует из CMT:

𝑄𝑖(𝑐) ⇒ 𝑞𝑖1𝐾
𝑖
𝑐(1)2 + 𝑞𝑖2𝐾

𝜏
𝑐 (0)2 + 𝑞𝑖3𝐾

𝑖
𝑐(1)𝐾𝑖

𝑐(0) + 𝑞𝑖4

∫︁ 1

0

𝐾𝑖
𝑐(𝑟)𝑑𝑟, (1.17)

где 𝐾𝑖
𝑐(𝑟) определяется также, как и в (1.14).
Результаты получились намного лучше, чем для KPSS тестов. Основной результат за-

4В (Skrobotov, 2015) указывается, что ядерная оценка работает достаточно плохо, в то время как авторе-
грессионная оценка показывает достаточно хорошие свойства.
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ключается в том, что фиксируя мощность теста 𝑄𝑖(𝑐) на уровне мощности соответствующего
сравниваемого KPSS теста, первый строго доминирует (в смысле меньшего размера).

1.2.3 Сравнение тестов LMC и KPSS

Преимуществом теста Лейбурна-МакКейба (Leybourne and McCabe, 1994)(Далее LMC.)
(и его модификации, полученной в (Leybourne and McCabe, 1999)) по сравнению с более рас-
пространенным KPSS является более высокая мощность на конечных выборках. Различия
между тестами заключаются в том, что тест KPSS использует непараметрический метод кор-
рекции серийной корреляции, в то время как LMC использует параметрическую коррекцию.
Преимущество последнего заключается в более высокой скорости расхождения к бесконечно-
сти при альтернативе, чем в KPSS тесте, что делает тест LMC более мощным. Недостатком
LMC является довольно узкий класс предположений об ошибках по сравнению с KPSS.

Предельные распределения и LMC, и KPSS не зависят ни от каких мешающих пара-
метров, поэтому асимптотически для обоих тестов можно точно контролировать размер (в
стандартной асимптотике). На малых выборках при большом авторегрессионном парамет-
ре размер теста LMC, однако, сильно искажен, как и размер теста KPSS. В работе (Muller,
2005) (см. также Раздел 1.2.2) объясняются теоретические причины этих искажений размера
для теста KPSS, в то время как в работе (Lanne and Saikkonen, 2003) исследуются причи-
ны искажений размера теста LMC. Существуют и другие тесты на стационарность, такие
как (Arellano and Pantula, 1995), (Jansson, 2004), (Choi, 1994), (Tanaka, 1990), (Saikkonen and
Luukkonen, 1993a,b), но и они не могут справиться с проблемой искажений размера в сильно
автокоррелированных рядах.

В (Kurozumi, 2009) рассматриваются источники искажения размера теста LMC, а также
предлагается модификация теста, имеющая лучшие свойства при сильно автокоррелирован-
ных DGP.

1.2.4 Модификация KPSS для почти интегрированных рядов

В (Harris, Leybourne and McCabe, 2007) (Далее HLM) предлагается решение проблемы
единичного асимптотического размера, описанного в (Muller, 2005) и разделе 1.2.2.

HLM предложили простую модификацию KPSS теста, использующую (квази) GLS-
детрендрованные ряды. Более конкретно, пусть используется модель, предложенная в (Muller,
2005) при почти интегрированности. Мы тестируем нулевую гипотезу стационарности (ло-
кальной к единичному корню) 𝐻0 : 𝑐 ≥ 𝑐 > 0 против альтернативы 𝐻1 : 𝑐 = 0, где 𝑐 –
минимальный уровень показателя возвращения к среднему при нулевой гипотезе, а авторе-
гресионный параметр записывается как 𝛼 = 𝛼𝑇 = 1− 𝑐/𝑇 , 𝑐 ≥ 0. Пусть �̃�𝑖𝑡, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 – остатки
от регрессии 𝑦𝑐 = 𝑦𝑡 − �̄�𝑇𝑦𝑡−1 на 𝑍𝑐 = 𝑧𝑡 − �̄�𝑇 𝑧𝑡−1, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇 , где 𝑧𝑡 = 1 в случае константы
и 𝑧𝑡 = (1, 𝑡)′ в случае тренда. Тогда тест 𝑆𝑖(𝑐) строится следующим обазом:

𝑆𝑖(𝑐) =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=2 (

∑︀𝑡
𝑗=2 �̃�

𝑖
𝑗)

2

�̂�2
𝑒

, (1.18)

где �̂�2
𝑒 вычисляется, используя остатки �̃�

𝑖
𝑡.

Предельное распределение HLM статистики (1.18) при 𝛼 = 𝛼𝑇 = 1 + 𝑐/𝑇 , когда началь-
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ное условие задается как 𝑢0 = 𝜁
√︀
𝜔2
𝑒/(1 − 𝛼2

𝑇 ), имеет вид

𝑆𝜇(𝑐) ⇒
∫︁ 1

0

𝐻𝑐,𝑐,𝜅(𝑟)2𝑑𝑟, (1.19)

𝑆𝜏 (𝑐) ⇒
∫︁ 1

0

(︂
𝐻𝑐,𝑐,0(𝑟) − 6𝑟(1 − 𝑟)

∫︁ 1

0

𝐻𝑐,𝑐,0(𝑠)𝑑𝑠

)︂2

𝑑𝑟, (1.20)

Здесь

𝐻𝑐,𝑐,𝜅(𝑟) = 𝐾𝑐(𝑟) + 𝑐

∫︁ 𝑟

0

(𝐾𝑐(𝑠) + 𝜅𝑠)𝑑𝑠− 𝑟

[︂
𝐾𝑐(1) + 𝑐

∫︁ 1

0

(𝐾𝑐(𝑠) + 𝜅𝑠)𝑑𝑠

]︂
,

𝐾𝑐(𝑟) =

{︃
𝜁(𝑒−𝑟𝑐 − 1)(2𝑐)−1/2 +𝑊𝑐(𝑟), 𝑐 > 0

𝑊 (𝑟), 𝑐 = 0
,

где 𝑊𝑐(𝑟) =
∫︀ 𝑟

0
𝑒−(𝑟−𝑠)𝑐𝑑𝑊 (𝑠) – процесс Орнштейна-Уленбека, 𝑊 (𝑟) – стандартный Винеров-

ский процесс, а ⇒ обозначает слабую сходимость.
Если 𝑐 = 𝑐, то тестовая статистика имеет стандартное распределение KPSS при нуле-

вой гипотезе для соответствующий детерминированной компоненты. Также эта статистика
инвариантна к начальным значениям даже на конечных выборках в этом случае.

Для практического применения авторы рекомендуют, следуя (Muller and Elliott, 2003)
и (Elliott and Muller, 2006), использовать 𝑐 = 10 для теста с константой и 𝑐 = 15 для теста с
трендом. Таким образом, асимптотические критические значения при 𝑐 = 10 и 𝑐 = 15 соот-
ветствуют стандартным критическим значениям KPSS, и при этих значениях 𝑐 мы получаем
корректный асимптотический размер.

Сравнивая поведение модифицированного теста с тестом𝑄𝜇(𝑐), предложенным в (Muller,
2005), HLM заключают, что при умеренных отклонениях начального значения от нуля пер-
вый тест явно превосходит последний (в смысле асимптотического размера, фиксируя мощ-
ность на определённом уровне), за исключением небольших начальных значений, где 𝑄𝜇(𝑐)
имеет небольшое преимущество. Поведение на конечных выборках также показывает пре-
восходство теста 𝑆𝜇(𝑐) при сильно отрицательной MA компоненте5.

1.2.5 Корректировка смещения KPSS статистики

Проблема, которая была поставлена в (Sul, Phillips and Choi, 2005) (далее SPC), за-
ключается в смещении вниз HAC-оценки долгосрочной дисперсии, используемой во многих
тестах (в том числе и KPSS тесте). Так как в формулах для тестов долгосрочная дисперсия
находится в знаменателе, это приводит к смещению статистики вверх и искажению размера,
который может быть очень существенным.

При оценивании долгосрочной дисперсии c AR(1) предбеливанием (𝐴𝑅(1) prewhitening),
наиболее часто используемый способ (см., например, (Andrews, 1991)) – заменить оценку ав-
торегрессионного корня, большего 0.97, на 0.97, чтобы избежать искажений размера тестов
на наличие единичного корня или тестов на стационарность. Это граничное правило исполь-
зуется, чтобы исключить искажения, происходящие, когда оценка авторегерссионного корня
близка к единице. SPC исследуют альтернативный способ, в котором граничное условие бу-
дет зависеть от длины выборки, а именно 1−1/

√
𝑇 (то есть при получении авторегрессионной

оценки, большей, чем 1 − 1/
√
𝑇 , она заменяется на 1 − 1/

√
𝑇 ). Это позволяет существенно

улучшить мощность.

5Исходя из работы (Skrobotov, 2015), плохое поведение теста 𝑄𝜇(𝑐) при отрицательной MA компоненте
связано с неподходящим выбором оценки долгосрочной дисперсии.
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Конкретнее, в SPC было предложено сначала оценивать 𝐴𝑅(𝑝) модель для остатков,
�̂�𝑡, то есть

�̂�𝑡 = 𝜑1�̂�𝑡−1 + · · · + 𝜑𝑝�̂�𝑡−𝑝 + 𝑒𝑡.

Тогда оценка долгосрочной дисперсии строится согласно

�̂�2
𝑢 =

�̂�2
𝑒

(1 − 𝜑)2
, (1.21)

где 𝜑 = min
{︁∑︀𝑝

𝑗=1 𝜑𝑗, 1 − 1/
√
𝑇
}︁
, и �̂�𝑒 – оценка долгосрочной дисперсии ошибок 𝑒𝑡 Эту

оценку можно записать альтернативным способом как:

�̂�2
𝑢 = min

{︃
𝑇 �̂�2

𝑒 ,
�̂�2
𝑒

(1 −
∑︀𝑝

𝑗=1 𝜑𝑗)2

}︃
, (1.22)

Для случая 𝐴𝑅(1) ошибок в (Carrion-i-Silvestre and Sansó-i-Rosselló, 2006) было показа-
но, что размер теста, используя подход SPC с 𝐴𝑅(1) предбеливанием, близок к номинальному
и предпочтительнее других рассмотренных тестов, в то время как тест имеет либеральные
искажения размера, если действительный DGP является 𝐴𝑅(2) процессом.

Рассмотренная процедура обусловлена тем, что при использовании AR-предбеливания
оценка долгосрочной дисперсии будет несостоятельна, если не применять граничное условие.

В работе (Kurozumi and Tanaka, 2010) (далее KT.) предлагается модификация оценки
SPC на случай авторегрессионной оценки долгосрочной дисперсии 𝜔2

𝑢, то есть:

�̂�2
𝑢,𝐴𝑅 =

�̂�2
𝑒

(1 − 𝜑)2
, (1.23)

где �̂�𝑒 = 𝑇−1
∑︀𝑇

𝑡=1 𝑒
2
𝑡 и 𝜑 = min

{︁∑︀𝑝
𝑗=1 𝜑𝑗, 1 − 𝑐/

√
𝑇
}︁
, а 𝑐 – некоторая конечная констан-

та. Однако пока авторегрессионная оценка долгосрочной дисперсии применяется достаточ-
но хорошо, возникает проблема смещения вниз числителя KPSS-статистики на конечных
выборках. KT показали для случая константы и тренда, что их модификация оценки дол-
госрочной дисперсии всё ещё приводит к слишком редкому отвержению нулевой гипотезы
из-за этого смещения вниз, что приводит к существенной потере мощности при альтернати-
ве. Для предотвращения смещения на конечных выборках в числителе KPSS статистики KT
предлагают скорректированную на смещение версию KPSS статистики:

𝐾𝑃𝑆𝑆 =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=1

(︀∑︀𝑡
𝑠=1 �̂�𝑠

)︀2 − �̂�𝑇

�̂�2
𝑢,𝐴𝑅

. (1.24)

Здесь компонента 𝑏𝑇 отвечает за смещение. Это смещение получается, используя разложение
Бевериджа-Нельсона. Конкретнее, пусть 𝑢𝑡 = 𝜓(𝐿)𝑒𝑡, тогда процесс 𝑢𝑡 можно записать как:

𝑢𝑡 = 𝜓(1)𝑒𝑡 + 𝜐𝑡−1 − 𝜐𝑡,

где 𝜐𝑡 =
∑︀∞

𝑗=0 𝜓𝑗𝑒𝑡−𝑗, 𝜓𝑗 =
∑︀∞

𝑖=𝑗+1 𝜓𝑖. Окончательное выражение для числителя KPSS-
статистики записывается как

1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

�̂�𝑠

)︃2

=
𝜓2(1)

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

𝑒𝑠

)︃2

+𝑅1 −𝑅2.

Вторая и третья компоненты есть 𝑜𝑝(1), в то время как первая компонента имеет невырож-
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денное предельное распределение. Таким образом, смещение числителя зависит от 𝑅1 и 𝑅2.
KT тогда определяют смещение в числителе как математическое ожидание 𝑅1 − 𝑅2 вплоть
до 𝑂(𝑇−1). Это смещение обозначается как 𝑏𝑇 :

E[𝑅1 −𝑅2] = 𝑏𝑇 + 𝑜(𝑇−1). (1.25)

Тогда справедлив следующий результат.

Утверждение 1 Пусть 𝛾0 = E[𝜐2𝑡 ], лаговый полином 𝜙(𝐿) = 𝑐(𝐿)(1−𝜌𝐿) и 𝜙′(1) = 𝑑𝜙(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=1.
Тогда смещение 𝑏𝑇 в числителе стандартной KPSS статистики выражается как

𝑏𝑇 =
𝑏0
𝑇

(︂
𝛾0 + 𝜎2

𝑒

𝜙′(1)

𝜙3(1)

)︂
(1.26)

где 𝑏0 = 5/3 для модели с константой и 𝑏0 = 19/15 для модели с трендом.

Параметр 𝛾0 можно получить рекурсивно, решая уравнения Юла-Уокера (подробности
см. в (Kurozumi and Tanaka, 2010, Section 3.2)). Симуляции на конечных выборках показы-
вают значимое улучшение размера в случае 𝐴𝑅(2) ошибок.

1.2.6 Другие подходы

Отметим другие недавно разработанные подходы к тестированию нулевой гипотезы
о стационарности. В(Busetti, 2009) исследовались свойства тестов на стационарность при
различных начальных знаечниях. В (Amsler, Schmidt and Vogelsang, 2009) разрабатывались
тесты для асимптотики фиксированной ширины окна (fixed-b asymptotics) для оценивания
долгосрочной дисперсии. В работах (de Jong, Amsler and Schmidt, 2007) и (Xiao and Lima,
2007) ослабляются различые условия на дисперсию ошибок для стандартного теста KPSS.
В (Choi, 2009) разрабатывается простая процедура, чтобы уменьшить искажения размера
KPSS теста, которая заключается в разбиении выборки на две части. Предлагается исполь-
зовать максимум от двух KPSS статистик, одна из которых построена по нечетным наблю-
дениям, а другая – по четным.

1.3 Подходы к тестированию гипотез при наличии структурных

сдвигов

В рамках моделей ARMA различение TS- и DS-рядов сводится к решению вопроса о
наличии единичного корня у полинома, соответствующего авторегрессионной составляющей
модели. Тогда проблему выбора между наличием единичного корня и стационарностью от-
носительно детерминированного тренда можно свести к решению следующего вопроса. При
имеющихся статистических данных предположение о том, что тренд изменяется в каждый
момент времени (стохастический тренд), лучше соответствует этим данным по сравнению с
предположением о том, что тренд не изменяется никогда (линейный тренд)? Эмпирический
анализ, приведённый в работе Нельсона и Плоссера (Nelson and Plosser, 1982), авторы ко-
торой рассматривали исторические макроэкономические ряды США, показал, что большин-
ство рассмотренных в рядов содержат стохастический тренд, т.е. тренд в данных меняется
каждый момент времени.

Однако возникает естественный вопрос: почему выбор производится именно между аль-
тернативами “всегда” и “никогда”. Почему, например, не рассмотреть выбор между “всегда”
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и “иногда”? (И в идеале задаться еще и вопросом о том, какова частота этих иногда возни-
кающих шоков, приводящих перманентному изменению тренда.)

Исследования, начатые Перроном (Perron, 1989, 1990), мотивировались последним во-
просом, то есть в модели допускается наличие возникающих “иногда” существенных измене-
ний в функции тренда рассматриваемых рядов (для американских данных). Эти изменения
могут быть связаны с важными историческими событиями, такими как Великая депрессия
в США, Первая и Вторая мировые войны. Такие изменения можно было бы рассматривать
как стохастические, но выбранные из распределения, отличающегося от того, из которого
выбираются шоки, которые происходят в каждый период. Однако то обстоятельство, что та-
кие большие изменения являются нечастыми, мешает определять и оценивать вероятностное
распределение для них. Поэтому приходится моделировать эти нечастые большие изменения
в тренде как структурные изменения. При тестировании на единичный корень допускается
наличие нескольких больших перманентных изменений в функции тренда.

Для экономистов представляет интерес исследование экономических причин соответ-
ствующих структурных сдвигов (какие события в экономике повлияли на возникающие из-
менения в макроэкономических временных рядах). Актуален также вопрос о том, насколько
соотносятся между собой структурные сдвиги в разных временных рядах, то есть, на какие
ряды воздействует определённое событие, обуславливающее шок в экономике.

В данном разделе описываются современные методы тестирования гипотезы о наличие
единичного корня при возможном наличии структурных сдвигов.

1.3.1 Тесты на единичный корень, допускающие структурный сдвиг в

известное время

Изначально в работах Перрона (Perron, 1989, 1990) предполагалось однократное изме-
нение в функции тренда и две версии трёх различных структур:

1. Изменение в уровнях (модель “краха”, “crash-model”);

2. Изменение в наклоне тренда (модель “изменения роста”, “changing growth model”);

3. Изменение и в уровнях, и в наклоне тренда (наличие обоих эффектов).

Для каждого из этих случаев две различные версии учитывают различные эффекты пере-
хода (transition effects): инновационный выброс (IO), который предполагает, что изменение
в функции тренда происходит постепенно, и аддитивный выброс (AO), который предпола-
гает, что изменение в функции тренда происходит мгновенно. Разница между аддитивным
и инновационным выбросами важна не только из-за того, что предполагаются различные
траектории перехода, но и также потому, что статистические процедуры для тестирования
на единичный корень в этих случаях различны.

Структурный сдвиг в модели Перрона предполагается заданным экзогенно, то есть вре-
мя структурного сдвига в тестах такого типа выбирается исследователем, исходя из знания
экономической ситуации в то или иное время. Это обстоятельство, очевидно, является недо-
статком такого рода моделей, поскольку структурный сдвиг не обязан совпадать со временем
шока (и как показывают эконометрические исследования, часто не совпадает с ним), то есть
может иметь место некий лаг между шоком и предполагаемым структурным сдвигом.

Стандартное тестирование на единичный корень обычно производится, используя рас-
ширенный тест Дики-Фуллера, основанный на t-статистике для тестирования нулвой гипо-
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тезы о том, что 𝛼 = 1 в регрессии

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝛼𝑦𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖∆𝑦𝑡−𝑖 + 𝑒𝑡,

где тренд может быть исключён из модели. Основная идея работ Перрона состоит в том, что
когда истинный процесс включает структурный сдвиг, мощность таких тестов на единичный
корень может сильно уменьшаться и очень часто будет нулевой.

Перрон предлагает статистику для IO моделей, которая строится на основе регрессии

𝑦𝑡 = 𝜇0 + 𝜇1𝐷𝑈𝑡 + 𝛽0𝑡+ 𝛽1𝐷𝑇𝑡 + 𝛿𝐷𝑡(𝑇1) + 𝛼𝑦𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖∆𝑦𝑡−𝑖 + 𝑒𝑡. (1.27)

В этой модели Перрон добавляет дополнительные дамми-переменные,

𝐷𝑈𝑡 =

{︃
1, если 𝑡 > 𝑇1

0, если 𝑡 ≤ 𝑇1

для учета сдвига в уровнях и

𝐷𝑇𝑡 =

{︃
𝑡− 𝑇1, если 𝑡 > 𝑇1

0, если 𝑡 ≤ 𝑇1

для учета сдвига в тренде.
Мы можем исключить (𝑡,𝐷𝑇𝑡) или (𝐷𝑇𝑡) из регрессии, если мы допускаем только сдвиг

в уровнях. Тестовой статистикой является обычная t-статистика для тестирования нулевой
гипотезы 𝛼 = 1 против альтернативы |𝛼| < 1 и обозначается как 𝑡𝛼(𝜆1), где 𝜆1 = 𝑇1/𝑇 – доля
даты структурного сдвига. Если дата сдвига является истинной датой, то распределение
статистики инвариантно к параметрам функции тренда, то есть к параметрам, отвечающим
за изменения в константе и наклоне тренда.

Для AO моделей процедура несколько отлична от описанной выше и состоит из двух
шагов. На первом шаге оценивается трендовая функция ряда, и эта трендовая функция
удаляется из исходного временного ряда через следующую регрессию:

𝑦𝑡 = 𝜇0 + 𝛽0𝑡+ 𝜇1𝐷𝑈𝑡 + 𝛽1𝐷𝑇𝑡 + �̃�𝑡, (1.28)

где снова (𝑡,𝐷𝑇𝑡) или (𝐷𝑇𝑡) можно исключить из регрессии. Соответствующие детрендиро-
ванные ряды определяются как остатки �̃�𝑡. Второй шаг различается в зависимости от того,
содержится ли на первом шаге компонента 𝐷𝑈𝑡, дамми, определяющая сдвиг в константе.
Если 𝐷𝑈𝑡 включается на первом шаге, используется t-статистика для тестирования нулевой
гипотезы о том, что 𝛼 = 1 в следующей регрессии:

�̃�𝑡 = 𝛼�̃�𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑑𝑖𝐷𝑡−𝑖(𝑇1) +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖∆�̃�𝑡−𝑖 + 𝑒𝑡, (1.29)

где

𝐷𝑡 (𝑇1) =

{︃
1, если 𝑡 = 𝑇1 + 1

0, если 𝑡 ̸= 𝑇1 + 1

является импульсной дамми.
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Однако изначально в своей статье Перрон неправильно интерпретировал свои резуль-
таты, получая предельное распределение только для моделей с инновационными сдвигами.
Ошибка была устранена в (Perron and Vogelsang, 1993a,b). Изначально Перрон рассматри-
вал модель (1.29) без импульсных дамми 𝐷𝑡−𝑖(𝑇1), поэтому полученное им предельное рас-
пределение соответствовало только IO моделям. Однако, как было показано в (Perron and
Vogelsang, 1993a,b), при включении импульсных дамми 𝐷𝑡−𝑖(𝑇1) в модель (1.29) предельное
распределение тестовых статистик будет то же самое, что и для IO моделей. Для модели без
сдвига в уровнях оно отлично и даётся в (Perron and Vogelsang, 1993b, Уравнение 5), либо
в (Perron and Vogelsang, 1993a, Уравнение 6). Заметим, что нет необходимости введения им-
пульсных дамми в модель без сдвига в уровнях. Снова во всех случаях тесты инвариантны
относительно параметров сдвига, когда дата сдвига специфицирована корректно. Заметим
также, что кроме обычных ADF статистик Перрон рассматривал модификации статистик
Филлипса-Перрона во всех рассматриваемых моделях.

Хотя тест Перрона является наиболее популярным в анализе временных рядов, суще-
ствуют и другие подходы, описанные в обзоре (Perron, 2006): (Kunitomo and Sato, 1995),
(Amsler and Lee, 1995), (Saikkonen and Lutkepohl, 2001), (Lanne, Lutkepohl and Saikkonen,
2002), (Amsler and Lee, 1995), (Lutkepohl, Muller and Saikkonen, 2001).

1.3.2 Тесты на единичный корень, допускающие структурный сдвиг в неиз-

вестное время

В рассмотренных выше работах Перрона предполагалось, что дата структурного сдвига
задается экзогенно, то есть определяется исследователем на основании тех или иных эконо-
мических событий независимо от имеющихся в его распоряжении данных о последователь-
ных значениях изучаемого показателя. Если в действительности структурные сдвиги отсут-
ствуют, то тесты, предложенные Перроном, имеют более низкую мощность по сравнению с
DF-тестом. В то же время они имеют асимптотически точный размер и состоятельны вне
зависимости от того, имеется структурное изменение или нет.

Хотя в подходе Перрона датировка момента структурного сдвига тренда привязывается
к важным историческим и экономическим событиям, она может все же оказаться неверной.
Это вызывает искажение размера и потерю мощности на конечных выборках. Но этот эф-
фект исчезает асимптотически для данных, не содержащих тренд (см. Hecq and Urbain (1993)
и Montanes (1997)). Для данных, содержащих тренд, в (Montanes and Olloqui, 1999) было по-
казано, что потеря мощности происходит и на больших выборках (см. также Kim, Leybourne
and Newbold (2000)).

Тест Зивота-Эндрюса

Зивот и Эндрюс (Zivot and Andrews, 1992) (Далее ZA) предложили тест на наличие еди-
ничного корня (нулевая гипотеза) против альтернативной гипотезы о том, что временной ряд
является стационарным около тренда с эндогенным структурным сдвигом (т.е. структурным
сдвигом, произошедшим в неизвестный момент времени), и исследовали как асимптотиче-
ские свойства теста, так и его свойства на конечных выборок.

Поскольку в данном случае рассматриваются модели с эндогенным структурным сдви-
гом, нулевая гипотеза, т.е. предположение о том, что процесс 𝑦𝑡 является интегрированным
первого порядка без структурных сдвигов, имеет вид:

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝑦𝑡−1 + 𝑒𝑡. (1.30)

Авторы рассматривали следующую IO спецификацию модели (Perron, 1989), основан-
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ную на регрессии (1.27). Тестовая статистика основана на следующей регрессии ADF-типа:

𝑦𝑡 = 𝜇0 + 𝜇1𝐷𝑈𝑡 + 𝛽0𝑡+ 𝛽1𝐷𝑇𝑡 + 𝛼𝑦𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗∆𝑦𝑡−𝑗 + 𝑒𝑡, (1.31)

где мы предполагаем самую общую модель со сдвигом и в уровнях, и в наклоне тренда.
Заметим, что импульсные дамми 𝐷𝑡−𝑖(𝑇1) = I(𝑡 − 𝑖 = 𝑇1 + 1), где I(·) – индикатор-функция
(см. (1.27)), не включаются в регрессию ввиду отличной от предположения Перрона нулевой

гипотезы. Тогда гипотеза 𝐻0 отвергается, если 𝑡�̂�
(︁
�̂�
)︁

= inf
𝜆∈Λ

𝑡�̂� (𝜆) < 𝑘inf,𝛼, где 𝑘inf, 𝛼 – кри-

тическое значение t-статистики, зависящее от 𝜆, а Λ – замкнутое подмножество интервала
(0,1) (авторы выбирают Λ = [0, 001; 0, 999]).

Обобщение Перрона

Перрон (Perron, 1997) расширил теоретические результаты тестов ZA и (Banerjee, Lumsdaine
and Stock, 1992). Он рассмотрел те же самые модели, что и ZA, но с включением одной им-
пульсной дамми 𝐷𝑡(𝑇1) (как в (1.27)). Также Перрон рассмотрел различные методы выбора
даты структурного сдвига.

В качестве других подходов для тестирования гипотезы единичного корня при наличии
сдвига в неизвестное время см. (Perron, 2006, Section 5.4.1.).

1.3.3 Недавние подходы к тестированию гипотезы единичного корня при

наличии структурных сдвигов

Тесты, рассмотренные в предыдущей главе, являлись очень популярными на протя-
жении долгого времени, однако, они имеют серьезный недостаток, который противоречит
исходной формулировке Перрона. Структурный сдвиг в них предполагается только для аль-
тернативной гипотезы, но не допускается при нулевой гипотезы о наличии единичного корня.
Это означает, что при нулевой гипотезе сдвиг в уровнях должен рассматриваться как резуль-
тат появления инновации, соответствующей хвосту распределения инноваций, а изменение
в наклоне тренда связано с различными средними ошибок в некоторых подвыборках. Такая
постановка существенно упрощает процедуру поиска неизвестной даты излома и получение
различных процедур тестирования на единичный корень, например, путем минимизации 𝑡-
статистики, используемой в критерии Дики-Фуллера, по всем возможным датам излома. Но
если шумовая компонента содержит единичный корень, а в функции тренда процесса порож-
дения данных происходит структурный сдвиг, то такая процедура проверки на единичный
корень приводит к искажению размера критерия, так что гипотеза единичного корня отвер-
гается слишком часто. Применяя такую процедуру исследователь может ошибочно решить,
что ряд является стационарным с изломом, когда в действительности этот ряд является
нестационарным с изломом. К тому же процедуры типа Зивота-Эндрюса не являются ин-
вариантными к параметрам сдвига (может иметь место более частое ошибочное отвержение
нулевой гипотезы при увеличении размера излома).

Фогелсанг и Перрон (Vogelsang and Perron, 1998) показали, что t-статистика расхо-
дится к −∞6, когда есть изменение в наклоне тренда при нулевой гипотезе. Из этого сле-
дует, что отвержение происходит из-за наличия процесса с единичным корнем со сдвигом
в тренде. Причина заключается в том, что в случае с фиксированной датой сдвига, как в
работе (Perron, 1989), t-статистика инвариантна относительно значений параметров детер-

6Некоторые замечания об их работе будут рассмотрены далее.
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минированной функции и при нулевой, и при альтернативной гипотезе. Но когда проис-
ходит поиск по всем возможным датам сдвигов, эта инвариантность больше не выполня-
ется. Случай модели только со сдвигом в уровнях без наличия тренда был рассмотрен в
(Perron and Vogelsang, 1992a). В этом случае t-статистика асимптотически инвариантна от-
носительно значения сдвига в уровнях, но не на конечных выборках. Симуляции в (Perron
and Vogelsang, 1992b) показали искажения размера, возрастающие с увеличением величины
сдвига в уровнях. Авторы, однако, заявили, что такие существенные искажения есть эффект
только неправдоподобно больших сдвигов, которые не возникают на практике. В (Vogelsang
and Perron, 1998) были получены те же самые результаты в случае сдвига в тренде. Но даже
хотя на практике искажения могут быть небольшими, особенность формулирования нулевой
гипотезы, при которой не происходит никакого сдвига, остается необоснованной.

В работе (Kim and Perron, 2009) авторы вернулись к оригинальной формулировке Пер-
рона, утверждая, что тест Зивота-Эндрюса “неадекватен и может приводить к вводящим в
заблуждение результатам”. В этой работе рассматривались как тесты с аддитивным сдви-
гом, так и тесты с инновационным сдвигом, и использовалась первоначальная формулировка
Перрона, допускающая структурный сдвиг и при нулевой, и при альтернативной гипотезах.
Авторы предложили процедуру нахождения дат изломов, для которой предельное распре-
деление тестов в случае неизвестной даты сдвига то же самое, что и при известной дате
сдвига. При этом они ограничились случаем единственного структурного сдвига, полагая,
что данный подход может быть распространен и на случай произвольного числа сдвигов.
Такое обобщение было предложено в работе (Carrion-i-Silvestre, Kim and Perron, 2009), одна-
ко, только для случая аддитивных сдвигов. Подобный подход был также рассмотрен в работе
(Harris, Harvey, Leybourne and Taylor, 2009), но только в случае единственного структурного
сдвига.

Ряд работ был посвящен оцениванию даты сдвига и построению доверительного интер-
вала для этой даты. Первой работой, в которой анализировались нестационарные процессы,
была (Perron and Zhu, 2005), посвященная анализу состоятельности, скорости сходимости и
предельных распределений параметров моделей со структурными сдвигами. Авторы пред-
лагают для оценивания даты сдвига минимизировать сумму квадратов остатков по всем
возможным датам сдвигов. Аргминимум и будет являться оценкой даты сдвига. В рабо-
те (Carrion-i-Silvestre, Kim and Perron, 2009) производится предварительное (квази) GLS-
детрендирование ряда 𝑦𝑡, и оценка даты сдвига вычисляется на основе минимизации суммы
квадратов GLS-остатков. В (Harris, Harvey, Leybourne and Taylor, 2009) в качестве оценки
доли даты сдвига авторы используют оценку из модели в первых разностях, поскольку эта
оценка является суперсосоятельной при нулевой гипотезе. В (Harvey and Leybourne, 2013)
предлагается альтернативный алгоритм, робастный к порядку интегрированности ряда 𝑢𝑡.
Данный подход комбинирует квази-GLS детрендирование и регрессию в первых разностях
для получения оценки доли даты сдвига. Точнее, для заданного множества параметров дет-
рендирования выбирается тот, который обеспечивает минимум суммы квадратов остатков.
Таким образом итоговая оценка доли даты сдвига может быть оценкой по регрессии в первых
разностях или в квази-разностях.

Естественное обобщение подхода (Harvey and Leybourne, 2013) – построить довери-
тельное множество для даты сдвига. Проблема снова заключается в том, что достоверная
спецификация доверительного множества для даты сдвига будет зависеть от порядка ин-
тегрированности данных. Подход (Elliott and Müller, 2007) для построения доверительного
множества соответствует только случаю 𝐼(0) ошибок, но при 𝐼(1) ошибках не приводит к
множеству с асимптотически корректным уровнем накрытия. Мы можем тестировать ги-
потезу 𝐻0 : ⌊𝜆0𝑇 ⌋ = ⌊𝜆𝑇 ⌋ против альтернативы 𝐻1 : ⌊𝜆0𝑇 ⌋ ̸= ⌊𝜆𝑇 ⌋. Тогда доверительное
множество на уровне (1− 𝜉) для 𝜆0 строится, согласно (Elliott and Müller, 2007), путем обра-
щения последовательности тестов 𝐻0 : ⌊𝜆0𝑇 ⌋ = ⌊𝜆𝑇 ⌋ на уровне значимости 𝜉 для ⌊𝜆⌋ ∈ Λ(𝜀),
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так что доверительное множество состоит из всех ⌊𝜆𝑇 ⌋, для которых 𝐻0 не отвергается. В
(Harvey and Leybourne, 2015) предлагается обобщение подхода (Elliott and Müller, 2007) на
случай неопределенности относительно порядка интегрированности ряда. Для того чтобы
устранить зависимость статистики отношения правдоподобий от параметров при сдвигах,
авторы рассматривают тесты, которые максимизируют критерий средневзвешенной мощно-
сти. На основе этого они получают локально наилучший инвариантный тест 𝑆(𝜆).

Если говорить об иновационных сдвигах, то в одной из немногих работ, посвященных
таким сдвигам, (Kim and Perron, 2009), авторы предлагают удалить некоторое окно данных
в окрестности сдвига (или его оценки, если дата сдвига неизвестна), а затем совместить
выборку так, чтобы полученная модель стала моделью с аддитивным сдвигом и с изменении
только наклона тренда, и тестировать гипотезу как в случае с аддитивным сдвигом.

Тесты, основанные на минимизации тестовой статистики

Снова обратимся к тестам, основанным на минимизации тестовой статистики по всем
возможным датам сдвига. В работе (Harvey, Leybourne and Taylor, 2013a) авторы вернулись
к анализу теста ZA в модели со сдвигом в угле наклона тренда. Однако в отличие от ZA
был рассмотрен AO-тип модели, в которой на первом шаге ряд детрендируется, а затем на
втором остатки проверяются на наличие единичного корня, используя мимимум t-статистики
по всем возможным датам структурного сдвига.

Асимптотическое поведение тестовой статистики говорит о том, что тест ZA будет
неправильно отвергать нулевую гипотезу с вероятностью, приближающуюся к единице в
пределе, когда действительная доля даты сдвига лежит ниже 2/3, а также если структур-
ный сдвиг имеется при нулевой гипотезе (в отличие от работы ZA, где при нулевой гипотезе
никакого структурного сдвига не происходило). Этот тест, однако, не будет неверно отвер-
гать нулевую гипотезу с вероятностью единица в пределе, если действительная доля даты
сдвига выше 2/3. Последнее противоречит результату (Vogelsang and Perron, 1998), в котором
неправильное отвержение нулевой гипотезы происходит с вероятностью единица в пределе
независимо от местоположения действительной даты сдвига7. Очевидно, что в реальности
может быть неизвестно местоположение сдвига, поэтому в эмпирических приложениях будет
возникать проблема существенных искажений размера в сторону единицы.

Симуляции подтверждают теоретические результаты, показывая, что для доли даты
сдвига 𝜆01 = 0.75, размер теста несколько ниже номинального при любом размере выборки
и при любом размере сдвига. Если 𝜆01 = 0.5, то серьёзные искажения размера наблюдаются
только при очень больших выборках (больших 1600 наблюдений). Но если 𝜆01 = 0.25, то
размер теста сильно увеличивается в сторону единицы при даже незначительном увеличении
выборки и величины сдвига.

В (Harvey, Leybourne and Taylor, 2013a) предлагается решения данной проблемы, ис-
пользуя тот результат, что тест ведёт себя нормально, если сдвиг находится во второй по-
ловине выборки. Рассмотрим данные, полученные из исходного обращением времени (time-
reverse data), то есть полученные перестановкой наблюдений в обратном порядке, {𝑦𝑇−𝑡+1}𝑇𝑡=1

вместо {𝑦𝑡}𝑇𝑡=1. Тогда любой сдвиг, находящийся в первой половине оригинальной выборки,
перемещается во вторую половину выборки в обращённых во времени данных. Обозначим
получившуюся ZA статистику для оригинальных данных как 𝑍𝐴𝐴𝑂, а для обращённых во
времени данных как 𝑍𝐴′

𝐴𝑂. Так как мы априори не знаем, в какой половине выборки действи-
тельно происходит структурный сдвиг, рассматрвиается максимум от этих двух статистик:

𝑍𝐴max
𝐴𝑂 = max (𝑍𝐴𝐴𝑂, 𝑍𝐴

′
𝐴𝑂) . (1.32)

7В (Vogelsang and Perron, 1998), однако, был рассмотрен случай IO моделей.
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Получившийся тест является робастным в том смысле, что процедура выбирает между 𝑍𝐴𝐴𝑂

и 𝑍𝐴′
𝐴𝑂 на основе того, какая из статистик является наиболее благоприятной к нулевой

гипотезе, устраняя возможность для размера теста быть выше номинального. Неявно 𝑍𝐴max
𝐴𝑂

будет иметь высокую мощность при альтернативе о стационарности, так как ни одна из
статистик не остаётся благоприятной к нулевой гипотезе при альтернативе 𝐻1 относительно
того, имеется ли фактически сдвиг или нет.

Результаты симуляций показывают, что размер предложенной модификации теста бли-
зок к номинальному при любом местоположении сдвига при различных комбинациях разме-
ра выборки и величины сдвига (кроме слишком больших выборок более 1600 наблюдений в
случае 𝜆01 = 0.5). Также симуляции показывают небольшое возрастание мощности по срав-
нению с обычным тестом ZA, которое вместе с хорошим размером показывает превосходство
предложенной процедуры по сравнению с тестом ZA.

В работе (Harvey and Leybourne, 2012) авторы рассмотрели асимптотическое поведе-
ние ZA теста при локальной альтернативе (𝐻1 : 𝛼 = 1 + 𝑐/𝑇 , 𝑐 < 0), а также допуская
соответствующий Питменовский снос для параметра сдвига: 𝛽1 = 𝜅𝜔𝑒𝑇

−1/2, где 𝜔2
𝑒 – соответ-

ствующая долгосрочная дисперсия процесса 𝑒𝑡. Однако в отличие от (Harvey, Leybourne and
Taylor, 2013a), тестовая статистика была получена не путём минимизации t-статистики для
проверки гипотезы 𝛼 = 1, а путём минимизации оценки коэффициента 𝛼−1 (так называемая
статистика нормализованного смещения). Тогда результирующая статистика имеет вид:

𝐷𝐹min
𝛼 = inf

𝜆1∈Λ(𝜀)
𝐷𝐹𝛼 (𝜆1) , (1.33)

где 𝐷𝐹𝛼 (𝜆1) = 𝑇 (�̂� − 1), а �̂� – оценка коэффициента 𝛼 в обычной ADF-регрессии ряда �̂�𝑡,
где �̂�𝑡 – остатки от детрендирования ряда 𝑦𝑡 на детерминированную компоненту.

Симуляции подтверждают, что асимптотический размер фактически практически ни-
когда не превышает номинальный уровень, кроме случаев очень маленьких сдвигов (малых
𝜅). По сравнению с асимптотическим размером обычной t-статистики, результаты не соот-
носятся с (Harvey, Leybourne and Taylor, 2013a), где было показано, что если действительная
дата сдвига находится в первой 2/3 выборки, после некоторого уровня 𝜅 асимптотический
размер теста, основанного на t-статистике очень быстро приближается к единице. Причина
этого заключается в том, что асимптотическое приближение предельного распределения ста-
тистики 𝐷𝐹min

𝛼 при больших значениях 𝜅 демонстрирует, что искажения размера возникнут,
если для критических значений 10, 5 и 1-процентных уровней значимости структурный сдвиг
находится, соответственно, левее, чем 0.045, 0.040 и 0.033 доли выборки. Но эта проблема не
имеет значения, так как обычно параметр усечения 𝜀 ≥ 0.05, то есть структурный сдвиг
предполагается лежащим в некотором множестве Λ (𝜀) = [𝜀, 1 − 𝜀].

Локальная асимптотическая мощность теста 𝐷𝐹min
𝛼 также превосходит соответству-

ющую локальную асимптотическую мощность минимума t-статистики. Отметим, что хотя
данный тест и является достаточно робастным к величине начального значения (хотя его
мощность и убывает при увеличении начального значения, но остается достаточно высокой
при начальных значениях разумной величины), он имеет существенные искажения размера,
например, при MA(1) ошибках с отрицательным коэффициентом (подробнее см. Skrobotov
(2017)).

Обобщение на случай произвольного числа структурных сдвигов в тренде было пред-
ложено в (Harvey, Leybourne and Taylor, 2013b). Тестовая статистика является обобщением
статистики, предложенной в (Perron and Rodŕıguez, 2003), изначально разработанной для
случая единственного сдвига в тренде. Статистика для случая нескольких сдвигов имеет
вид

𝑀𝐷𝐹𝑚 = inf
𝜆∈Λ(𝜀)

𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 (𝜆, 𝑐) , (1.34)
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где 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 (𝜆, 𝑐) (𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚)), как и в моделе HHLT, обозначает стандартную t-
статистику, связанную с тестированием коэффициента 𝛼 в обычной ADF-регрессии (снова
используя подход (Ng and Perron, 2001) с модификацией (Perron and Qu, 2007) для выбора
количества лагов) для GLS-детрендированных данных (как в CKP и HHLT).

Асимптотический размер теста𝑀𝐷𝐹 близок к номинальному, хотя наблюдается незна-
чительное уменьшение при большой величине сдвига. По сравнению с тестом CKP, послед-
ний имеет тенденцию к увеличению размера при умеренной величине сдвига, но никогда не
превышает 0.094.

1.3.4 Тестирование на стационарность при наличии структурных сдвигов

В работах, начатых Perron (1989), было показано, что в обычных тестах на наличие
единичного корня происходит существенное снижение мощности, если в данных присутству-
ет структурный сдвиг в детерминированном тренде. Аналогичная проблема возникает и в
тестах на стационарность, то есть при наличии структурного сдвига происходят серьёзные
искажения размера (см., например, Lee et al. (1997)). Соответственно для решения этой про-
блемы появились исследования, рассматривающие тесты на стационарность при наличии
структурных сдвигов.

Lee and Strazicich (2001) использовали аналог KPSS теста, рассматривая две модели:
модель сдвига в уровнях и модель со сдвигом в уровнях с изменением наклона тренда. Если
дата сдвига неизвеста, авторы используют тестовую статистику, полученную путём миними-
зации последовательности значений тестовых статистик для тестирования стационарности
для каждой возможной даты сдвига (инфимум-тест). Однако было показано, что такой тест
имеет низкую мощность, так как процедура, основанная на минимизации тестовой стати-
стики, приводит к наименее благоприятному исходу против альтернативы (нулевая гипотеза
слишком редко отвергается в пользу альтернативной).

Kurozumi (2002) рассматривал локальную асимптотику KPSS-теста при наличии четы-
рёх типов структурных сдвигов. Он получил предельные распределения тестовой статисти-
ки для каждой из рассмотренных моделей, функцию асимптотической локальной мощности
(используя подход, изложенный в Tanaka (1996, chapter 9)) и исследовал мощность тестов
в зависимости от местоположения сдвига. Он также разработал другой тест, предельное
распределение которого не зависит от датировки сдвига. При неизвестной дате сдвига автор
предложил использовать её оценку, полученную при минимизации сумм квадратов остатков.

В Busetti and Harvey (2001) была рассмотрена аналогичная проблема тестирования
стационарности при фиксированной альтернативе. Авторы рассмотрели KPSS тесты для
четырёх моделей и получили соответствующие предельные распределения и критические
значения. Важно заметить, что Harvey and Mills (2003) обнаружили ошибку в итоговом рас-
пределении для модели сдвига в уровнях, хотя доказательство было корректным, и крити-
ческие значения были получены, используя корректное распределение. Busetti and Harvey
(2001) предложили модификацию исходной KPSS-статистики, предельное распределение ко-
торой не зависит от датировки сдвига, и её обобщение на случай произвольного количества
сдвигов.

Busetti and Harvey (2003) рассмотрели различные способы получения оценки даты сдви-
га, если она неизвестна. Тест Busetti and Harvey (2001) основывается на предположении
небольших сдвигов (уменьшающаяся величина сдвигов при росте выборки), и дата сдвига
вычисляется, используя минимизацию тестовой статистики. Тогда возникает естественный
вопрос, насколько небольшим должен быть сдвиг, чтобы удовлетворять этому предполо-
жению, потому что при больших сдвигах происходит слишком частое отвержение нулевой
гипотезы. Busetti and Harvey (2003) предлагают другую процедуру, которая имеет хорошие
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свойства размера, но теряет мощность при небольших сдвигах. Она заключается в том, что-
бы предварительно оценить дату сдвига путём минимизации суммы квадратов остатков, а
затем использовать обычную тестовую статистику, используя полученную оценку как истин-
ную дату сдвига. Симуляции показали, что процедура, основанная на минимизация тесто-
вой статистики, слишком часто отвергает нулевую гипотезу стационарности даже для таких
небольших размеров сдвига, как одно стандартное отклонение ошибок. Хотя для больших
сдвигов эмпирический размер никогда не выше 0.17, размер теста, основанного на использо-
вании суперсостоятельной оценки доли даты сдвига как истинной, близок к номинальному
при любой величине сдвига. Однако мощность теста мала для небольшого сдвига, но увели-
чивается с ростом его величины, то есть в ситуации, когда более легко идентифицировать
сдвиг. Если сдвиг фактически не происходит, инфимум-тест является более мощным, чем
тест, использующий состоятельную оценку доли даты сдвига, полученную путём минимиза-
ции суммы квадратов остатков. Таким образом, если существует неопределённость относи-
тельно наличия сдвига, то инфимум-тест является предпочтительным. В то же время, если
есть уверенность в том, что сдвиг существует, но его местоположение неясно, предпочти-
тельнее использовать двухшаговую процедуру, при которой тестовая статистика строится
для оцененной даты сдвига путём минимизации суммы квадратов остатков.

Carrion-i-Silvestre and Sansó-i-Rosselló (2005) рассмотрели возможность двух структур-
ных сдвигов в KPSS-тесте. Авторы использовали подход Sul et al. (2005) для оценки дол-
госрочной дисперсии. Для каждой из семи рассмотренных в работе моделей в работе было
получено предельное распределение. Поиск неизвестных дат сдвигов проводился путём ми-
нимизации сумм квадратов остатков.

1.4 Подходы, использующие комбинирование различных тестов

Одним из основных вопросов в тестировании гипотезы единичного корня является во-
прос включения тренда в тестовую регрессию (или, альтернативно, очистка временного ря-
да от некоторой детерминированной компоненты, которая является либо просто константой,
либо константой с линейным трендом). В недавних работах (Harvey, Leybourne and Taylor,
2009b) и (Harvey, Leybourne and Taylor, 2012a) (далее HLT, см. также Harvey, Leybourne and
Taylor (2008)) была рассмотрена проблема включения детерминированного тренда в тест на
единичный корень, а также проведено исследование поведения тестов при различных на-
чальных значениях.

Очевидно, что включение тренда в регрессию будет уменьшать мощность теста, и пре-
дельное распределение, например, для расширенного теста Дики-Фуллера, будет сильнее
скошено влево, чем распределение статистики в регрессии без тренда (только с константой).
Поэтому, если тренда на самом деле нет в данных, то включение этого тренда может при-
вести к неотвержению нулевой гипотезы, в то время как тест, построенный для регрессии
без тренда, будет эту гипотезу отвергать. С другой стороны, если тренд на самом деле есть
в данных, то его необходимо включать в тестовую регрессии, так как в противном случае
мощность будет нулевой даже для достаточно малой величине коэффициента при тренде.

Второй основной проблемой в тестировании гипотезы единичного корня является про-
блема начального значения. Ранее для простоты предполагалось, что это начальное значе-
ние либо нулевое, либо стохастически ограниченное, либо является 𝑜𝑝(𝑇 1/2). Если начальное
значение будет 𝑂𝑝(𝑇

1/2), то при нулевой гипотезе (о наличии единичного корня) тестовая
статистика все еще будет инвариантной к этому начальному знаечнию, если в тестовую ре-
грессию включается константа. Однако начальное значение будет уже влиять на мощность
теста, и разные тесты будут по разному зависеть от начального значения при альтернативе.
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Очевидно, что невозможно построить тест на единичный корень, превосходящий все
другие по мощности для любого класса альтернатив. Если новый тест выигрывает, например,
в мощности против конкретной альтернативы, то он, скорее всего, проиграет в мощности
против другого типа альтернатив.8

Если исследователю нужно обеспечить робастность свойств теста относительно широ-
кого диапазона значений параметра – он может использовать тесты, ведущие себя примерно
одинаково при различных параметрах. Однако такие тесты часто проигрывают в мощности
тестам для узкого класса альтернатив. Например, как показано в (Muller and Elliott, 2003),
тест 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 являетcя оптимальным при очень малом начальном значении, в то время
как его мощность стремительно уменьшается при возрастании этого начального значения. С
другой стороны, обычный тест Дики-Фуллера (𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆) имеет мощность, возрастающую
с увеличением начального условия (это единственный известный тест на единичный корень,
обладающий таким свойством), хотя для малых начальных значений он доминируется боль-
шим количеством других тестов.

Однако зачастую исследователь не знает, велико или мало начальное знаечние, или
имеется или отсутствует тренд в данных. То есть исследователь не знает, какой тест ис-
пользовать для конкретного ряда, чтобы получить максимально возможную мощность при
данной альтернативе. Один из подходов заключается в том, чтобы одновременно исполь-
зовать несколько тестов, каждый из которых имеет наибольшую мощность в своем классе
альтернатив. Этот подход является достаточно простым, но необходимо учитывать увеличи-
вающийся размер от использования нескольких тестов (см. неравенство Бонферрони).

В данном разделе рассматривается влияние тренда и начального значения на тесты
на единичный корень. Приводятся наиболее популярные подходы, робастные к обоим типам
неопределенности.

1.4.1 Взвешенное среднее тестов на единичный корень

Рассмотрим работу (Harvey and Leybourne, 2005), в которой выводится тест, представ-
ляющий из себя зависящее от данных взвешенное среднее тестов 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 и 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆,
являющихся эффективными при высоких и малых начальных значениях соответственно.
Это позволяет смягчить влияние начального условия и устранить необходимость выбора из
множества тестов, рассмотренных в (Muller and Elliott, 2003) и (Elliott and Muller, 2006).

Начальное условие порождается как 𝑢0 = 𝜁
√︀
𝜔2
𝜀/(1 − 𝛼2), 𝜁 ∼ 𝑁(𝜇𝜁I(𝜎2

𝜁 = 0), 𝜎2
𝜁 ). Слу-

чай 𝜎2
𝜁 = 0 соответствует фиксированному начальному значению, а случай 𝜎2

𝜁 > 0 соответ-
ствует случайному начальному значению (случай 𝜎2

𝜁 = 1 соответствует безусловному случаю
в (Elliott, 1999)).

Тест, предложенный авторами, строится как взвешенное среднее 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 и 𝐴𝐷𝐹 -
𝐺𝐿𝑆𝑖, 𝑖 = 𝜇 в случае наличия в DGP только константы, 𝑖 = 𝜏 в случае добавления в DGP
тренда:

𝜏 𝑖𝐴𝑉 = (1 − 𝜆(|𝜁|))𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 + 𝜆(|𝜁|)𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖, (1.35)

где 𝜆(|𝜁|) – некоторая взвешивающая функция, такая что 𝜆(|𝜁|) → 1(0) при |𝜁| → 0(∞), зави-
сящая от оценки начального значения 𝜁. Другими словами, эта функция должна быть такая,
чтобы при низких начальных значениях асимптотически выбирался тест 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖, а при
высоких начальных значениях асимптотически выбирался 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖. Авторы выбирают
простую экспоненциальную функцию

𝜆(|𝜁|) = exp (−𝛾|𝜁|),
8То же самое можно сказать и о робастности к значению какого-либо параметра (таких как начальное

условие, МА-параметры и др.).
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где параметр 𝛾 контролирует скорость перехода между пределами в пространстве |𝜁| (пред-
лагается выбор 𝛾 = 0.4).

В качестве оценки начального значения |𝜁| можно взять оценку

|𝜁| =
|𝑦0 − 𝑑0|

�̂�𝑢
,

где оценки 𝑑0 и �̂�2
𝑢 = (𝑇 − 1)−1

∑︀𝑇
𝑡=1 �̂�

2
𝑡 , �̂�𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑑𝑡, получены из OLS-регрессии 𝑦𝑡 на 𝑑𝑡.

При фиксированной альтернативе 𝛼 < 1 оценка |𝜁| является состоятельной, однако, при
локальном к единице поведении параметра 𝛼 это уже не будет выполняться. Несмотря на
это, все еще можно получить некоторую информацию о начальном значении, по крайней
мере в экстремальных случаях.

Функция мощности теста 𝜏 𝑖𝐴𝑉 похожа на функцию мощности 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 при малых
начальных значениях и на функцию мощности 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 при больших начальных значе-
ниях. По сравнению с оптимальными тестами 𝑄𝜇(10, 3.8) и 𝑄𝜏 (15, 3.968), последние имеют
более высокую мощность в промежуточных величинах начального значения, хотя доминиро-
вание уменьшается при уменьшении локализующего параметра 𝑐. Результаты на конечных
выборках соотносятся с асимптотическими.

В работе (Harvey and Leybourne, 2006) был предложен другой вид взвешенного теста,
использующего тесты 𝑄𝜇(10, 3.8) и 𝑄𝜏 (15, 3.968) (в построении этих тестов используется авто-
регрессионная оценка долгосрочной дисперсии) вместо 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖. Полученный тест можно
записать как

𝑄𝑖
𝐴𝑉 = (1 − 𝜆(|𝜁|))𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 + 𝜆(|𝜁|)𝑄𝑖/𝜅𝑖, (1.36)

где шкалирование теста 𝑄𝑖 на 𝜅𝑖 предназначено для того, чтобы статистики имели диспер-
сии одинаковой величины. Результаты показали, что падение мощности на промежуточных
величинах начального значения намного ниже, чем у 𝜏 𝑖𝐴𝑉 .

1.4.2 Объединение отвержений

Альтернативный подход одновременного использования нескольких тестов был рас-
смотрен в (Harvey, Leybourne and Taylor, 2009b). Авторы использует простое объединение
отвержений двух тестов, то есть гипотеза единичного корня отвергается, если она отверга-
ется хотя бы одним из тестов, 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 или 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆. Такую стратегию можно записать
как

Отвергать 𝐻0, если
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 < 𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝑖

𝜉 или 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 < 𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝑖
𝜉

}︁
,

или, альтернативно:

𝑈𝑅𝑖 = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖I
(︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 < 𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝑖

𝜉

)︁
+ 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖I

(︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 ≥ 𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝑖

𝜉

)︁
,

где 𝑖 = 𝜇, 𝜏 , I(·) – индикатор-функция, принимающая значение 1, если выражение в скобках
верно, 𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝑖

𝜉 и 𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝑖
𝜉 – критические значения тестов 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 и 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖, соответсвен-

но, для уровня значимости 𝜉.
Однако, так как данная тестовая стратегия использует два теста в построении, размер

этой стратегии выше номинальных 5%9. В результате размер 𝑈𝑅𝜇 равен 0.089, а размер

9Вследствие неравенства Бонферрони размер такой стратегии не превышает суммы размеров каждого из
тестов, то есть 10%.
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𝑈𝑅𝜏 равен 0.080. Для контроля размера предлагается корректировать критические значения
путем построения скорректированного на размер консервативного теста:

𝑈𝑅𝑖 = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖I
(︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 < 𝑚𝑖

𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝑖
𝜉

)︁
+ 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖I

(︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 ≥ 𝑚𝑖

𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝑖
𝜉

)︁
,

где 𝑚𝑖
𝜉, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 – шкалирующие константы для уровня значимости 𝜉.10

Асимптотически и на конечных выборках стратегия объединения отвержений ведет
себя сходным образом с взвешенными тестами (Harvey and Leybourne, 2005) и (Harvey and
Leybourne, 2006), имея более высокую мощность по сравнению с оптимальными тестами
𝑄𝜇(10, 3.8) и 𝑄𝜏 (15, 3.968) при малых и больших начальных значениях и имея преимущество
в более простом построении и использовании.

Другой подход был рассмотрен в (Hanck, 2012), где в качестве тестовой стратегии ис-
пользуется тест комбинаций 𝑝-значений, 𝜒2 Фишера :

𝜒2
𝐽 = −2

∑︁
𝑗∈𝐽

ln(𝑝𝑗),

где 𝑝𝑗 – 𝑝-значение 𝑗-го теста, 𝐽 – множество тестов. При нулевой гипотезе этот тест имеет
известное рапсределение (критические знаечния для 0.01, 0.05 и 0.10 уровнях значимости
равны, соответственно, 15.730, 10.440 и 8.248), и расходится при альтернативе, если хотя бы
один из тестов является состоятельным. Концептуальное отличие тестов 𝑈𝑅𝑖 и 𝜒2

𝐽 заключает-
ся в том, что первый игнорирует любую информацию от менее мощного теста, в то время как
второй объединяет результаты обоих тестов, так что 𝜒2

𝐽 наследует низкую мощность какого-
либо из тестов. Это подтверждается результатами симуляций: тест 𝜒2

𝐽 менее мощный при
больших начальных значениях, когда разрыв в мощности между 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 и 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖

более высок, в то время как этот тест несколько более мощный при малых начальных зна-
чениях. В (Hanck, 2012) также было рассмотрено включение в 𝜒2

𝐽 дополнительного теста
нормализованного смещения 𝑇 (�̂�− 1), что приводит к равномерно более высокой мощности
(для больших 𝑐) по всем начальным значениям.

1.4.3 Неопределенность относительно тренда

В работе (Harvey, Leybourne and Taylor, 2009b) дополнительно рассматривалась неопре-
деленность относительно тренда. Авторы рассматривали тестирование нулевой гипотезы
𝐻0 : 𝛼 = 1 против локальной альтернативы 𝐻1 : 𝛼 = 1 + 𝑐/𝑇 , где 𝑐 ≤ 0. Коэффициент
при тренде также имеет локальное поведение, то есть 𝛽 = 𝜅𝜔𝑒𝑇

−1/2, где 𝜅 – некоторая ко-
нечная константа.

Исследуя асимптотическое локальное поведение нескольких тестов на единичный ко-
рень при учёте тренда и без него, можно заключить, что когда тренд отсутствует, лучше
всего применить тест на единичный корень 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 без учёта тренда (точнее, ADF-тест,
основанный на GLS-детрендированных данных), а при наличии тренда наилучшим выбором
было бы использовать тест 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 , учитывающую наличие тренда (снова используя
GLS-детрендированные данные). В этом случае обычно для тестирования на единичный ко-
рень применялась последняя статистика независимо от того, отсутствует ли тренд или нет,
допуская значимую потерю мощности, когда тренда в действительности нет в данных.

10Данный выбор шкалирующих констант не единственен. Как показано в (Hanck, 2012), можно улучшить
мощность процедуры, используя различные шкалирующие константы для каждого из тестов по отдельно-
сти. Однако такое шкалирование практически эквивалентно равному шкалированию тестов и не приводит к
значительному улучшению.
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Авторы предлагают три тестовые стратегии для использования полученных асимпто-
тических результатов при локальном поведении параметра тренда: предварительное тести-
рование наличия тренда, взвешенное среднее 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 и 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 и стратегию объ-
единения отвержений. Харви, Лейбурн и Тейлор заключают, что последний метод является
предпочтительным в смысле асимптотической интегрированной мощности и в смысле потерь
асимпотической интегрированной мощности. Эта стратегия объединения отвержений стро-
ится согласно принципу отвержения нулевой гипотезы (единичного корня) хотя бы одной из
статистик 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 и 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 и записывается как

𝑈𝑅 = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇I
(︀
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 < 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝜇
𝜉

)︀
+ 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 I

(︀
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 ≥ 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝜇
𝜉

)︀
, (1.37)

где 𝑚𝜉 – шкалирующая константа для контроля размера.
В комментариях к статье Jörg Breitung предлагает модификацию, в которой предлагает

использовать различное шкалирование при различной величине тренда 𝜅. Другими словами,
если величина тренда является большой на основе предварительного тестирования, тогда ве-
роятность отвержения для теста 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 стремится к единице, следовательно, можно ис-
пользовать обычные, а не консервативные критические значения. В возражениях (rejoinder)
Харви, Лейбурна и Тейлора было подтверждено преимущество этого подхода (хотя размер
не контролируется, искажения достаточно малы и незначительны).

Также в комментариях Peter Burridge и Zhijie Xiao предложили объединить тестовую
стратегию при неопределённости относительно тренда с тестовой стратегией при неопреде-
лённости относительно начального значения. В возражениях было предложено следующее
решающее правило, подробно рассмотренное в (Harvey, Leybourne and Taylor, 2008):

Отвергать 𝐻0, если
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 < 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝐺𝐿𝑆,𝜇
𝜉

или 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 < 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉 или 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇 < 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑂𝐿𝑆,𝜇
𝜉

или 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 < 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

}︁
, (1.38)

где 𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝑖
𝜉 и 𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝑖

𝜉 – асимптотические критические значения статистик 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 и 𝐴𝐷𝐹 -
𝑂𝐿𝑆𝑖11, соответственно, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 . Это решающее правило можно переписать как следующую
составную статистику:

𝑈𝑅4(𝜉) = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 < 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜇
𝜉 )

+ 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 ≥ 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜇
𝜉 )I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 < 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉 )

+ 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 ≥𝜉 𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜇
𝜉 )

× I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 ≥ 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉 )I(𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇 < 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑂𝐿𝑆,𝜇
𝜉 )

+ 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 ≥𝜉 𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜇
𝜉 )

× I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 ≥ 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉 )I(𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇 ≥ 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑂𝐿𝑆,𝜇
𝜉 ). (1.39)

Асимптотический размер статистики 𝑈𝑅4(𝜉) не зависит от начального значения, но,
однако, зависит от величины тренда и является убывающей функцией этой величины. Сле-
довательно, максимальный размер получается при отсутствии тренда, таким образом, шка-
лирующие константы вычисляются для этого случая.

11𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 обозначает статистику для проверки гипотезы единичного корня в ADF-регерссии для OLS-
детрендированных данных.
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В (Harvey, Leybourne and Taylor, 2008) предлагается модифицировать эту тестовую
стратегию. Пусть начальное значение 𝑢0 порождается согласно 𝑢0 = 𝜁

√︀
𝜔2
𝜀/(1 − 𝛼2) для

𝛼 = 1 + 𝑐/𝑇 , 𝑐 ≤ 0. Можно тогда использовать предварительное тестирование на нали-
чие высокого значения величины коэффициента при тренде и высокого начального значе-
ния (как было предложено Jörg Breitung в комментариях к (Harvey, Leybourne and Taylor,
2009b)). Обозначим соответствующие статистики для предварительного тестирования как 𝑠𝛽
и 𝑠𝜁 . Тогда 𝑠𝛽 > 𝑐𝑣𝛽 предполагает большое значения параметра |𝜅|, а 𝑠𝜁 > 𝑐𝑣𝜁 предполагает
большое значения параметра |𝜁|. В противном случае указанные параметры незначительны.
Тогда можно применить следующую модифицированную стратегию объединения отверже-
ний 𝑈𝑅(𝑠𝛽, 𝑠𝜁):

1. Если 𝑠𝛽 ≤ 𝑐𝑣𝛽 и 𝑠𝜁 ≤ 𝑐𝑣𝜁 , тогда используется консервативное решающее правило (1.39);

2. Если 𝑠𝛽 ≤ 𝑐𝑣𝛽 и 𝑠𝜁 > 𝑐𝑣𝜁 , тогда используется консервативное решающее правило
𝑈𝑅(𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇, 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 ):

Отвергать 𝐻0, если
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇 < 𝑚′

𝜉𝑐𝑣
𝑂𝐿𝑆,𝜇
𝜉

или 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 < 𝑚′
𝜉𝑐𝑣

𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

}︁
,

или, альтернативно:

Отвергать 𝐻0, если min

{︃
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇,

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜇
𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏

}︃
< 𝑚′

𝜉𝑐𝑣
𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉 .

Соответствующие шкалирующие константы на 0.10, 0.05 и 0.01 уровнях значимости
равны, соответственно, 1.078, 1.064 и 1.044;

3. Если 𝑠𝛽 > 𝑐𝑣𝛽 и 𝑠𝜁 ≤ 𝑐𝑣𝜁 , тогда используется консервативное решающее правило
𝑈𝑅(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 ):

Отвергать 𝐻0, если
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 < 𝑚′′

𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉

или 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 < 𝑚′′
𝜉𝑐𝑣

𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

}︁
,

или, альтернативно:

Отвергать 𝐻0, если min

{︃
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 ,

𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏

}︃
< 𝑚′′

𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉 .

Соответствующие шкалирующие константы на 0.10, 0.05 и 0.01 уровнях значимости
равны, соответственно, 1.070, 1.058 и 1.043;

4. Если 𝑠𝛽 > 𝑐𝑣𝛽 и 𝑠𝜁 > 𝑐𝑣𝜁 , тогда используется решающее правило:

Отвергать 𝐻0, если 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆
𝜏 < 𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏

𝜉 .

В первом случае нет причин полагать, что параметр тренда и начальное значение вы-
соки, но при этом мы не может предположить, что они обязательно малы. Во втором случае
наблюдается свидетельство больших начальных значений, но нельзя утверждать, что пара-
метр локального тренда обязательно мал. В третьем случае мы наблюдаем высокое значе-
ние параметра тренда, но не можем утверждать, что также наблюдается невысокое началь-
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ное значение, таким образом, разумным было бы применить подход (Harvey, Leybourne and
Taylor, 2009b). Наконец, в четвертом случае мы наблюдаем свидетельство и большого значе-
ния параметра при тренде, и высокое начальное значение, применяя обычный тест с учётом
тренда, основанный на OLS-детрендированных данных. Заметим, что мы делаем заключе-
ние относительно тренда и начального значения, только если статистики 𝑠𝛽 и 𝑠𝜁 превышают
критические значения, но не можем ничего сказать в противном случае.

В качестве статистики 𝑠𝛽 можно принять любую из тестовых статистик, предложенных,
соответственно, (Bunzel and Vogelsang, 2005), (Harvey, Leybourne and Taylor, 2007), (Perron
and Yabu, 2009a). К сожалению, при больших начальных значениях мощность тестов даже
не при очень малых значениях 𝜅 фактически нулевая, что приводит к заключению, что эти
тесты можно использовать только как вспомогательные тесты для повышения мощности,
но не как предварительные тесты. Поэтому мы используем информацию предварительного
тестирования, только если подтверждается значимость тренда, но не принимаем во внимание
обратный результат. Также ни один из рассмотренных тестов равномерно не превосходит по
мощности какой-либо другой при различных комбинациях 𝜅 и 𝜁.

В качестве статистики 𝑠𝜁 для определения большого начального значения авторы пред-
лагают использовать следующую (согласно структуре решающего правила в третьем случае,
так как 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 имеет тенденцию становиться все менее и менее отрицательным при уве-
личении |𝜁|, в то время как 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 имеет тенденцию становиться более отрицательным):

𝑠𝜁 = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 −
𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜏

𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 . (1.40)

Большие значения этой статистики указывают на большое начальное значение 𝜁.
Асимптотическое поведение модификации показывает её превосходство над немодифи-

цированным аналогом. Также асимптотическое поведение предлагает использовать статисти-
ку 𝑧𝑚𝛿

𝜆 из (Harvey, Leybourne and Taylor, 2007). Сравнивая с поведением тестов на конечных
выборках, результаты согласуются с (Harvey, Leybourne and Taylor, 2007): в целом, наибо-
лее предпочтительной оказывается статистика 𝑧𝜆 из (Harvey et al., 2007), на втором месте,
но близко к ней – 𝑧𝑚𝛿

𝜆 , и, наконец, обе они превосходят статистику 𝐷𝑎𝑛-𝐽 , предложенную в
(Bunzel and Vogelsang, 2005).

В опубликованной версии работы (Harvey, Leybourne and Taylor, 2008) – (Harvey, Leybourne
and Taylor, 2012a) – для предварительного теста о наличии тренда использовалась другая
статистика, поскольку тесты 𝑧𝜆, 𝑧𝑚𝛿

𝜆 и 𝐷𝑎𝑛-𝐽 показывают сильную чувствительность мощ-
ности к величине начального условия. Авторы использовали модифицированный тест 𝑧′𝜆:

𝑧′𝜆 = (1 − 𝜆*)𝑧0 + 𝜆*𝑧1, (1.41)

где, в отличие от (Harvey, Leybourne and Taylor, 2007), 𝑧1 строится, используя 𝑡-статистику с
коррекцией автокорреляции для тестирования 𝛽𝑇 = 0 в квази-дифференцированной регрес-
сии

𝑦𝑡 − 𝜌𝑇𝑦𝑡−1 = �̂�(1 − 𝜌𝑇 ) + 𝛽𝑇 (𝑡− 𝜌𝑇 (𝑡− 1)) + �̂�𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (1.42)

где 𝜌𝑇 = 1−𝑐/𝑇 , а соответствующая долгосрочная дисперсия вычисляется, используя остатки
�̂�𝑡. Авторы получили предельное распределение модифицированной статистики и показали,
что при 𝑐 = 𝑐 она асимптотически инвариантна к начальному значению и асимптотически
нормальна. Они полагают 𝑠𝛽 = |𝑧′𝜆| c 𝑐 = 30 и используют стандартное нормальное критиче-
ское значение. Тест 𝑠𝛽 тогда будет иметь увеличивающиеся либеральные искажения размера
при приближении параметра 𝑐 к нулю, а в 𝑐 = 30 будет иметь корректный размер.

Также, поскольку размер стратегии 𝑈𝑅(𝑠𝛽, 𝑠𝜁) выше номинального, в (Harvey, Leybourne
and Taylor, 2012a) предлагается дополнительно корректировать критические значения, ис-
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пользуя шкалирующую константу 𝜏𝜉.
В (Smeekes and Taylor, 2012) было предложено обобщение стратегия объединения от-

вержений (Harvey, Leybourne and Taylor, 2012a), основанное на процедуре бутстрапа. Бут-
страповская статистика объединения отвержений строится как

𝑈𝑅4 = min

{︃
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇,

𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜇,*
𝜉

𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜏,*
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 ,

𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜇,*
𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜇,*
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇,
𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜇,*

𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏,*
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏

}︃
. (1.43)

Данная статистика сравнивается с бутстраповским критическим значением. Отличие этой
статистики от статистики в (1.39) заключается в том, что критические значения 𝑐𝑣·,·𝜉 заме-
няются на бутстраповские критические значения 𝑐𝑣·,·,*𝜉 для каждого теста. Затем можно по
тому же самому множеству бутстраповских рядов, по которому вычислялись критические
значения для каждой статистики, найти бутстраповские критические значения для полной
статистики 𝑈𝑅4. Данная процедура показывает хорошие свойства на конечных выборках.
Можно использовать непараметрический 𝑖.𝑖.𝑑. бутстрап или дикий бутстрап, оба с решетча-
той схемой.

1.5 Тестирование на взрывные процессы для выявления пузырей

во временных рядах

Проблема возникновения и исчезновения (схлопывания, сдутия) пузырей на финансо-
вых и фондовых рынках остро стоит начиная с момента возникновения самих рынков в
их современном понимании. К экономическим последствиям финансовых пузырей можно
отнести, прежде всего, искажения в распределении ресурсов, что, как следствие, отдаляет
равновесное решение агентов от оптимального. Все это отрицательно сказывается на темпах
роста экономики, благосостоянии экономических агентов и может приводить к возникно-
вению финансовых кризисов и рецессий за счет так называемого эффекта заражения. В
качестве классического примера можно привести схлопывания пузыря на фондовом рынке
Японии, начавшееся в 1991 г., за которым последовали “потерянные десятилетия” упадка и
дефляции.

Начиная с работы (Phillips, Wu and Yu, 2011) большую популярность получило на-
правления тестирования пузырей на основе взрывных авторегрессионных процессов. Следуя
(Phillips, Wu and Yu, 2011), концепцию рациональных пузырей можно проиллюстрировать,
используя теорию текущей стоимости, где фундаментальная цена актива определяется сум-
мой дисконтированных значений ожидаемой будущей последовательности дивидендных вы-
плат. Используя стандартное условие отсутствие арбитража

𝑃𝑡 =
1

1 +𝑅
𝐸𝑡(𝑃𝑡+1 +𝐷𝑡+1), (1.44)

где 𝑃𝑡 – реальная цена акции в момент времени 𝑡, 𝐷𝑡 – реальные дивиденды, полученные
от владения активом между 𝑡 − 1 и 𝑡, 𝑅 – норма дисконтирования (𝑅 > 0, 𝑅 не зависит
от времени), можно получить (используя лог-линейную апроксимацию, см. (Campbell and
Shiller, 1989)), что

𝑝𝑡 = 𝑝𝑓𝑡 + 𝑏𝑡, (1.45)
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где

𝑝𝑓𝑡 =
𝜅− 𝛾

1 − 𝜌
+ (1 − 𝜌)

∞∑︁
𝑖=0

𝜌𝑖𝐸𝑡𝑑𝑡+1+𝑖, (1.46)

𝑏𝑡 = lim
𝑡→∞

𝜌𝑖𝐸𝑡𝑝𝑡+𝑖,

𝐸𝑡(𝑏𝑡+1) =
1

𝜌
𝑏𝑡 = (1 + exp(𝑑− 𝑝))𝑏𝑡, (1.47)

с 𝑝𝑡 = log(𝑃𝑡), 𝑑𝑡 = log(𝐷𝑡), 𝛾 = log(1 + 𝑅), 𝜌 = 1/(1 + exp(𝑑− 𝑝)), где (𝑑− 𝑝) – среднее
отношения логарифма дивиденда и цены, 𝜅 = − log(𝜌) − (1 − 𝜌) log(1/𝜌− 1).

В уравнении (1.45) цена определяется двумя компонентами, 𝑝𝑓𝑡 , фундаментальной ком-
понентой цены акции (определяемой ожидаемыми дивидендами), и 𝑏𝑡, компонентой рацио-
нального пузыря. При exp(𝑑− 𝑝) > 0 рациональный пузырь 𝑏𝑡 является субмартингалом. Из
уранвения (1.47) следует, что 𝑏𝑡 представим в виде следующего процесса:

𝑏𝑡 =
1

𝜌
𝑏𝑡−1 + 𝜀𝑏,𝑡 = (1 + 𝑔)𝑏𝑡−1 + 𝜀𝑏,𝑡, (1.48)

где 𝐸𝑡−1(𝜀𝑏,𝑡) = 0, 𝑔 = 1
𝜌
− 1 = exp(𝑑− 𝑝) > 0 – скорость роста натурального логарифма

пузыря, 𝜀𝑏,𝑡 – мартингал-разность.
При отсутствии пузыря, то есть при 𝑏𝑡 = 0, из (1.45) следует, что 𝑝𝑡 полностью опреде-

ляется фундаментальной стоимостью 𝑝𝑓𝑡 , и, следовательно, дивидендами 𝑑𝑡. Тогда из (1.46)
можно получить, что

𝑑𝑡 − 𝑝𝑡 = −𝜅− 𝛾

1 − 𝜌
−

∞∑︁
𝑖=0

𝜌𝑖𝐸𝑡(∆𝑑𝑡+1+𝑖). (1.49)

Если 𝑝𝑡 и 𝑑𝑡 оба интегрированные процессы, тогда из (1.49) следует, что они коинтегриро-
ваны с коинтегрирующим вектором (1,−1). Однако при наличии пузыря из (1.48) следует
взрывной характер поведения 𝑏𝑡, поэтому взрывное поведение будет и у процесса 𝑝𝑡 вне за-
висимости от поведения 𝑑𝑡. В этом случае ∆𝑝𝑡 также взрывной процесс и не может быть
стационарным. В (Diba and Grossman, 1988) было предложено несколько способов исследо-
вания наличия пузыря, которые заключаются в том, чтобы тестировать на стационарность
∆𝑝𝑡 или исследовать наличие коинтеграции между рядами 𝑝𝑡 и 𝑑𝑡 для определения наличия
пузыря (поскольку при наличии взрывного процесса в 𝑝𝑡 эти ряды не могут быть коинтегри-
рованы). В (Phillips and Yu, 2011, Section 2.2) было также показано, что взрывной характер
является достаточным свидетельством наличия пузыря.

Однако в (Diba and Grossman, 1988) было показано, что теоретически из невозможно-
сти отрицательного рационального пузыря в ценах следует, что пузырь никогда не начина-
ется снова, если он уже когда-либо лопнул. В (Evans, 1991) рассматривалась возможность
периодически сдувающихся пузырей (periodically collapsing bubbles) и показано, что тесты
(Diba and Grossman, 1988) имеют низкую мощность для выявления таких пузырей, посколь-
ку периодически лопающиеся пузыри могут вести себя как I(1) процесс или даже как I(0)
при предположении, что вероятность лопнуть у пузыря не является пренебрежимо малой.
Также возможна ситуаия, при которой оба ряда 𝑝𝑡 и 𝑑𝑡 могут быть взрывными и при этом ко-
интегрированными, что дает стационарную линейную комбинацию (explosively cointegrated).
Тогда, только если 𝑑𝑡 не взрывной, нахождение взрывного поведения у 𝑝𝑡 может быть доста-
точным свидетельством наличия пузыря, т.к. взрывное поведение может возникать только
при наличии 𝑏𝑡 ̸= 0.

Другой наблюдаемый факт заключается в том, что взрывное поведение может иметь
место только временно на небольшой части выборки, поэтому часто сложно обнаружить
взрывной процесс на всей выборке, т.к. ряд может вести себя как I(1) или I(0) процесс (из-за
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того, что сдутие пузыря воспроизводит эффект возвращения к среднему).

1.5.1 Тестирование наличия взрывного процесса в данных

В (Phillips et al., 2011) (далее PWY) для решения указанных выше проблем предлагает-
ся использовать рекурсивные тесты, которые могут выявлять наличие взрывного поведения
ряда . Эти тесты заключаются в следующем. Пусть имеется регрессия:

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛿𝑦𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜑𝑗∆𝑦𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡. (1.50)

Тестируется нулевая гипотеза 𝐻0 : 𝛿 = 1 (о наличии единичного корня) против правосто-
ронней альтернативы 𝐻1 : 𝛿 > 1 (взрывной процесс). При этом строится последовательность
ADF-статистик для коэффициента 𝛿, используя некоторое заданное подмножество всей вы-
борки данных для первого члена последовательности и дальнейшее увеличение этой подвы-
борки на одно наблюдение (т.е. применяется “впередсмотрящий” рекурсивный тест). Другими
словами, первая регрессия включает в себя 𝜏0 = ⌊𝑇𝑟0⌋ наблюдений для некоторой изначаль-
но заданной доли 𝑟0 от всей выборки, где ⌊ ⌋ обозначает целую часть аргумента. Вторая
регрессия включает в себя 𝜏0 = ⌊𝑇𝑟0⌋+ 1 наблюдений, третья – 𝜏0 = ⌊𝑇𝑟0⌋+ 2 наблюдений и
так далее. Таким образом, последовательность рекурсивных ADF-статистик строится с ис-
пользованием выборки увеличивающейся длины размера 𝜏 = ⌊𝑇𝑟⌋ для всех 𝑟 ∈ [𝑟0, 1], где
соответствующие ADF-статистики записываются как:

𝐴𝐷𝐹 𝑡
𝑟 =

(︃∑︀𝜏
𝑗=1 𝑒

2
𝑗−1

�̂�2
𝜏

)︃1/2 (︁
𝛿𝜏 (𝜏) − 1

)︁
, (1.51)

где 𝛿𝜏 (𝜏) – OLS-оценка коэффициента 𝛿, полученная на основе первых 𝜏 = ⌊𝑇𝑟⌋ наблюдений,
�̂�2
𝜏 – соответствующая оценка 𝜎

2 и 𝑒𝑡 – OLS остатки от регрессии (1.50)12.
Авторы предлагают следующую супремум статистику:

𝑆𝐴𝐷𝐹 (𝑟0) = sup
𝑟∈[𝑟0,1]

𝐴𝐷𝐹 𝑡
𝑟 , (1.52)

использование которой даёт возможность тестировать гипотезу единичного корня против
взрывной альтернативы.

В (Phillips et al., 2015a) авторы рассматривают обобщение теста из (Phillips et al., 2011).
Пусть выборка в регрессии (1.50) начинается с момента времени ⌊𝑇𝑟1⌋ и заканчивается на
моменте ⌊𝑇𝑟2⌋, а величина окна равна 𝑟2−𝑟1. Обозначим соответствующий тест, построенный
по данной выборке как 𝐴𝐷𝐹 𝑟2

𝑟1
. Тогда обобщённый супремум ADF тест (generalised sup ADF,

GSADF) строится как
𝐺𝑆𝐴𝐷𝐹 (𝑟0) = sup

𝑟2∈[𝑟0,1],𝑟1∈[0,𝑟2−𝑟0]

𝐴𝐷𝐹 𝑟2
𝑟1
, (1.53)

то есть при каждом фиксированном 𝑟2 считается ADF-статистика по всем 𝑟1, начиная с
0 и заканчивая 𝑟2 − 𝑟0. Критические значения для GSADF-теста больше, чем для SADF,
которая является частным случаем при 𝑟1 = 0 и 𝑟2 = 𝑟𝜔 ∈ [𝑟0, 1]. Авторы также показывают
преимущество теста GSADF на конечных выборках перед тестом SADF.

Альтернативные методы обнаружения пузырей были предложены в работах (Homm and
Breitung, 2012), (Harvey and Leybourne, 2014), (Harvey et al., 2015) и (Harvey et al., 2016b).

12Заметим, что статистика 𝐴𝐷𝐹1 будет соответствовать всей выборке.
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1.5.2 Определение датировки возникновения и сдутия пузыря

Тест 𝑆𝐴𝐷𝐹 , рассмотренный в предыдущем разделе, не в состоянии определить дату
появления (𝑟𝑒) и сдутия (𝑟𝑓 ) пузыря. Для определения этих двух дат PWY предлагают сле-
дующие оценки:

𝑟𝑒 = inf
𝑠≥𝑟0

{𝑠 : 𝐴𝐷𝐹 𝑡
𝑠 > 𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑛

(𝑠)}, 𝑟𝑓 = inf
𝑠≥𝑟𝑒

{𝑠 : 𝐴𝐷𝐹 𝑡
𝑠 < 𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑛

(𝑠)}, (1.54)

где 𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑛
(𝑠) – правостороннее критическое значение 𝐴𝐷𝐹 𝑡

𝑠 , соответствующее уровню значи-
мости 𝛽𝑛. Таким образом, рекурсивно тестируем нулевую гипотезу до тех пор, пока она не
будет отвергнута, получая момент возникновения пузыря. После этого продолжаем рекур-
сивно тестировать нулевую гипотезу до ее отвержения, получая дату коллапса. В (Phillips
and Yu, 2009) предлагается начинать поиск даты коллапса через некоторый период после
даты возникновения пузыря, т.е.

𝑟𝑓 = inf
𝑠≥𝑟𝑒+

log(𝑇 )
𝑇

{𝑠 : 𝐴𝐷𝐹 𝑡
𝑠 < 𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑛

(𝑠)}. (1.55)

Это гарантирует, что продолжительность пузыря является значимой, то есть эпизод более
малого порядка, чем 𝑂(log(𝑇 )), не рассматривается как значимый в алгоритме датировки
для 𝜏𝑓 .

В своих эмпирических исследованиях PWY также использовали нахождение оценок дат
появления и коллапса пузыря, используя регрессию скользящего окна (rolling regression), где
каждая регрессия основана на подвыборке фиксированного размера меньшего порядка, чем
𝑇 . В работе (Phillips and Yu, 2009) доказывается состоятельность оценок дат возникновения
и сдутия пузыря при определенных условиях.

Для улучшения мощности рассмотренной процедуры в (Phillips and Yu, 2011) предла-
галось выбирать начальное условие (которое ранее фиксировалось на первом наблюдении)
для инициализации рекурсивной процедуры, используя информационный критерий Шварца
(BIC). Если во временном ряде невзрывной режим переходит во взрывной, наиболее мощным
тестом будет тот, в котором рекурсивные статистики вычислены с использованием данных
из взрывного режима (поскольку в этом случае не учитываются наблюдения, для которых
процесс порождения данных является процессом с единичным корнем).

Альтернативная процедура нахождения датировки возникновения пузыря и его кол-
лапса была рассмотрена в (Phillips, Shi and Yu, 2015b) (далее PSY), где, в отличие от (1.54)
и (1.55), оценки дат 𝑟𝑒 и 𝑟𝑓 строятся следующим образом:

𝑟𝑒 = inf
𝑟2∈[𝑟0,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) > 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}, (1.56)

𝑟𝑓 = inf
𝑟2∈[𝑟𝑒+𝛿

log(𝑇 )
𝑇

,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) < 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}, (1.57)

где 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) – обратная супремум ADF-статистика (backward sup ADF), вычисляемая
как

𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) = sup
𝑟1∈[0,𝑟2−𝑟0]

𝐴𝐷𝐹 𝑟2
𝑟1
.

Авторы обобщили процедуру на случай более чем одного пузыря: чтобы получить оценки
дат 𝑟𝑒 и 𝑟𝑓 для второго пузыря, нужно воспроизвести процедуру, начиная с выборки после



39

оценки коллапса первого пузыря. Более точно, для двух пузырей

𝑟1𝑒 = inf
𝑟2∈[𝑟0,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) > 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}, (1.58)

𝑟1𝑓 = inf
𝑟2∈[𝑟1𝑒+𝛿

log(𝑇 )
𝑇

,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) < 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}, (1.59)

𝑟2𝑒 = inf
𝑟2∈[𝑟1𝑓 ,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) > 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}, (1.60)

𝑟2𝑓 = inf
𝑟2∈[𝑟2𝑒+𝛿

log(𝑇 )
𝑇

,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) < 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}. (1.61)

PSY доказывают состоятельность оценок всех дат возникновения и сдутия пузырей,
предполагая, что продолжительность первого пузыря длиннее, чем второго. Если использо-
вать аналогичную процедуру не для статистик BSADF, а просто для ADF, то в этом случае
оценки дат возникновения и коллапса для второго пузыря будут несостоятельными. В этом
случае возможна модификация, в которой инфимум статистики для получения 𝑟2𝑒 счита-
ется не по 𝑟2 ∈ [𝑟1𝑓 , 1], а по 𝑟2 ∈ [𝑟1𝑓 + 𝜉𝑡, 1], где 𝜉𝑡 = log(𝑇 )/𝑇 или 𝑇−𝛿 для некоторого
𝛿 ∈ (0, 1). Процедура нахождения датировки пузыря методом PSY превосходит в точности
метод (Phillips and Yu, 2011).

В работе (Harvey et al., 2016a) предлагается более точный метод оценивания датировки
пузыря. Кроме того, в данной работе рассматривается более общий процесс порождения
данных, допускающий дополнительный режим для сдутия пузыря:

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝑢𝑡, 𝑢𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝜏1,0𝑇

(1 + 𝛿1)𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 𝜏1,0𝑇 + 1, . . . , 𝜏2,0𝑇

(1 − 𝛿2)𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 𝜏2,0𝑇 + 1, . . . , 𝜏3,0𝑇

𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 𝜏3,0𝑇 + 1, . . . , 𝑇

(1.62)

где 𝛿1 ≥ 0 и 𝛿2 ≥ 0. Таким образом, до момента времени 𝜏1,0𝑇 процесс является стационарным,
после этого момента начинается возникновение процесса пузыря, который останавливается
в момент времени 𝜏2,0𝑇 . Далее происходит сдутие, который порождается стационарным про-
цессом и интерпретируется как возвращение к нормальному поведению рынка. Величина 𝛿2
специфицирует скорость и величину сдутия, происходящего за период с 𝜏1,0𝑇 + 1 до 𝜏2,0𝑇 .
При 𝜏2,0 = 𝜏3,0 процесс (1.62) сокращается до рассмотренного в PWY и PSY. После окончания
периода сдутия процесс нестационарный с единичным корнем.

В работе (Harvey et al., 2016a) было рассмотрено четыре возможных случая наличия
пузыря:

Модель 1, где 𝜏2,0 = 1 (пузырь не сдулся к концу рассматриваемого периода);
Модель 2, где 𝜏2,0 < 1 и 𝛿2 = 0 (сдутие пузыря моментальное);
Модель 3, где 𝜏2,0 = 1 (выборка заканчивается периодом сдутия пузыря);
Модель 4 неограниченная, то есть после периода сдутия процесс ведет себя как процесс

с единичным корнем.
Был предложен информационный критерий (критерийШварца, BIC) для выбора одной

из этих четырех моделей. Критерий строится стандартным способом на основе оценки дис-
персии. Даты сдвига выбираются на основе минимизации сумм квадратов остатков в модели
с одним лагом. Например, для наиболее общей модели с четырьмя режимами минимизиру-
ется сумма квадратов остатков по всем возможным датам изменения режима в следующей
регрессии:

∆𝑦𝑡 = 𝜇1𝐷𝑡(𝜏1, 𝜏2) + 𝜇2𝐷𝑡(𝜏2, 𝜏3) + 𝛽1𝐷𝑡(𝜏1, 𝜏2)𝑦𝑡−1 + 𝛽2𝐷𝑡(𝜏2, 𝜏3)𝑦𝑡−1 + 𝑣𝑡, (1.63)
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где дамми-переменные определяются как 𝐷𝑡(𝑎, 𝑏) = I(𝑎 < 𝑡 ≤ 𝑏)
Отметим, что в процессе минимизации необходимо накладывать ограничения, согласно

которым пузырь является возрастающим, а стационарный режим сдутия является убываю-
щим. Полученные даты изменения режимов используются для вычисления суммы квадратов
остатков, и информационный критерий строится как

𝐵𝐼𝐶 = 𝑇 ln[𝑇−1𝑆𝑆𝑅(𝜏1, 𝜏2, 𝜏3)] + (4 + 3) ln(𝑇 ). (1.64)

Штрафная функция состоит из умноженной на ln(𝑇 ) величины, равной сумме числа оце-
ниваемых коэффициентов и числа оцениваемых дат изменения режима. Как утверждают
авторы, данная процедура хорошо выбирает истинную модель, но при условии, что пузырь
действительно имеет место в данных. Таким образом, до использования этой процедуры
необходимо протестировать наличие пузыря.

Альтернативный подход обнаружения датировки пузыря при аналогичном процессе
порождения данных см. в работе (Phillips and Shi, 2009). Также см. подход (Astill et al.,
2016) для проведения мониторинга появления пузыря.
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2 Определение порядка интегрированности при неопределенности

относительно различных мешающих параметрах

2.1 Тестирование гипотезы стационарности при

неопределенности относительно тренда и начального

значения

Рассмотрев существующие подходы тестирования гипотезы единичного корня, логич-
ным образом возникает необходимость разработать аналогичную процедуру для тестов на
стационарность, поскольку тестирование противоположной наличию единичного корня ги-
потезы имеет важное значения для подтверждающего анализа (confirmatory analysis, см.,
например, Maddala and Kim (1998, Ch. 4.6)). Harris et al. (2007) (далее HLM) предложили
модификацию стандартного Kwiatkowski et al. (1992) теста (далее KPSS) в случае почти ин-
тегрированности, используя (квази) GLS-детрендирование1. Асимптотические свойства по-
лученного теста сравнивались с точечно-оптимальным тестом, предложенным Muller (2005),
при различных начальных значениях для случая только константы в детерминированной
компоненте. Результаты показали, что в случае низких начальных значений эффективным
является тест, предложенный в Muller (2005), в то время как при увеличении начального от-
клонения этот тест имеет сильные либеральные искажения размера, стремящиеся к единице
для умеренно близких к единичному корню процессов. В то же время он строго доминируется
тестом HLM при высоком начальном значении.

Мы рассматриваем асимптотические свойства тестов на стационарность, предложен-
ных HLM и Muller (2005), следуя подходу HLT. В разделе 2.1.1 мы описываем тест HLM
и точечно-оптимальный тест, предложенный в Muller (2005), и получаем соответствующие
предельные распределения при локальном поведении тренда, а также при параметризации
начального значения, следуя Muller and Elliott (2003). В Разделе 2.1.2 мы анализируем эти
тесты в случае асимптотически незначительного начального значения, предполагая локаль-
ное поведение тренда. Кривые асимптотического размера показывают, как и в HLM, что
в этом случае предпочтительнее использовать оптимальные тесты Muller (2005). В то же
время тест, включающий только константу, имеет сильные либеральные искажения разме-
ра при увеличении параметра локального тренда. Мы предлагаем использовать стратегию
пересечения отвержений2 двух тестов, с наличием и отсутствием тренда, то есть отвергать
нулевую гипотезу, если оба теста одновременно её отвергают. Мы также предлагаем модифи-
кацию этого решающего правила с предварительным тестированием параметра при тренде
и использованием этой информации, чтобы применять только тест с учётом тренда, если
параметр при нем является значимым. Как показывают симуляции, эта процедура имеет
преимущество перед простым пересечением отвержений двух тестов (с и без тренда). В Раз-
деле 2.1.2 мы анализируем аналогичную процедуру, предполагая знание детерминированной
компоненты, но не зная величину начального значения. В этом случае, аналогично простое
пересечение отвержений соответствующих тестов является наилучшим решением, как и мо-
дификация, использующая предварительное тестирование начального значения. В Разделе
2.1.2 мы обращаемся к проблеме совместной неопределенности относительно линейного трен-
да и начального значения. В этом случае, следуя HLT, мы предлагаем стратегию пересечения

1Muller (2005) показал, что применение обычного KPSS теста с шириной окна для оценки долгосроч-
ной дисперсии, возрастающей с более низкой скоростью, чем длина выборки, приводит к асимптотическому
размеру, равному единице при нулевой гипотезе о почти интегрированности. Поэтому в нашем анализе (ло-
кальном к единице) мы не рассматриваем обычный KPSS тест при OLS-детрендировании.

2HLT использовали термин “объединение отвержений”, и эта тестовая стратегия отвергала нулевую гипо-
тезу, если хотя бы один из тестов её отвергал. Но так как мы рассматриваем тесты на стационарность и в
подобной процедуре отвергаем нулевую гипотезу, если все тесты её отвергают, мы называем её “пересече-
нием отвержений”.
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отвержений, состоящую из всех четырёх статистик, а также модификацию, предваритель-
но тестируя параметр тренда и начальное значение. Асимптотический анализ показывает
превосходство рассмотренной модификации над использованием отдельных тестов при ва-
рьировании параметров при локальном тренде и начальном значении.

Поскольку в асимптотическом анализе размер всех тестов сравнивался при фиксиро-
ванной мощности, то есть критические значения были получены при интегрированном про-
цессе (и нулевых параметрах тренда и начального значения), в Разделе 2.1.3 мы предлагаем
критические значения и шкалирующие константы для некоторого фиксированного уровня
показателя возвращения к среднему при нулевой гипотезе о стационарности, а в Разделе
2.1.4 также обсуждаем поведение тестов на конечных выборках.

2.1.1 Модель

Мы рассмотрим процесс порождения данных (DGP) согласно

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 , (2.1)

𝑢𝑡 = 𝜌𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (2.2)

где процесс 𝜀𝑡 удовлетворяет стандартным предположениям, рассматриваемым Phillips and
Solo (1992):

Предположение 1 Пусть

𝜀𝑡 = 𝛾(𝐿)𝑒𝑡 =
∞∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖𝑒𝑡−𝑖,

с 𝛾(𝑧) ̸= 0 для всех |𝑧| ≤ 1 и
∑︀∞

𝑖=0 𝑖|𝛾𝑖| < ∞, где 𝑒𝑡 – мартингал-разность с условной
дисперсией 𝜎2

𝑒 и sup𝑡 E(𝑒4𝑡 ) <∞. Краткосрочная и долгосрочная дисперсии определяются как

𝜎2
𝜀 = 𝐸(𝜀2𝑡 ) и 𝜔

2
𝜀 = lim𝑇→∞ 𝑇−1E

(︁∑︀𝑇
𝑡=1 𝜀𝑡

)︁2
= 𝜎2

𝑒𝛾(1)2 соответственно.

В отличие от стандартного теста KPSS, мы используем локальное к единице поведение
параметра 𝜌, то есть 𝜌 = 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , где 𝑐 ≥ 0. Причина рассмотрения локальной асимп-
тотики заключается в том, что она предлагает намного более точную аппроксимацию для
малых выборок, чем стандартная асимптотика, когда ряд содержит большой авторегрессион-
ный корень, что часто наблюдается для многих макроэкономических временных рядов. Мы
тестируем нулевую гипотезу стационарности (локальной к единичному корню) 𝐻0 : 𝑐 ≥ 𝑐 > 0
против альтернативы 𝐻1 : 𝑐 = 0, где 𝑐 – минимальный уровень показателя возвращения к
среднему при нулевой гипотезе.

Поскольку обычный KPSS тест с шириной окна для оценки долгосрочной дисперсии,
возрастающей с более низкой скоростью, чем длина выборки, приводит к асимптотическо-
му размеру, равному единице при нулевой гипотезе о почти интегрированности (см. Muller
(2005)), мы рассмотрим два теста, имеющие невырожденное предельное распределение при
локальном к единице поведении авторегрессионного параметра. Первый тест был предложен
Muller (2005). Следуя Muller and Elliott (2003), он предложил асимптотически оптимальную
тестовую статистику 𝑄𝜇(𝑐) для случая константы и 𝑄𝜏 (𝑐) для случая тренда, чтобы разли-
чать случаи 𝜌𝑇 = 1 и 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 . Эта статистика строится следующим образом:

𝑄𝑖(𝑐) = 𝑞𝑖1(�̂�
−1
𝜀 𝑇−1/2�̂�𝑖𝑇 )2 + 𝑞𝑖2(�̂�

−1
𝜀 𝑇−1/2�̂�𝑖1)

2

+ 𝑞𝑖3(�̂�
−1
𝜀 𝑇−1/2�̂�𝑖𝑇 )(�̂�−1

𝜀 𝑇−1/2�̂�𝑖1) + 𝑞𝑖4�̂�
−2
𝜀 𝑇−2

𝑇∑︁
𝑡=1

(�̂�𝑖𝑡)
2, (2.3)
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где �̂�𝑖𝑡 – OLS-остатки от регрессии ряда 𝑦𝑡 на 𝑑𝑡, где 𝑑𝑡 = 𝜇 в случае константы и 𝑑𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡
в случае тренда, 𝑞𝜇1 = 𝑞𝜇2 = 𝑐(1 + 𝑐)/(2 + 𝑐), 𝑞𝜇3 = −2𝑐/(2 + 𝑐), 𝑞𝜇4 = 𝑐2 и 𝑞𝜏1 = 𝑞𝜏2 = 𝑐2(8 +
5𝑐 + 𝑐2)/(24 + 24𝑐 + 8𝑐2 + 𝑐3), 𝑞𝜏3 = 2𝑐2(4 + 𝑐)/(24 + 24𝑐 + 8𝑐2 + 𝑐3), 𝑞𝜏4 = 𝑐2. Также �̂�2

𝜀 –
любая состоятельная оценка долгосрочной дисперсии ряда 𝜀𝑡, используя остатки от 𝐴𝑅(1)
регрессии �̂�𝑖𝑡.

3

Второй тест был предложен HLM и использует (квази) GLS-детрендрованные ряды.
Более конкретно, пусть �̃�𝑖𝑡, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 – остатки от регрессии 𝑦𝑐 = 𝑦𝑡−𝜌𝑇𝑦𝑡−1 на 𝑍𝑐 = 𝑧𝑡−𝜌𝑇 𝑧𝑡−1,
𝑡 = 2, . . . , 𝑇 , где 𝑧𝑡 = 1 в случае константы и 𝑧𝑡 = (1, 𝑡)′ в случае тренда. Тогда тест 𝑆𝑖(𝑐)
строится следующим образом:

𝑆𝑖(𝑐) =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=2 (

∑︀𝑡
𝑗=2 �̃�

𝑖
𝑗)

2

�̂�2
𝜀

, (2.4)

где ядерная оценка �̂�2
𝜀 вычисляется, используя GLS-детрендированные остатки �̃�

𝑖
𝑡.
4

Рассмотрим следующие два предположения, специфицирующие поведение коэффици-
ента при линейном тренде 𝛽 и начальное условие 𝑢1.

Предположение 2 Коэффициент при тренде 𝛽 удовлетворяет 𝛽 = 𝛽𝑇 = 𝜅𝜔𝜀𝑇
−1/2, где 𝜅

– некоторая конечная константа.

Предположение 3 Начальное условие 𝑢1 удовлетворяет 𝑢1 = 𝜉 = 𝛼
√︀
𝜔2
𝜀/(1 − 𝜌2𝑇 ), где 𝜌𝑇 =

1 − 𝑐/𝑇 , 𝑐 > 0. В случае единичного корня, 𝑐 = 0, начальное условие равно нулю, то есть
все тесты инвариантны к параметру 𝛼.

HLM показали, что в случае малых начальных значений тест 𝑄𝑖(𝑐) является эффек-
тивным (в смысле меньшего размера) по сравнению с тестом 𝑆𝑖(𝑐). Однако при больших
начальных значениях 𝑄𝑖(𝑐) имеет существенные искажения размера и строго доминируется
тестом 𝑆𝑖(𝑐). Можно было бы также рассмотреть оптимальный тест 𝑄𝑖(𝑔, 𝑘), предложенный
Elliott and Muller (2006) и анализированный HLM в контексте тестирования стационарности.
Однако, как было показано в HLM, этот тест строго доминируется тестом 𝑄𝑖(𝑐) при низких
начальных значениях и тестом 𝑆𝑖(𝑐) при высоких начальных значениях. Таким образом, мы
не используем его в дальнейшем рассмотрении. Аналогично, как будет дополнительно пока-
зано в Разделе 2.1.2, при отсутствии тренда эффективным тестом будет тот тест, который не
учитывает тренд в построении, в то время как он будет иметь сильные искажения размера
при наличии тренда в DGP.

Следующая лемма даёт предельные распределения четырех тестов при заданных Пред-
положениях 1-3.

Лемма 1 Пусть {𝑦𝑡} порождается согласно (2.1) и (2.2) и выполняются Предположения

3Ядерная оценка долгосрочной дисперсии, предложенная в (Muller, 2005) и используемая в HLM, приводит
к очень плохим свойствам тестов при отрицательной компоненте скользящего среднего. В не представленных
в данной работе симуляциях (результаты доступны по запросу) мы находим, что авторегрессионная оценка
долгосрочной дисперсии приводит к достаточно хорошим свойствам на конечных выборках.

4Заметим, что такая оценка имеет достаточно хорошие свойства на конечных выборках в различных DGP
на основе результатов на конечных выборках в неприведенных здесь симуляциях.
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1-3. Тогда при 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , 0 ≤ 𝑐 <∞

𝑄𝜇(𝑐) ⇒ 𝑞𝜇1

(︁
𝐾𝜇

𝑐 (1) +
𝜅

2

)︁2
+ 𝑞𝜇2

(︁
𝐾𝜇

𝑐 (0) − 𝜅

2

)︁2
+ 𝑞𝜇3

(︁
𝐾𝜇

𝑐 (1) +
𝜅

2

)︁(︁
𝐾𝜇

𝑐 (0) − 𝜅

2

)︁
+ 𝑞𝜇4

∫︁ 1

0

(︂
𝐾𝜇

𝑐 (𝑟) + 𝜅(𝑟 − 1

2
)

)︂2

𝑑𝑟, (2.5)

𝑄𝜏 (𝑐) ⇒ 𝑞𝜏1𝐾
𝜏
𝑐 (1)2 + 𝑞𝜏2𝐾

𝜏
𝑐 (0)2 + 𝑞𝜏3𝐾

𝜏
𝑐 (1)𝐾𝜏

𝑐 (0) + 𝑞𝜇4

∫︁ 1

0

𝐾𝜏
𝑐 (𝑟)𝑑𝑟, (2.6)

𝑆𝜇(𝑐) ⇒
∫︁ 1

0

𝐻𝑐,𝑐,𝛼,𝜅(𝑟)2𝑑𝑟, (2.7)

𝑆𝜏 (𝑐) ⇒
∫︁ 1

0

(︂
𝐻𝑐,𝑐,𝛼,0(𝑟) − 6𝑟(1 − 𝑟)

∫︁ 1

0

𝐻𝑐,𝑐,𝛼,0(𝑠)𝑑𝑠

)︂2

𝑑𝑟, (2.8)

Здесь

𝐾𝜇
𝑐 (𝑟) = 𝐾𝑐(𝑟) −

∫︁ 1

0

𝐾𝑐(𝑠)𝑑𝑠,

𝐾𝜏
𝑐 (𝑟) = 𝐾𝜇

𝑐 (𝑟) − 12

(︂
𝑟 − 1

2

)︂∫︁ 1

0

(︂
𝑠− 1

2

)︂
𝐾𝑐(𝑠)𝑑𝑠,

𝐻𝑐,𝑐,𝛼,𝜅(𝑟) = 𝐾𝑐(𝑟) + 𝑐

∫︁ 𝑟

0

(𝐾𝑐(𝑠) + 𝜅𝑠)𝑑𝑠− 𝑟

[︂
𝐾𝑐(1) + 𝑐

∫︁ 1

0

(𝐾𝑐(𝑠) + 𝜅𝑠)𝑑𝑠

]︂
,

𝐾𝑐(𝑟) =

{︃
𝛼(𝑒−𝑟𝑐 − 1)(2𝑐)−1/2 +𝑊𝑐(𝑟), 𝑐 > 0

𝑊 (𝑟), 𝑐 = 0
,

где 𝑊𝑐(𝑟) =
∫︀ 𝑟

0
𝑒−(𝑟−𝑠)𝑐𝑑𝑊 (𝑠) – процесс Орнштейна-Уленбека, 𝑊 (𝑟) – стандартный Вине-

ровский процесс, а ⇒ обозначает слабую сходимость.

Доказательство Леммы 1: Докажем (2.7). Вследствие инвариантности мы полагаем 𝜇 =
0 без потери общности, таким образом 𝑦𝑡 = 𝛽𝑡+ 𝑢𝑡.

Рассматривая модель без тренда, когда он фактически присутствует, и используя GLS-
детрендирование, получаем, что

𝑟𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝜌𝑦𝑡−1 − �̃�,

�̃� =
1

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑦𝑡 − 𝜌𝑦𝑡−1).

Определим 𝑧𝑡 = 𝑢𝑡 − 𝑢1. Тогда

𝑟𝑡 = 𝑢𝑡 − 𝜌𝑢𝑡−1 + 𝛽𝑡− 𝜌𝛽(𝑡− 1) − 1

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑢𝑡 − 𝜌𝑢𝑡−1) −
𝛽

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑡− 𝜌𝑡+ 𝜌)

= 𝑧𝑡 + 𝑢1 − 𝜌𝑧𝑡−1 − 𝜌𝑢1 −
1

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑧𝑡 + 𝑢1 − 𝜌𝑧𝑡−1 − 𝜌𝑢1)

+ 𝛽𝑡− 𝜌𝛽(𝑡− 1) − 𝛽

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑡− 𝜌𝑡+ 𝜌)

=

[︃
𝑧𝑡 − 𝜌𝑧𝑡−1 −

1

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑧𝑡 − 𝜌𝑧𝑡−1)

]︃
+

[︃
𝛽𝑡− 𝜌𝛽𝑡− 𝛽

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑡− 𝜌𝑡)

]︃
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Вторую компоненту можно записать как 𝛽
(︀
𝑡− 𝑇+2

2

)︀
− 𝜌𝛽

(︀
𝑡− 𝑇+2

2

)︀
= 𝑇−1𝑐𝛽

(︀
𝑡− 𝑇+2

2

)︀
.

Тогда

𝑇−1/2

[𝑟𝑇 ]∑︁
𝑖=2

𝑟𝑡 =

⎡⎣𝑇−1/2

[𝑟𝑇 ]∑︁
𝑖=2

(︃
𝑧𝑡 − 𝜌𝑧𝑡−1 −

1

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑧𝑡 − 𝜌𝑧𝑡−1)

)︃⎤⎦
+

⎡⎣𝑇−1/2

[𝑟𝑇 ]∑︁
𝑖=2

𝑇−1𝑐𝛽

(︂
𝑖− 𝑇 + 2

2

)︂⎤⎦
Первая компонента полученного выражения имеет предельное распределение, полу-

ченное Harris et al. (2007), и соответствует случаю 𝜅 = 0 (более конкретно, сходится к
𝜔𝜀𝐻𝑐,𝑐,𝛼,0(𝑟)). Рассмотрим вторую компоненту, отвечающую за поведение тестовой статисти-
ки при локальном поведении тренда:

𝑇−1/2

[𝑟𝑇 ]∑︁
𝑖=2

𝑇−1𝑐𝛽

(︂
𝑖− 𝑇 + 2

2

)︂
= 𝑐𝜔𝜀𝜅𝑇

−2 ([𝑟𝑇 ] − 1)([𝑟𝑇 ] + 2)

2
− 𝑐𝜔𝜀𝜅𝑇

−2 ([𝑟𝑇 ] − 1)(𝑇 + 1)

2
.

Это выражение сходится к 𝑐𝜔𝜀𝜅
(︁

𝑟2

2
− 𝑟

2

)︁
, что доказывает утверждение, используя CMT и

простые интегральные преобразования, так как непараметрическая оценка долгосрочной
дисперсии 𝜔𝜀 всё ещё остаётся состоятельной при неправильной спецификации локального
тренда.

Доказательство (2.5) аналогично Harvey et al. (2009b), доказательства (2.6) и (2.8) стан-
дартны и используют FCLT и CMT.

�

Также, следуя HLM (см. также Muller and Elliott (2003) и Elliott and Muller (2006)), мы
полагаем 𝑐 = 10 для тестов 𝑄𝜇(𝑐) и 𝑆𝜇(𝑐) и 𝑐 = 15 для тестов 𝑄𝜏 (𝑐) и 𝑆𝜏 (𝑐).
Примечание 1. Заметим, что тесты 𝑄𝜏 (𝑐) и 𝑆𝜏 (𝑐) инвариантны к величине тренда, в то вре-
мя как предельные распределения тестов 𝑄𝜇(𝑐) и 𝑆𝜇(𝑐) явным образом зависят от параметра
локального сноса 𝜅.
Примечание 2. При фиксированном ненулевом тренде в форме 𝛽 = 𝜅𝜔𝜀 ̸= 0 легко пока-
зать, что тесты 𝑄𝜇(𝑐) и 𝑆𝜇(𝑐) оба являются 𝑂𝑝(𝑇 ), то есть расходятся к бесконечности. Это
приводит к тому, что данные тесты имеют асимптотический размер, равный единице, для
любого 𝑐.

2.1.2 Асимптотический анализ тестов на стационарность

Асимптотическое поведение при локальном тренде

Рассмотрим случай, когда начальное значение 𝑢1 = 𝑜𝑝(𝑇
1/2). Тогда в предельных рас-

пределениях, полученных в Лемме 1, процесс 𝐾𝑐(𝑟) просто заменяется на процесс Орн-
штейна-Уленбека 𝑊𝑐(𝑟). Рисунки 2.1(a)-(d) показывают асимптотический размер для 𝑐 ∈
[0, 20], где для сравнения тестов критические значения получены при 𝑐 = 0 и 𝜅 = 0, чтобы
мощность была равна 0.5 для каждого теста, как в Muller (2005) и HLM5.

5Здесь и в следующих разделах результаты получены, используя симуляции предельного распределения
Леммы 1, аппроксимируя Винеровский процесс 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1) переменными и аппроксимируя интегралы нор-
мализованными суммами с 1000 шагов, число повторений – 50000.
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Рис. 2.1 – Асимптотические мощность и размер при различных параметрах 𝜅,
𝛽𝑇 = 𝜅𝜔𝜀𝑇

−1/2

𝑄𝜇 : , 𝑄𝜏 : , 𝑆𝜇 : · , 𝑆𝜏 : · · ·

Сравнивая размер тестов для случая 𝜅 = 0 (рис. 2.1(a)), то есть при отсутствии тренда,
видно, что он меньше для тестов, не учитывающих наличие тренда. Также тесты 𝑄𝑖 доми-
нируют над тестами 𝑆𝑖, как было видно на результатах симуляций HLM для случая только
константы в детерминированной компоненте. Таким образом, для тестирования стационар-
ности при 𝜅 = 0 эффективным тестом среди рассмотренных будет 𝑄𝜇.

Увеличивая параметр 𝜅, для 𝜅 = 0.5 (Рисунок 2.1(b)) результаты почти аналогичны,
и тест 𝑄𝜇 все еще является эффективным, за исключением очень небольшого интервала
𝑐 ∈ [0, 1], где 𝑄𝜇 доминируется тестами, учитывающими тренд (хотя они имеют более вы-
сокую мощность, интервал 𝑐 ∈ [0, 1] можно считать незначительным). Заметим также, что
размер тестов с учётом только константы несколько увеличивается, по сравнению со слу-
чаем 𝜅 = 0. Для 𝜅 = 1 (Рисунок 2.1(c)) тесты 𝑆𝜏 (𝑐) и 𝑄𝜏 (𝑐) явно превосходят тесты 𝑆𝜇 и
𝑄𝜇 (последние имеют существенные искажения размера, который никогда не ниже 0.4 для
рассматриваемого интервала 𝑐 ∈ [0, 20]), и эффективным тестом является 𝑄𝜏 . Размер тестов,
учитывающих только константу, продолжает увеличиваться с ростом 𝜅. Для 𝜅 = 2 (Рисунок
2.1(d)) размер тестов 𝑆𝜇 и 𝑄𝜇 почти всегда равен единице, что подтверждает поведение 𝑄𝜇

и 𝑆𝜇 при фиксированном ненулевом тренде (см. Примечание 2).
Поскольку каждый из тестов 𝑄𝜇 и 𝑄𝜏 является эффективным (в смысле размера) среди

рассмотренных тестов для некоторых значений локального тренда, тогда, если существует
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неопределённость относительно величины этого локального тренда, необходимо использо-
вать доступную стратегию, чтобы различить два случая: с наличием и с отсутствием тренда.

Следуя Harvey et al. (2009b), мы используем следующее решающее правило пересече-
ния отвержений, где мы отвергаем нулевую гипотезу о стационарности, если одновременно
оба теста отвергают нулевую гипотезу. Это решающее правило можно записать следующим
образом:

𝐼𝑅 = Отвергать 𝐻0, если {𝑄𝜇 > 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝑄,𝜇
𝜉 и 𝑄𝜏 > 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜏
𝜉 }, (2.9)

где 𝑐𝑣𝑄,𝜇
𝜉 и 𝑐𝑣𝑄,𝜏

𝜉 – асимптотические критические значения тестов 𝑄𝜇 и 𝑄𝜏 для некоторого
специфицированного значения 𝑐 и уровня значимости 𝜉 (подробнее см. в Разделе 2.1.3), а 𝑚𝜉

– некоторая шкалирующая константа, гарантирующая, чтобы асимптотический размер был
на уровне 𝜉 для заданного значения 𝑐 (в случае отсутствия шкалирования размер и мощ-
ность тестов уменьшаются, так что далее мы называем решающее правило с использованием
шкалирования либеральным).

Возможно также дополнительно улучшить эту стратегию, используя информацию о
высоком значении параметра 𝜅, то есть о ясном свидетельстве о наличии тренда. Как отме-
чает Брайтунг в возражениях к Harvey et al. (2009b), нет необходимости применять одну и ту
же шкалирующую константу 𝑚𝜉 во всех случаях. Если существует строгое свидетельство о
наличии тренда, то тогда вероятность отвержения 𝑄𝜇 стремится к единице. Следовательно,
можно улучшить стратегию 𝐼𝑅, используя предварительные тесты, такие как 𝐷𝑎𝑛-𝐽 , 𝑡𝜆, 𝑡𝑚2

𝜆

и 𝑡𝑅𝑄𝐹
𝛽 ,6 предложенные, соответственно, Bunzel and Vogelsang (2005), Harvey et al. (2007),

Perron and Yabu (2009a) и анализированные в Harvey et al. (2008) и Harvey et al. (2010b)
для различных значений локального тренда 𝜅 и начального значения 𝛼. То есть при строгом
свидетельстве о наличии тренда могут быть использованы обычные критические значения
𝑄𝜏 . Более конкретно рассмотрим модификацию решающего правила (2.9):

𝐼𝑅(𝑠𝛽) =

{︃
Отвергать 𝐻0, если {𝑄𝜇 > 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜇
𝜉 и 𝑄𝜏 > 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜏
𝜉 }, если |𝑠𝛽| ≤ 𝑐𝑣𝛽

Отвергать 𝐻0, если {𝑄𝜏 > 𝑐𝑣𝑄,𝜏
𝜉 }, если |𝑠𝛽| > 𝑐𝑣𝛽

, (2.10)

где 𝑠𝛽 обозначает некоторый предварительный тест для тестирования 𝛽 = 0, а 𝑐𝑣𝛽 – соот-
ветствующее ему критическое значение. Предельные распределения этих двух тестов прямо
следуют из Леммы 1 и CMT, и поэтому опущены. Заметим, что при фиксированном ненуле-
вом тренде каждая из рассматриваемых статистик 𝑠𝛽 расходится к бесконечности, так что
асимптотически выбирается тест 𝑄𝜏 . В то же время, при отсутствии тренда фактически
выбирается 𝑄𝜇 со шкалированным критическим значением.

Рисунки 2.2(a)-(d) показывают асимптотический размер тестов 𝑄𝜇, 𝑄𝜏 , 𝐼𝑅, 𝐼𝑅(|𝑡𝜆|),
𝐼𝑅(|𝑡𝑚2

𝜆 |) и 𝐼𝑅(|𝐷𝑎𝑛-𝐽 |) для значений 𝜅 ∈ {0, 1, 2, 4} и 𝑐 ∈ [0, 20]. Константы𝑚𝜉 мы подбираем
таким образом, чтобы асимптотическая мощность теста 𝐼𝑅 была на уровне 0.50. Для 𝜅 = 0
кривая размера теста 𝐼𝑅, как и предполагается, лежит между 𝑄𝜇 и 𝑄𝜏 . Кривые размера
тестов 𝐼𝑅(𝑠𝛽) практически совпадают с 𝐼𝑅, поскольку гипотеза 𝛽 = 0 никогда не отвергается.
При 𝜅 = 1 гипотеза 𝛽 = 0 отвергается все еще достаточно редко, так что кривые размера
𝐼𝑅(𝑠𝛽) близки к 𝐼𝑅, а кривая размера 𝐼𝑅 лежит между 𝑄𝜇 и 𝑄𝜏 . При увеличении 𝜅 размер
тестов 𝐼𝑅(𝑠𝛽) приближается к эффективному𝑄𝜏 . Кривая размера 𝐼𝑅(𝑡𝜆) при 𝜅 = 4 совпадает
с 𝑄𝜏 , поскольку уже при 𝜅 ≈ 2.6 гипотеза 𝛽 = 0 почти всегда будет отвергаться тестом 𝑡𝜆 (см.
Harvey et al. (2008, Рис. 5(a) и 6(a))). Если сравнивать тесты 𝐼𝑅(𝑡𝑚2

𝜆 ) и 𝐼𝑅(𝐷𝑎𝑛-𝐽), кривая
размера первого ближе к 𝑄𝜏 , поскольку при больших 𝜅 тест 𝐷𝑎𝑛-𝐽 реже отвергает гипотезу
𝛽 = 0, чем 𝑡𝑚2

𝜆 (см. Harvey et al. (2008, Рис. 5(a) и 6(a))).

6Тесты 𝑡𝜆 и 𝑡𝑅𝑄𝐹
𝛽 асимптотически эквивалентны, поэтому мы рассматриваем только первый в исследова-

нии асимптотического поведения тестов.
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Рис. 2.2 – Асимптотические мощность и размер при различных параметрах 𝜅,
𝛽𝑇 = 𝜅𝜔𝜀𝑇

−1/2

𝑄𝜇 : , 𝑄𝜏 : , 𝐼𝑅 : , 𝐼𝑅(𝑡𝜆) : , 𝐼𝑅(𝑡𝑚2
𝜆 ) : N , 𝐼𝑅(𝐷𝑎𝑛-𝐽) : H

Асимптотическое поведение при различных начальных значениях

Аналогично предыдущему разделу, рассмотрим тесты 𝑄𝑖 и 𝑆𝑖, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 , варьируя пара-
метры начального значения 𝛼 от 0 до 6 7 и параметр 𝑐 ∈ {5, 10, 15}. Также мы предполагаем
знание типа детерминированной компоненты. Рисунки 2.3(a) и (c) показывают асимптоти-
ческий размер тестов 𝑄𝜇, 𝑆𝜇, 𝐼𝑅 и 𝐼𝑅(𝑠𝛼) для 𝑐 = 5 и 𝑐 = 10. Последние два теста будут
рассмотрены далее. Результаты показывают, что при малых начальных значениях тест 𝑄𝜇

доминирует 𝑆𝜇, в то время как при увеличении 𝛼 асимптотический размер теста 𝑄𝜇 стре-
мится к единице (для умеренных значений 𝑐). В то же время лишь при малых 𝑐 размер теста
𝑆𝜇 увеличивается при увеличении 𝛼, но при 𝑐 = 10 (Рисунок (c)) он остаётся постоянным
при любом 𝛼, хотя и доминируется тестом 𝑄𝜇 при малых начальных значениях (𝛼 < 2.6).
Таким образом, при малых значениях 𝛼 эффективным тестом является 𝑄𝜇, в то время как
при больших значениях 𝛼 его применение приводит к стопроцентному отвержению нулевой
гипотезы. В этом случае, имея информацию о большом начальном значении, необходимо
использовать тест 𝑆𝜇.

Результаты для случая тренда приведены на Рисунках 2.3(b) и (d) для 𝑐 = 10 и 𝑐 = 15,

7Так как тесты симметричны около 𝛼, нет необходимости рассматривать отрицательные параметры на-
чального значения.
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соответственно, и полностью аналогичны, хотя искажения размера для𝑄𝜏 и 𝑆𝜏 не так сильны
при больших 𝛼 и малых 𝑐, как для 𝑄𝜇 и 𝑆𝜇 (результаты доступны по запросу).

Как и в Harvey et al. (2009b), можно использовать следующую стратегию пересечения
отвержений:

𝐼𝑅 = Отвергать 𝐻0, если {𝑄𝑖 > 𝑚𝑖
𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝑖
𝜉 и 𝑆𝑖 > 𝑚𝑖

𝜉𝑐𝑣
𝑆,𝑖
𝜉 }, (2.11)

где 𝑐𝑣𝑄,𝑖
𝜉 и 𝑐𝑣𝑆,𝑖𝜉 , 𝑖 = 𝜇, 𝜏 – асимптотические критические значения тестов 𝑄𝑖 и 𝑆𝑖 для некото-

рого специфицированного значения 𝑐 и уровня значимости 𝜉, а𝑚𝑖
𝜉 – некоторая шкалирующая

константа, чтобы асимптотический размер был на уровне 𝜉 для заданного значения 𝑐.
Аналогично предыдущему разделу можно модифицировать эту стратегию, используя

дополнительную информацию о высоком начальном значении, чтобы выбирать в этом случае
только тест 𝑆𝑖:

𝐼𝑅(𝑠𝛼) =

{︃
Отвергать 𝐻0, если {𝑄𝑖 > 𝑚𝑖

𝜉𝑐𝑣
𝑄,𝑖
𝜉 и 𝑆𝑖 > 𝑚𝑖

𝜉𝑐𝑣
𝑆,𝑖
𝜉 }, если 𝑠𝛼 ≤ 𝑐𝑣𝛼

Отвергать 𝐻0, если {𝑆𝑖 > 𝑐𝑣𝑆,𝑖𝜉 }, если 𝑠𝛼 > 𝑐𝑣𝛼
, (2.12)

где 𝑠𝛼 обозначает некоторую тестовую статистику для тестирования 𝛼 = 0, а 𝑐𝑣𝛼 – соответ-
ствующее ей критическое значение. Как и в предыдущем разделе, предельное распределение
этих двух тестов прямо следует из Леммы 1 и CMT и для краткости опущено.

В качестве 𝑠𝛼 можно использовать статистику, предложенную в HLT:

𝑠𝛼 = 𝐷𝐹 -𝑄𝐷𝑖 −
𝑐𝑣𝑄𝐷,𝑖

𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝑖
𝜉

𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖, (2.13)

где 𝑖 = 𝜇 или 𝜏 в зависимости от типа детерминированной компоненты, 𝐷𝐹 -𝑄𝐷𝑖 и 𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖

– соответственно ADF тесты для GLS и OLS детрендированных данных, а 𝑐𝑣𝑄𝐷,𝑖
𝜉 и 𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝑖

𝜉

– соответствующие им критические значения. Большие значения верхнего хвоста распреде-
ления этой статистики указывают на высокое значение |𝛼|. Harvey et al. (2012a) получили
критические значения при 𝑐 = 30, то есть только в этом случае статистика 𝑠𝛼 имеет коррект-
ный размер. При меньших значениях 𝑐 она имеет либеральные искажения размера, которые
увеличиваются с уменьшением 𝑐.

На Рисунках 2.3(a)-(d) также показан асимптотический размер тестов 𝐼𝑅 и 𝐼𝑅(𝑠𝛼). Как
и в предыдущем разделе критические значения тестов 𝑄𝑖 и 𝑆𝑖 (𝑖 = 𝜇, 𝜏) и корректирующие
факторы 𝑚′

𝜉 вычисляются так, чтобы тесты имели мощность равную 0.50. Мы используем
критические значения для 𝑠𝛼 при 𝑐 = 10 для случая отсутствия тренда и при 𝑐 = 20 для
случая наличия тренда (эти значения обеспечивают лучшие свойства тестов). Также было
проанализировано поведение тестов, если критические значения для 𝑠𝛼 были получены для
разных 𝑐 (результаты доступны по запросу). Кроме того, мы используем дополнительную
коррекцию критических значений, чтобы стратегия 𝐼𝑅(𝑠𝛼) имела мощность равную 0.50.
Как и ожидалось, кривая размера теста 𝐼𝑅 лежит между кривыми размера 𝑆𝑖 и 𝑄𝑖, хотя
искажения размера достаточно существенные при больших 𝛼. Однако модификация 𝐼𝑅(𝑠𝛼)
имеет размер достаточно близкий к эффективному тесту 𝑆𝑖 при больших 𝛼 и существенный
выигрыш в размере при малых 𝛼 по сравнению с 𝑆𝑖.

Асимптотическое поведение при неопределённости относительно тренда и на-

чального значения

В предыдущих разделах были рассмотрены две тестовые стратегии, первая из которых
является тестом на стационарность при неопределённости относительно линейного тренда
и при знании об асимптотически незначительном начальном значении, а вторая также те-
стирует стационарность при знании точной спецификации детерминированной компоненты,
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Рис. 2.3 – Асимптотический размер при различных начальных значениях 𝛼

𝑄𝑖 : , 𝑆𝑖 : , 𝐼𝑅 : , 𝐼𝑅(𝑠𝛼) : · · ·

но неопределённости относительно величины начального отклонения. Однако исследователю
могут не быть априорно известны ни величина начального значения, ни величина параметра
при тренде. В этом случае, следуя HLT (см. также Harvey et al. (2008)), можно применить
стратегию пересечения отвержений, которая заключается в том, чтобы отвергать стацио-
нарность, если каждый из четырёх тестов, 𝑄𝑖 и 𝑆𝑖 (𝑖 = 𝜇, 𝜏), отвергает нулевую гипотезу
стационарности. Это либеральное решающее правило записывается следующим образом:

𝐼𝑅4 = Отвергать 𝐻0, если {𝑄𝜇 > 𝑚*
𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜇
𝜉 и 𝑄𝜏 > 𝑚*

𝜉𝑐𝑣
𝑄,𝜏
𝜉

и 𝑆𝜇 > 𝑚*
𝜉𝑐𝑣

𝑆,𝜇
𝜉 и 𝑆𝜏 > 𝑚*

𝜉𝑐𝑣
𝑆,𝜏
𝜉 }, (2.14)

где 𝑚*
𝜉 – шкалирующая константа. Также можно улучшить этот тест, предварительно выяв-

ляя возможно высокое начальное значение или значимый тренд, как в Разделах 2.1.2 и 2.1.2.
Однако, как было показано в Harvey et al. (2008), тесты 𝐷𝑎𝑛-𝐽 , 𝑡𝜆 и 𝑡𝑚2

𝜆 очень чувствительны
к величине начального значения. HLT использовали модифицированный тест 𝑡′𝜆:

𝑡′𝜆 = (1 − 𝜆*)𝑡0 + 𝜆*𝑡1, (2.15)
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Рис. 2.4 – Асимптотический размер и мощность тестов на стационарность, 𝜅 = 0

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

где, в отличие от Harvey et al. (2007), 𝑡1 строится, используя 𝑡-статистику с коррекцией
автокорреляции для тестирования 𝛽𝑇 = 0 в квази-дифференцированной регрессии

𝑦𝑡 − 𝜌𝑇𝑦𝑡−1 = �̂�(1 − 𝜌𝑇 ) + 𝛽𝑇 (𝑡− 𝜌𝑇 (𝑡− 1)) + �̂�𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (2.16)

где 𝜌𝑇 = 1− 𝑐/𝑇 , а соответствующая долгосрочная дисперсия вычисляется, используя остат-
ки �̂�𝑡. HLT получили предельное распределение модифицированной статистики и показали,
что при 𝑐 = 𝑐 она асимптотически инвариантна к начальному значению в точке 𝑐 = 𝑐 и
асимптотически нормальна. HLT устанавливают 𝑠𝛽 = |𝑡′𝜆| c 𝑐 = 30 и используют стандартное
нормальное критическое значение. Тест 𝑠𝛽 тогда будет иметь увеличивающиеся либеральные
искажения размера при приближении параметра 𝑐 к нулю, а в 𝑐 = 30 будет иметь корректный
размер.

Таким образом, как и в HLT, модифицированное либеральное решающее правило запи-
сывается следующим образом, где каждая из стратегий 𝐼𝑅(·, ·) отвергает нулевую гипотезу,
если все тесты в скобках ее отвергают:

Определение 1 Модифицированная стратегия пересечения отвержений 𝐼𝑅*
4 определяет-

ся следующим образом:
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Рис. 2.5 – Асимптотический размер и мощность тестов на стационарность, 𝜅 = 0.5

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

1) Если 𝑠𝛽 ≤ 𝑐𝑣𝛽 и 𝑠𝛼 ≤ 𝑐𝑣𝛼, то используется либеральное решающее правило 𝐼𝑅(𝑄𝜇, 𝑄𝜏 ,
𝑆𝜇, 𝑆𝜏 ), определённое в (2.14);

2) Если 𝑠𝛽 ≤ 𝑐𝑣𝛽 и 𝑠𝛼 > 𝑐𝑣𝛼, то используется либеральное решающее правило 𝐼𝑅(𝑆𝜇, 𝑆𝜏 ),
соответствующая шкалирующая константа обозначается 𝑚**

𝜉 ;

3) Если 𝑠𝛽 > 𝑐𝑣𝛽 и 𝑠𝛼 ≤ 𝑐𝑣𝛼, то используется либеральное решающее правило 𝐼𝑅(𝑄𝜏 , 𝑆𝜏 ),
соответствующая шкалирующая константа обозначается 𝑚𝜏

𝜉 ;

4) Если 𝑠𝛽 > 𝑐𝑣𝛽 и 𝑠𝛼 > 𝑐𝑣𝛼, то используется решающее правило отвергать 𝐻0, если

𝑆𝜏 > 𝑐𝑣𝑆,𝜏𝜉 .

Основная идея этой стратегии заключается в следующем. В 1) нет причин как предпо-
лагать, что величины локального тренда и начального значения велики, так и нет причин
утверждать, что они обязательно малы. Таким образом, следует применять стратегию 𝐼𝑅4.
В 2) может быть некоторое свидетельство в пользу высокого начального значения, так что
из пересечения отвержений 𝐼𝑅4 можно исключить неэффективные в этом случае тесты 𝑄𝜇

и 𝑄𝜏 (они могут иметь размер, приближающийся к единице). Но поскольку мы не можем
быть уверены о величине локального тренда, необходимо использовать оба теста 𝑆𝜇 и 𝑆𝜏 . В
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Рис. 2.6 – Асимптотический размер и мощность тестов на стационарность, 𝜅 = 1

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

3) есть свидетельство высокого значения локального тренда, и в этом случае 𝑄𝜇 и 𝑆𝜇 будут
неэффективными и должны быть исключены из стратегии 𝐼𝑅4. Но следует рассмотреть оба
теста 𝑄𝜏 и 𝑆𝜏 , так как нет основания полагать, что начальное значение велико. Наконец, в 4)
при свидетельстве и о большом значении локального тренда, и о высоком начальном значе-
нии, эффективным тестом в этом случае будет только 𝑆𝜏 . Таким образом, нулевая гипотеза
будет отвергаться, если только этот тест будет ее отвергать.

Рисунки 2.4-2.6 показывают для 𝜅 = 0, 0.5, 1 соответственно асимптотический размер
тестов 𝑆𝜏 , 𝐼𝑅4 и 𝐼𝑅*

4 для 𝑐 ∈ [0, 20], фиксируя мощность на уровне 0.50. Результаты для
больших 𝜅 обсуждаются ниже. На каждом рисунке (a)-(i) показываются результаты для
𝛼 = {−4,−2,−1,−0.5, 0, 0.5, 1, 2, 4} соответственно. Из всех четырёх исходных тестов только
𝑆𝜏 показывается на рисунках для сравнения, так как его размер никогда не ниже некоторого
уровня для анализируемых 𝛼 и 𝜅, и этот тест может рассматриваться как “робастный” к
обоим формам неопределённости. Заметим, что необходимо также как в Harvey et al. (2012a)
корректировать тест 𝐼𝑅*

4 для асимптотического контроля размера. Поэтому мы заменяем
𝑐𝑣𝑄,𝜇

𝜉 , 𝑐𝑣𝑄,𝜏
𝜉 , 𝑐𝑣𝑆,𝜇𝜉 и 𝑐𝑣𝑆,𝜏𝜉 на 𝜏𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜇
𝜉 , 𝜏𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜏
𝜉 , 𝜏𝜉𝑐𝑣

𝑆,𝜇
𝜉 и 𝜏𝜉𝑐𝑣

𝑆,𝜏
𝜉 соответственно, где 𝜏𝜉 – шкалиру-

ющая константа, чтобы мощность теста всегда была не ниже уровня 0.50.
Когда 𝜅 = 0, тест 𝐼𝑅*

4 везде превосходит 𝑆
𝜏 . Только в случае 𝛼 = 4 при малых 𝑐 размер
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этого теста несколько выше. По сравнению с 𝐼𝑅4, размер последнего почти всегда ниже 𝑆𝜏

и 𝐼𝑅*
4, хотя в случае высоких |𝛼| этот тест имеет серьёзные искажения размера при малых

𝑐. При 𝜅 = 0.5 для отрицательных 𝛼 размер 𝐼𝑅*
4 несколько выше 𝑆

𝜏 (кроме 𝑐 > 5 в случае
𝛼 = −4), но при увеличении 𝛼, уже при 𝛼 = 0.5 их кривые размера пересекаются, а при
𝛼 = 2 размер 𝐼𝑅*

4 ниже, чем 𝑆𝜏 . Для |𝛼| < 1 размер 𝐼𝑅4 ведёт себя почти так же, как и 𝑆𝜏 ,
но при увеличении |𝛼| его кривые размера становятся сильно немонотонными.

Для обсуждения результатов при более высоких 𝜅 заметим, что при 𝜅 = 0 тест 𝐼𝑅4

превосходит два других теста, а 𝑆𝜏 имеет существенные искажения размера. При 𝜅 = 1
тест 𝑆𝜏 становится доминирующим, в то время как 𝐼𝑅4 показывает наихудшие свойства. В
обоих случаях кривая размера 𝐼𝑅*

4 лежит между 𝑆𝜏 и 𝐼𝑅4. Согласно Определению 1 при
увеличении 𝜅 тест 𝑆𝜏 будет продолжать оставаться доминирующим, а кривая размера 𝐼𝑅*

4

будет лежать между 𝑆𝜏 и 𝐼𝑅4, но будет приближаться к 𝑆𝜏 (из-за шкалирования, однако, она
не будет совпадать с 𝑆𝜏 даже при очень больших 𝜅). Следовательно, при неопределенности
относительно тренда предпочтительнее использовать тест 𝐼𝑅*

4, искажения размера которого
является приемлемым независимо от того, существует ли тренд большой величины или нет.

Таким образом, исходя из асимптотических результатов, мы строго рекомендуем ис-
пользовать модифицированное решающее правило 𝐼𝑅*

4, если существует неопределённость
относительно тренда и начального значения.

2.1.3 Критические значения

В этом разделе мы обсуждаем получение критических значений для практического
применения тестов8, так как ранее мы сравнивали тесты, фиксируя мощность на уровне
0.50.

Критические значения для тестов 𝑄𝜇(𝑐) и 𝑆𝜇(𝑐) приведены в таблице 2.1. Мы получа-
ем их при 𝑐 = 10 для тестов 𝑄𝜇(𝑐) и 𝑆𝜇(𝑐), как и в Muller and Elliott (2003) и Elliott and
Muller (2006), а для тестов 𝑄𝜏 (𝑐) и 𝑆𝜏 (𝑐) – при 𝑐 = 15. Заметим (см. HLM), что в этом случае
𝑐 = 𝑐, и тесты 𝑆𝑖(𝑐), (𝑖 = 𝜈, 𝜏) имеют стандартное предельное распределение KPSS, поэтому
критические значения те же самые, что и для обычных KPSS тестов. Однако критические
значения на конечных выборках достаточно медленно сходятся к асимптотическим, так что
мы предлагаем дополнительные критические значения для 𝑇 = 150, 300, 600. Шкалирующие
константы, однако, являются соответствующими для конечных выборок. Также 𝑄𝑖(𝑐) не ин-
вариантен к начальному значению 𝛼 при 𝑐 > 0, поэтому критические значения получены
при 𝛼 = 0.

Критические значения для теста на начальное отклонение 𝑠𝛼 были получены при 𝑐 = 20
и приведены в таблице 2.2.

Также необходимо получить шкалирующие константы для всех тестов пересечения от-
вержений, которые были рассмотрены в Разделах 3-5. Однако возникает некоторая слож-
ность, поскольку критические значения для тестов, включающих тренд, построены при
𝑐 = 15, тогда как тесты, учитывающие только константу, строились при 𝑐 = 10. В этом
случае, если стратегия пересечения отвержений включает в себя тесты с различными типа-
ми детерминированных компонент, то мы получаем такие шкалирующие константы, чтобы
тест имел корректный размер при 𝑐 = 12.5. В противном случае шкалирование производится,
используя 𝑐 для соответствующего типа детерминированной компоненты в рассматриваемых
тестах. Все шкалирующие константы приведены в таблице 2.3 (код для симуляций доступен
по запросу).

8В этом разделе мы получаем результаты, используя нормализованные суммы с 5000 шагов и 100000
повторений.
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Таблица 2.1 – Критические значения (асимптотические и на конечных выборках) для 𝑄𝑖

и 𝑆𝑖, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 на уровне значимости 𝜉

𝑇 𝜉 = 0.10 𝜉 = 0.05 𝜉 = 0.01

𝑄𝜇 ∞ 6.93 8.04 10.55

600 6.90 8.07 10.65

300 6.98 8.18 10.97

150 7.09 8.32 11.32

𝑄𝜏 ∞ 9.04 10.28 12.90

600 9.02 10.29 13.05

300 9.03 10.26 13.13

150 9.15 10.42 13.32

𝑆𝜇 ∞ 0.348 0.461 0.745

600 0.341 0.451 0.711

300 0.341 0.445 0.699

150 0.342 0.442 0.658

𝑆𝜏 ∞ 0.120 0.148 0.220

600 0.118 0.145 0.209

300 0.117 0.143 0.203

150 0.118 0.141 0.196

Таблица 2.2 – Асимптотические критические значения 𝑠𝛼 на уровне значимости 𝜉

𝜉 = 0.10 𝜉 = 0.05 𝜉 = 0.01

-0.168 0.069 0.563

2.1.4 Результаты на конечных выборках

Также мы проводим симуляции на конечных выборках для полученных процедур (фик-
сируя мощность на уровне 0.50 для возможности сравнения), используя в качестве оценки
долгосрочной дисперсии для тестов 𝑆𝑖(𝑐) квадратичное спектральное ядро и автоматический
выбор ширины окна, предложенный Newey and West (1994), а для тестов 𝑄𝑖(𝑐) – авторегрес-
сионную оценку. Были рассмотрены следующие DGP

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇,

𝑢𝑡 = 𝜌𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇.

Рисунки 2.7-2.9 показывают случай 𝑖.𝑖.𝑑. с 𝜀𝑡 ∼ 𝑁𝐼𝐼𝐷(0, 1); Рисунки 2.10-2.12 показывают
случай 𝐴𝑅(1) с 𝜀𝑡 = 0.5𝜀𝑡−1+𝜈𝑡, 𝜈𝑡 ∼ 𝑁𝐼𝐼𝐷(0, 1); Рисунки 2.13-2.15 показывают случай𝑀𝐴(1)
с 𝜀𝑡 = 𝜈𝑡 − 0.5𝜈𝑡−1, 𝜈𝑡 ∼ 𝑁𝐼𝐼𝐷(0, 1). Результаты показывают, что асимптотический анализ
предлагают хорошую аппроксимацию поведения тестов на конечных выборках. Заметим,
что только для тестов 𝑆𝑖(𝑐) и 𝑄𝑖(𝑐) лучше использовать критические значения на конечных
выборках, в то время как асимптотические шкалирующие константы мало отличаются от
своих аналогов на конечных выборках.
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Таблица 2.3 – Асимптотические шкалирующие константы для стратегий пересечения
отвержений на уровне значимости 𝜉

𝜉 = 0.10 𝜉 = 0.05 𝜉 = 0.01

𝐼𝑅(𝑄𝜇, 𝑄𝜏 )
𝑚𝜉 0.801 0.793 0.782

𝐼𝑅(𝑄𝜇, 𝑆𝜇)
𝑚𝜇

𝜉 0.845 0.851 0.876

𝐼𝑅(𝑄𝜏 , 𝑆𝜏 )
𝑚𝜏

𝜉 0.897 0.894 0.900

𝐼𝑅(𝑄𝜇, 𝑄𝜏 , 𝑆𝜇, 𝑆𝜏 )
𝑚*

𝜉 0.571 0.551 0.521

𝐼𝑅(𝑆𝜇, 𝑆𝜏 )
𝑚**

𝜉 0.576 0.554 0.522

𝜏𝜉 0.852 0.840 0.844
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Рис. 2.7 – Размер и мощность на конечных выборках для тестов на стационарность, 𝜅 = 0,
𝑖.𝑖.𝑑. ошибки

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :
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Рис. 2.8 – Размер и мощность на конечных выборках для тестов на стационарность, 𝜅 = 0.5,
𝑖.𝑖.𝑑. ошибки

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :
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Рис. 2.9 – Размер и мощность на конечных выборках для тестов на стационарность, 𝜅 = 1,
𝑖.𝑖.𝑑. ошибки

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :



59

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c

(a) 𝛼 = −4

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c

(b) 𝛼 = −2

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c

(c) 𝛼 = −1

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c

(d) 𝛼 = −0.5

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c

(e) 𝛼 = 0

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c

(f) 𝛼 = 0.5

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c

(g) 𝛼 = 1

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c

(h) 𝛼 = 2

0 5 10 15 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

c

(i) 𝛼 = 4

Рис. 2.10 – Размер и мощность на конечных выборках для тестов на стационарность, 𝜅 = 0,
𝐴𝑅(1) ошибки

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :
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Рис. 2.11 – Размер и мощность на конечных выборках для тестов на стационарность,
𝜅 = 0.5, 𝐴𝑅(1) ошибки

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :
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Рис. 2.12 – Размер и мощность на конечных выборках для тестов на стационарность, 𝜅 = 1,
𝐴𝑅(1) ошибки

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :
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Рис. 2.13 – Размер и мощность на конечных выборках для тестов на стационарность, 𝜅 = 0,
𝑀𝐴(1) ошибки

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :
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Рис. 2.14 – Размер и мощность на конечных выборках для тестов на стационарность,
𝜅 = 0.5, 𝑀𝐴(1) ошибки

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :
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Рис. 2.15 – Размер и мощность на конечных выборках для тестов на стационарность, 𝜅 = 1,
𝑀𝐴(1) ошибки

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

2.2 Корректировка смещения для уменьшения искажения

размера KPSS теста

В этом разделе мы обобщаем тест на стационарность, предложенный в работе Kurozumi
and Tanaka (2010) для уменьшения искажения размера, на случай наличия структурного
сдвига. Мы получаем смещение до порядка 1/𝑇 на конечных выборках для четырёх типов
моделей, содержащих структурный сдвиг. Симуляции на конечных выборках показывают
уменьшение искажения размера по сравнению с другими тестами, при этом получается более
высокая мощность.
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2.2.1 Модель

Как обычно, мы рассмотрим DGP в виде

𝑦𝑡 = 𝑑′𝑡𝛽 + 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (2.17)

где 𝑑𝑡 – некоторая детерминированная функция времени, а процесс 𝑢𝑡 может быть либо I (0),
либо I (1) и удовлетворяет следующему стандартному предположению (см. также Phillips and
Solo (1992)).

Предположение 4 Процесс 𝑢𝑡 может быть либо I(0), либо I(1):

– если 𝑢𝑡 ∼ 𝐼(0), то это – линейный процесс, такой что

𝑢𝑡 = 𝑐(𝐿)𝑒𝑡 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑒𝑡−𝑖

с 𝑐(𝑧) ̸= 0 для всех |𝑧| ≤ 1 и
∑︀∞

𝑖=0 𝑖|𝑐𝑖| <∞, где 𝑒𝑡 – мартингал-разность с условной дис-
персией 𝜎2

𝑒 и sup𝑡 E(𝑒4𝑡 ) < ∞. Краткосрочная и долгосрочная дисперсия определяются

как 𝜎2
𝑢 = E(𝑢2𝑡 ) и 𝜔

2
𝑢 = lim𝑇→∞ 𝑇−1E

(︁∑︀𝑇
𝑡=1 𝑢𝑡

)︁2
= 𝜎2

𝑒𝑐(1)2 соответственно;

– если 𝑢𝑡 ∼ 𝐼(1), то его можно представить как 𝑢𝑡 =
∑︀𝑡

𝑗=1 𝑒𝑗, где 𝑒𝑡 ∼ I(0).

Так же, как и в Perron (1989) (см. также (Perron, 2006)), мы рассмотрим три типа
моделей: Модель 0 (“изменение в уровнях”, или “модель краха”) соответственно с наличием
или отсутствием тренда, Модель I (“модель изменения роста”) и Модель II (“совместный
эффект”). Соответственно детерминированная компонента 𝑑𝑡 записывается тогда как:

𝑑′𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(1, 𝐷𝑈𝑡), для Модели 0

(1, 𝑡, 𝐷𝑈𝑡), для Модели 0t

(1, 𝑡, 𝐷𝑇𝑡), для Модели I

(1, 𝑡, 𝐷𝑈𝑡, 𝐷𝑇𝑡), для Модели II

,

где 𝐷𝑈𝑡 = I(𝑡 ≥ 𝑇1), 𝐷𝑇𝑡 = (𝑡− 𝑇1)I(𝑡 ≥ 𝑇1), I(·) – индикатор-функция, принимающая значе-
ние 1, если выражение в скобках выполнено, и 0 в противном случае, 𝑇1 - дата структурного
сдвига. Определим долю даты сдвига как 𝜆1 = 𝑇1/𝑇 .

Мы тестируем нулевую гипотезу стационарности 𝑢𝑡 ∼ 𝐼(0) против альтернативы 𝑢𝑡 ∼
𝐼(1). Обычно предлагается использовать следующую KPSS статистику для тестирования
стационарности против альтернативы единичного корня:

𝐾𝑃𝑆𝑆(𝜆1) =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=1

(︀∑︀𝑡
𝑠=1 �̂�𝑠

)︀2
�̂�2
𝑢

, (2.18)

где �̂�𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑑′𝑡𝛽 – остатки от OLS-регрессии 𝑦𝑡 на 𝑑𝑡, 𝑑𝑡 = [1, 𝐷𝑈𝑡]
′, 𝛽 = (𝜇0, 𝜇1)

′ для
Модели 0, 𝑑𝑡 = [1, 𝑡, 𝐷𝑈𝑡]

′, 𝛽 = (𝜇0, 𝛽0, 𝜇1)
′ для Модели 0t, 𝑑𝑡 = [1, 𝑡, 𝐷𝑇𝑡]

′, 𝛽 = (𝜇0, 𝛽0, 𝛽1)
′

для Модели I, 𝑑𝑡 = [1, 𝑡, 𝐷𝑈𝑡, 𝐷𝑇𝑡]
′, 𝛽 = (𝜇0, 𝛽0, 𝜇1, 𝛽1)

′ для Модели II, а оценка долгосрочной
дисперсии �̂�2

𝑢 строится согласно непараметрическому подходу, используя ядро Бартлетта или
Квадратичное спектральное (QS).

Статистика (2.18) имеет следующее предельное распределение, полученное в Busetti
and Harvey (2001) (с исправлениями в Harvey and Mills (2003)):
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Лемма 2 При нулевой гипотезе

𝐾𝑃𝑆𝑆(𝜆1) ⇒
∫︁ 1

0

(𝑊 *(𝑟, 𝜆1))
2 𝑑𝑟,

где для Модели 0:

𝑊 *(𝑟, 𝜆1) =

{︃
𝑊 (𝑟) − 𝑟

𝜆1
𝑊 (𝜆1), для 𝑟 ≤ 𝜆1;

(𝑊 (𝑟) −𝑊 (𝜆1)) − 𝑟−𝜆1

1−𝜆1
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1)) , для 𝑟 > 𝜆1;

для Модели 0t:

𝑊 *(𝑟, 𝜆1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊 (𝑟) − 𝑟
𝜆1
𝑊 (𝜆1) − 6𝑟(𝑟−𝜆1)

1−3𝜆1+3𝜆2
1

×
[︁∫︀ 1

0
𝑟𝑑𝑊 (𝑟) − 𝜆1

2
𝑊 (𝜆1) − 1+𝜆1

2
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1))

]︁
, для 𝑟 ≤ 𝜆1;

(𝑊 (𝑟) −𝑊 (𝜆1)) − 𝑟−𝜆1

1−𝜆1
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1)) − 6(𝑟−1)(𝑟−𝜆1)

1−3𝜆1+3𝜆2
1

×
[︁∫︀ 1

0
𝑟𝑑𝑊 (𝑟) − 𝜆1

2
𝑊 (𝜆1) − 1+𝜆1

2
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1))

]︁
, для 𝑟 > 𝜆1;

для Модели I:

𝑊 *(𝑟, 𝜆1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊 (𝑟) − 𝑟𝑊 (1) − 3
𝜆3
1(1−𝜆1)3

×
[︁(︁
𝑎 𝑟2

2
− 𝑎𝜆1𝑟 + 𝑟

2
(𝑎𝜆21 − 𝑏(1 − 𝜆1)

2)
)︁
𝐽1

+
(︁
𝑏 𝑟

2

2
− 𝑏𝜆1𝑟 + 𝑟

2
(𝑏𝜆21 − 𝑐(1 − 𝜆1)

2)
)︁
𝐽2

]︁
, для 𝑟 ≤ 𝜆1

𝑊 (𝑟) − 𝑟𝑊 (1) − 3
𝜆3
1(1−𝜆1)3

×
[︁(︁

−𝑎𝜆2
1

2
+ 𝑏

𝑟2−𝜆2
1

2
− 𝑏𝜆1(𝑟 − 𝜆1) + 𝑟

2
(𝑎𝜆21 − 𝑏(1 − 𝜆1)

2)
)︁
𝐽1

+
(︁
−𝑏𝜆

2
1

2
+ 𝑐

𝑟2−𝜆2
1

2
− 𝑐𝜆1(𝑟 − 𝜆1) + 𝑟

2
(𝑏𝜆21 − 𝑐(1 − 𝜆1)

2)
)︁
𝐽2

]︁
, для 𝑟 > 𝜆1;

для Модели II:

𝑊 *(𝑟, 𝜆1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊 (𝑟) − 𝑟
𝜆1
𝑊 (𝜆1) − 6𝑟(𝑟−𝜆1)

𝜆3
1

×
[︁∫︀ 𝜆1

0
𝑟𝑑𝑊 (𝑟) − 𝜆1

2
𝑊 (𝜆1)

]︁
, для 𝑟 ≤ 𝜆1;

(𝑊 (𝑟) −𝑊 (𝜆1)) − 𝑟−𝜆1

1−𝜆1
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1)) − 6(𝑟−1)(𝑟−𝜆1)

(1−𝜆1)3

×
[︁∫︀ 1

𝜆1
𝑟𝑑𝑊 (𝑟) − 1+𝜆1

2
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1))

]︁
, для 𝑟 > 𝜆1;

Здесь 𝑎 = (1 − 𝜆1)
3(1 + 𝜆1), 𝑏 = −3𝜆21(1 − 𝜆1)

2, 𝑐 = 𝜆31(4 − 3𝜆1), 𝐽1 =
∫︀ 𝜆1

0
𝑟𝑑𝑊 (𝑟) −

𝜆1𝑊 (𝜆1)+
𝜆2
1

2
𝑊 (1) и 𝐽1 =

∫︀ 1

𝜆1
𝑟𝑑𝑊 (𝑟)−𝜆1(𝑊 (1)−𝑊 (𝜆1))− (1−𝜆1)2

2
𝑊 (1), где𝑊 (𝑟) стандартный

Винеровский процесс, а ⇒ обозначает слабую сходимость.

Мы можем контролировать размер асимптотически, однако на конечных выборках
KPSS тест имеет серьёзные искажения размера. Для их уменьшения SPC предложили ис-
пользовать метод AR(1) предбеливания с граничным условием (𝐴𝑅(1) prewhitening method
with a boundary rule). То есть, мы сначала оцениваем AR(p) модель для остатков от регрессии
(2.17), �̂�𝑡, то есть

�̂�𝑡 = 𝜑1�̂�𝑡−1 + · · · + 𝜑𝑝�̂�𝑡−𝑝 + 𝑒𝑡.

Тогда оценка долгосрочной дисперсии строится согласно

�̂�2
𝑢 =

�̂�2
𝑒

(1 − 𝜑)2
, (2.19)
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где 𝜑 = min
{︁∑︀𝑝

𝑗=1 𝜑𝑗, 1 − 1/
√
𝑇
}︁
и �̂�2

𝑒 – оценка долгосрочной дисперсии остатков 𝑒𝑡 (с AR(1)

предбеливанием)9. KT предлагают модификацию оценки SPC на случай авторегрессионной
оценки долгосрочной дисперсии 𝜔2

𝑢, то есть:

�̂�2
𝑢,𝐴𝑅 =

�̂�2
𝑒

(1 − 𝜑)2
, (2.20)

где �̂�2
𝑒 = 𝑇−1

∑︀𝑇
𝑡=1 𝑒

2
𝑡 и 𝜑 = min

{︁∑︀𝑝
𝑗=1 𝜑𝑗, 1 − 𝑐/

√
𝑇
}︁
, а 𝑐 – некоторая конечная констан-

та. Однако хотя авторегрессионная оценка долгосрочной дисперсии применяется достаточно
хорошо в симуляциях KT, возникает проблема смещения вниз числителя статистики (2.18)
на конечных выборках. KT показали для случая константы и тренда, что их модификация
оценки долгосрочной дисперсии всё ещё приводит к слишком редкому отвержению нуле-
вой гипотезы из-за этого смещения вниз, что вызывает существенную потерю мощности при
альтернативе. Для предотвращения смещения на конечных выборках в числителе KPSS ста-
тистики KT предлагают скорректированную на смещение версию KPSS статистики:

𝐾𝑃𝑆𝑆 =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=1

(︀∑︀𝑡
𝑠=1 �̂�𝑠

)︀2 − �̂�𝑇

�̂�2
𝑢,𝐴𝑅

. (2.21)

Здесь компонента 𝑏𝑇 отвечает за смещение до порядка 1/𝑇 . Чтобы вычислить 𝑏𝑇 , авторы
предлагают использовать разложение Бевериджа-Нельсона. Пусть 𝑢𝑡 = 𝜓(𝐿)𝑒𝑡, тогда процесс
𝑢𝑡 можно записать как:

𝑢𝑡 = 𝜓(1)𝑒𝑡 + 𝜐𝑡−1 − 𝜐𝑡,

где 𝜐𝑡 =
∑︀∞

𝑗=0 𝜓𝑗𝑒𝑡−𝑗, 𝜓𝑗 =
∑︀∞

𝑖=𝑗+1 𝜓𝑖. Остатки �̂�𝑡 определяются как

�̂�𝑡 = 𝑢𝑡 − 𝑑′𝑡

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑢𝑡 (2.22)

= 𝜓(1)𝑒𝑡 + 𝜐𝑡−1 − 𝜐𝑡 − 𝑑′𝑡

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(𝜓(1)𝑒𝑡 + 𝜐𝑡−1 − 𝜐𝑡)

= 𝜓(1)𝑒𝑡 −̂︂∆𝜐𝑡,
где 𝑒𝑡 и ̂︂∆𝜐𝑡 – остатки от регрессий 𝑒𝑡 и ∆𝜐𝑡 на 𝑑𝑡 соответственно. Тогда KT раскладывают
числитель статистики (2.18) на три компоненты:

1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

�̂�𝑠

)︃2

=
𝜓2(1)

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

𝑒𝑠

)︃2

+
1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

̂︂∆𝜐𝑠)︃2

− 2𝜓(1)

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

𝑒𝑠

)︃(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

̂︂∆𝜐𝑠)︃

=
𝜓2(1)

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

𝑒𝑠

)︃2

+𝑅1 −𝑅2. (2.23)

9Для случая AR(1) ошибок Carrion-i-Silvestre and Sansó-i-Rosselló (2006) показали, что размер теста, ис-
пользующего подход SPC с AR(1) предбеливанием, близок к номинальному и предпочтительнее других
рассмотренных тестов, когда истинный DGP есть AR(1) процесс, в то время как тест имеет либеральные
искажения размера, если действительный DGP является AR(2) процессом.
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Вторая и третья компоненты есть 𝑜𝑝(1), в то время как первая компонента имеет невы-
рожденное предельное распределение. Таким образом, смещение числителя зависит от 𝑅1 и
𝑅2. KT тогда выделяют главную часть математического ожидания 𝑅1−𝑅2 вплоть до 𝑂(𝑇−1)
в качестве параметра смещения. Этот параметр обозначается как 𝑏𝑇 :

E[𝑅1 −𝑅2] = 𝑏𝑇 + 𝑜(𝑇−1). (2.24)

Для дальнейшего анализа нам понадобится следующее дополнительное предположение.

Предположение 5 Пусть 𝛾𝑇1 и 𝛾𝑇−𝑇1 являются 𝑜(1), где 𝛾𝑗 = E[𝜐𝑡𝜐𝑡−𝑗].

Предположение 5, хотя и является сильным, достаточно для наших целей, посколь-
ку обычно предполагается, что сдвиг находится в интервале (0.15𝑇, 0.85𝑇 ), так что можно
пренебречь ковариацией между 𝑇1 наблюдениями. Таким образом, выполняется следующая
теорема.

Теорема 1 Пусть 𝛾0 = E[𝜐2𝑡 ], лаговый полином 𝜙(𝐿) = 𝑐(𝐿)(1 − 𝜌𝐿) и 𝜙′(1) = 𝑑𝜙(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=1.
Тогда при выполнении Предположения 5 смещение 𝑏𝑇 в числителе KPSS статистики (2.21)
выражается как

𝑏𝑇 =
𝑏0
𝑇

(︂
𝛾0 + 𝜎2

𝑒

𝜙′(1)

𝜙3(1)

)︂
(2.25)

где 𝑏0 = 5/3 – для Модели 0, 𝑏0 =
285𝜆4

1−570𝜆3
1+498𝜆2

1−213𝜆1+38

30(1−3𝜆1+3𝜆2
1)

2 – для Модели 0t, 𝑏0 = 7/6 – для

Модели I и 𝑏0 = 19/15 – для Модели II10.

Доказательство Теоремы 111. Рассмотрим самый общий случай, когда 𝑑′𝑡 = (1, 𝑡,
𝐷𝑈𝑡, 𝐷𝑇𝑡). Как в KT, разложим 𝑅1 на три компоненты:

𝑅1 = 𝑅11 −𝑅12 +𝑅13,

где

𝑅11 =
1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

∆𝜐𝑠

)︃2

𝑅12 =
2

𝑇 2

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

𝑅13 =
1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

∆𝜐𝑡𝑑
′
𝑡

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1(︃ 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡.

Заметим, что
∑︀𝑡

𝑠=1 ∆𝜐𝑠 = 𝑣𝑡 − 𝑣0, тогда (см. KT)

E[𝑅11] =
2

𝑇
𝛾0 +𝑂(𝑇−2). (2.26)

Вторая компонента выражается как:

E[𝑅12] =
2

𝑇 2
𝑡𝑟

⎧⎨⎩
(︃

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1

E

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃]︃⎫⎬⎭ . (2.27)

10KT показали, что в случае модели только с константой 𝑏0 = 5/3, а в случае модели с константой и
трендом 𝑏0 = 19/15.

11Некоторые матричные вычисления (умножение, обращение) выполнены, используя Wolfram Mathematica
8.
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Для дальнейшего доказательства мы используем следующие результаты:

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡 =

⎡⎢⎢⎣
∑︀𝑇

𝑡=1 ∆𝜐𝑡∑︀𝑇
𝑡=1 𝑡∆𝜐𝑡∑︀𝑇

𝑡=1𝐷𝑈𝑡∆𝜐𝑡∑︀𝑇
𝑡=1𝐷𝑇𝑡∆𝜐𝑡

⎤⎥⎥⎦ =

⎛⎜⎜⎝
𝜐𝑇 − 𝜐0

(𝑇 + 1)𝜐𝑇 − 𝜐0 −
∑︀𝑇

𝑡=1 𝜐𝑡
𝜐𝑇 − 𝜐𝑇1

(𝑇 + 1 − 𝑇1)𝜐𝑇 − 𝜐𝑇1 −
∑︀𝑇

𝑡=𝑇1+1 𝜐𝑡

⎞⎟⎟⎠ , (2.28)

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃
=

⎛⎜⎜⎝
∑︀𝑇

𝑡=1 𝑡(𝜐𝑡 − 𝜐0)∑︀𝑇
𝑡=1 (𝜐𝑡 − 𝜐0)

∑︀𝑡
𝑠=1 𝑠∑︀𝑇

𝑡=1 (𝜐𝑡 − 𝜐0)
∑︀𝑡

𝑠=1𝐷𝑈𝑠∑︀𝑇
𝑡=1 (𝜐𝑡 − 𝜐0)

∑︀𝑡
𝑠=1𝐷𝑇𝑠

⎞⎟⎟⎠
′

, (2.29)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑈𝑠 =
𝑇 2(1 − 𝜆1)

2

2
+ 𝑜(𝑇 2), (2.30)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑇𝑠 =
𝑇 3(1 − 𝜆1)

3

3
+ 𝑜(𝑇 3), (2.31)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝐷𝑈𝑡 =
(𝑇 + 𝑇1 + 1)(𝑇 − 𝑇1)

2
, (2.32)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝐷𝑇𝑡 =
(𝑇 − 𝑇1)(𝑇 − 𝑇1 + 1)(2𝑇 + 𝑇1 + 1)

6
, (2.33)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐷𝑇𝑡𝐷𝑇𝑡 =
(𝑇 − 𝑇1)(𝑇 − 𝑇1 + 1)(2𝑇 − 2𝑇1 + 1)

6
, (2.34)

Используя (2.32)-(2.34) можно показать, что

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡 =⎛⎜⎜⎜⎝

𝑇 𝑇 (𝑇+1)
2

𝑇 − 𝑇1
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)

2
𝑇 (𝑇+1)

2
𝑇 (𝑇+1)(2𝑇+1)

6
(𝑇−𝑇1)(𝑇+𝑇1+1)

2
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(2𝑇+𝑇1+1)

6

𝑇 − 𝑇1
(𝑇−𝑇1)(𝑇+𝑇1+1)

2
𝑇 − 𝑇1

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)
2

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)
2

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(2𝑇+𝑇1+1)
6

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)
2

(2𝑇−2𝑇1+1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)
6

⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.35)

Тогда(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1

=⎛⎜⎜⎜⎝
2(2𝑇1+1)
(𝑇1−1)𝑇1

− 6
(𝑇1−1)𝑇1

2
𝑇1

6
(𝑇1−1)𝑇1

− 6
(𝑇1−1)𝑇1

12
(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1) − 6

𝑇1(𝑇1+1) − 12
(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)

2
𝑇1

− 6
𝑇1(𝑇1+1)

2𝑇(2𝑇𝑇1−𝑇−2𝑇 2
1 +2𝑇1+1)

𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)
6𝑇 (𝑇−2𝑇1−1)

𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)

6
(𝑇1−1)𝑇1

− 12
(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)

6𝑇 (𝑇−2𝑇1−1)
𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)

12𝑇(𝑇 2−3𝑇𝑇1+3𝑇 2
1 −1)

(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)

⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.36)
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Рассмотрим математическое ожидание в правой части (2.27), используя (2.28) и (2.29).
Математическое ожидание (1,1) элемента равно (см. KT)

E[(1, 1) элемент] =
𝑇 2

2
𝛾0 + 𝑜(𝑇 2). (2.37)

Аналогично для (1,2) элемента (см. KT)

E[(1, 2) элемент] =
𝑇 3

6
𝛾0 + 𝑜(𝑇 3). (2.38)

Рассмотрим (1,3) элемент.

E[(1, 3) элемент] = E

[︃
(𝜐𝑇 − 𝜐0)

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝜐𝑡 − 𝜐0)
𝑡∑︁

𝑠=1

𝐷𝑈𝑠

]︃
(2.39)

=
𝑇∑︁
𝑡=1

𝛾𝑇−𝑡

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑈𝑠 − 𝛾𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑈𝑡 −
𝑇∑︁
𝑡=1

𝛾𝑡

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑈𝑡 + 𝛾0

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑈𝑡

=
𝑇 2(1 − 𝜆1)

2)

2
𝛾0 + 𝑜(𝑇 2),

так как 𝛾𝑡 абсолютно суммируемы и 𝛾𝑇 = 𝑜(1), а также согласно уравнению (2.30). Анало-
гично математическое ожидание (1,4) элемента (мы используем уравнение (2.31)):

E[(1, 4) элемент] =
𝑇 3(1 − 𝜆1)

3)

6
𝛾0 + 𝑜(𝑇 3). (2.40)

Согласно KT, (2,1) и (2,2) элементы есть 𝑜(𝑇 3) и 𝑜(𝑇 4), соответственно. Ясно, что (2,3)
и (2,4) элементы имеют тот же самый порядок 𝑜(𝑇 3) и 𝑜(𝑇 4), соответственно, так как 𝐷𝑈𝑡 и
𝐷𝑇𝑡 имеют тот же самый порядок, что и константа и тренд, соответственно.

Элементы 3-й строки матрицы отличаются тем, что в соответствующих выражениях 𝛾0
заменяется на 𝛾𝑇1 = 𝑜(1) по Предположению 5. Тогда элементы 3-й строки есть 𝑜(𝑇 2), 𝑜(𝑇 3),
𝑜(𝑇 2), 𝑜(𝑇 3). Элементы 4-й строки равны соответствующим элементам 2-й строки, так как
имеют тот же порядок. Следовательно, можно записать математическое ожидание как:

E

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃]︃
=⎛⎜⎜⎝

𝑇 2

2
𝛾0 + 𝑜(𝑇 2) 𝑇 3

6
𝛾0 + 𝑜(𝑇 3) 𝑇 2(1−𝜆1)2

2
𝛾0 + 𝑜(𝑇 2) 𝑇 3(1−𝜆1)3

6
𝛾0 + 𝑜(𝑇 3)

𝑜(𝑇 3) 𝑜(𝑇 4) 𝑜(𝑇 3) 𝑜(𝑇 4)
𝑜(𝑇 2) 𝑜(𝑇 3) 𝑜(𝑇 2) 𝑜(𝑇 3)
𝑜(𝑇 3) 𝑜(𝑇 4) 𝑜(𝑇 3) 𝑜(𝑇 4)

⎞⎟⎟⎠ . (2.41)

Затем, используя (2.36) и (2.41), получим:

E[𝑅12] = 2
−𝜆21𝛾0 + 3𝜆31𝛾0 − 3𝜆41𝛾0 + 𝜆51𝛾0

𝑇 (𝜆1 − 1)3𝜆21
+ 𝑜(𝑇−1) =

2

𝑇
𝛾0 + 𝑜(𝑇−1). (2.42)
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Рассмотрим теперь третью компоненту 𝑅13:

E[𝑅13] =
1

𝑇 2
𝑡𝑟

⎧⎨⎩
(︃

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1(︃ 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1

E

[︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

𝑇∑︁
𝑡=1

∆𝜐𝑡𝑑
′
𝑡

]︃⎫⎬⎭ .

(2.43)
Можно показать, используя (2.28) и тот факт, что 𝛾𝑇1 и 𝛾𝑇−𝑇1 есть 𝑜(1), что:

E

[︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

𝑇∑︁
𝑡=1

∆𝜐𝑡𝑑
′
𝑡

]︃
=⎛⎜⎜⎝

2𝛾0 + 𝑜(1) 𝑇𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 𝛾0 + 𝑜(1) 𝑇 (1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 )
𝑇𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 𝑇 2𝛾0 + 𝑜(𝑇 2) 𝑇𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 𝑇 2(1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 2)
𝛾0 + 𝑜(1) 𝑇𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 2𝛾0 + 𝑜(1) 𝑇 (1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 )

𝑇 (1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 𝑇 2(1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 2) 𝑇 (1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 𝑇 2(1 − 𝜆1)
2𝛾0 + 𝑜(𝑇 2)

⎞⎟⎟⎠ .

(2.44)

Рассмотрим компоненту 𝐷𝐷 :=
(︁∑︀𝑇

𝑡=1 𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︁−1 (︁∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀𝑡
𝑠=1 𝑑𝑠

∑︀𝑡
𝑠=1 𝑑

′
𝑠

)︁(︁∑︀𝑇
𝑡=1 𝑑𝑡𝑑

′
𝑡

)︁−1

.

Можно показать, что (︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃
= (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4),

где

𝜉1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑇 (𝑇+1)(2𝑇+1)

6
𝑇 (𝑇+1)(𝑇+2)(3𝑇+1)

24
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(2𝑇+𝑇1+1)

6
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)(3𝑇+𝑇1+1)

24

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝜉2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑇 (𝑇+1)(𝑇+2)(3𝑇+1)

24
𝑇 (𝑇+1)(𝑇+2)(3𝑇 2+6𝑇+1)

60
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(3𝑇 2+2𝑇𝑇1+7𝑇+𝑇 2

1+3𝑇1+2)
24

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)(6𝑇 2+3𝑇𝑇1+12𝑇+𝑇 2
1+3𝑇1+2)

120

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜉3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(2𝑇+𝑇1+1)

6
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(3𝑇 2+2𝑇𝑇1+7𝑇+𝑇 2

1+3𝑇1+2)
24

(2𝑇−2𝑇1+1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)
6

(3𝑇−3𝑇1+1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)
24

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝜉4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)(3𝑇+𝑇1+1)

24
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)(6𝑇 2+3𝑇𝑇1+12𝑇+𝑇 2

1+3𝑇1+2)
120

(3𝑇−3𝑇1+1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)
24

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)(3𝑇 2−6𝑇𝑇1+6𝑇+3𝑇 2
1−6𝑇1+1)

60

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Таким образом, используя (2.36),

𝐷𝐷 = (𝜅1, 𝜅2, 𝜅3, 𝜅4), (2.45)
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где

𝜅1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
15𝑇𝑇 2

1−15𝑇𝑇1+2𝑇 3
1+22𝑇 2

1−8𝑇1+2

15(𝑇1−1)𝑇1

−11𝑇 2
1−5𝑇1+6

10(𝑇1−1)𝑇1

− (𝑇1−2)(𝑇1+2)
30𝑇1

(𝑇1+2)(𝑇1+3)
10(𝑇1−1)𝑇1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜅2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−11𝑇 2

1−5𝑇1+6

10(𝑇1−1)𝑇1

6(𝑇 2
1+1)

5(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)

− (𝑇1−3)(𝑇1−2)
10𝑇1(𝑇1+1)

− 6(𝑇 2
1+1)

5(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜅3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− (𝑇1−2)(𝑇1+2)

30𝑇1

− (𝑇1−3)(𝑇1−2)
10𝑇1(𝑇1+1)

2𝑇(𝑇 2𝑇 2
1+𝑇 2𝑇1−2𝑇𝑇 3

1−3𝑇𝑇 2
1+7𝑇𝑇1−𝑇+𝑇 4

1+2𝑇 3
1−7𝑇 2

1+2𝑇1+1)
15𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)

− 3𝑇(𝑇𝑇1−𝑇−𝑇 2
1+2𝑇1+1)

5𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜅4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑇1+2)(𝑇1+3)
10(𝑇1−1)𝑇1

− 6(𝑇 2
1+1)

5(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)

− 3𝑇(𝑇𝑇1−𝑇−𝑇 2
1+2𝑇1+1)

5𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)

6𝑇(𝑇 2𝑇 2
1+𝑇 2−2𝑇𝑇 3

1−4𝑇𝑇1+𝑇 4
1+4𝑇 2

1−1)
5(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

В итоге мы получаем, что

E[𝑅13] =
19

15𝑇
𝛾0 + 𝑜(𝑇−1). (2.46)

Таким образом, объединяя (2.26), (2.42) и (2.46), получим

E[𝑅1] =
19

15𝑇
𝛾0 + 𝑜(𝑇−1). (2.47)

Рассмотрим теперь математическое ожидание 𝑅2. 𝑅2 раскладывается на четыре ком-
поненты (см. KT), за исключением скаляра 2𝜓(1)/𝑇 2:

𝑅2 = 𝑅21 −𝑅22 −𝑅23 +𝑅24, (2.48)

где

𝑅21 =
𝑡∑︁

𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠,

𝑅22 =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑒𝑡,

𝑅23 =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡,

𝑅24 =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑒𝑡𝑑
′
𝑡

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1(︃ 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡.
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Математическое ожидание первой компоненты есть (см. KT):

E[𝑅21] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂
𝜓𝑡. (2.49)

Рассмотрим вторую компоненту:

E[𝑅22] = 𝑡𝑟

⎧⎨⎩
(︃

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1

E

[︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑒𝑡

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

]︃⎫⎬⎭ . (2.50)

Далее мы используем лемму, приведённую в KT, с некоторыми обобщениями для дамми
переменных:

Лемма 3 Пусть 𝑓𝑡 и 𝑔𝑡 – детерминированные последовательности для 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 . Тогда

𝐸

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑡𝑒𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑡𝜐𝑡

)︃]︃
= 𝜎2

𝑒

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︃
𝑇−𝑡∑︁
𝑠=1

𝑓𝑠𝑔𝑠+𝑡

)︃
𝜓𝑡, (2.51)

𝐸

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑡𝑒𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑡∆𝜐𝑡

)︃]︃
= 𝜎2

𝑒

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︃
𝑇−𝑡∑︁
𝑠=1

𝑓𝑠𝑔𝑠+𝑡 −
𝑇−𝑡−1∑︁
𝑠=1

𝑓𝑠𝑔𝑠+𝑡+1

)︃
𝜓𝑡, (2.52)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑡

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠 =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑇∑︁
𝑠=𝑡

𝑓𝑠

)︃
𝑒𝑡. (2.53)

Кроме того, так как 𝑓𝑡 может быть дамми переменной, принимающей значения 0
до момента 𝑇1, для удобства необходимо преобразовать (2.53) следующим образом:

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑡

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠 =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑇∑︁

𝑠=𝑇1+1

𝑓𝑠

)︃
𝑒𝑡 −

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

𝑓 𝑏
𝑠−1

)︃
𝑒𝑡, (2.54)

где выражение в скобках второго слагаемого в правой части является дамми-переменной
(обозначена верхним индексом 𝑏, суммирование по всем 𝑡 эквивалентно суммированию с

момента 𝑇1 + 1), в то время как выражение
(︁∑︀𝑇

𝑠=𝑇1+1 𝑓𝑠

)︁
в первом слагаемом является

константой и не зависит от 𝑡.
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Используя (2.51) (см. KT), получим следующие элементы в математическом ожидании
правой части (2.50):

E[(1, 1) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑇 2

2
− 𝑡2

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 ),

E[(1, 2) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑇 3

6
− 𝑡3

6

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(2, 1) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡3

6
− 𝑡𝑇 2

2
+
𝑇 3

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(2, 2) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡4

24
− 𝑡𝑇 3

6
+
𝑇 4

8

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3),

E[(3, 1) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑇 2

2
− 1

2
(𝑡+ 𝜆1𝑇 )2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 ),

E[(3, 2) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑇 3

6
− 1

6
(𝑡+ 𝜆1𝑇 )3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(4, 1) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−1

2
𝑇 2(𝑡+ 𝜆1𝑇 ) +

1

6
(𝑡+ 𝜆1𝑇 )3 +

𝑇 3

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(4, 2) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−1

6
𝑇 3(𝑡+ 𝜆1𝑇 ) +

1

24
(𝑡+ 𝜆1𝑇 )4 +

𝑇 4

8

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3),

E[(1, 3) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

2
(1 − 𝜆1)

2𝑇 2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 ),

E[(1, 4) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

6
(1 − 𝜆1)

3𝑇 3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(2, 3) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

6
(1 − 𝜆1)

2(𝜆1 + 2)𝑇 3 − 1

2
(1 − 𝜆1)

2𝑡𝑇 2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(2, 4) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

24
(1 − 𝜆1)

3(𝜆1 + 3)𝑇 4 − 1

6
(1 − 𝜆1)

3𝑡𝑇 3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3),

E[(3, 3) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

2
(1 − 𝜆1)

2𝑇 2 − 𝑡2

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 ),

E[(3, 4) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

6
(1 − 𝜆1)

3𝑇 3 − 𝑡3

6

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(4, 3) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡3

6
− 1

2
(1 − 𝜆1)

2𝑡𝑇 2 +
1

3
(1 − 𝜆1)

3𝑇 3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(4, 4) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡4

24
− 1

6
(1 − 𝜆1)

3𝑡𝑇 3 +
1

8
(1 − 𝜆1)

4𝑇 4

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3).
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Используя (2.36), получим итоговое выражение для математического ожидания второй
компоненты:

E[𝑅22] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

1

2

(︂
1 + 𝑓1

𝑡

𝑇
+ 𝑓2

𝑡2

𝑇 2
+ 𝑓3

𝑡4

𝑇 4

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(1), (2.55)

где 𝑓1, 𝑓2 и 𝑓3 – некоторые функции, которые могут зависеть только от 𝜆1.
Рассмотрим компоненту 𝑅23:

E[𝑅23] = 𝑡𝑟

⎧⎨⎩
(︃

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1

E

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃]︃⎫⎬⎭ . (2.56)

Используя (2.53) и (2.54), можно показать, что:

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠 =

[︃
𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
𝑇 2 − 𝑡2

2
+𝑂(𝑇 )

)︂
𝑒𝑡,

𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
𝑇 3 − 𝑡3

6
+𝑂(𝑇 2)

)︂
𝑒𝑡,

𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
𝑇 2(1 − 𝜆1)

2

2
+𝑂(𝑇 )

)︂
𝑒𝑡 −

𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
(𝑡− 𝜆1𝑇 )2

2
+𝑂(𝑇 )

)︂
𝑒𝑡,

𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
𝑇 3(1 − 𝜆1)

3

6
+𝑂(𝑇 2)

)︂
𝑒𝑡 −

𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
(𝑡− 𝜆1𝑇 )3

6
+𝑂(𝑇 2)

)︂
𝑒𝑡,

]︃
. (2.57)

Заметим, что в третьем и четвёртом элементах вторые слагаемые равны 0 до момента
𝑇1, то есть являются дамми-перемеными. Поэтому вычисление внутренней суммы в (2.51) и
(2.52) производится, учитывая этот факт.

Затем, используя (2.52), получим следующие элементы математического ожидания пра-
вой части выражения (2.55):

E[(1, 1) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡𝑇 − 𝑡2

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 ),

E[(1, 2) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡3

6
− 𝑡2𝑇

2
+
𝑡𝑇 2

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),
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E[(2, 1) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝑡

3

6
+ 𝑡𝑇 2 − 𝑇 3

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(2, 2) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡4

24
− 𝑡2𝑇 2

4
+
𝑡𝑇 3

2
− 𝑇 4

8

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3),

E[(3, 1) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝜆1𝑡𝑇 + 𝑡𝑇 +

𝜆21𝑇
2

2
− 𝑇 2

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 ),

E[(3, 2) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

2
𝜆1𝑡

2𝑇 − 𝑡2𝑇

2
− 1

2
𝜆21𝑡𝑇

2 +
𝑡𝑇 2

2
+
𝜆31𝑇

3

6
− 𝑇 3

6

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(4, 1) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

2
𝜆21𝑡𝑇

2 − 𝜆1𝑡𝑇
2 +

𝑡𝑇 2

2
− 1

6
𝜆31𝑇

3 +
𝜆1𝑇

3

2
− 𝑇 3

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(4, 2) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−1

4
𝜆21𝑡

2𝑇 2 +
1

2
𝜆1𝑡

2𝑇 2 − 𝑡2𝑇 2

4

+
1

6
𝜆31𝑡𝑇

3 − 1

2
𝜆1𝑡𝑇

3 +
𝑡𝑇 3

3
− 1

24
𝜆41𝑇

4 +
𝜆1𝑇

4

6
− 𝑇 4

8

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3),

E[(1, 3) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝑡

2

2
+ 𝑇𝑡− 𝑇𝜆1𝑡

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 ),

E[(1, 4) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡3

6
− 𝑇𝑡2

2
+

1

2
𝑇𝜆1𝑡

2 +
𝑇 2𝑡

2
+

1

2
𝑇 2𝜆21𝑡− 𝑇 2𝜆1𝑡

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(2, 3) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝑡

3

6
− 1

2
𝑇𝜆1𝑡

2 + 𝑇 2𝑡− 𝑇 2𝜆1𝑡−
𝑇 3

3
− 𝑇 3𝜆31

6
+
𝑇 3𝜆1

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(2, 4) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡4

24
+

1

6
𝑇𝜆1𝑡

3 − 𝑇 2𝑡2

4
+

1

4
𝑇 2𝜆21𝑡

2 +
𝑇 3𝑡

2
+

1

2
𝑇 3𝜆21𝑡− 𝑇 3𝜆1𝑡

−𝑇
4

8
+
𝑇 4𝜆41

24
− 𝑇 4𝜆21

4
+
𝑇 4𝜆1

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3),

E[(3, 3) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝑡

2

2
+ 𝑇𝑡− 𝑇𝜆1𝑡

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 ),

E[(3, 4) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡3

6
− 𝑇𝑡2

2
+

1

2
𝑇𝜆1𝑡

2 +
𝑇 2𝑡

2
+

1

2
𝑇 2𝜆21𝑡− 𝑇 2𝜆1𝑡

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(4, 3) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝑡

3

6
− 1

2
𝑇𝜆1𝑡

2 + 𝑇 2𝑡− 𝑇 2𝜆1𝑡−
𝑇 3

3
− 𝑇 3𝜆31

6
+
𝑇 3𝜆1

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2),

E[(4, 4) элемент] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡4

24
+

1

6
𝑇𝜆1𝑡

3 − 𝑇 2𝑡2

4
+

1

4
𝑇 2𝜆21𝑡

2 +
𝑇 3𝑡

2
+

1

2
𝑇 3𝜆21𝑡− 𝑇 3𝜆1𝑡

−𝑇
4

8
+
𝑇 4𝜆41

24
− 𝑇 4𝜆21

4
+
𝑇 4𝜆1

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3).



77

Таким образом, используя (2.36), получим итоговое выражение для 𝑅23:

E[𝑅23] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

1

2

(︂
1 + 𝑓4

𝑡

𝑇
+ 𝑓5

𝑡2

𝑇 2
+ 𝑓6

𝑡4

𝑇 4

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(1), (2.58)

где 𝑓4, 𝑓5 и 𝑓6 – некоторые функции, определяющиеся как и для (2.55).
Аналогично получаем выражения для 𝑅24:

E[𝑅24] = 𝑡𝑟

{︃
𝐷𝐷 × E

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑒𝑡𝑑
′
𝑡

)︃]︃}︃
, (2.59)

где выражение для 𝐷𝐷 получено в (2.45). Рассматривая математическое ожидание в правой
части и используя (2.52), получим:

E

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑒𝑡𝑑
′
𝑡

)︃]︃
= 𝜎2

𝑒(𝜂1, 𝜂2, 𝜂3, 𝜂4), (2.60)

где

𝜂1 =

⎛⎜⎜⎝
∑︀𝑇−1

𝑡=0 𝜓𝑡∑︀𝑇−1
𝑡=0 𝑡𝜓𝑡 +𝑂(1)

0
0

⎞⎟⎟⎠ ,

𝜂2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
∑︀𝑇−1

𝑡=0 (𝑇 − 𝑡)𝜓𝑡∑︀𝑇−1
𝑡=0

𝑇 2−𝑡2

2
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )∑︀𝑇−1

𝑡=0 (𝑇 − 𝜆1𝑇 )𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )∑︀𝑇−1
𝑡=0

(𝜆1−1)2𝑇 2

2
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝜂3 =

⎛⎜⎜⎝
∑︀𝑇−1

𝑡=0 𝜓𝑡∑︀𝑇−1
𝑡=0 (𝑡+ 𝜆1𝑇 )𝜓𝑡 +𝑂(1)∑︀𝑇−1

𝑡=0 𝜓𝑡∑︀𝑇−1
𝑡=0 𝑡𝜓𝑡 +𝑂(1)

⎞⎟⎟⎠ ,

𝜂4 =

⎛⎜⎜⎜⎝
∑︀𝑇−1

𝑡=0 (𝑇 − 𝜆1𝑇 − 𝑡)𝜓𝑡 +𝑂(1)∑︀𝑇−1
𝑡=0

1
𝑇 2(1+𝜆1)2−𝑡2

𝜓𝑡∑︀𝑇−1
𝑡=0 (𝑇 − 𝜆1𝑇 − 𝑡)𝜓𝑡 +𝑂(1)∑︀𝑇−1
𝑡=0

1
𝑇 2(1−𝜆1)2−𝑡2

𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Используя полученное выражение для матрицы 𝐷𝐷, можно показать, что:

E[𝑅24] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

1

2

(︂
19

15
+ 𝑓7

𝑡

𝑇
+ 𝑓8

𝑡2

𝑇 2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(1), (2.61)

где 𝑓7 и 𝑓8 определяются, как и выше.
Далее, из (2.49), (2.55), (2.58) и (2.61), получим:

E[𝑅2] =
2𝜎2

𝑒𝜓(1)

𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
19

30
+ 𝑓6

𝑡

𝑇
+ 𝑓7

𝑡2

𝑇 2
+ 𝑓8

𝑡4

𝑇 4

)︂
𝜓𝑡 + 𝑜(𝑇−1). (2.62)
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Так как
∑︀∞

𝑗=0 |𝜓𝑗| < ∞, сумма в (2.62) сходится к
∑︀∞

𝑗=0 (19/30)𝜓𝑗. Замечая также, что

𝜓(1) = 1/𝜑(1) и
∑︀∞

𝑗=0 𝜓𝑡 = 𝜓′(1) =
(︁

1
𝜑(1)

)︁′
= − 𝜑′(1)

𝜑2(1)
, получим:

E[𝑅2] = − 1

𝑇

19

15

𝜎2
𝑒𝜑

′(1)

𝜑3(1)
. (2.63)

�

Примечание. Заметим, что в случае Моделей 0, I и II смещение не зависит от датировки
структурного сдвига. Однако это не так для Модели 0t. Для Моделей 0 и II смещение то же
самое, как и для моделей без структурного сдвига. Кроме того, при приближении 𝜆1 к 0 или 1
параметр смещения для Модели 0t приближается к 19/15, получаемому в модели без сдвига.
Однако смещение для Модели I одинаковое независимо от 𝜆1, кроме 𝜆1 = 0 и 𝜆1 = 1 (случай
с отсутствием структурного сдвига). Объяснение этой разрывности заключается в том, что в
доказательстве мы используем условие из Предположения 5, что 𝛾𝑇1 и 𝛾𝑇−𝑇1 являются 𝑜(1).
Однако при 𝜆1 → 0 и 𝜆1 → 1 автоковариации 𝛾𝑇1 и 𝛾𝑇−𝑇1 сходятся к 𝛾0 ̸= 0, так что параметр
𝑏0 будет сходится к случаю без структурного сдвига.

Параметр 𝛾0 можно получить рекурсивно, решая уравнения Юла-Уокера (подробности
см. в Kurozumi and Tanaka (2010, Section 3.2)).

2.2.2 Случай с неизвестной датой сдвига

Тест, рассмотренный в предыдущих разделах, основывался на предположении, что дата
сдвига известна априори. Однако во многих случаях она не может быть известна исследова-
телю. Тогда можно заменить истинную дату сдвига её суперсостоятельной оценкой. При этом
предельное распределение тестовой статистики останется тем же самым. Суперсостоятель-
ную оценку доли даты сдвига 𝜆1 = 𝑇1/𝑇 можно получить, минимизируя сумму квадратов
остатков в модели по всем возможным датам сдвига. Эта оценка является суперсостоятель-
ной в случае I (0) 12 (см., например, Perron and Zhu (2005)).

Альтернативная процедура нахождения неизвестной даты сдвига была предложена в
Carrion-i-Silvestre et al. (2009), используя предварительное (квази) GLS-детрендирование ря-
да 𝑦𝑡. Например, пусть оценивается следующая регрессия:

𝑦𝑡 = 𝑋𝑡 (𝜆1) 𝛽 + 𝑢𝑡, (2.64)

где 𝑋𝑡 (𝜆1) включает в себя все регрессоры, а 𝛽 – соответствующие параметры. Тогда GLS-
оценка 𝛽 вектора 𝛽 есть OLS-оценка вектора коэффициентов в уравнении

𝑦𝜌𝑡 = 𝑋𝜌
𝑡 (𝜆1) 𝛽 + 𝑢𝜌𝑡 , (2.65)

где 𝑦𝜌𝑡 принимает значения
𝑦1, (1 − 𝜌𝐿) 𝑦2, . . . , (1 − 𝜌𝐿) 𝑦𝑇 ,

а 𝑋𝜌
𝑡 (𝜆1) – значения

𝑥1, (1 − 𝜌𝐿)𝑥2, . . . , (1 − 𝜌𝐿)𝑥𝑇 .

В Carrion-i-Silvestre et al. (2009) предлагается выбирать параметр 𝑐 в 𝜌 = 1 + 𝑐/𝑇 в
зависимости от датировки структурного сдвига, так как мы априори не знаем порядок ин-

12Perron and Zhu (2005) показывают, что для Моделей I и II оценка доля даты сдвига, полученная путем
минимизации суммы квадратов остатков, является только

√
𝑇 состоятельной в случае 𝐼(1) ошибок. Кроме

того, оценка доли даты сдвига для Моделей 0 и 0t может не быть состоятельной в случае 𝐼(1).
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тегрированности ряда 𝑢𝑡. Тогда оценка доли даты сдвига будет равна:

�̂�𝜌1 = arg min
𝜆1∈Λ(𝑒)

𝑆(𝜌, 𝜆1), (2.66)

где 𝑆(𝜌, 𝜆1) – сумма квадратов остатков в регрессии (2.65). Полученная оценка доли даты
сдвига будет суперсостоятельной для Моделей I и II и в I (0), и в I (1) случаях (см. Carrion-
i-Silvestre et al. (2009, Proposition 1)).

Harvey and Leybourne (2013) предложили модификацию этой оценки даты сдвига для
Моделей I и II, использующую дополнительную информацию, если ряд является I (1). В
этом случае оценка доли даты сдвига, полученная при GLS-детрендировании, также будет
суперсостоятельной, но эффективной будет оценка, полученная при минимизации модели,
оцененной в первых разностях. Авторы предлагают использовать гибридную оценку:

�̂�𝐷𝑚
1 = arg min

𝜆1∈Λ(𝑒),𝜌∈𝐷𝑚

𝑆(𝜌, 𝜆1), (2.67)

где 𝐷𝑚 = {𝜌′1, 𝜌′2, . . . , 𝜌′𝑚−1, 1} – m-элементное множество, в котором |𝜌′𝑖| < 1 для любого i и,
без потери общности, −1 < 𝜌′1 < 𝜌′2 < · · · < 𝜌′𝑚−1 < 1.

Асимптотические результаты показали, что необходимо установить 𝜌′𝑚−1 достаточно
близким к единице, чтобы оценка (2.67) имела требуемые асимптотические свойства (если
действительное значение 𝜌 > 𝜌′𝑚−1, то оценка доли даты сдвига будет неэффективной). В
качестве 𝐷𝑚 авторы предлагают использовать 𝐷𝑚 = {0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9, 0.95,
0.975, 1}. Причина заключается в том, что отрицательная серийная корреляция обычно не
наблюдается на практике, а также в том, что коэффициент 𝜌 может быть очень близким к
единице, поэтому включение значения 0.975 допускает малый интервал 0.975 < 𝜌 < 1 для
неадекватного асимптотического выбора.

Полученную оценку доли даты сдвига мы будем использовать далее для Моделей I и
II. Однако для Моделей 0 и 0t следует применять оценку доли даты сдвига, полученную при
минимизации суммы квадратов остатков для ряда в уровнях, поскольку в случае 𝐼(1) оцен-
ки доли даты сдвига, рассмотренные выше, могут не быть состоятельными. Заметим также,
что так как оценка доли даты сдвига суперсостоятельна при нулевой гипотезе, критиче-
ские значения, полученные Busetti and Harvey (2001) или Kurozumi (2002), асимптотически
обоснованы для контроля размера теста согласно Kurozumi (2002). Также тест является со-
стоятельным, так как при альтернативной гипотезе статистика расходится независимо от
значения оценки доли даты сдвига (которая может не быть состоятельной). Однако ожида-
ется некоторая потеря мощности по сравнению со случаем с известной датой сдвига. Этот
эффект исследуется через симуляции в следующем разделе.

Кратко обсудим другую важную проблему, возникающую при оценивании датировки
структурного сдвига. Когда мы оцениваем дату сдвига, она может отличаться от истинной.
Это приводит к тому, что выражение (2.22) больше не будет выполнятся. В случае неизвест-
ной даты сдвига это выражение можно переписать как

�̂�𝑡 = 𝑢𝑡 + 𝑑′𝑡(𝜆1)𝛽(𝜆1) − 𝑑′𝑡(�̂�1)

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)𝑑
′
𝑡(�̂�1)

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)[𝑢𝑡 + 𝑑′𝑡(𝜆1)𝛽(𝜆1)]

=

⎡⎣𝑢𝑡 − 𝑑′𝑡(�̂�1)

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)𝑑
′
𝑡(�̂�1)

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)𝑢𝑡

⎤⎦
+

⎡⎣𝑑′𝑡(𝜆1) − 𝑑′𝑡(�̂�1)

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)𝑑
′
𝑡(�̂�1)

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)𝑑
′
𝑡(𝜆1)

⎤⎦ 𝛽(𝜆1)
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Это приводит к дополнительному смещению порядка 1/𝑇 в главном члене тестовой статисти-
ки (2.23), хотя и не вносит смещение в компоненту 𝑅1−𝑅2 (например, при 𝑇 состоятельности
оценки доли даты сдвига). Однако корректировка тестовой статистики на это новое смеще-
ние более сложна, чем предпринятая в предыдущем разделе, и мы оставляем этот вопрос
открытым для будущего исследования. Мы исследуем влияние этого смещение через симу-
ляции.

2.2.3 Свойства на конечных выборках

В этом разделе мы исследуем поведение тестов на конечных выборках с использованием
симуляций. Мы сначала рассмотрим следующий DGP:

𝑦𝑡 = 𝑑′𝑡𝛽 + 𝑢𝑡, 𝑢𝑡 = 𝜑1𝑢𝑡−1 + 𝜑2𝑢𝑡−2 + 𝜀𝑡, (2.68)

то есть мы допускаем AR(2) ошибки в DGP. Полагаем здесь 𝜀𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1). Мы устанав-
ливаем 𝜑2 = 0.3 и -0.3, как в KT, и устанавливаем 𝜑1 таким образом, чтобы значение 𝜑1 + 𝜑2

было в диапазоне от 0.5 до 1. Доля даты структурного сдвига 𝜆1 принимается равной 0.5, а
параметры детерминированной компоненты – 𝜇0 = 1, 𝜇1 = 1, 𝛽0 = 0.2, 𝛽1 = 0.02. Уровень
значимости – 0.05, размер выборки 𝑇 = 150, число повторений – 5000. Начальное значение
𝑢0 устанавливается равным 0.

Мы рассматриваем поведение четырёх тестов. Первый – скорректированный на сме-
щение KPSS тест, полученный нами при наличии структурного сдвига в Разделе 2.2.1 (на
графиках обозначен как BC). Второй – SPC тест с AR(1) предбеливанием (обозначен как
SPC). Также для сравнения мы рассматриваем KPSS тест при отсутствии корректирующего
параметра �̂�𝑇 (обозначен как NC), а также тест KPSS при наличии структурного сдвига с
предложенной Kurozumi (2002) шириной окна:

𝑙𝐴𝑘 = min

{︃
1.447

(︂
4�̂�2𝑇

(1 + �̂�)2(1 − �̂�)2

)︂1/3

, 1.447

(︂
4𝑘2𝑇

(1 + 𝑘)2(1 − 𝑘)2

)︂1/3
}︃
,

с 𝑘 = 0.8 (обозначен как K). Во всех случаях количество лагов выбирается согласно BIC с
максимальным числом лагов 𝑝max = [12(𝑇/100)1/4], где [·] обозначает целую часть числа.

Рисунок 2.16 показывает размер и мощность рассмотренных тестов для Модели II (ре-
зультаты для других моделей доступны по запросу) с известной датой сдвига (𝜆1 = 0.5) и
различными граничными значениями 1 − 𝑐/

√
𝑇 = 0.7, 0.8 и 0.9. Горизонтальная ось соответ-

ствует значениям 𝜑1+𝜑2. Конкретное граничное значение предполагает, что если оно меньше,
чем 𝜑1 + 𝜑2, то гипотеза 𝐼(0) будет иметь тенденцию отвергаться чаще, в то время как при
𝜑1 + 𝜑2 < 1 − 𝑐/

√
𝑇 размер будет близок к номинальному. На Рисунках 2.16(a)-(c) параметр

𝜑2 = −0.3, на Рисунках 2.16(d)-(f) параметр 𝜑2 = 0.3. Во всех случаях тест, предложенный
Kurozumi (2002), имеет сильные искажения размера (которые имеют немонотонное поведение
в случае 𝜑1 = 0.3) до граничного значения и намного более низкую мощность по сравнению с
другими тестами. При 𝜑2 = −0.3 для малых граничных значений (0.7) тесты BC, NC и SPC
имеют практически одинаковые свойства, но поведение тестов SPC и NC существенно ухуд-
шается при увеличении граничного значения. Для 𝜑2 = 0.3 скорректированный на смещение
тест хуже контролирует размер, но имеет намного большую мощность, чем SPC и NC. При
высоких граничных значениях (0.9) мощность SPC и NC становится менее 0.05, в то время
как скорректированный на смещение тест имеет мощность, близкую к 0.5.

На Рисунке 2.17 показаны размер и мощность тестов в случае неизвестной даты сдви-
га, оцененной процедурой Harvey and Leybourne (2013). В этом случае размер всех тестов
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Рис. 2.16 – Размер и мощность тестов в случае известной даты сдвига, случай AR(2)

увеличивается, но для SPC и NC искажения размера сильнее. Также мощность всех тестов
ниже, чем в случае известной даты сдвига.

Рассмотрим теперь ситуацию, когда процесс ошибок 𝑢𝑡 следует ARMA(1,1) процессу,
то есть

𝑢𝑡 = 𝛼𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 𝜃𝜀𝑡−1, (2.69)

где параметр 𝜃 в MA компоненте принимает значения {−0.8,−0.4, 0.0, 0.4, 0.8}, а остальные
параметры принимают те же значения, что и выше для AR(2) процесса. Если 𝜃 ̸= 0, то
мера инерционности 𝜑∞(1) = 𝜑1 + · · · + 𝜑𝑝 + . . . должна основываться на авторегрессионном
представлении ряда. В нашей ARMA(1,1) перепишем DGP для 𝑢𝑡 как

(1 − 𝛼𝐿)(1 − 𝜃𝐿)−1𝑢𝑡 = 𝜀𝑡.
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Рис. 2.17 – Размер и мощность тестов в случае неизвестной даты сдвига, случай AR(2)

Тогда (1−𝛼𝐿)(1−𝜃𝐿)−1 = 1−𝜑(𝐿), и следовательно мера инерционности 𝜑1 + · · ·+𝜑𝑝 + · · · =
𝜑∞(1) = (𝛼 − 𝜃)/(1 − 𝜃). Рисунок 2.18 в случае известной даты сдвига и Рисунок 2.19 в
случае неизвестной даты сдвига показывают размер и мощность рассматриваемых тестов,
BC, NC, SPC и K, если процесс ошибок следует ARMA(1,1) модели. Горизонтальная ось
соответствует значениям 𝜑∞(1) = (𝛼 − 𝜃)/(1 − 𝜃). Граничное значение мы устанавливаем
равным 0.8 и ожидаем, что нулевая гипотеза будет отвергаться чаще, чем номинальный
размер, если мера инерционности будет большей, чем 0.8. Для всех значений 𝜃 тест K имеет
худшие свойства среди всех рассматриваемых тестов. Для 𝜃 = −0.8 размер теста BC ближе
к номинальному для всех значений 𝜑(1), а мощность тестов BC, NC и SPC почти одинакова.
При 𝜃 = −0.4 тест BC имеет несколько более высокий размер при 𝜑(1) близких к 0.8, чем NC
и SPC, однако показывает более высокую мощность. При 𝜃 = 0 размер SPC и NC намного
ниже номинального, и следовательно эти тесты значительно теряют в мощности, в то время
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0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Φ¥H1L

K

NC

SPC

BC

(b) 𝜃 = −0.4

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Φ¥H1L

K

NC

SPC

BC

(c) 𝜃 = 0.0

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Φ¥H1L

K

NC

SPC

BC

(d) 𝜃 = 0.4

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Φ¥H1L

K

NC

SPC

BC

(e) 𝜃 = 0.8

Рис. 2.18 – Размер и мощность тестов в случае известной даты сдвига, случай ARMA(1,1)

как размер теста BC выше номинального, и этот тест имеет более высокую мощность. Для
𝜃 = 0.8 и 𝜃 = 0.4 у всех тестов происходят серьезные искажения размера, хотя при 𝜃 = 0.4
скорректированный на смещение KPSS тест имеет более высокую мощность.

В случае неизвестной даты сдвига (Рисунок 2.19) результаты аналогичны случаю AR(2)
ошибок, то есть либеральные искажения размера тестов NC и SPC сильнее, чем для BC, и
все тесты имеют более низкую мощность. Заметим, что в случае сильно отрицательной MA
компоненты (𝜃 = 0.8) размер и мощность всех тестов ниже, чем в случае известной даты
сдвига.

Мы также наблюдаем, что предложенный скорректированный на смещение тест слиш-
ком сильно корректирует компоненту смещения в некоторых случаях, так что наш тест имеет
либеральные искажения размера. Однако эти искажения размера уменьшаются с увеличе-
нием 𝑇 , как в KT.
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(b) 𝜃 = −0.4
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(c) 𝜃 = 0.0
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Рис. 2.19 – Размер и мощность тестов в случае неизвестной даты сдвига, случай ARMA(1,1)

2.3 Тестирование при неопределенности относительно сдвига и

начального значения

В недавних исследованиях Harvey et al. (2012b) (далее HLT12) и Harvey et al. (2013b)
(далее HLT13) обсуждалась проблема неопределенности относительно наличия и датировки
структурного сдвига в контексте тестирования на единичный корень. Интуитивный подход
заключается в использовании некоторого предварительного теста для обнаружения сдвига, а
затем в вычислении тестовой статистики с учетом или без учета этого сдвига. Однако эти ме-
тоды являются эффективными только в случае фиксированного или нулевого сдвига в трен-
де, что выражается наличием “долин” в функции мощности тестов на конечных выборках. То
есть мощность высока для очень малых сдвигов, но стремительно сокращается при росте ве-
личины сдвига, а затем снова увеличивается. В HLT12 предлагаются две стратегии решения
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указанной проблемы: первая заключается в том, чтобы всегда использовать тест с учетом
сдвига, но с адаптивными критическими значениями; вторая предлагает использовать объ-
единение отвержений двух тестов, принимая во внимание тест и с учетом сдвига, и без учета
такового. Авторы также разрабатывают локальную асимптотическую теорию для существу-
ющих и новых процедур, используя локальное к нулю поведение сдвига в тренде. В HLT13
предлагается альтернативный подход, в котором тестовая статистика вычисляется аналогич-
но (Zivot and Andrews, 1992) (далее ZA) путем минимизации последовательности тестовых
статистик по всем возможным датам сдвига с использованием GLS-детрендированных дан-
ных.

Однако в контексте тестирования гипотезы единичного корня при наличии сдвига про-
блема влияния начального значения обсуждалась достаточно мало. Среди таких работ мож-
но отметить Liu and Rodŕıguez (2006) и Rodrigues (2013). В первой работе авторы разраба-
тывают тесты, основанные на GLS-детрендировании, когда начальное значение извлечено
из безусловного распределения. Во второй работе вводится тест, в котором детрендирова-
ние производится рекурсивно. Полученный тест очевидно имеет более низкую мощность,
чем GLS-тест, при нулевом начальном значении, но его мощность падает намного медлен-
нее при увеличении начального значения. В работе показывается, что тест, основанный на
OLS-детрендировании (тест ZA), имеет возрастающую с величиной начального значения
мощность. Однако автор рассматривает процесс порождения данных при отсутствии сдвига.
Harvey et al. (2013a) показали, что 𝑡-статистика для проверки гипотезы единичного корня
в OLS-регрессии будет неправильно отвергать нулевую гипотезу с вероятностью, приближа-
ющуюся к единице в пределе, когда действительная доля даты сдвига лежит ниже 2/3 и
структурный сдвиг присутствует при нулевой гипотезе (в отличие от работы ZA, где при ну-
левой гипотезе никакого структурного сдвига не происходило). Это приводит к тому, что тест
ZA нельзя использовать для получения статистических выводов. Поэтому в данной работе
мы рассматриваем поведение модификаций теста ZA при различных начальных значениях,
предложенных Harvey et al. (2013a) и Harvey and Leybourne (2012), и предлагаем алгоритмы,
которые являются робастными к величине начального значения и имеют высокую мощность
при малом начальном значении.

2.3.1 Модель

Процесс порождения данных

Рассмотрим процесс порождения данных (DGP), включающий структурный сдвиг в
тренде, согласно модели

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝛾𝑇𝐷𝑇𝑡(𝜆0) + 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (2.70)

𝑢𝑡 = 𝜌𝑇𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (2.71)

где 𝐷𝑇𝑡(𝜆0) = (𝑡−⌊𝜆0𝑇 ⌋)I(𝑡 > ⌊𝜆0𝑇 ⌋), I(·) – индикатор-функция, а сдвиг в тренде происходит
в момент времени ⌊𝜆0𝑇 ⌋ (𝜆0 – соответствующая доля даты сдвига), если величина сдвига 𝛾𝑇 ̸=
0. Предполагается, что действительная доля даты сдвига 𝜆0 неизвестна, но принадлежит
диапазону Λ = [𝜆𝐿, 𝜆𝑈 ], 0 < 𝜆𝐿 < 𝜆𝑈 < 1, 𝜆𝐿 и 𝜆𝑈 – параметры усечения.13

Авторегрессионный параметр в (2.71) задается как 𝜌𝑇 = 1−𝑐/𝑇 , где 𝑐 ≥ 0. Нашей целью
является тестирование гипотезы единичного корня 𝐻0 : 𝜌𝑇 = 0, что соответствует =̧0 против

13Следует заметить, что в DGP (2.70)-(2.71) структурный сдвиг допускается и при нулевой, и при альтерна-
тивной гипотезах. Хотя некоторые тесты, рассматриваемые в работе (основанные на минимизации тестовой
статистики), используют предположение об отсутствии сдвига при нулевой гипотезе, мы рассматриваем их
поведение при ненулевом сдвиге.
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локальной альтернативы 𝐻1 : 𝜌𝑇 < 1, что соответствует 0 < 𝑐 < ∞ без предположения о
том, присутствует ли сдвиг в тренде в данных или нет. Линейный процесс 𝜀𝑡 удовлетворяет
стандартным предположениям (см. Phillips and Solo (1992)):

Предположение 6 Пусть

𝜀𝑡 = 𝛾(𝐿)𝑒𝑡 =
∞∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖𝑒𝑡−𝑖,

с 𝛾(𝑧) ̸= 0 для всех |𝑧| ≤ 1 и
∑︀∞

𝑖=0 𝑖|𝛾𝑖| < ∞, где 𝑒𝑡 – мартингал-разность с условной
дисперсией 𝜎2

𝑒 и sup𝑡 E(𝑒4𝑡 ) <∞. Краткосрочная и долгосрочная дисперсии определяются как

𝜎2
𝜀 = 𝐸(𝜀2𝑡 ) и 𝜔

2
𝜀 = lim𝑇→∞ 𝑇−1E

(︁∑︀𝑇
𝑡=1 𝜀𝑡

)︁2
= 𝜎2

𝑒𝛾(1)2 соответственно.

Мы рассматриваем величину сдвига как локальную к нулю, то есть 𝛾𝑇 = 𝜅𝜔𝜀𝑇
−1/2

(где 𝜅 является фиксированной константой, а 𝜔2
𝜀 является долгосрочной дисперсией 𝜀𝑡, опре-

деленной в Предположеии 6), как в HLT12 и HLT13, поскольку такое представление дает
лучшую аппроксимацию поведения на конечных выборках, в отличие от фиксированного
представления 𝛾𝑇 = 𝛾.14

Большое количество недавних работ исследуют поведение тестов на единичный корень
при различных начальных значениях (см. Elliott (1999), Muller and Elliott (2003), Elliott
and Muller (2006), Harvey and Leybourne (2005), Harvey and Leybourne (2006) и Harvey et al.
(2009b), среди прочих). В нашей работе, в отличие от HLT2012 и HLT2013, мы рассматриваем
асимптотически непренебрежимые начальные значения согласно следующему предположе-
нию.

Предположение 7 Начальное значение 𝑢1 определяется как 𝑢1 = 𝜉 = 𝛼
√︀
𝜔2
𝜀/(1 − 𝜌2𝑇 ), где

𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , 𝑐 > 0, и 𝛼 ∼ 𝑁(𝜇𝛼I(𝜎2
𝛼 = 0), 𝜎2

𝛼) независимо от {𝜀𝑡}. Для 𝑐 = 0, при 𝐻0,
начальное значение, без потери общности, можно положить равным нулю, 𝑢1 = 0, из-за
инвариантности тестов к начальному значению в этом случае.

В Предположении 7 𝛼 контролирует величину начального значения по отношению к
долгосрочной дисперсии инноваций 𝜔2

𝜀 . Вид, заданный для 𝑢1, допускает начальное значение
или случайным 𝑂𝑝(𝑇

1/2), или фиксированным 𝑂(𝑇 1/2), в зависимости от того, 𝜎2
𝛼 > 0 или

𝜎2
𝛼 = 0 соответственно.

Тесты на единичный корень

В данной работе мы анализируем поведение пяти тестов. Во всех рассматриваемых
ниже тестах дата сдвига предполагается неизвестной.

В качестве оценки доли даты сдвига мы используем гибридную оценку Harvey and
Leybourne (2013):

�̂�𝐷𝑚 = arg min
𝜆∈Λ,𝜌∈𝐷𝑚

𝑆(𝜌, 𝜆), (2.72)

где 𝑆(𝜌, 𝜆) – сумма квадратов остатков в регрессии

𝑦𝜌 = 𝑋𝜌 (𝜆) 𝛽 + 𝑢𝜌, (2.73)

где 𝑦𝜌 = [𝑦1, (1 − 𝜌𝐿) 𝑦2, . . . , (1 − 𝜌𝐿) 𝑦𝑇 ]′, 𝑋𝜌 (𝜆) = [𝑥1, (1 − 𝜌𝐿)𝑥2, . . . , (1 − 𝜌𝐿)𝑥𝑇 ]′, 𝑥𝑡 =
(1, 𝑡, 𝐷𝑇𝑡(𝜆))′, а 𝐷𝑚 = {𝜌′1, 𝜌′2, . . . , 𝜌′𝑚−1, 1} – m-элементное множество, в котором |𝜌′𝑖| < 1
для любого i и, без потери общности, −1 < 𝜌′1 < 𝜌′2 < · · · < 𝜌′𝑚−1 < 1. Это позволяет те-
стам иметь то же самое предельное распределение, как в случае с известной датой сдвига.

14Отметим, что при фиксированной величине сдвига результаты соответствуют большим значениям 𝜅.
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Эта оценка показывает лучшие свойства, чем оценка, основанная на регрессии в первых
разностях, предложенная в Harris et al. (2009) (далее HHLT), особенно при умеренной ве-
личине сдвига и большом начальном значении (см. Раздел 2.3.3). Также оценка (2.72) бу-
дет все еще суперсостоятельной при фиксированной величине сдвига, поскольку использует
оценивание регрессий в квази-разностях с некоторым фиксированным параметром нецен-
тральности. Другими словами, оценка (2.67) является той же самой, что и предложенная в
Carrion-i-Silvestre et al. (2009), которая является суперсостоятельной. Заметим, что нулевая
нижняя граница для 𝜌′𝑖 нужна для того, чтобы оценка даты сдвига была суперсостоятельной.
Предельное распределение для �̂�𝐷𝑚 непосредственно следует из HLT12 (Theorem 3 (i, iii)) и
теоремы о непрерывном отображении (CMT), используя соответствующие параметры для
GLS-детрендирования. Например, для 𝐷𝑚 = {0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8,
0.9, 0.95, 0.975, 1} для 𝑇 = 150 соответствующие параметры для GLS-детрендирования равны
𝑐𝜆 = {150, 120, 90, 60, 30, 15, 7.5, 3.75, 0}.

В регрессиях ниже 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐𝜆/𝑇 для GLS-тестов с учетом сдвига. 15 Тесты, использу-
емые в данной работе, следующие:

1. Тест 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) основан на 𝑡-статистике для проверки 𝜌 = 1 в регрессии

�̂�𝑡𝑏𝑡 = 𝜌�̂�𝑡𝑏𝑡−1 +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜑𝑗∆�̂�
𝑡𝑏
𝑡−𝑗 + 𝑒𝑡, 𝑡 = 𝑝+ 2, . . . , 𝑇, (2.74)

где �̂�𝑡𝑏𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑧′𝑡𝜃 – остатки от OLS-регрессии 𝑦𝑡 на 𝑧𝑡 = (1, 𝑡, 𝐷𝑇𝑡(�̂�
𝐷𝑚))′.

2. Тест 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) основан на 𝑡-статистике для проверки 𝜌 = 1 в регрессии

�̃�𝑡𝑏𝑡 = 𝜌�̃�𝑡𝑏𝑡−1 +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜑𝑗∆�̃�
𝑡𝑏
𝑡−𝑗 + 𝑒𝑡, 𝑡 = 𝑝+ 2, . . . , 𝑇, (2.75)

где �̃�𝑡𝑏𝑡 – OLS-остатки от регрессии y𝑐 = [𝑦1, 𝑦2 − 𝜌𝑇𝑦1, . . . , 𝑦𝑇 − 𝜌𝑇𝑦𝑇−1]
′ на Z𝑐 = [𝑧1, 𝑧2 −

𝜌𝑇 𝑧1, . . . , 𝑧𝑇 − 𝜌𝑇 𝑧𝑇−1]
′, 𝑧𝑡 = (1, 𝑡, 𝐷𝑇𝑡(�̂�

𝐷𝑚))′.

3. Тест 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 = inf𝜆∈Λ𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 (𝜆), где 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 (𝜆) – статистика нормализо-
ванного смещения (коэффициента), 𝑇 (𝜌− 1)/(1 −

∑︀𝑝
𝑗=1 𝜑𝑗), в регрессии (2.74).

4. Тест𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max = max (𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆,𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 ′), с𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 = inf𝜆∈Λ𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏 (𝜆)
и 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 ′ = inf𝜆∈Λ𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏 (𝜆)′ , где 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏 (𝜆) – 𝑡-статистика для провер-
ки 𝜌 = 1 в регрессии (2.74), а 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏 (𝜆)′ – 𝑡-статистика для проверки 𝜌 = 1 в
регрессии (2.74), использующая данные, полученные из исходных обращением времени
(time-reverse data), то есть полученные перестановкой наблюдений в обратном порядке,
{𝑦𝑇−𝑡+1}𝑇𝑡=1 вместо {𝑦𝑡}𝑇𝑡=1.

5. Тест 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 = inf𝜆∈Λ𝐴𝐷𝐹
𝑡𝑏-𝐺𝐿𝑆 (𝜆), где 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏 (𝜆) – 𝑡-статистика для про-

верки 𝜌 = 1 в регрессии (2.75).

Во всех регрессиях глубина запаздываний выбирается согласно модифицированному крите-
рию Акаике (MAIC), предложенному Ng and Perron (2001), с модификацией Perron and Qu
(2007).

Тест 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) имеет то же самое предельное распределение, что и при извест-
ной дате сдвига из-за суперсостоятельности оценки даты сдвига �̂�𝐷𝑚 и подходящим выбором

15Как и в HLT13, мы используем единственное значение параметра 𝑐𝜆, не зависящее от оценки доли даты
сдвига, для упрощения, как в HLT13. См. также Раздел 2.3.3.
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𝐷𝑚 (см. Kim and Perron (2009)). Тест𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 был предложен Perron and Rodŕıguez (2003)
и обобщен в HLT13 для случай нескольких структурных сдвигов. Более подробно остановим-
ся на тестах с OLS-детрендированными данными, 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆, 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 и 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max.
Первый тест, который является тестом ZA, будет неправильно отвергать нулевую гипоте-
зу с вероятностью, приближающейся к единице в пределе, когда действительная доля даты
сдвига лежит ниже 2/3, а также если структурный сдвиг присутствует при нулевой гипо-
тезе (подробнее см. Harvey et al. (2013a)). Для разумных размеров выборки и сдвига такие
искажения размера появляются, если сдвиг находится в первой половине выборки, и этот
факт используют Harvey et al. (2013a). Они предлагают использовать максимум от этих двух
статистик, для исходных и обращенных во времени данных, то есть тест 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max. По-
лучившийся тест является робастным для любой величины сдвига (это, однако, выполняется
только на конечных выборках; это означает, что, например, если 𝜆 = 0.5 на очень больших
выборках, размер 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max будет равен единице; подробнее см. Harvey et al. (2013a)).
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 обладает корректным асимптотическим размером при большой величине сдви-
га, если истинная доля даты сдвига лежит внутри разумного Λ (𝜆𝐿 > 0.033) и используются
стандартные уровни значимости.

2.3.2 Процедуры, предложенные HLT12

В работах HHLT и CKP предлагались следующие процедуры. Чтобы определить, при-
сутствует ли сдвиг в ряде, сначала необходимо проверить его значимость тестом Harvey et al.
(2009a), 𝑡𝐻𝐿𝑇 , (либо использовать модифицированную оценку дату излома согласно HHLT),
либо тестом Perron and Yabu (2009b), 𝑡𝑃𝑌 ,16 а затем на основе полученной информации о
наличии/отсутствии сдвига применять тест на единичный корень с или без учета сдвига.
Когда структурные сдвиги либо велики, либо очень малы, мощность этих процедур очень
высокая. Однако наблюдается существенное падение мощности в промежуточном диапазоне,
называемое “долиной” мощности. “Долины” мощности возникают потому, что для диапазо-
на амплитуд, соответствующих локальному излому, структурный сдвиг является достаточно
большим, чтобы значительно уменьшить мощность тестов на единичный корень без изломов,
и одновременно является слишком маленьким, чтобы быть достоверно идентифицированным
процедурами датировки и обнаружения. Левее этого диапазона структурные сдвиги являют-
ся настолько маленькими, что не оказывают никакого влияния на мощность теста без сдвига.
Правее их легче обнаружить, поэтому мощность снова увеличивается, так как применяет-
ся тест на единичный корень с наличием структурного сдвига. Такие “долины” мощности
можно сгладить, всегда используя тест на единичный корень со структурным сдвигом, но
его мощность будет значительно меньше тестов HHLT и CKP в областях слишком малых и
больших структурных сдвигов. Авторы предлагают две альтернативные процедуры, которые
помогают смягчить явление “долины” мощности.

Первая процедура основана на статистике 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̃�) для тестирования на единич-
ный корень с GLS-детрендированными данными при наличии сдвига (с оценкой доли даты
сдвига �̃�, основанной на минимизации сумм квадратов остатков модели в первых разностях).

Пусть 𝑠𝜅 обозначает предварительный тест для проверки наличия сдвига, 𝑐𝑣𝜅 – соот-
ветствующее ему критическое значение. Тогда адаптивная процедура (так называемый тест
с адаптивными критическими значениями) имеет вид

𝐴(𝑠𝜅) = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̃�) с критическими значениями

{︃
𝑐𝑣𝑐𝑜𝑛𝑠𝑣𝑡𝑏 , если 𝑠𝜅 < 𝑐𝑣𝜅

𝑐𝑣�̃�𝑡𝑏, если 𝑠𝜅 ≥ 𝑐𝑣𝜅
, (2.76)

16Краткое описание см. в Разделе 2.3.3.
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где 𝑐𝑣𝑐𝑜𝑛𝑠𝑣𝑡𝑏 – консервативные критические значения, 𝑐𝑣�̃�𝑡𝑏 – критические значения при извест-
ной дате сдвига, полученные в HHLT. Иначе говоря, если структурный сдвиг обнаружился,
то применяется обычная тестовая статистика для проверки гипотезы единичного корня с
учетом сдвига с критическими значениями при известной дате сдвига, а если структурный
сдвиг не обнаруживается, используется та же тестовая статистика, но с консервативными
критическими значениями 𝑐𝑣𝑐𝑜𝑛𝑠𝑣𝑡𝑏 .

Вторая процедура, “адаптивное объединение отвержений 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡 и 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̃�)”,
пытается использовать часть мощности, связанной с 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡 (GLS тест без сдвига), когда
нет никакого структурного сдвига, в то же время, исключая возможность применения только
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡, когда сдвиг присутствует.

Также эта процедура использует дополнительную мощность, когда структурный сдвиг
присутствует в данных, при помощи предварительного тестирования:

𝑈(𝑠𝜅) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Отвергать 𝐻0, если {𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡 < 𝑚𝜉𝑐𝑣𝑡 или

𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆(�̃�) < 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑣
𝑡𝑏

}︁
, если 𝑠𝜅 < 𝑐𝑣𝜅

Отвергать 𝐻0, если
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆(�̃�) < 𝑐𝑣�̃�𝑡𝑏

}︁
, если 𝑠𝜅 ≥ 𝑐𝑣𝜅

, (2.77)

где 𝑐𝑣𝑡 – критическое значение для 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡 и 𝑚𝜉 некоторая шкалирующая константа
(𝑚𝜉 > 1), предназначенная для предотвращения проблемы повышенного размера, оцененная
при 𝐻0 в случае, когда нет структурного сдвига в тренде. Как показывают симуляции авто-
ров, из двух альтернативных процедур 𝐴(𝑠𝜅) менее чувствительна к величине сдвига, а 𝑈(𝑠𝜅)
обеспечивает значительно более высокую мощность для нулевых или небольших изломов за
счет некоторых потерь в мощности для промежуточных величин сдвига. Обе процедуры
помогают снизить эффект “долин” мощности.

2.3.3 Влияния начального значения

В данном разделе мы исследуем асимптотическое поведение всех рассматриваемых те-
стов при различных начальных значениях. Заметим, что если начальное значение задается
как в Предположении 7, то во всех предельных распределениях при нулевой гипотезе и ло-
кальной альтернативе процесс Орнштейна-Уленбека 𝑊𝑐(𝑟) =

∫︀ 𝑟

0
𝑒−(𝑟−𝑠)𝑐𝑑𝑊 (𝑠) заменяется на

𝐾𝑐(𝑟) =

{︃
𝛼(𝑒−𝑟𝑐 − 1)(2𝑐)−1/2 +𝑊𝑐(𝑟), 𝑐 > 0

𝑊 (𝑟), 𝑐 = 0
, (2.78)

где 𝑊 (𝑟) – стандартный Винеровский процесс (см. Harvey et al. (2009b)). Результаты тогда
получаем, используя симуляции предельных распределений тестовых статистик, аппрокси-
мируя Винеровский процесс 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1) переменными и аппроксимируя интегралы норма-
лизованными суммами с 1000 шагов и числом повторений, равным 30000. Предельные рас-
пределения для GLS-тестов, а также для робастных тестов, получены в HLT12 и HLT13 при
локальном поведении авторегрессионного корня и при локальном поведении величины сдви-
га и не приводятся для краткости. Предельное распределение теста 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 получено в
Harvey and Leybourne (2012). Предельное распределение 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) можно получить
аналогично HLT12, за исключением того, что GLS-детрендированный непрерывный процесс
остатков нужно заменить на соответствующий OLS-детрендированный процесс (как в Harvey
and Leybourne (2012, Theorem 1)). Предельное распределение𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max можно получить
тем же самым способом, как в Harvey and Leybourne (2012) при локальном сдвиге в тренде,
применяя теорему о непрерывном отображении (CMT) и аргументы из Zivot and Andrews
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(1992). Формальные записи этих результатов не приводятся для краткости. Также отметим,
что мы используем параметры усечения 𝜆𝐿 и 𝜆𝑈 , равные 0.15 и 0.85 соответственно. Во всех
симуляциях доля даты сдвига задается равной 0.5.

Далее мы, во-первых, исследуем влияние начального значения на робастные тесты
Perron and Yabu (2009b) и Harvey et al. (2009a). Затем мы сравниваем тесты 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌,
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max, 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚), 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) и𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 при различных величинах
локального сдвига в тренде и начального значения, чтобы определить эффективный тест в
каждом конкретном случае. После этого мы предлагаем тестовую стратегию для проверки
гипотезы единичного корня при неопределенности относительно сдвига в тренде и началь-
ного значения (модификация процедур HLT12, описанных в Разделе 2.3.2). Все необходимые
критические значения и шкалирующие константы для данной работы приведены в табли-
це 2.4. Программные коды для реализации симуляций и получения критических значений
доступны по запросу.

Влияние начального значения на робастные тесты на значимость сдвига в тренде
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Рис. 2.20 – Асимптотическая локальная мощность 𝑡𝐻𝐿𝑇 и 𝑡𝑃𝑌 , 𝑐 = 5

𝑡𝐻𝐿𝑇 : , 𝑡𝑃𝑌 :

Следуя Harvey et al. (2009a) и Perron and Yabu (2009b), среди прочих, чтобы определить,
есть ли структурный сдвиг во временном ряде или нет, исследователь должен тестировать
его значимость или тестом Harvey et al. (2009a), 𝑡𝐻𝐿𝑇 , (или использовать модифицирован-
ную оценку даты сдвига согласно HHLT), или тестом Perron and Yabu (2009b), 𝑡𝑃𝑌 , и затем
применить соответствующую стратегию для проверки наличия единичного корнясна основе
того, есть ли значимый сдвиг в данных. Сейчас мы исследуем тестов 𝑡𝐻𝐿𝑇 и 𝑡𝑃𝑌 при раз-
личной величине начального значения. Эти тесты нужны для процедуры, предложенной в
Разделе 2.3.3. Для обоих тестов, 𝑡𝐻𝐿𝑇 и 𝑡𝑃𝑌 , нулевая гипотеза имеет вид 𝐻0 : 𝛾𝑇 = 0 в (2.70),
а альтернатива имеет вид 𝐻1 : 𝛾𝑇 ̸= 0.

𝑡𝐻𝐿𝑇 строится как
𝑡𝐻𝐿𝑇 = 𝜂|𝑡0(�̂�)| +𝑚𝜉(1 − 𝜂)|𝑡1(�̃�)|,

где 𝑚𝜉 является некоторой положительной шкалирующей константой, 𝑡0(𝜆) и 𝑡1(𝜆) являются
скорректированными на автокоррелированность 𝑡-статистиками для 𝛾 на основе оцененных
OLS-регрессий

𝑦𝑡 = �̂�𝜆 + 𝛽𝜆𝑡+ 𝛾𝜆𝐷𝑇𝑡(𝜆) + �̂�𝜆,𝑡
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Рис. 2.21 – Асимптотическая локальная мощность 𝑡𝐻𝐿𝑇 и 𝑡𝑃𝑌 , 𝑐 = 10

𝑡𝐻𝐿𝑇 : , 𝑡𝑃𝑌 :
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Рис. 2.22 – Асимптотическая локальная мощность 𝑡𝐻𝐿𝑇 и 𝑡𝑃𝑌 , 𝑐 = 20

𝑡𝐻𝐿𝑇 : , 𝑡𝑃𝑌 :

и
∆𝑦𝑡 = 𝛽𝜆 + 𝛾𝜆∆𝐷𝑇𝑡(𝜆) + 𝑣𝜆,𝑡

соответственно. Здесь оценки даты сдвига �̂� = arg max𝜆∈Λ |𝑡0(𝜆)| и �̃� = arg max𝜆∈Λ |𝑡1(𝜆)|, и 𝜂
является взвешивающей функцией, такой что 𝜂 → 0, если 𝑢𝑡 является I(1), и 𝜂 → 1, если 𝑢𝑡
является I(0). Подробнее см. Harvey et al. (2009a).

𝑡𝑃𝑌 строится как
𝑡𝑃𝑌 = log[𝑇−1

∑︁
𝜆∈Λ

exp{0.5𝑊𝑅𝑄𝐹 (𝜆)}],

где 𝑊𝑅𝑄𝐹 является квадратом скорректированной на автокоррелированность 𝑡-статистики
на основе следующей (квази) GLS-регрессии:

(1−𝜌𝑀𝑆𝐿)𝑦𝑡 = �̄�𝜆(1−𝜌𝑀𝑆𝐿)+𝛽𝜆(1−𝜌𝑀𝑆𝐿)𝑡+𝛾𝜆(1−𝜌𝑀𝑆𝐿)𝐷𝑇𝑡(𝜆)+(1−𝜌𝑀𝑆𝐿)�̄�𝜆,𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇
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Рис. 2.23 – Асимптотическая локальная мощность 𝑡𝐻𝐿𝑇 и 𝑡𝑃𝑌 , 𝑐 = 30

𝑡𝐻𝐿𝑇 : , 𝑡𝑃𝑌 :

с
𝑦1 = �̄�𝜆 + 𝛽𝜆 + �̂�𝜆,1,

где

𝜌𝑀𝑆 =

{︃
𝜌𝑀 if |𝜌𝑀 − 1| > 𝑇−1/2

1 if |𝜌𝑀 − 1| ≤ 𝑇−1/2
,

и 𝜌𝑀 является скорректированной на смещение оценкой 𝜌𝑇 . Подробнее см. Perron and Yabu
(2009b).

Рисунки 2.20-2.23 показывают локальную мощность тестов 𝑡𝐻𝐿𝑇 и 𝑡𝑃𝑌 при 𝑐 ∈ {5, 10, 20,
30} и при 𝛼 ∈ {−6,−4,−2,−1, 0, 1, 2, 4, 6} для 𝜅 ∈ (0, 10). Результаты с отрицательными 𝜅
симметричны относительно 𝛼. В целом, оба теста имеют схожее поведение. Для малых 𝑐
эффект возвращения к среднему от начального значения достаточно медленный, поэтому
этот процесс возвращения к среднему очень похож на сдвиг. Это лучше всего становится
видно при 𝜅 = 0, где тест ошибочно отвергает гипотезу об отсутствии сдвига. Объяснение
этого феномена аналогично Harvey et al. (2008) и заключается в следующем. Тесты 𝑡𝐻𝐿𝑇 и
𝑡𝑃𝑌 используют разницу ℎ ≡ 𝑦𝑇 − 𝑦⌊�̂�𝑇 ⌋ − (1 − �̂�)(𝑦𝑇 − 𝑦1) для оценивания параметра при

сдвиге в тренде, где �̂� – оценка доли даты сдвига, равная arg sup от статистики при 𝐻0

по всем возможным датам сдвига (подробнее см. Harvey et al. (2009a)). Рассмотрим случай
𝜅 ≥ 0. Если 𝜅 = 0, то высокое отрицательное начальное значение приводит к большому
значению (𝑦𝑇−𝑦1), что делает ℎ сильно меньше нуля, при этом приводя к отвержению нулевой
гипотезы. При увеличении 𝜅 величина 𝑦𝑇 −𝑦⌊�̂�𝑇 ⌋ становится все больше и больше, что делает
значение ℎ близким к нулю и, соответственно, тестовая статистика будет незначимой. При
дальнейшем росте 𝜅 величина ℎ увеличивается, приводя к более частому отвержению нулевой
гипотезы. Данный случай хорошо виден на Рисунке 2.20(a). Рассмотрим случай большого
положительного начального значения. Теперь величина (𝑦𝑇 − 𝑦1) может быть меньше нуля,
что делает ℎ при 𝜅 = 0 строго положительным. При увеличении 𝜅 частота отвержения
возрастает из-за увеличения 𝑦𝑇 − 𝑦⌊�̂�𝑇 ⌋. Отметим также, что если сравнивать полученные
результаты с результатами для робастых тестов на наличие тренда в Harvey et al. (2008),
из-за наличия сдвига они получаются симметричными относительно 𝛼, поскольку величина
(𝑦𝑇 − 𝑦1) входит в числитель статистик с противоположным знаком.

При высоких 𝑐 либеральные искажения размера становятся менее наблюдаемыми и
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Таблица 2.4 – Максимальный размер на конечных выборках на уровне значимости 0.05
среди 𝜅 ∈ (0, 16)

𝑇 = ∞ 𝑖.𝑖.𝑑. ошибки 𝐴𝑅(1) ошибки 𝑀𝐴(1) ошибки
𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 0.051 0.051 0.057 0.111

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) 0.053 0.047 0.042 0.090
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 0.052 0.048 0.061 0.099
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 0.053 0.032 0.077 0.254
𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) 0.053 0.061 0.060 0.113
𝐴*(𝑡𝑃𝑌 , 𝑠𝛼) 0.053 0.061 0.061 0.113

часто сдвиг не обнаруживается при 𝜅 = 0. Это происходит потому, что для больших 𝑐 тре-
буются большие значения |𝛼|, чтобы компенсировать низкий размер тестов в случае 𝛼 = 0.
Отрицательное влияние на мощность тестов наблюдается только если 𝛼 и 𝜅 имеют проти-
воположные знаки. Если их знаки одинаковые, то мощность более высокая, чем в случае
𝛼 = 0, к тому же при 𝑐 = 30 тесты даже хорошо контролирует размер (хотя и остается
консервативным).

Таким образом, хотя тесты 𝑡𝐻𝐿𝑇 и 𝑡𝑃𝑌 и нельзя использовать при малых 𝜅, они могут
служить индикаторами высоких значений локального сдвига даже при высоких 𝛼. Другими
словами, их можно использовать как предварительные тесты аналогично HLT12.

Влияние начального значения на тесты на единичный корень с учетом сдвига

Рассмотрим теперь поведение тестов 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌, 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚), 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚)
и
𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 при различных 𝜅 и 𝛼. Для иллюстративных целей мы также приводим резуль-
таты теста 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 (тест ZA),17 хотя этот тест не является обоснованным при больших
𝜅.

Рисунки 2.24 и 2.25 показывают асимптотическую скорректированную на размер ло-
кальную мощность для 𝑐 = 20 и 𝑐 = 30, соответственно, при 𝛼 ∈ {−6,−4,−2,−1, 0, 1, 2, 4, 6}
для 𝜅 ∈ (0, 15). Более конкретно, для заданной доли даты сдвига 𝜆0 мы вычисляем размер
(𝑐 = 0) для каждого теста, рассмотренного в предыдущих разделах, по всем 𝜅 ∈ (0, 15).
Отметим, что размер теста не меняется при различных 𝛼, поскольку при 𝐻0 все тесты инва-
риантны к начальному значению. Пусть параметр 𝜅* обозначает 𝜅, при котором тест имеет
максимальный размер (значения максимального размера приведены в таблице 2.4). Кривые
мощности для тестов получаем, корректируя их на размер, то есть шкалируя все критиче-
ские значения конкретного теста таким образом, чтобы его размер был равен 0.05 при 𝜅 = 𝜅*.
То же самое шкалирование применяется для всех значений 𝜅 (то есть размер будет всегда
ниже 0.05 по всем 𝜅 ̸= 𝜅*).

Также, в отличие от, например, HHLT, значение параметра 𝑐𝜆 для GLS-тестов выби-
рается не для каждого возможного местоположения сдвига, а как среднее этих значений
(так как эти значения очень мало отличаются друг от друга при предположении о локаль-
ном изломе тренда), следуя HLT13. Другими словами, мы используем значение 𝑐𝜆 = 17.6,
предложенное в HLT13, для всех GLS-тестов.

Исходя из рисунков видно, что при 𝛼 = 0 эффективными тестами будут 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆
и 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚). Однако уже при |𝛼| = 1 мощность 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 находится на уровне
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌, а при увеличении абсолютного значения 𝛼 мощность 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 продолжа-
ет падать, и при высоких |𝛼| она будет нулевой даже при умеренных 𝜅 (при близких к
нулю 𝜅 мощность GLS-тестов будет несколько выше, поскольку эффект возвращения к

17Результаты теста 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max не приводятся, поскольку ни в одном из рассмотренных случаях он не
является эффективным, и его мощность падает при увеличении начального значения.
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Рис. 2.24 – Асимптотическая локальная мощность, 𝑐 = 20

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 : , 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 : · · · ,
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : ·

среднему интерпретируется как сдвиг). Аналогичное поведение наблюдается и для теста
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚), хотя 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 является более робастным при малых и умеренных на-
чальных значениях.

При умеренных и даже больших начальных значениях наиболее робастным тестом ка-
жется 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚). Тесты, мощность которых увеличивается при увеличении началь-
ного значения, являются 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) и 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆, но последний тест имеет неприят-
ные свойства, описанные выше, и не может использоваться, если сдвиг большой величины
происходит во второй половине выборки. Его модификация, 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max, устраняет это
неудобство, однако при высоких |𝛼| мощность теста будет очень низкой из-за того, что тест
включает в себя 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 ′ для обращенных во времени данных, так что начальное значе-
ние становится последним значением, и тест будет очень редко отвергать нулевую гипотезу
(при умеренных 𝛼 этот тест имеет достаточно хорошую мощность, но строго доминируется
тестом𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌. Чтобы видеть это, мы приводим дополнительные результаты симуляций
асимптотической локальной мощности OLS-тестов, используя те же самые обозначения, как
выше. Дополнительные обозначения используются для оценок для 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(𝜆), где 𝜆 яв-
ляется общей долей даты сдвига: �̂�𝐷𝑚 является оценкой доли даты сдвига, предложенной в
Harvey and Leybourne (2013) и �̃� является оценкой доли даты сдвига на основе модели в пер-



95

0 2 4 6 8 10 12 14
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(a) 𝛼 = −6

0 2 4 6 8 10 12 14
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(b) 𝛼 = −4

0 2 4 6 8 10 12 14
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(c) 𝛼 = −2

0 2 4 6 8 10 12 14
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(d) 𝛼 = −1

0 2 4 6 8 10 12 14
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(e) 𝛼 = 0

0 2 4 6 8 10 12 14
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(f) 𝛼 = 1

0 2 4 6 8 10 12 14
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(g) 𝛼 = 2

0 2 4 6 8 10 12 14
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(h) 𝛼 = 4

0 2 4 6 8 10 12 14
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(i) 𝛼 = 6

Рис. 2.25 – Асимптотическая локальная мощность, 𝑐 = 30

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 : , 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 : · · · ,
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : ·

вых разностях, предложенной в Harris et al. (2009). Результаты представлены на Рисунках
2.26-2.27.

Для 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) наблюдается падение мощности при больших |𝛼| и малых 𝜅,
вероятно, из-за некорректного оценивания доли даты сдвига �̃�𝐷𝑚 (эффект возвращения к
среднему оценивается как ложный сдвиг). Этот тест был бы эффективным при высоких на-
чальных значениях, если бы не эти падения мощности при малых 𝜅. При малых сдвигах
можно было бы использовать тест 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 (тест ZA), когда сдвиг не обнаруживается
тестами 𝑡𝐻𝐿𝑇 и 𝑡𝑃𝑌 . Мы находим для разного местоположения сдвига и различных типах
слабой зависимости ошибок, что в тех случаях, когда у теста 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 начинает возрас-
тать размер, сдвиг становится обнаружимым с вероятностью 1 робастными тестами на сдвиг.
Чтобы увидеть это, мы приводим размер теста Зивота-Эндрюса𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 на конечных вы-
борках для различных 𝜅. Мы также приводим размер и мощность робастных тестов на сдвиг,
𝑡𝐻𝐿𝑇 и 𝑡𝑃𝑌 , предложенных в Perron and Yabu (2009b) и Harvey et al. (2009a) соответственно.
DGP имеет вид

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝛾𝑇𝐷𝑇𝑡(𝜆0) + 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (2.79)

𝑢𝑡 = 𝜌𝑇𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (2.80)

где 𝛾𝑇 = 𝜅𝑇−1/2 и ошибки 𝜀𝑡 порождаются или как 𝑖.𝑖.𝑑, или как AR(1) и MA(1) процессы
согласно 𝜀𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1) для случая 𝑖.𝑖.𝑑., 𝜀𝑡 = 𝜑𝜀𝑡−1 + 𝑒𝑡 для случая AR(1) и 𝜀𝑡 = 𝑒𝑡 − 𝜑𝑒𝑡−1
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Рис. 2.26 – Асимптотическая локальная мощность OLS-тестов, 𝑐 = 20

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 : · · · ,
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̃�) : ·

для случая MA(1), где 𝑒𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1). Объем выборки 𝑇 ∈ {100, 200}, величина сдвига 𝜅 ∈
{0, 2, . . . , 40}, параметр 𝜑 ∈ {−0.8,−0.5,−0.2, 0, 0.2, 0.5, 0.8}, доля даты сдвига 𝜆 = 0.2, 0.15,
число повторений равно 10,000. Результаты представлены в таблицах 2.5-2.12 (результаты
для случая 𝑖.𝑖.𝑑. соответствуют случаю 𝜑 = 0).

В наших симуляциях для 𝜆0 = 0.2 существенные искажения размера никогда не про-
исходят, если сдвиг все еще не обнаруживается, а для 𝑙𝑎𝑚𝑏𝑑𝑎0 = 0.15 размер никогда не
превышает 40%. Но такие же искажения размера могут происходить и при сильно отрица-
тельных MA компонентах в DGP. Также искажения размера уменьшаются при росте объема
выборки 𝑇 .

Таким образом, если сдвиг определяется робастным тестом, можно использовать 𝐴𝐷𝐹 -
𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚), который контролирует размер. Если сдвиг не определяется с ненулевой вероят-
ностью, тогда 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 будет иметь корректный размер.

Подводя итог, мы заключаем, что при малых начальных значениях необходимо ис-
пользовать тест 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆, а при больших – комбинацию 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) и 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 в
зависимости от робастных тестов на сдвиг в тренде. Также при высоких начальных значени-
ях тесты, предложенные HLT12 (а также в HLT13) и описанные в Разделе 2.3.2, будут иметь
очень низкую мощность, так что их применение в эмпирических приложениях становится
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Рис. 2.27 – Асимптотическая локальная мощность OLS-тестов, 𝑐 = 30

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 : · · · ,
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̃�) : ·

проблематичным. Далее мы предлагаем модификации этих тестов при неопределенности от-
носительно начального значения.
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5
0
.9
9
0
.0
8
0
.7
8
0
.7
3
0
.0
7
0
.5
7
0
.3
6
0
.0
6
0
.4
7
0
.3
4
0
.0
2
0
.5
2
0
.4
6
0
.0
2
0
.3
3
0
.2
2
0
.0
1
0
.2
9
0
.2
5

8
0
.2
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
0
.9
7
0
.9
1
0
.0
7
0
.8
1
0
.5
9
0
.0
6
0
.6
7
0
.5
5
0
.0
2
0
.7
2
0
.6
7
0
.0
2
0
.4
3
0
.2
9
0
.0
1
0
.3
6
0
.3
1

1
0

0
.2
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
1
1
.0
0
0
.9
8
0
.0
9
0
.9
4
0
.8
2
0
.0
9
0
.8
4
0
.7
7
0
.0
3
0
.8
7
0
.8
4
0
.0
2
0
.5
7
0
.4
0
0
.0
1
0
.4
6
0
.3
8

1
2

0
.3
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
1
0
.9
9
0
.9
5
0
.1
2
0
.9
4
0
.9
1
0
.0
3
0
.9
6
0
.9
4
0
.0
2
0
.7
1
0
.5
2
0
.0
1
0
.5
7
0
.4
7

1
4

0
.3
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
9
1
.0
0
0
.9
9
0
.1
9
0
.9
9
0
.9
7
0
.0
4
0
.9
9
0
.9
8
0
.0
3
0
.8
3
0
.6
5
0
.0
1
0
.6
9
0
.5
8

1
6

0
.4
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.3
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
9
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
1
0
.7
6
0
.0
1
0
.8
0
0
.6
6

1
8

0
.5
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.3
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.4
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.3
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
5
0
.8
5
0
.0
1
0
.8
7
0
.7
5

2
0

0
.5
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.4
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
8
0
.9
2
0
.0
1
0
.9
3
0
.8
3

2
2

0
.6
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.4
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.6
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
9
0
.9
6
0
.0
1
0
.9
7
0
.8
9

2
4

0
.6
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.7
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.6
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
0
.9
8
0
.0
1
0
.9
8
0
.9
3

2
6

0
.6
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.7
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.6
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
1
0
.9
9
0
.9
6

2
8

0
.6
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.7
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
0
.9
8

3
0

0
.5
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.7
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
0
.9
9

3
2

0
.5
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.7
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.4
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
0
.9
9

3
4

0
.5
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.6
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.3
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0

3
6

0
.4
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.6
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.3
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0

3
8

0
.4
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0

4
0

0
.4
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.5
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.4
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
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(д
ля

ро
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ст
но
го

те
ст
а

на
сд
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,
сл
уч
ай

A
R
(1
),
𝑇

=
20

0,
𝜆

=
0.

15

𝜅
𝜑
=

−
0
.8

𝜑
=

−
0.
5

𝜑
=

−
0
.2

𝜑
=

0
𝜑
=

0.
2

𝜑
=

0.
5

𝜑
=

0.
8

𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌

0
0
.0
3
0
.0
8
0
.0
9
0
.0
4
0
.0
8
0
.0
8
0
.0
5
0
.1
0
0
.0
9
0
.0
4
0
.1
2
0
.0
6
0
.0
2
0
.1
3
0
.0
9
0
.0
4
0
.1
8
0
.0
8
0
.0
5
0
.4
2
0
.1
2

2
0
.0
4
0
.1
0
0
.1
8
0
.0
4
0
.1
3
0
.1
4
0
.0
4
0
.1
4
0
.1
2
0
.0
4
0
.1
4
0
.0
9
0
.0
2
0
.1
5
0
.1
1
0
.0
4
0
.1
9
0
.0
9
0
.0
5
0
.4
2
0
.1
2

4
0
.0
4
0
.2
2
0
.5
0
0
.0
4
0
.3
1
0
.3
4
0
.0
4
0
.2
8
0
.2
1
0
.0
4
0
.2
4
0
.1
7
0
.0
2
0
.2
2
0
.1
6
0
.0
4
0
.2
2
0
.1
0
0
.0
5
0
.4
3
0
.1
2

6
0
.0
8
0
.5
4
0
.8
6
0
.0
5
0
.6
4
0
.6
8
0
.0
4
0
.5
2
0
.4
0
0
.0
4
0
.4
2
0
.3
3
0
.0
2
0
.3
4
0
.2
6
0
.0
4
0
.2
7
0
.1
4
0
.0
5
0
.4
4
0
.1
3

8
0
.1
5
0
.8
8
0
.9
8
0
.0
9
0
.9
0
0
.9
2
0
.0
6
0
.7
8
0
.6
6
0
.0
6
0
.6
5
0
.5
6
0
.0
3
0
.5
1
0
.4
2
0
.0
5
0
.3
6
0
.1
9
0
.0
5
0
.4
6
0
.1
4

1
0

0
.2
2
0
.9
9
1
.0
0
0
.1
5
0
.9
9
0
.9
9
0
.0
9
0
.9
4
0
.8
6
0
.0
9
0
.8
4
0
.7
7
0
.0
4
0
.6
9
0
.5
9
0
.0
4
0
.4
6
0
.2
8
0
.0
5
0
.4
8
0
.1
5

1
2

0
.1
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
3
0
.9
9
0
.9
6
0
.1
3
0
.9
5
0
.9
1
0
.0
5
0
.8
3
0
.7
4
0
.0
4
0
.5
6
0
.3
6
0
.0
5
0
.5
0
0
.1
6

1
4

0
.1
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
7
1
.0
0
0
.9
9
0
.1
7
0
.9
9
0
.9
7
0
.0
6
0
.9
3
0
.8
7
0
.0
4
0
.6
7
0
.4
5
0
.0
5
0
.5
3
0
.1
8

1
6

0
.0
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
0
.9
8
0
.9
5
0
.0
4
0
.7
7
0
.5
6
0
.0
5
0
.5
6
0
.1
9

1
8

0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
0
.9
9
0
.9
8
0
.0
4
0
.8
6
0
.6
7
0
.0
5
0
.6
0
0
.2
2

2
0

0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
4
0
.9
1
0
.7
7
0
.0
5
0
.6
3
0
.2
4

2
2

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
6
0
.8
5
0
.0
5
0
.6
7
0
.2
8

2
4

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
8
0
.9
0
0
.0
5
0
.7
1
0
.3
0

2
6

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
0
.9
9
0
.9
5
0
.0
4
0
.7
4
0
.3
3

2
8

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
0
.9
7
0
.0
5
0
.7
8
0
.3
7

3
0

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
5
0
.8
1
0
.4
0

3
2

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
5
0
.8
5
0
.4
5

3
4

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
0
.8
7
0
.4
9

3
6

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
0
.9
0
0
.5
3

3
8

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
0
.9
2
0
.5
7

4
0

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
0
.9
3
0
.6
0
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(д
ля
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но
го

те
ст
а

на
сд
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,
сл
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ай

M
A
(1
),
𝑇

=
20

0,
𝜆

=
0.

15

𝜅
𝜑
=

−
0
.8

𝜑
=

−
0.
5

𝜑
=

−
0
.2

𝜑
=

0
𝜑
=

0.
2

𝜑
=

0.
5

𝜑
=

0.
8

𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌

0
0
.1
9
0
.1
5
0
.7
3
0
.0
7
0
.0
7
0
.2
3
0
.0
6
0
.1
0
0
.1
0
0
.0
4
0
.1
2
0
.0
6
0
.0
2
0
.1
2
0
.0
9
0
.0
3
0
.1
3
0
.0
9
0
.0
1
0
.1
3
0
.1
1

2
0
.1
1
0
.1
9
0
.8
2
0
.0
6
0
.1
1
0
.2
5
0
.0
5
0
.1
3
0
.1
2
0
.0
4
0
.1
4
0
.0
9
0
.0
2
0
.1
4
0
.1
1
0
.0
2
0
.1
4
0
.1
0
0
.0
1
0
.1
4
0
.1
1

4
0
.1
0
0
.4
9
0
.9
3
0
.0
6
0
.3
5
0
.4
1
0
.0
5
0
.2
8
0
.2
1
0
.0
4
0
.2
4
0
.1
7
0
.0
2
0
.2
2
0
.1
8
0
.0
3
0
.1
9
0
.1
4
0
.0
1
0
.1
8
0
.1
4

6
0
.1
4
0
.9
8
1
.0
0
0
.0
6
0
.7
8
0
.7
3
0
.0
5
0
.5
4
0
.3
9
0
.0
4
0
.4
2
0
.3
3
0
.0
2
0
.3
6
0
.3
0
0
.0
2
0
.2
7
0
.1
9
0
.0
1
0
.2
3
0
.1
8

8
0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
0
.9
8
0
.9
5
0
.0
6
0
.8
0
0
.6
5
0
.0
6
0
.6
5
0
.5
6
0
.0
4
0
.5
6
0
.4
8
0
.0
3
0
.4
0
0
.2
9
0
.0
1
0
.3
2
0
.2
5

1
0

0
.2
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
0
.9
5
0
.8
6
0
.0
9
0
.8
4
0
.7
7
0
.0
5
0
.7
4
0
.6
7
0
.0
3
0
.5
5
0
.4
1
0
.0
1
0
.4
3
0
.3
4

1
2

0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
4
0
.9
9
0
.9
6
0
.1
3
0
.9
5
0
.9
1
0
.0
6
0
.8
8
0
.8
2
0
.0
3
0
.6
8
0
.5
4
0
.0
1
0
.5
4
0
.4
3

1
4

0
.1
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
9
1
.0
0
0
.9
9
0
.1
7
0
.9
9
0
.9
7
0
.0
8
0
.9
5
0
.9
2
0
.0
3
0
.8
1
0
.6
7
0
.0
1
0
.6
6
0
.5
3

1
6

0
.1
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
0
.9
9
0
.9
8
0
.0
3
0
.9
1
0
.7
9
0
.0
1
0
.7
8
0
.6
4

1
8

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
2
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
4
0
.9
6
0
.8
8
0
.0
1
0
.8
7
0
.7
5

2
0

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
9
0
.9
4
0
.0
2
0
.9
3
0
.8
3

2
2

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
0
.9
8
0
.0
1
0
.9
7
0
.9
0

2
4

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
1
0
.9
9
0
.9
4

2
6

0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
0
.9
7

2
8

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
0
.9
8

3
0

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
0
.9
9

3
2

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0

3
4

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0

3
6

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0

3
8

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0

4
0

0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
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х
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)
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но
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ь
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х
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рк
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(д
ля

ро
ба
ст
но
го

те
ст
а

на
сд
ви
г)
,
сл
уч
ай

A
R
(1
),
𝑇

=
10

0,
𝜆

=
0.

2

𝜅
𝜑
=

−
0
.8

𝜑
=

−
0.
5

𝜑
=

−
0
.2

𝜑
=

0
𝜑
=

0.
2

𝜑
=

0.
5

𝜑
=

0.
8

𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌

0
0
.0
4
0
.1
1
0
.1
4
0
.0
4
0
.1
2
0
.1
5
0
.0
7
0
.1
5
0
.1
1
0
.0
5
0
.1
7
0
.0
8
0
.0
2
0
.1
8
0
.1
3
0
.0
4
0
.2
4
0
.1
3
0
.0
6
0
.4
4
0
.1
9

2
0
.0
4
0
.1
7
0
.3
0
0
.0
4
0
.2
2
0
.2
4
0
.0
7
0
.2
2
0
.1
5
0
.0
5
0
.2
2
0
.1
2
0
.0
2
0
.2
2
0
.1
6
0
.0
4
0
.2
5
0
.1
3
0
.0
6
0
.4
4
0
.1
9

4
0
.0
3
0
.4
0
0
.7
0
0
.0
3
0
.4
9
0
.5
3
0
.0
6
0
.4
2
0
.2
7
0
.0
5
0
.3
7
0
.2
6
0
.0
2
0
.3
3
0
.2
7
0
.0
4
0
.2
9
0
.1
7
0
.0
6
0
.4
6
0
.2
0

6
0
.0
3
0
.7
6
0
.9
5
0
.0
3
0
.8
2
0
.8
4
0
.0
5
0
.7
0
0
.5
3
0
.0
4
0
.5
9
0
.4
9
0
.0
2
0
.5
2
0
.4
6
0
.0
3
0
.3
8
0
.2
3
0
.0
7
0
.4
8
0
.2
1

8
0
.0
4
0
.9
6
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
7
0
.9
7
0
.0
5
0
.9
0
0
.7
9
0
.0
4
0
.8
0
0
.7
4
0
.0
2
0
.7
1
0
.6
7
0
.0
3
0
.4
8
0
.3
1
0
.0
6
0
.5
0
0
.2
3

1
0

0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
0
.9
8
0
.9
5
0
.0
5
0
.9
4
0
.9
0
0
.0
3
0
.8
7
0
.8
3
0
.0
3
0
.5
9
0
.4
2
0
.0
6
0
.5
3
0
.2
5

1
2

0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
5
0
.9
8
0
.9
8
0
.0
3
0
.9
5
0
.9
3
0
.0
3
0
.7
1
0
.5
4
0
.0
6
0
.5
5
0
.2
7

1
4

0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
9
0
.9
8
0
.0
3
0
.8
1
0
.6
6
0
.0
6
0
.6
0
0
.3
1

1
6

0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.8
9
0
.7
7
0
.0
6
0
.6
4
0
.3
4

1
8

0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
3
0
.8
4
0
.0
6
0
.6
7
0
.3
8

2
0

0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
7
0
.9
1
0
.0
6
0
.7
2
0
.4
2

2
2

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
9
0
.9
5
0
.0
6
0
.7
6
0
.4
7

2
4

0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
0
.9
8
0
.0
6
0
.7
9
0
.5
0

2
6

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
6
0
.8
3
0
.5
5

2
8

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
0
.8
6
0
.6
0

3
0

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
0
.8
9
0
.6
5

3
2

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
0
.9
2
0
.6
9

3
4

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
0
.9
4
0
.7
3

3
6

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
0
.9
5
0
.7
7

3
8

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
0
.9
7
0
.8
1

4
0

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
0
.9
7
0
.8
4
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(д
ля

ро
ба
ст
но
го

те
ст
а

на
сд
ви
г)
,
сл
уч
ай

M
A
(1
),
𝑇

=
10

0,
𝜆

=
0.

2

𝜅
𝜑
=

−
0
.8

𝜑
=

−
0.
5

𝜑
=

−
0
.2

𝜑
=

0
𝜑
=

0.
2

𝜑
=

0.
5

𝜑
=

0.
8

𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌

0
0
.4
4
0
.0
8
0
.5
9
0
.1
3
0
.1
0
0
.4
2
0
.0
9
0
.1
4
0
.1
2
0
.0
5
0
.1
7
0
.0
8
0
.0
2
0
.1
8
0
.1
2
0
.0
2
0
.1
9
0
.1
2
0
.0
1
0
.1
9
0
.1
7

2
0
.3
1
0
.2
7
0
.9
2
0
.1
1
0
.2
1
0
.4
7
0
.0
8
0
.2
2
0
.1
6
0
.0
5
0
.2
2
0
.1
2
0
.0
2
0
.2
2
0
.1
6
0
.0
2
0
.2
1
0
.1
4
0
.0
1
0
.2
1
0
.1
9

4
0
.2
9
0
.7
8
0
.9
8
0
.0
8
0
.5
7
0
.6
5
0
.0
7
0
.4
3
0
.2
7
0
.0
5
0
.3
7
0
.2
6
0
.0
1
0
.3
2
0
.2
5
0
.0
2
0
.2
8
0
.1
9
0
.0
1
0
.2
5
0
.2
3

6
0
.3
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
0
.9
1
0
.8
8
0
.0
6
0
.7
2
0
.5
2
0
.0
4
0
.5
9
0
.4
9
0
.0
2
0
.5
0
0
.4
2
0
.0
2
0
.4
0
0
.2
8
0
.0
1
0
.3
4
0
.3
0

8
0
.3
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
0
.9
8
0
.0
6
0
.9
2
0
.7
9
0
.0
4
0
.8
0
0
.7
4
0
.0
2
0
.6
9
0
.6
2
0
.0
1
0
.5
5
0
.4
0
0
.0
1
0
.4
5
0
.3
9

1
0

0
.3
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
0
.9
9
0
.9
5
0
.0
5
0
.9
4
0
.9
0
0
.0
3
0
.8
5
0
.7
9
0
.0
2
0
.7
0
0
.5
4
0
.0
1
0
.5
8
0
.5
0

1
2

0
.3
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
5
0
.9
8
0
.9
8
0
.0
3
0
.9
5
0
.9
1
0
.0
1
0
.8
3
0
.7
0
0
.0
1
0
.7
1
0
.6
1

1
4

0
.3
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
8
0
.9
7
0
.0
1
0
.9
2
0
.8
2
0
.0
1
0
.8
2
0
.7
2

1
6

0
.2
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
1
0
.9
7
0
.9
1
0
.0
1
0
.9
0
0
.8
2

1
8

0
.2
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
0
.9
9
0
.9
6
0
.0
1
0
.9
5
0
.8
9

2
0

0
.2
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
0
.9
8
0
.0
1
0
.9
8
0
.9
4

2
2

0
.2
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
0
.9
9
0
.9
7

2
4

0
.2
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.1
0
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
0
.9
8

2
6

0
.2
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
9
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
0
.9
9

2
8

0
.2
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0

3
0

0
.2
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0

3
2

0
.2
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0

3
4

0
.2
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0

3
6

0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0

3
8

0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
8
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0

4
0

0
.2
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
7
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
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на
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,
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A
R
(1
),
𝑇

=
20

0,
𝜆

=
0.

2

𝜅
𝜑
=

−
0
.8

𝜑
=

−
0.
5

𝜑
=

−
0
.2

𝜑
=

0
𝜑
=

0.
2

𝜑
=

0.
5

𝜑
=

0.
8

𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌

0
0
.0
3
0
.0
8
0
.0
9
0
.0
4
0
.0
8
0
.0
8
0
.0
5
0
.1
0
0
.0
9
0
.0
4
0
.1
2
0
.0
6
0
.0
2
0
.1
3
0
.0
9
0
.0
4
0
.1
8
0
.0
8
0
.0
5
0
.4
2
0
.1
2

2
0
.0
3
0
.1
2
0
.2
4
0
.0
4
0
.1
5
0
.1
7
0
.0
4
0
.1
6
0
.1
3
0
.0
4
0
.1
6
0
.1
0
0
.0
2
0
.1
6
0
.1
2
0
.0
4
0
.1
9
0
.0
9
0
.0
5
0
.4
2
0
.1
2

4
0
.0
3
0
.3
3
0
.6
8
0
.0
3
0
.4
4
0
.5
0
0
.0
4
0
.3
7
0
.3
0
0
.0
4
0
.3
1
0
.2
4
0
.0
2
0
.2
6
0
.2
1
0
.0
4
0
.2
5
0
.1
2
0
.0
5
0
.4
3
0
.1
3

6
0
.0
3
0
.7
4
0
.9
6
0
.0
3
0
.8
0
0
.8
5
0
.0
3
0
.6
7
0
.5
8
0
.0
3
0
.5
5
0
.4
8
0
.0
2
0
.4
4
0
.3
7
0
.0
4
0
.3
2
0
.1
8
0
.0
5
0
.4
5
0
.1
4

8
0
.0
4
0
.9
7
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
7
0
.9
8
0
.0
3
0
.9
0
0
.8
4
0
.0
4
0
.8
0
0
.7
5
0
.0
2
0
.6
5
0
.5
8
0
.0
4
0
.4
4
0
.2
7
0
.0
5
0
.4
7
0
.1
5

1
0

0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
8
0
.9
6
0
.0
4
0
.9
3
0
.9
2
0
.0
2
0
.8
2
0
.7
7
0
.0
4
0
.5
6
0
.3
9
0
.0
5
0
.5
1
0
.1
8

1
2

0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
0
.9
9
0
.9
8
0
.0
2
0
.9
3
0
.9
0
0
.0
3
0
.6
8
0
.5
0
0
.0
5
0
.5
4
0
.2
0

1
4

0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
0
.9
8
0
.9
6
0
.0
3
0
.7
9
0
.6
3
0
.0
4
0
.5
7
0
.2
2

1
6

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
3
0
.8
8
0
.7
5
0
.0
5
0
.6
1
0
.2
5

1
8

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
4
0
.8
5
0
.0
4
0
.6
5
0
.2
9

2
0

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
7
0
.9
1
0
.0
4
0
.6
9
0
.3
2

2
2

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
0
.9
9
0
.9
6
0
.0
4
0
.7
4
0
.3
8

2
4

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
0
.9
8
0
.0
4
0
.7
8
0
.4
1

2
6

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
0
.9
9
0
.0
4
0
.8
2
0
.4
6

2
8

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.8
5
0
.5
2

3
0

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.8
7
0
.5
6

3
2

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
0
0
.6
1

3
4

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
3
0
.6
6

3
6

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
5
0
.7
1

3
8

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
0
.9
6
0
.7
5

4
0

0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
3
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
7
0
.7
8
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на
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,
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M
A
(1
),
𝑇

=
20

0,
𝜆

=
0.

2

𝜅
𝜑
=

−
0
.8

𝜑
=

−
0.
5

𝜑
=

−
0
.2

𝜑
=

0
𝜑
=

0.
2

𝜑
=

0.
5

𝜑
=

0.
8

𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌
𝑍
𝐴

𝑡 𝐻
𝐿
𝑇
𝑡 𝑃

𝑌

0
0
.1
9
0
.1
5
0
.7
3
0
.0
7
0
.0
7
0
.2
3
0
.0
6
0
.1
0
0
.1
0
0
.0
4
0
.1
2
0
.0
6
0
.0
2
0
.1
3
0
.0
8
0
.0
3
0
.1
3
0
.0
9
0
.0
1
0
.1
3
0
.1
1

2
0
.1
1
0
.2
6
0
.8
7
0
.0
6
0
.1
5
0
.2
8
0
.0
5
0
.1
5
0
.1
4
0
.0
4
0
.1
6
0
.1
0
0
.0
2
0
.1
6
0
.1
1
0
.0
3
0
.1
5
0
.1
1
0
.0
1
0
.1
4
0
.1
2

4
0
.1
0
0
.7
4
0
.9
8
0
.0
4
0
.5
1
0
.5
5
0
.0
4
0
.3
7
0
.2
9
0
.0
4
0
.3
1
0
.2
4
0
.0
2
0
.2
7
0
.2
1
0
.0
2
0
.2
3
0
.1
7
0
.0
1
0
.2
0
0
.1
6

6
0
.1
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
2
0
.9
0
0
.0
4
0
.6
8
0
.5
6
0
.0
3
0
.5
5
0
.4
8
0
.0
2
0
.4
5
0
.3
7
0
.0
2
0
.3
4
0
.2
6
0
.0
1
0
.2
8
0
.2
3

8
0
.1
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
2
0
.8
4
0
.0
4
0
.8
0
0
.7
5
0
.0
2
0
.6
7
0
.5
8
0
.0
2
0
.5
1
0
.4
0
0
.0
1
0
.4
1
0
.3
4

1
0

0
.1
2
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
0
.9
9
0
.9
6
0
.0
4
0
.9
3
0
.9
2
0
.0
2
0
.8
4
0
.7
8
0
.0
2
0
.6
8
0
.5
8
0
.0
1
0
.5
5
0
.4
7

1
2

0
.1
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
0
.9
9
0
.9
8
0
.0
2
0
.9
4
0
.9
1
0
.0
2
0
.8
2
0
.7
2
0
.0
1
0
.6
8
0
.5
9

1
4

0
.1
1
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
4
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
5
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
6
1
.0
0
1
.0
0
0
.0
2
0
.9
8
0
.9
7
0
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Стратегия тестирования на единичый корень при неопределенности относитель-

но сдвига в тренде и начального значения

Исходя из полученных выше результатов, очевидно, что при даже небольших началь-
ных значениях мощность процедур в HLT12 и HLT13 будет значительно падать. Однако
если начальное значение увеличивается, мощность некоторых OLS-тестов на единичный ко-
рень также увеличивается, и эти тесты становятся эффективными. Следовательно, в данном
разделе мы предлагаем стратегию тестирования на единичный корень, которая является ро-
бастной вне зависимости от того, велико или мало начальное значение. Для этого нам нужен
предварительный тест на начальное значение аналогично работе Harvey et al. (2012a). Мы
следуем подходу Harvey and Leybourne (2005) и Harvey and Leybourne (2006) и строим оценку
для начального значения |𝛼| как

|�̂�| =
|𝑦1 − 𝑑1|

�̂�
, (2.81)

где 𝑑1 – подобранное значение детерминированной функции в (2.70) в момент времени 𝑡 = 1,
использующие оценку доли даты сдвига в (2.72), а �̂� – соответствующая оценка стандартного
отклонения ошибок 𝑢𝑡. Оценка |�̂�| будет состоятельной при фиксированной альтернативе, но
не будет состоятельной при локальной альтернативе, как видно из следующей леммы.

Лемма 4 Пусть {𝑦𝑡} порождается согласно (2.70) и (2.71) и выполняются Предположения
7 и 6. Тогда при 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , 0 ≤ 𝑐 <∞

|�̂�| ⇒ |𝐾𝑡𝑏
𝑐 (0, 𝜆0, 𝜅)|√︁∫︀ 1

0
𝐾𝑡𝑏

𝑐 (𝑟, 𝜆0, 𝜅)2𝑑𝑟
,

где 𝐾𝑡𝑏
𝑐 (𝑟, 𝜆0, 𝜅) – процесс остатков от непрерывной по времени регрессии 𝐾𝑐(𝑟) + 𝜅(𝑟 −

𝜆0)(𝑟 > 𝜆0) на пространство, натянутое на {1, 𝑟, (𝑟 − �̂�𝐷𝑚)I(𝑟 > �̂�𝐷𝑚)}, а предельное рас-
пределение для �̂�𝐷𝑚 непосредственно следует из HLT12.

Доказательство этой леммы легко следует из Harvey and Leybourne (2005). Заметим,
что хотя оценка |�̂�| и не является состоятельной оценкой для |𝛼| при локальной альтернати-
ве, она все еще может быть полезной для получения информации об очень высоком значении
|𝛼|. Другими словами, большое значение |�̂�| может быть связано с большими значениями |𝛼|.
Мы применяем простое эвристическое правило, что |�̂�| > 1 указывает на высокое началь-
ное значение. Причина этого заключается в том, что при |𝛼| > 1 мощность эффективного
при малых начальных значениях теста𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 перестает быть выше остальных тестов.18

Асимптотические результаты на основе распределения в Лемме 4 представлены на Рисунке
2.28 для различных 𝑐 и 𝜅. Видно, что данный тест будет сильно либеральным (и искажения
размера уменьшаются при росте 𝑐), однако его все еще можно использовать при неопреде-
ленности относительно начального значения для описываемых ниже процедур в качестве
склонной к риску стратегии. Заметим, что немонотонность мощности для случая 𝜅 = 5
является следствием некорректного оценивания даты сдвига, поскольку этот сдвиг мал, а
начальное значение достаточно высоко.

Теперь мы можем рассмотреть модификацию стратегии 𝐴(𝑠𝜅), преложенную HLT12,19

которую мы называем 𝐴*(𝑠𝜅, 𝑠𝛼), где во всех алгоритмах ниже 𝑠𝜅 и 𝑠𝛼 обозначают тест на

18Данное решающее правило похоже на правило, предложенное в Harvey et al. (2010b), за исключением
того, что Harvey et al. (2010b) использовали усеченный набор данных для оценивания 𝛼 и критическое зна-
чение принималось равным двум. Наш подход приводит к несколько большей мощности теста на начальное
знаечние.

19Мы также рассмотрели стратегию на основе адаптивного объединения отвержений тестов с и без сдвига,
как в HLT12. Но такая стратегия также содержит “долины” мощности и не будет далее рассматриваться.
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Рис. 2.28 – Асимптотическая локальная мощность, 𝑠𝛼
𝑐 = 5 : , 𝑐 = 10 : , 𝑐 = 20 : · 𝑐 = 30 : · · ·

значимость сдвига и тест на высокое начальное значение, а 𝑐𝑣𝜅 и 𝑐𝑣𝛼 – соответствующие им
критические значения. Критические значения и шкалирующие константы даются в таблице
2.13.

Алгоритм 1 Модифицированная стратегия 𝐴*(𝑠𝜅, 𝑠𝛼) определяется следующим образом:

1. Если 𝑠𝜅 ≤ 𝑐𝑣𝜅 и 𝑠𝛼 > 𝑐𝑣𝛼, то использовать тест𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 с критическим значением
𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆;

2. Если 𝑠𝜅 ≤ 𝑐𝑣𝜅 и 𝑠𝛼 ≤ 𝑐𝑣𝛼, то использовать стратегию

Отвергать 𝐻0, если
{︀
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 < 𝛿𝜉 ×𝑚1

𝜉 × 𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆

или 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 < 𝛿𝜉 ×𝑚1
𝜉 × 𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆

}︀
, (2.82)

где 𝑚1
𝜉 – шкалирующая константа для объединения тестов 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 и 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆

с консервативными критическими значениями.

3. Если 𝑠𝜅 > 𝑐𝑣𝜅 и 𝑠𝛼 > 𝑐𝑣𝛼, то использовать тест 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) с критическим
значением 𝑐𝑣𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏

, где 𝑐𝑣𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏
является консервативным критическим значе-

нием для 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚);
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4. Если 𝑠𝜅 > 𝑐𝑣𝜅 и 𝑠𝛼 ≤ 𝑐𝑣𝛼, то использовать стратегию

Отвергать 𝐻0, если
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) < 𝑚2

𝜉 × 𝑐𝑣𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏

или 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 < 𝑚2
𝜉 × 𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆

}︀
, (2.83)

где𝑚2
𝜉 – шкалирующая константа для объединения тестов 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆

𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) и𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆.

Мы подчеркиваем, что тестовая стратегия 𝐴(𝑠𝜅) в HLT12 является частным случаем
𝐴*(𝑠𝜅, 𝑠𝛼) за исключением того, что первая не использует OLS-тесты, какое-либо тестирова-
ние начального значения или какое-либо шкалирование. Другими словами, тестовая страте-
гия 𝐴(𝑠𝜅) не принимает во внимание начальное значение. Важно отметить, что мы использу-
ем только консервативные критические значения для всех тестов, калиброванные для 𝜅 = 0.
Причина заключается в том, что хотя размер всех тестов уменьшается при росте 𝜅, на ко-
нечных выборках при автокоррелированных ошибках размер примерно одинаковый для всех
𝜅. Таким образом, консервативные критические значения позволяют лучше контролировать
размер20. Шкалирующие константы 𝑚1

𝜉 и 𝑚
2
𝜉 нужны для того, чтобы сделать размер равным

номинальному при 𝜅 = 0 для каждого шага алгоритма. Предельное распределение 𝐴*(𝑠𝜅, 𝑠𝛼)
следует из вида предельных представление всех тестов, входящих в стратегию, и применения
CMT.

Идея этой стратегии состоит в следующем. В пункте 1 нет причин полагать, что сдвиг
фактически присутствует в данных, но есть свидетельство в пользу высокого начального зна-
чения. Таким образом, эффективным тестом будет 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 (ZA). В пункте 2 нет причин
полагать ни высокую величину сдвига, ни высокое начальное значение, поэтому следует ис-
пользовать объединение отвержений, включающее тесты𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 и𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆. В пункте
3 есть свидетельство высоких и амплитуды сдвига в тренде, и начального значения, так что
в этом случае эффективным тестом будет 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚). В пункте 4 есть свидетельство
высокого сдвига в тренде, но нет оснований полагать, что начальное значение высоко, поэто-
му необходимо использовать оба теста, 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) и 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆.

Рисунки 2.30 и 2.31 показывают асимптотическую скорректированную на размер мощ-
ность (коррекция выполняется аналогично описанной в предыдущем подразделе, значения
максимального размера приведены в таблице 2.4) для 𝑐 = 30. Асимптотический размер при-
водится на Рисунке 2.29(a).21

Эти результаты соответствуют поведению тестов на единичный корень и предваритель-
ным тестам и показывают робастность предложенных стратегий к различным начальным
значениям. Стратегия 𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) кажется более робастной, поскольку при малом началь-
ном значении кривая мощности находится между 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) и эффективным тестом
𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆, при высоком начальном значении и малом сдвиге стратегия значительно улуч-
шает эффект “долины” мощности теста 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚), а при высоком начальном значе-
нии и большом сдвиге мощность близка к эффективному 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚).

Мы также рассмотрим поведение тестов при DGP (2.70)-(2.71) на конечных выборках,
когда ошибки являются 𝑖.𝑖.𝑑, AR(1) или MA(1), объем выборки – 𝑇 = 150..22 Более точно,
DGP имеет вид

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝛾𝑇𝐷𝑇𝑡(𝜆0) + 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (2.84)

𝑢𝑡 = 𝜌𝑇𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (2.85)

20Результаты для случая с либеральными критическими значениями для больших 𝜅 доступны по запросу.
21Все результаты относительно мощности тестов приводятся только для теста 𝑡𝐻𝐿𝑇 для краткости.
22Число повторений дял симуляций на конечных выборках равно 20000.
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Рис. 2.29 – Асимптотический размер и размер на конечных выборках

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 : , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) : · 𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) :

где 𝛾𝑇 = 𝜅𝑇−1/2, 𝜇 = 𝛽 = 0 без потери общности, 𝑢1 = 𝛼
√︀

1/(1 − 𝜌2𝑇 ), 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 ,
𝑐 ∈ {20, 30}0, 𝛼 ∈ {−6, 0, 6}, и 𝜅 ∈ (0, 15). Ошибки 𝜀𝑡 порождаются согласно или после-
довательности 𝑖.𝑖.𝑑, 𝜀𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1), или AR(1) процессу, 𝜀𝑡 = 0.5𝜀𝑡−1 + 𝑒𝑡 с 𝜀1 = 0, или
MA(1) процессу, 𝜀𝑡 = 𝑒𝑡 − 0.5𝑒𝑡−1, 𝑒1 = 0 с 𝜀1 = 0, 𝑒𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1). Для оценки даты сдвига
(2.72) мы используем 𝐷𝑚 = {0.2, 0.4, 0.6, 0.8,
0.9, 0.95, 0.975, 1}. Значения максимального размера тестов для различных значений 𝜅 при-
ведены в таблице 2.4. Результаты для конечных выборок представлены на Рисунках 2.29(b)-
2.29(d). Для 𝑖.𝑖.𝑑 и AR(1) ошибок размер достаточно близок к номинальному, для MA(1)
ошибок искажения размера намного выше, но это стандартный результат (см. соответству-
ющие таблицы в HLT12 и HLT13).

Результаты относительно мощности представлены на Рисунках 2.30 и 2.31. Качественно
результаты соответствуют асимптотическим, особенно для 𝑖.𝑖.𝑑. случая, 𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) все еще
остается самой робастной стратегией, которую мы рекомендуем использовать на практике.

2.3.4 Дальнейшие обобщения

Исходя из хороших свойств предложенной нами модификации, описанной в предыду-
щем разделе, можно дополнительно обобщить эту модификацию в нескольких направлениях.
Далее мы кратко рассмотрим, указывая соответствующие недостатки, следующие обобще-
ния: наличие более одного структурного сдвига и наличие априорной информации о место-
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Таблица 2.13 – Асимптотические критические значения и шкалирующие константы на
уровне значимости 𝜉

𝜉 0.01 0.05 0.10

𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 -4.37 -3.85 -3.56
𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 -4.79 -4.25 -3.99

𝑐𝑣𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏

-4.74 -4.22 -3.95
𝑚1

𝜉 1.03 1.04 1.04

𝑚2
𝜉 1.03 1.03 1.03

положении сдвига.

2.3.5 Несколько структурных сдвигов

Рассмотренные выше тестовые процедуры очевидно можно обобщить на случай несколь-
ких структурных сдвигов, поскольку если количество сдвигов больше, чем принимается во
внимание при построении тестов, то мощность будет падать до нуля. В качестве тестов на
единичный корень аналогично предыдущим разделам можно рассмотреть два типа тестов,
основанных на OLS- и GLS-детрендировании соответственно. Инфимум-тест, основанный
на GLS-детрендировании, в контексте нескольких структурных сдвигов был предложен в
HLT13, и этот тест является эффективным при малых начальных значениях. Обобщения
тестов, основанных на OLS-детрендировании, строятся аналогичным образом.

Однако возникает проблема построить эффективную комбинацию OLS-тестов в слу-
чае высокого начального значения. Поведение теста 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 при нескольких сдвигах не
исследовано при фиксированной величине этих сдвигов, и непонятно, насколько больши-
ми должны быть сдвиги, чтобы 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 имел сильные либеральные искажения размера.
Если мы найдем эффективную комбинацию OLS-тестов, можно использовать аналогичные
описанным в Разделе 4 процедуры, в качестве предварительного тестирования используя
тесты Kejriwal and Perron (2010a) и Sobreira and Nunes (2016) для определения количества
сдвигов. Однако “долины” мощности для этих процедур могут стать намного более выражен-
ными и возрастать с увеличением количества тестов. Может возникнуть вопрос, имеет ли
смысл в случае, например, трех сдвигов, использовать достаточно сложные комбинации те-
стов, или наилучшим решением будет использовать какой-то один тест. Все эти вопросы мы
оставляем открытыми для будущего исследования. На настоящий момент тест, основанный
на (расширенной) регрессии Дики-Фуллера с оценками долей дат сдвигов согласно проце-
дуре Harvey and Leybourne (2013) (𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) в случае нескольких сдвигов) кажется
наиболее робастным среди обоих типов неопределенности.

Априорная информация о датировке сдвига

Одна из модификаций в контексте тестирования при наличии одного структурного
сдвига была предложена в Harvey et al. (2014). Многие тесты на единичный корень при
наличие структурного сдвига используют тот факт, что сдвиг может происходить в любом
месте ряда, за исключением некоторых значений в начале и в конце ряда. Однако исследова-
тель может знать некоторую априорную информацию о местоположении сдвига в некоторой
окрестности, не зная его местоположения точно. Такой подход был изначально рассмотрен
в Andrews (1993) в контексте общей структурной нестабильности, мотивируя его двумя при-
мерами: значимое политическое событие (или экономическая реформа, война и т.п.) может
происходить в определенный промежуток времени, но неизвестно точно, когда это событие
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произведет эффект; событие может происходить в известную дату, но эффект или ожидае-
мый, или происходит с некоторой задержкой.

Пусть, исходя из априорной информации о датировке сдвига, предполагается, что дей-
ствительная доля даты сдвига 𝜆0 ∈ Λ (𝜏𝑚𝑖𝑑, 𝛿), где Λ (𝜏𝑚𝑖𝑑, 𝛿) – некоторое окно, в котором из-
вестно, что происходит сдвиг. Это окно определяется как Λ (𝜏𝑚𝑖𝑑, 𝛿) = [𝜏𝑚𝑖𝑑 − 𝛿/2, 𝜏𝑚𝑖𝑑 + 𝛿/2],
где 𝛿 > 0 обозначает ширину окна, содержащего допустимую долю даты сдвига, и 𝜏𝑚𝑖𝑑 обо-
значает середину окна. Очевидное требование, чтобы 𝜏𝑚𝑖𝑑 − 𝛿/2 > 0 и 𝜏𝑚𝑖𝑑 + 𝛿/2 < 1.

Тогда все минимизации, рассмотренные в данной работе, выполняются не по всему
множеству Λ = [𝜆𝐿, 𝜆𝑈 ], а по множеству Λ (𝜏𝑚𝑖𝑑, 𝛿). Понятно, что мощность теста увели-
чивается, когда априорно известно больше информации о местоположении действительной
даты сдвига, то есть при уменьшении значения 𝛿. На асимптотические размер и мощность
мало влияет местоположение сдвига внутри выбранного окна. Однако размер и мощность
сильно смещаются вниз при неверной информации о действительном местоположении сдви-
га, и уменьшение возрастает с возрастанием ошибки в этой информации. Таким образом,
все процедуры, рассмотренные в данной работе, можно легко обобщить на случай наличия
априорной информации о местоположении сдвига23. Ox-код для вычисления соответствую-
щих критических значений и шкалирующих констант для различных 𝛿 и 𝜏𝑚𝑖𝑑 доступен на
web-странице автора.

23Отметим, что можно использовать тест 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 при всех 𝜅, если известно, что сдвиг происходит во
второй половине выборки.



112

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(a) 𝛼 = −6

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(b) 𝛼 = −6

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(c) 𝛼 = 0

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(d) 𝛼 = 0

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(e) 𝛼 = 6

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

κ

(f) 𝛼 = 6

Рис. 2.30 – Асимптотическая локальная мощность (слева) и мощность на конечных
выборках с 𝑖.𝑖.𝑑. ошибками (справа), 𝑐 = 30

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 : , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) : · 𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) :
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Рис. 2.31 – Мощность на конечных выборках с 𝐴𝑅(1) ошибками (слева) и мощность на
конечных выборках с 𝑀𝐴(1) ошибками (справа), 𝑐 = 30

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 : , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) : · 𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) :
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3 Анализ динамических свойств российских временных рядов

3.1 Тестирование структурных сдвигов в долгосрочных темпах

роста российской экономики

Сложившиеся в последние годы тенденции в динамике ВВП РФ не вызывают какого-
либо оптимизма, особенно на фоне весьма интенсивного экономического развития до кризиса
2008-2009 гг. (ВВП в среднем увеличивался на 7% в год). Во многих исследованиях наблюда-
емое замедление экономического роста связывается с проблемами отечественной экономики
внутреннего характера, с исчерпанием факторов восстановительного роста после трансфор-
мационного спада и с замедлением роста структурной компоненты выпуска (см., например:
(Дробышевский and Полбин, 2015); (Идрисов и Синельников-Мурылев, 2014), (Кудрин и Гур-
вич, 2014)). Но может быть и другое более простое объяснение наблюдаемых низких темпов
роста в последние семь лет: внешние факторы экономического развития. В частности, рас-
тущие нефтяные цены до 2008 года являлись превалирующим фактором роста российской
экономики. Период бурного роста нефтяных цен давно прекратился, поэтому какого-либо
значительного экономического роста в последние семь лет не наблюдалось.

Мы делаем попытку выявить природу изменений в экономическом росте РФ и отве-
тить на вопрос, объясняется ли наблюдаемое замедление темпов роста российского ВВП в
последние несколько лет сугубо внешнеэкономическими условиями, или в отечественной эко-
номике также происходили изменения внутренних долгосрочных факторов роста. Ответ на
поставленный вопрос о наличии сдвигов в долгосрочном росте структурной компоненты, на
наш взгляд, не является очевидным и требует формального статистического тестирования.

Для иллюстрации на рисунке 3.1 мы сопоставили временной ряд логарифма сезонно
скорректированногно уровня ВВП РФ в постоянных ценах 2003 года

log𝐺𝐷𝑃 *
𝑡 = 8.3 + 0.005𝑡+ 0.2 log 𝑝𝑜𝑖𝑙𝑡 + 0.01𝜀𝑡, (3.1)

где log 𝑝𝑜𝑖𝑙𝑡 – логарифм реальных цен на нефть марки Brent (дефлированных на сезонно
сглаженный индекс потребительских цен США)1, 𝑡 – тренд (единица измерения - квартал),
𝜀𝑡 ∼ 𝑁(0, 1) – случайная ошибка.

Здесь мы предположили наличие долгосрочной зависимости реального ВВП от реаль-
ных нефтяных цен с эластичностью по реальным ценам на нефть, равной 0.2. Аналогичные
по величине оценки долгосрочной эластичности ВВП РФ по ценам на нефть были получены
в работах (Beck et al., 2007), (Kuboniwa, 2014), (Rautava, 2013). Также мы предположили уме-
ренные долгосрочные темпы роста структурной компоненты ВВП 2% в год (0.5% в квартал)
Как показано на Рисунке 3.1, искусственно смоделированный временной ряд демонстрирует
схожие тенденции с фактической динамикой реального ВВП РФ. Как и для ВВП РФ в нем
можно выделить три отчетливых сегмента с существенно различными средними темпами
роста. Соответственно, гипотеза о том, что наблюдаемые изломы реального ВВП РФ обу-
словлены сугубо внешнеэкономическими факторами, представляется оправданной. Если же
предположить, что зависимость отечественного выпуска от нефтяных цен в долгосрочной
перспективе близка к нулю, то наблюдаемые изломы в трендовой функции ВВП РФ долж-
ны объясняться сдвигами в долгосрочных темпах роста его структурной компоненты. Таким
образом, причины недавнего экономического спада неясны.

Решение поставленной задачи идентификации структурных сдвигов может иметь ряд
важных практических применений. Во-первых, наличие сдвигов нужно учитывать при по-
строении прогнозов, особенно долгосрочных, так как стандартные эконометрические методы

1Источник данных для цен на нефть: International Financial Statistics, IMF. Источник данных для сезонно
сглаженного индекса потребительских цен США: Federal Reserve Economic Data (FRED)
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Рис. 1. Временной ряд логарифма реального ВВП 
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второго порядка. Соответственно, в дальнейшем под темпом роста ВВП мы будем понимать 

log tGDP . 
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Логарифм реального ВВП РФ

Смоделированный временной ряд

Рис. 3.1 – Временной ряд логарифма реального ВВП

без учета сдвигов могут давать сильно смещенные и несостоятельные оценки параметров
процесса порождения данных.

Во-вторых, соответствующие смещения параметров могут приводить к неправильной
идентификации фазы делового цикла (Perron and Wada, 2009) и неверным рекомендациям
по выработке мер денежно-кредитной политики в области стимулирования выпуска.

3.1.1 Результаты одномерного статистического анализа

Классические работы по тестированию структурных сдвигов в долгосрочных темпах
роста опираются на одномерное представление исследуемого временного ряда (см., напри-
мер: (Perron, 2006), (Aue, 2012), (Jandhyala et al., 2016)). И в настоящем разделе мы применим
базовый аппарат одномерных статистических тестов в качестве отправной точки исследова-
ния.

Оценивание количества структурных сдвигов

В эмпирическом анализе мы использовали ВВП российской экономики с 1 кв. 1995 г. по
2 кв. 2015 г. в постоянных ценах 2003 г., который был построен сцеплением временных рядов
в постоянных ценах 2003 г. и 2008 г. Из полученного ряда была удалена мультипликативная
сезонная компонента с помощью фильтра X-12-ARIMA в программном пакете Eviews, после
чего ряд был прологарифмирован.

На первом шаге мы хотим тестировать количество структурных сдвигов. Если ряд
логарифма ВВП является стационарным, то тестировать количество структурных сдвигов
можно на основе следующей модели:

log𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝜇0 + 𝛽0𝑡+ 𝜇1𝐷𝑈𝑡

(︀
𝑇 0
1

)︀
+ 𝛽1𝐷𝑇𝑡

(︀
𝑇 0
1

)︀
+ . . .

+𝜇𝑚𝐷𝑈𝑡

(︀
𝑇 0
𝑚

)︀
+ 𝛽𝑚𝐷𝑇𝑡

(︀
𝑇 0
𝑚

)︀
+ 𝑢𝑡 (3.2)

𝑢𝑡 = 𝛼𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡 (3.3)

где 𝑇 0
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 – даты структурных сдвигов, 𝐷𝑈𝑡(𝑇

0
𝑗 ) = 𝐼(𝑡 > 𝑇 0

𝑗 ) — переменная,
отвечающая за сдвиг в уровнях, 𝐷𝑇𝑡(𝑇 0

𝑗 ) = (𝑡 − 𝑇 0
𝑗 )𝐼(𝑡 > 𝑇 0

𝑗 ) — переменная, отвечающая за
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изменение наклона тренда, 𝐼(∙) — индикатор-функция, а ошибки 𝜀𝑡 являются стационарным
процессом.

Другими словами, если процесс log𝐺𝐷𝑃𝑡 является стационарным относительно детер-
минированной компоненты, то |𝛼| < 1 и можно получать обычные статистические выводы
на основе оценивания данной регрессии в уровнях, то есть равномерно наиболее мощными
несмещенными (UMPU, uniformly most powerful unbiased) тестами для проверки гипотез о
коэффициентах 𝜇𝑗 и 𝛽𝑗,𝑗 = 1, . . . ,𝑚, будут обычные 𝑡-тесты. Если процесс имеет единичный
корень, то 𝛼 = 1 и для построения равномерно наиболее мощных несмещенных тестов на
коэффициенты в модели необходимо переходить к модели в первых разностях следующего
вида:

∆ log𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝛽0 + 𝜇1𝐷𝑡

(︀
𝑇 0
1

)︀
+ 𝛽1𝐷𝑈𝑡

(︀
𝑇 0
1

)︀
+ . . .+ 𝜇𝑚𝐷𝑡

(︀
𝑇 0
𝑚

)︀
+ 𝛽𝑚𝐷𝑈𝑡

(︀
𝑇 0
𝑚

)︀
+ ∆𝑢𝑡, (3.4)

где 𝐷𝑡(𝑇
0
𝑗 ) = 𝐼(𝑡 = 𝑇 0

𝑗 ), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
При неправильном выборе порядка интегрированности тесты на значимость коэффици-

ентов при переменных, отвечающих за сдвиги, будут приводить к ложным выводам (либо пе-
реоценивать количество сдвигов, либо недооценивать). Для решения проблемы определения
количества сдвигов мы используем процедуру (Sobreira and Nunes, 2016), которая является
робастной к порядку интегрированности исходного ряда. Мы также рассмотрели в нашем
исследовании процедуру (Kejriwal and Perron, 2010a). Однако, хотя данная процедура явля-
ется состоятельной, ее сложно использовать на малых выборках (поскольку она основана на
подвыборках меньшего размера каждый следующий шаг).

Процедура (Sobreira and Nunes, 2016) аналогична процедуре для стационарного слу-
чая, предложенной в работе (Bai and Perron, 1998), и заключается в следующем. Сначала
тестируется гипотеза об отсутствии сдвига с помощью построения определенной статистики,
о которой будет сказано ниже, против альтернативы о наличии одного сдвига. Если гипотеза
не отвергается, процедура останавливается. В противном случае оценивается дата сдвига на
основе минимизации суммы квадратов остатков по всем возможным датам сдвига. После
этого оцененная дата сдвига фиксируется в модели, и производится тестирование гипотезы
об отсутствии дополнительного сдвига против альтернативы о его наличии (это эквивалент-
но тестирования гипотезы о наличии только одного сдвига против альтернативы о наличии
двух сдвигов). Снова при неотвержении гипотезы процедура останавливается. В противном
случае производится оценивание дат двух сдвигов путем глобальной минимизации суммы
квадратов остатков, а затем производится тестирование наличия дополнительного, третьего
сдвига. И так далее.

Тестовая статистика, проверяющая нулевую гипотезу о наличии 𝑙 сдвигов против аль-
тернативы, что сдвигов 𝑙 + 1, строится как:

𝐹 *
𝜆 (𝑙 + 1|𝑙) = 𝜆

(︁
𝑆0(�̂�1, . . . , �̂�𝑙+1), 𝑆1(�̃�1, . . . , �̃�𝑙+1)

)︁
× 𝐹 *

0 (𝑙 + 1|𝑙)+

+𝑏
𝑙+1|𝑙
𝜉

[︁
1 − 𝜆

(︁
𝑆0(�̂�1, . . . , �̂�𝑙+1), 𝑆1(�̃�1, . . . , �̃�𝑙+1)

)︁]︁
× 𝐹 *

1 (𝑙 + 1|𝑙)
, (3.5)

где 𝐹 *
0 (𝑙 + 1|𝑙) = max1≤𝑖≤𝑙+1 𝐹

(𝑖)
0 , 𝐹 *

1 (𝑙 + 1|𝑙) = max1≤𝑖≤𝑙+1 𝐹
(𝑖)
1 , а 𝐹 (𝑖)

0 и 𝐹
(𝑖)
1 – 𝐹 -тесты для

проверки гипотезы об отсутствии дополнительного сдвига в 𝑖-ом сегменте в случае I(0) и
I(1) ошибок, соответственно, 𝑏𝑙+1|𝑙

𝜉 – шкалирующая константа.

Также здесь 𝑆0(�̂�1, . . . , �̂�𝑙+1) и 𝑆1(�̃�1, . . . , �̃�𝑙+1) — KPSS-тесты при количестве сдвигов,
равном 𝑙+1. KPSS-статистика при заданном количестве сдвигов это обычная KPSS-статистика,
в которой используются остатки от регрессии исходного временного ряда на соответствую-
щую детерминированную компоненту. Оценки долей дат сдвигов �̂�1, . . . , �̂�𝑙+1 и �̃�1, . . . , �̃�𝑙+1

получены на основе минимизации сумм квадратов остатков для моделей в уровнях и в пер-
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вых разностях соответственно. Шкалирующая функция 𝜆(·) построена таким образом, чтобы
асимптотически выбирать нужную статистику для случаев I(0) и I(1). Другими словами, ес-
ли ошибки являются I(0), то 𝜆(·) → 1 и 𝐹 *

𝜆 (𝑙 + 1|𝑙) = 𝐹 *
0 (𝑙+1|𝑙), а если ошибки являются I(1),

то 𝜆(·) → 0 и 𝐹 *
𝜆 (𝑙 + 1|𝑙) = 𝑏

𝑙+1|𝑙
𝜉 𝐹 *

1 (𝑙+ 1|𝑙). Шкалирующая константа 𝑏𝑙+1|𝑙
𝜉 предназначена для

того, чтобы вне зависимости от порядка интегрированности ошибок критические значения
были бы одинаковыми.

В (Sobreira and Nunes, 2016) обозначается известная проблема, что если сдвиги имеют
противоположные знаки, их сложно обнаружить на конечных выборках последовательны-
ми процедурами, даже если они умеренной величины. Конкретнее, в этой ситуации 𝐹 *

𝜆 (1|0)
имеет низкую мощность, и процедура останавливается уже на первом шаге. Возможная мо-
дификация для предотвращения этого явления – при неотвержении гипотезы об отсутствии
одного сдвига дополнительно тестировать, например, гипотезу об отсутствие сдвигов против
альтернативы, что в данных имеется два сдвига. Если гипотеза об отсутствии не отвергается,
тогда мы заключаем, что сдвигов в действительности нет. В противном случае переходим к
тесту 𝐹 *

𝜆 (3|2).
Мы используем тест (Sobreira and Nunes, 2016), описанный выше, для определения ко-

личества сдвигов в ряде. Результаты приведены в таблице 3.1. Как показано в таблице, тест
F(1|0) отвергает нулевую гипотезу об отсутствии одного сдвига в пользу одного сдвига, на
втором шаге тест F(2|1) отвергает гипотезу о наличии только одного сдвига против альтерна-
тивы о наличии двух сдвигов, а на третьем шаге тест F(3|2) не отвергает гипотезу о наличии
только двух сдвигов.

Таблица 3.1 – Результаты последовательных тестов на определения количества сдвигов

𝐹 *
𝜆 (1|0) 𝐹 *

𝜆 (2|1) 𝐹 *
𝜆 (3|2)

Значение статистики 11.39** 13.05** 9.12
1% критическое значение 12.91 15.16 16.16
5% критическое значение 9.41 10.97 11.80
10% критическое значение 7.68 9.33 10.38

Тестирование гипотезы единичного корня при наличии структурных сдвигов и

их датировка

После того как мы определили количество сдвигов во временном ряде с помощью ро-
бастной к порядку интегрированности процедуры, мы можем тестировать гипотезу о наличии
единичного корня условно на полученном количестве сдвигов. После этого на основе модели
либо в уровнях, либо в разностях, мы можем уточнить наши результаты о количестве сдвигов
(используя подход (Bai and Perron, 1998), разработанный для стационарных моделей). В ка-
честве первого подхода тестирования гипотезы о наличии единичного корня мы используем
подход, предложенный в работе (Skrobotov, 2017), в котором используется тестовая регрессия
Дики–Фуллера, использующая в своей основе оценку даты сдвига, предложенную в (Harvey
and Leybourne, 2013) (см. раздел 2.3.3). Обозначим этот тест как 𝐴𝐷𝐹 −𝑂𝐿𝑆(𝑇𝐷

1 , 𝑇
𝐷
2 ). В до-

полнение мы также приводим статистику𝑀𝐷𝐹 −𝐺𝐿𝑆2, предложенную в работе (Harvey and
Leybourne, 2013), основанную на минимизации тестовой статистики в ADF-регрессии на осно-
ве GLS-детрендированных данных. Кроме этого мы можем тестировать обратную гипотезу,
гипотезу о стационарности, при наличии двух сдвигов. Для тестирования такой гипотезы
мы используем подход (Carrion-i-Silvestre and Sansó-i-Rosselló, 2005), где использовался тест
KPSS для случая двух сдвигов. Мы используем два варианта оценивания долгосрочной дис-
персии ошибок: тест 𝐾𝑃𝑆𝑆𝑆𝑃𝐶

2 с использованием подхода (Sul et al., 2005) и тест 𝐾𝑃𝑆𝑆𝐾
2 с

использованием подхода (Kurozumi, 2002).
Результаты тестирования приведены в таблице 3.2. Полученные оценки дат сдвигов
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определяются в следующие моменты времени: 2 кв. 1998 г. и 3 кв. 2008 г. Ни тест 𝐴𝐷𝐹 −
𝑂𝐿𝑆(𝑇𝐷

1 , 𝑇
𝐷
2 ), ни тест 𝑀𝐷𝐹 − 𝐺𝐿𝑆2 не отвергают нулевую гипотезу о наличии единичного

корня ни на одном разумном уровне значимости. Тест 𝐾𝑃𝑆𝑆𝑆𝑃𝐶
2 с использованием подхода

[Sul et al., 2005] к оценке долгосрочной дисперсии не отвергает гипотезу о стационарности,
тест 𝐾𝑃𝑆𝑆𝐾

2 с использованием подхода [Andrews, 1991; Kurozumi, 2002] к оценке долгосроч-
ной дисперсии отвергает гипотезу о стационарности на 1% уровне. Учитывая, что один из
тестов на стационарность отвергает нулевую гипотезу на 1% уровне значимости, мы ориен-
тируемся на этот результат и отвергаем гипотезу о стационарности. Таким образом, нулевая
гипотеза о наличии единичного корня не отвергается, а нулевая гипотеза стационарности
отвергается.

Таблица 3.2 – Результаты тестов на единичный корень и стационарность

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆2 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(𝑇𝐷
1 , 𝑇

𝐷
2 ) 𝐾𝑃𝑆𝑆𝑆𝑃𝐶

2 𝐾𝑃𝑆𝑆𝐾
2

Значение статистики -3.59 -2.59 0.014 0.060***
1% критическое значение -5.04 -5.91 0.057 0.057
5% критическое значение -4.56 -5.37 0.044 0.044
10% критическое значение -4.29 -5.12 0.038 0.038

Не отвергнув гипотезу единичного корня, теперь мы переходим к модели в первых
разностях и тестируем гипотезу о наличии сдвигов с помощью подхода (Bai and Perron,
1998, 2003) для уточнения результатов. На первом шаге мы снова оцениваем количество и
даты структурных сдвигов для временного ряда в первых разностях. Тестирование гипотезы
о том, что во временном ряде нет сдвигов против альтернативы о том, что существует один
сдвиг, приводит к неотвержению нулевой гипотезы тестом sup𝐹 (1|0), см. таблицу 3.3. Однако
мы отвергаем нулевую гипотезу об отсутствии сдвигов против альтернативы о наличии двух
сдвигов тестом sup𝐹 (2|0). Данная гипотеза отвергается даже на 1% уровне значимости.
После этого переходим к тесту sup𝐹 (3|2), который уже не отвергает гипотезу о наличии
двух сдвигов в пользу трёх. Даты сдвигов оцениваются в 3 кв. 1998 г. и 2 кв. 2008 г., и
отличаются от предшествующих оценок на один квартал.

Таблица 3.3 – Результаты последовательных тестов на определение количества сдвигов в
модели для первых разностей

sup𝐹 (1|0) sup𝐹 (2|0) sup𝐹 (3|2)
Значение статистики 4.62 10.34*** 1.53

1% критическое значение 12.29 9.36 13.89
5% критическое значение 8.58 7.22 10.13
10% критическое значение 7.04 6.28 8.51

Кроме этого мы также можем оценить количество сдвигов на основе информационных
критериев, таких как BIC и LWZ (Liu et al., 1997) В таблице 3.4 приводятся значения ин-
формационных критериев. Согласно обоим критериям наилучшей моделью является модель
с двумя сдвигами (минимальные значения обозначены звездочкой).

Таблица 3.4 – Значения информационных критериев для различного количества сдвигов

Количество
сдвигов

0 1 2 3 4 5

BIC -7.98 -8.03 -8.20* -8.10 -8.00 -7.90
LWZ -7.97 -7.93 -8.02* -7.84 -7.66 -7.47
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Таким образом, результаты проведенного одномерного статистического анализа сви-
детельствуют в пользу того, что временной ряд логарифма реального ВВП РФ является
интегрированным первого порядка с двумя структурными сдвигами. В следующем разделе
мы расширяем наш анализ на коинтегрирующую регрессию, поскольку два сдвига могли
обнаружиться просто из-за специфического характера временного ряда цен на нефть на ко-
нечной выборке.

3.1.2 Сдвиги в коинтегрирующей регрессии

В данной части работы тестируется наличие сдвига в долгосрочных темпах роста струк-
турной компоненты реального ВВП РФ. Мы будем предполагать, что уровень нефтяных цен
оказывает долгосрочное влияние на российский реальный ВВП, что можно формализовать
в виде следующего коинтеграционного соотношения:

log𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝛾 log 𝑝𝑜𝑖𝑙𝑡 + 𝑢𝑡, (3.6)

где 𝛾 — долгосрочная эластичность реального ВВП по ценам на нефть, 𝑢𝑡 — стационарный
стохастический процесс.

Аналогичный вид долгосрочной зависимости, в которой в коинтеграционное соотно-
шение для логарифма реального ВВП входит детерменированный тренд и логарифм цен на
нефть, использовался в эконометрическом анализе российской экономики в работах (Kuboniwa,
2014), (Rautava, 2013).

В целом, стационарный процесс 𝑢𝑡 может содержать в себе как шоки нефтяных цен,
так и шоки структурной компоненты, независящие от нефтяных цен. Но по определению
эффект 𝑢𝑡 на ВВП затухает с течением времени, и, соответственно, 𝛽 представляет собой
долгосрочные темпы роста структурной компоненты реального ВВП.

С теоретической точки зрения положительную зависимость (3.6) уровня ВВП экспор-
тоориентированной страны от реальных цен на нефть можно обосновать с помощью неоклас-
сической теории через канал накопления капитала. Например, в работе (Esfahani et al., 2014)
для обоснования положительной зависимости уровня производства товаров и услуг нефте-
добывающих стран от уровня нефтяных цен использовалась модификация модели Солоу, в
которой определенная доля выручки от продажи нефти сберегалась в виде накопления физи-
ческого капитала. Таким образом, более высокий уровень нефтяных цен соответствует более
высокому уровню капитала в экономике и выпуска. В моделях типа Рамсея, когда решения о
сбережениях и инвестициях являются результатом оптимизационных задач агентов, уровень
капитала в экономике может возрастать из-за увеличивающихся относительных цен в неф-
теэкспортирующем секторе и в секторах производства неторгуемых товаров (см., например,
(Идрисов и др., 2014)). Более высокий уровень относительных цен увеличивает доходность
капитала и стимулирует инвестиции.

Несомненно, возможны и отрицательные последствия от роста мировых цен для реаль-
ного ВВП за счёт отвлечения факторов производства из торгуемого сектора за исключением
энергоресурсов, в котором может наблюдаться более высокий темп роста производительности
по сравнению с другими секторами, за счёт ухудшения институциональной среды и других
каналов негативного влияния на выпуск в контексте голландской болезни (см., например:
(Mehlum et al., 2006), (Sachs and Warner, 1997)).

Наличие детерминированного тренда в уравнении (3.6) говорит о том, что при фиксиро-
ванном уровне реальных цен на нефть и в условиях отсутствия случайных шоков экономика
растет постоянным темпом 𝛽 (возможно в условиях наличия структурных сдвигов в дан-
ном показателе). Мы будем придерживаться неоклассических моделей экзогенного роста и
детерминированный тренд в уравнении (3.6) будем интерпретировать в качестве долгосроч-
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ного роста эффективности труда во всех секторах экономики, который обеспечивает наличие
траектории сбалансированного роста реального ВВП.

Придерживаясь данной интерпретации, мы допускаем только непрерывные изменения
в детерминированной компоненте реального ВВП во время структурного сдвига. Предпола-
гается, что во время структурного сдвига может поменяться только угол наклона детермини-
рованного тренда без изменения его уровня. Тем не менее, в нашей модели резкие изменения
потенциального ВВП возможны за счет резкого изменения нефтяных цен. Искомую модель
(3.6) при m сдвигах в долгосрочных темпах роста структурной компоненты ВВП можно
записать в виде:

log𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝜇+ 𝛽0𝑡+ 𝛽1𝐷𝑇𝑡(𝑇1) + ...+ 𝛽𝑚𝐷𝑇𝑡(𝑇𝑚) + 𝛾 log 𝑝𝑜𝑖𝑙𝑡 + 𝑢𝑡, (3.7)

где 𝐷𝑇𝑡(𝑇𝑖) = (𝑡− 𝑇𝑖)𝐼(𝑡 > 𝑇𝑖) для 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Тестирование наличия сдвигов в коинтегрирующей регрессии

Перейдем к формальным статистическим процедурам. В настоящей части работы про-
тестируем наличие сдвигов в коинтегрирующей регрессии. Однако, насколько нам известно,
в эконометрической литературе на текущий момент ещё не предлагалась процедура опре-
деления количества сдвигов в детерминированном тренде в коинтегрирующей регрессии. В
работе (Bai et al., 1998) авторы рассмотрели построение доверительного интервала для даты
сдвига в тренде в коинтегрирующей регрессии, но не анализировали проблему тестирования
наличия данного сдвига. В работе (Kejriwal and Perron, 2010b) были разработаны тесты, ко-
торые тестируют значимость структурных сдвигов в коинтегрирующей регрессии, а также
последовательные тесты, позволяющие определить количество этих сдвигов. Однако авторы
рассмотрели сдвиги только в константе.

Следуя работе (Kejriwal, 2008), на первом этапе определения количества сдвигов в дол-
госрочных темпах роста структурной компоненты реального ВВП РФ воспользуемся инфор-
мационными критериями BIC и LWZ ((?)). Мы применяем те же самые критерии и для
временного ряда log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 , смоделированного согласно уравнению (3.1), который по постро-
ению не имеет сдвигов в долгосрочных темпах роста структурной компоненты, но визуально
демонстрирует наличие двух изломов в угле наклона. Результаты приведены в таблице 3.5.

Таблица 3.5 – Значения информационных критериев для различного количества сдвигов

Количество
сдвигов

0 1 2 3 4 5

BIC log𝐺𝐷𝑃𝑡 -6.32 -6.75 -8.25* -8.20 -8.18 -8.08
log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 -9.15* -9.10 -8.99 -8.86 -8.72 -8.58
LWZ log𝐺𝐷𝑃𝑡 -6.29 -6.60 -7.98* -7.80 -7.65 -7.43

log𝐺𝐷𝑃 *
𝑡 -9.13* -8.96 -8.71 -8.47 -8.19 -7.92

Как показано в таблице 3.5, для коинтегрирующей регрессии оба критерия говорят
о наличии двух сдвигов в долгосрочных темпах роста структурной компоненты реального
ВВП РФ log𝐺𝐷𝑃𝑡, а для искусственно смоделированного нами ряда log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 критерии не
обнаруживают никаких сдвигов.

Однако, хотя и информационные критерии состоятельно оценивают количество сдви-
гов, хотелось бы иметь формальные тесты и уровень значимости, на котором обнаружива-
ются сдвиги. Мы будем использовать подход (Kejriwal and Perron, 2010b), допуская сдвиги в
тренде и используя критические значения, полученные на основе симуляций Монте-Карло.
Подход (Kejriwal and Perron, 2010b) аналогичен (Bai and Perron, 1998) в контексте коинте-
грирующей регрессии, и тестовые статистики строятся следующим образом. Для проверки
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гипотезы об отсутствии сдвигов против альтернативы, что имеется k сдвигов, строится ста-
тистика:

sup𝐹 (𝑘|0) = sup
𝜆∈Λ

𝑆𝑆𝑅0 − 𝑆𝑆𝑅𝑘

�̂�2
,

где 𝜆 – вектор долей дат сдвигов, Λ — допустимое множество долей сдвигов, 𝑆𝑆𝑅0 – сумма
квадратов остатков при нулевой гипотезе об отсутствии сдвигов, 𝑆𝑆𝑅𝑘 — сумма квадра-
тов остатков при альтернативной гипотезе о наличии k сдвигов, �̂�2 – оценка долгосрочной
дисперсии ошибок 𝑢𝑡 в коинтегрирующей регрессии.

Последовательные тесты 𝐹 (𝑙 + 1|𝑙) строится как 𝐹 (𝑙 + 1|𝑙) = max1≤𝑖≤𝑙+1 𝐹
(𝑖), где 𝐹 (𝑖)

является F -статистикой для проверки дополнительного сдвига в коинтегрирующей регрес-
сии2. Для каждого шага используются оценки дат сдвигов, полученных путем минимизации
сумм квадратов остатков по всем возможным датам сдвигов (состоятельность этих оценок
доказывается в (Kejriwal and Perron, 2008)). Асимптотические критические значения для те-
стов sup𝐹 (𝑘|0) и 𝐹 (𝑙+1|𝑙) получены на основе симуляций Монте-Карло с 20000 повторений,
используя размер выборки длиной 1000 на основе процесса порождения данных при нулевой
гипотезе.

Результаты приведены в таблице 3.63. Гипотеза об отсутствии сдвигов в долгосрочных
темпах роста структурной компоненты реального ВВП РФ не отвергается в пользу гипотезы
о наличии одного сдвига, но отвергается на 10%-ном уровне значимости в пользу гипоте-
зы о наличии двух сдвигов. Как уже было отмечено для одномерных тестов, неотвержение
гипотезы об отсутствии сдвигов в пользу одного сдвига и отвержение данной гипотезы в
пользу двух сдвигов может быть обусловлено разными знаками в изменениях угла наклона
долгосрочного роста. Затем мы тестируем гипотезу о наличии двух сдвигов против альтер-
нативы, что сдвигов три, и тест не отвергает нулевую гипотезу. В условиях того, что оба
информационных критерия выбирают два сдвига, а 10%-ный уровень значимости являет-
ся приемлемым при малом количестве наблюдений, мы приходим к выводу, что сдвигов в
долгосрочных темпах роста структурной компоненты реального ВВП РФ было два. Мы про-
водим аналогичную процедуру для искусственно смоделированного нами ряда log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 и
заключаем, что он не содержит сдвигов.

Таблица 3.6 – Результаты последовательных тестов на определение количества сдвигов в
коинтегрирующей регрессии

sup𝐹 (1|0) sup𝐹 (2|0) sup𝐹 (3|2)
Значение статистики для log𝐺𝐷𝑃𝑡 4.86 4.42* 6.92
Значение статистики для log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 4.83 3.62 -
1% критическое значение 9.22 6.83 11.88
5% критическое значение 6.21 5.04 8.60
10% критическое значение 4.95 4.14 7.13

Тестирование наличия коинтеграции и оценка параметров модели

Отметим, что хотя мы обнаружили два сдвига, тесты типа (Kejriwal and Perron, 2010b)
основаны на предположении, что существует коинтеграция и ошибки являются стационарны-
ми. Однако в случае отсутствия коинтеграции количество сдвигов переоценивается. Поэтому

2Эти тесты используют оценвиание долгосрочной дисперсии на основе остатков и при нулевой, и при
альтернативной гипотезе. То есть остатки при нулевой гипотезе используются для вычисления это оценки
(с квадратичным спектральным ядром), но для вычисления ширины окна (основанном на методе (Andrews,
1991)) исопльзуются остатки при альтернативной гипотезе.

3Количество опережающих и запаздывающих разностей для регрессий, по которым строятся 𝐹 -
статистики, выбирается согласно BIC.
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нужно проверить гипотезу о том, что переменные действительно коинтегрированы при усло-
вии того, что количество сдвигов равно выбранному с помощью используемого нами подхода.
Тогда при нахождении статистических свидетельств о коинтегрированности анализируемых
временных рядов идентифицированное количество сдвигов будет корректным.

Обычным подходом для проверки рядов на коинтегрированность является оценивание
коинтегрирующей регрессии, а затем тестирование ряда полученных остатков на наличие
единичного корня (отсутствие коинтеграции) или на стационарность (наличие коинтегра-
ции), см. (Engle and Granger, 1987) и (MacKinnon, 2010).

Наличие структурных сдвигов также влияет на результаты тестов на наличие или от-
сутствие коинтеграции. Например, если мы тестируем гипотезу об отсутствии коинтеграции,
эта гипотеза будет часто не отвергаться, если в коинтегрирующей регрессии содержатся
структурные сдвиги (см., например: (Gregory and Hansen, 1996)). С другой стороны, гипоте-
за о наличии коинтеграции при наличии сдвигов будет часто отвергаться, если мы не будем
учитывать сдвиги, когда они фактически присутствуют в данных (см., например: (Arai and
Kurozumi, 2007), (Carrion-i-Silvestre and Sansó-i-Rosselló, 2006)). Соответственно, здесь пре-
дельные распределения зависят не только от количества временных рядов в регрессии, но и
от количества и типа структурных сдвигов.

Для тестирования наличия или отсутствия коинтеграции при наличии сдвигов нам нуж-
но первоначально оценить датировку этих сдвигов. На основе минимизации суммы квадратов
остатков по всем возможным датам сдвигов (предполагая, что их два) мы получаем точеч-
ные оценки для дат сдвигов в 3 кв. 1998 г. и 3 кв. 2007 г. Первая дата сдвига соответствует
нашей одномерной модели, а вторая сдвигается влево, до 3 кв. 2007 г.

После этого, получив оценки дат сдвигов, построим регрессию:

log𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝜇+ 𝛽0𝑡+ 𝛽1𝐷𝑇𝑡(𝑇1) + 𝛽2𝐷𝑇𝑡(𝑇2) + 𝛾 log 𝑝𝑜𝑖𝑙𝑡 + 𝑢𝑡, (3.8)

и полученные остатки �̂�𝑡 проверим на наличие единичного корня.
Аналогично работе (Gregory and Hansen, 1996), тестом на единичный корень будет обыч-

ный ADF-тест с надлежащими критическими значениями. Тестом на стационарность будет
статистика KPSS (с коррекцией долгосрочной дисперсии согласно работе (Sul et al., 2005)),
также с надлежащими критическими значениями. Асимптотические критические значения
получены на основе 20000 повторений симуляций Монте-Карло, используя размер выборки
длиной 1000. Результаты представлены в таблице 3.7. Наряду с тестами на коинтеграцию в
условиях наличия двух сдвигов в таблице 3.7 также приведены тесты при предположениях
отсутствия сдвигов и при предположении наличия только одного сдвига. В последнем случае
дата одного сдвига также выбиралась на основе минимизации суммы квадратов остатков.
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Таблица 3.7 – Результаты тестов на коинтеграцию

Отсутствие
коинтеграции

Наличие коинтеграции

Отсутствие сдвигов
Тестовая статистика -2.64 0.078

10% критическое значение -3.49 0.099
5% критическое значение -3.77 0.123
1% критическое значение -4.30 0.181

Один сдвиг (1 кв. 2008 г.)
Тестовая статистика -3.95* 0.108**

10% критическое значение -3.88 0.064
5% критическое значение -4.15 0.079
1% критическое значение -4.67 0.113

Два сдвига (3 кв. 1998 г. и 3 кв. 2007 г.)
Тестовая статистика -4.43** 0.033

10% критическое значение -4.15 0.048
5% критическое значение -4.42 0.056
1% критическое значение -4.97 0.081

Как показано в таблице 3.7, при предположении об отсутствии сдвигов в долгосрочных
темпах роста реального ВВП РФ гипотеза об отсутствии коинтеграции не отвергается, также
как и не отвергается гипотеза о её наличии на любом приемлемом уровне значимости. Неот-
вержение первой гипотезы может быть связано с потерей мощности из-за неучета сдвигов, а
неотвержение второй может быть связано с тем, что сдвиги в тренде имеют разный знак в
процессе порождения данных.

В условиях наличия только одного сдвига гипотеза об отсутствии коинтеграции от-
вергается на 10% уровне значимости, гипотеза о наличии коинтеграции отвергается на 5%
уровне значимости. Таким образом, результаты тестов оказались несогласованными между
собой, что свидетельствует в пользу нашего предположения о низкой мощности теста на ста-
ционарность при разных знаках сдвигов в тренде. Если мы предположим, что существует
два структурных сдвига, то результаты тестов становятся согласованными друг с другом.
Так гипотеза об отсутствии коинтеграции отвергается на 5% уровне значимости, а гипотеза
о наличии коинтеграции не отвергается ни на одном разумном уровне значимости. Таким
образом, результаты формальных статистических тестов позволяют нам считать ряды ВВП
и цен на нефть коинтегрированными.

Протестировав наличие коинтеграции в модели со структурными сдвигами, перейдем
к оценке параметров коинтегрирующей регрессии (3.8). Отметим, что хотя оценка коинте-
грирующего вектора (𝜇, 𝛽0, 𝛽1, 𝛽2, 𝛾), полученная при оценивании регрессии с пониженным
рангом, согласно работе (Johansen, 1991), является состоятельной и асимптотически нормаль-
ной, получить оценку коинтегрирующего вектора можно и на основе регрессии (3.8), оцени-
вая ее методом наименьших квадратов. Однако в отличие от метода Йохансена, предельное
распределение 𝑡-статистики для этой оценки будет зависеть от мешающих параметров из-
за коррелированности регрессора и ошибки, и, следовательно, мы не можем пользоваться
обычными статистическими выводами.

Для получения 𝑡-тестов, не зависящих от мешающих параметров, были разработа-
ны различные методы, наиболее популярными из которых являются динамический OLS
(Dynamic OLS, DOLS), предложенный в работах (Saikkonen, 1991), (Stock and Watson, 1993),
полностью модифицированный OLS (fully-modified OLS, FMOLS), предложенный в работе
(Phillips and Hansen, 1990) и метод канонической коинтегрирующей регрессии (Canonical
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Cointegrating Regressions, CCR), предложенный в работе (Park, 1992)4. На основе этих мето-
дов можно получить 𝑡-статистику для коэффициентов коинтегрирующего вектора, имеющую
стандартное нормальное распределение.

Хотя все три метода являются асимптотически эквивалентными, метод DOLS является
предпочтительным на конечных выборках (см., например: (Carrion-i-Silvestre and Sansó-i-
Rosselló, 2006)). Суть метода DOLS заключается в добавлении в коинтегрирующую регрессию
опережающих (leads) и запаздывающих (lags) разностей объясняющей переменной, также
как и первой разности этой переменной.

Соответственно, оценку параметров модели (3.8) мы проводим с помощью метода DOLS.
Для выбора количества лагов мы используем информационный критерий Шварца5, который
выбирает количество опережающих и запаздывающих разностей равным нулю. Таким обра-
зом, согласно данному критерию для устранения коррелированности регрессора с ошибкой
достаточно включить только первую разность логарифма нефтяных цен. Для оценивания
долгосрочной дисперсии мы используем квадратичное спектральное ядро с автоматическим
выбором ширины окна согласно работе (Andrews, 1991). Результаты оценки параметров мо-
дели представлены в таблице 3.8. Отметим, что высокая статистическая значимость коэф-
фициентов 𝛽1 и 𝛽2, которые отражают изменения в углах наклона тренда при переходе от
одного режима к последующему, является ещё одним дополнительным свидетельством в
пользу наличия данных двух структурных сдвигов в модели коинтегрирующей регрессии.
Сделаем также для коэффициентов 𝛽𝑖 линейное преобразование и для большей наглядности
в таблице 3.9 представим оценки темпов роста на отдельных отрезках времени (в % годовых).

Таблица 3.8 – Оценки параметров коинтегрирующей регрессии

Параметр Точечная оценка Стд. ошибка
𝜇 8.045*** 0.047
𝛽0 -0.003*** 0.001
𝛽1 0.016*** 0.001
𝛽2 -0.010*** 0.001
𝛾 0.088*** 0.017

Таблица 3.9 – Оценки долгосрочных темпов роста (% годовых) структурной компоненты
реального ВВП

Период Точечная оценка Стд. ошибка
1 кв. 1995 г. – 3 кв. 1998 г. -1.19*** 0.44
4 кв. 1998 г. – 3 кв. 2007 г. 5.28*** 0.33
4 кв. 2007 г. – 2 кв. 2015 г. 1.33*** 0.30

Как показано в таблице 3.9, в коинтегрирующей регрессии оценки долгосрочных темпов
структурной компоненты реального ВВП во всех трех режимах оказываются статистически
значимыми. Результаты оценки говорят о том, что на периоде с 1 кв. 1995 г. по 3 кв. 1998 г.
наблюдался трансформационный спад с долгосрочным темпом роста, приблизительно рав-
ным -1.2% в год. Точечная оценка долгосрочных темпов роста структурной компоненты на
периоде восстановительного роста (4 кв. 1998 г. – 3 кв. 2007 г.) составляет приблизительно
5.3% в год, что на 2% меньше фактически достигнутых темпов роста реального ВВП РФ на
рассматриваемом периоде времени (примерно 7% в год), которые были достигнуты, в том

4Аналитическое сравнения этих трех методов см. в работе (Kurozumi and Hayakawa, 2009).
5Как показано в работе (Choi and Kurozumi, 2012), информационный критерий Шварца предпочтителен

в использовании для снижения среднеквадратичной ошибки оценки коинтегрирующего вектора.
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числе, за счёт роста мировых цен на нефть. Также коинтегрирующая регрессия дает по-
ложительную и статистически значимую оценку долгосрочных темпов роста после второго
структурного сдвига (4 кв. 2007 г. – 2 кв. 2015 г.). То есть в последние годы для струк-
турной компоненты, в целом, наблюдалось поступательное движение, но темпы роста были
достаточно низки и составляли примерно 1.3% в год.

Не меньший интерес представляет величина долгосрочной эластичности реального ВВП
по ценам на нефть. Оценка данного показателя в коинтегрирующей регрессии с двумя струк-
турными сдвигами составляет 0.088 со стандартной ошибкой 0.017, то есть при 10%-ном
изменении нефтяных цен реальный ВВП в долгосрочном периоде изменяется приблизитель-
но на 1%. Полученная оценка говорит о экономически значимой зависимости российской
экономики от нефтяных цен. Так при двукратном падении нефтяных цен падение реально-
го ВВП может составить приблизительно 6% (0.88𝑙𝑜𝑔{0.5} ≈ −0.06). Тем не менее, оценка
долгосрочной эластичности в коинтегрирующей регрессии с двумя структурными сдвигами
оказывается достаточно умеренной по сравнению со спецификацией модели без сдвигов, в
которой оценка долгосрочной эластичности составляет порядка 0.2 (получено в собствен-
ных расчетах, а также схожие оценки долгосрочной эластичности ВВП РФ по ценам на
нефть в окрестности 0.2 были получены в работах (Beck et al., 2007), (Kuboniwa, 2014),
(Rautava, 2013)). При этом в эконометрических спецификациях, наиболее близких к нашей,
в работах (Kuboniwa, 2014) и (Rautava, 2013) были получены оценки величины угла наклона
детерминированного тренда, равные 2.9% и 2%, соответственно. Таким образом, оценки на
основе коинтегрирующей регрессии со сдвигами в долгосрочных темпах роста структурной
компоненты ВВП в период восстановительного роста отводят большую роль структурной
компоненте экономического роста и меньшую роль конъюнктурной составляющей.

3.2 Тестирование временных рядов на наличие пузырей с

приложением к российскому обменному курсу

Несмотря на актуальность проблемы возникновения пузырей на финансовых и фондо-
вом рынках России исследования на российских данных в данной области на сегодняшний
день крайне ограничены или отсутствуют. В то же время своевременное обнаружение пузы-
ря на рынке даст возможность отделять ситуацию фундаментального роста цены актива от
надувания пузыря на рынке и позволит регулирующим органам своевременно реагировать
на его возникновение.

Данный раздел посвящен проверке ряда валютного курса рубль/доллар США на на-
личие пузырей, используя методы, описанные в Разделе 1.5. Для анализа использовались
дневные данные за период с 1 января 2014 г. по 30 июня 2015 г., что составило 390 на-
блюдений6. Выбор временного промежутка обусловлен экономико-политическими шоками,
имевшими место осенью 2014 г., за которыми последовало резкое обесценение рубля.7

Валютный курс представляет собой цену одной валюты, выраженную в единицах дру-
гой валюты, и, таким образом, является ценой актива. Как следствие, проверка валютного
курса на наличие пузырей может осуществляться в рамках методологии, описанной в разделе
1.5. Подробнее см. работу (Bettendorf and Chen, 2013).

Следуя (Phillips et al., 2011), мы проверим на наличие пузыря как ряд уровня валютного
курса, так и ряд его логарифма. Сначала проверим ряд уровня валютного курса на наличие
пузыря тестами SADF и GSADF. Нулевая гипотеза обоих тестов состоит в отсутствии пузыря
против альтернативы о наличии пузыря. SADF статистика равна 4.59, что соответствует
отвержению нулевой гипотезы об отсутствии пузыря на любом разумном уровне значимости.

6Источник: Bloomberg.
7Результаты остаются робастными при изменении размера выборки.
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GSADF статистика равна 4.71, что также соответствует отвержению нулевой гипотезы об
отсутствии пузыря на любом разумном уровне значимости.

Теперь, отвергнув гипотезу об отсутствии пузыря, определим его датировку. На осно-
вании подхода (Harvey et al., 2016a) определим модель, в наибольшей степени соответству-
ющую данным. Для этого вычислим четыре информационных критерия BIC для каждой из
4-х моделей (модели описаны в разделе 1.5):

𝐵𝐼𝐶1 = −3153.7
𝐵𝐼𝐶2 = −3169.7
𝐵𝐼𝐶3 = −3164.9
𝐵𝐼𝐶4 = −3184.1
На основе критерия BIC мы выбираем последнюю модель, то есть модель, согласно ко-

торой процесс с единичным корнем сначала сменяется взрывным процессом, а затем непре-
небрежимым стационарным процессом сдутия пузыря, который впоследствии переходит в
процесс с единичным корнем, что соответствует экономической интуиции.

 

Рисунок 1 –валютный курс, последовательность BSADF-статистик и 5%-ое критическое 

значение для соответствующих BSADF-статистик. 

 

Проверка ряда логарифмов валютного курса на наличие пузыря дала значение SADF 

статистики 4.98 и значение статистики GSADF, равное 5.08, что в обоих случаях указывает на 

отвержение нулевой гипотезы об отсутствии в ряде пузыря на любом разумном уровне 

значимости. Проверка датировки пузыря, следуя Harvey et al. (2016a), указывает на 

необходимость выбора четвертой модели, поскольку значение информационного критерия BIC 

для нее является наименьшим:  

BIC1= -4237.1 

BIC2= -4252.7 

BIC3= -4247.8 

BIC4= -4263.6 

Таким образом, ряд логарифмов валютного курса представляет собой процесс с 

единичным корнем, который сначала сменяется взрывным процессом, а затем непренебрежимым 

стационарным процессом сдутия пузыря, который впоследствии вновь переходит в процесс с 

единичным корнем. 
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Рис. 3.2 – Валютный курс, последовательность BSADF-статистик и 5%-ое критическое
значение для соответствующих BSADF-статистик

Проверка ряда логарифмов валютного курса на наличие пузыря дала значение SADF
статистики 4.98 и значение статистики GSADF, равное 5.08, что в обоих случаях указывает
на отвержение нулевой гипотезы об отсутствии в ряде пузыря на любом разумном уровне
значимости. Проверка датировки пузыря, следуя (Harvey et al., 2016a), указывает на необхо-
димость выбора четвертой модели, поскольку значение BIC для нее является наименьшим:

𝐵𝐼𝐶1 = −4237.1
𝐵𝐼𝐶2 = −4252.7
𝐵𝐼𝐶3 = −4247.8
𝐵𝐼𝐶4 = −4263.6
Таким образом, ряд логарифмов валютного курса представляет собой процесс с единич-

ным корнем, который сначала сменяется взрывным процессом, а затем непренебрежимым
стационарным процессом сдутия пузыря, который впоследствии вновь переходит в процесс
с единичным корнем.
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Рисунок 2 – логарифм валютного курса, последовательность BSADF-статистик и 5%-ое 

критическое значение для соответствующих BSADF-статистик. 

В таблице 1 представлены соответствующие даты сдвигов, рассчитанные на основе 

минимизации суммы квадратов остатков для Модели 4, и датировка начала и конца пузыря на 

основе метода (Phillips et al., 2012b) (см. формулы (12) и (13))5.  Хотя датировка начала пузыря 

по обоим методам отличается, в  Harvey et al. (2016a) показывается (на основе симуляций Монте-

Карло), что минимизации суммы квадратов остатков для Модели 4 дает более точную датировку, 

нежели подход (Phillips et al., 2012b). В зависимости от метода и типа ряда дата начала пузыря 

определяется в промежутке с 29 сентября по 22 октября 2014 года. 

Доверительный интервал скорости роста пузыря на основе датировки  (Harvey et al., 2016a) 

достаточно широкий. При точечной оценке 1.089 имеем 95%-ный интервал [1.004, 1.174] и 90%-

ный интервал [1.050, 1.128]. Доверительный интервал скорости роста натурального логарифма 

пузыря (величины 
1

1g


  , см. уравнение (5)) на основе датировки  Harvey et al. (2016a) дает 

точечную оценку 1.07 и следующие доверительные интервалы: 95%-ный интервал [1.014;1.125] 

и 90%-ный интервал [1.042;1.097]. 6 

5 Ширина окна 2 0r r  принималась равной 0.1, то есть минимальный допустимый размер пузыря 

составляет 39 наблюдений. 
6 Отметим, что мы не можем непосредственно сравнивать скорости роста пузыря и его логарифма, 

поскольку данные оценки строятся на разных промежутках с различным количеством запаздывающих 

разностей в регрессии ADF-типа, выбранных на основе BIC. 
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Рис. 3.3 – Логарифм валютного курса, последовательность BSADF-статистик и 5%-ое
критическое значение для соответствующих BSADF-статистик

В таблице 3.10 представлены даты смены режимов, рассчитанные на основе минимиза-
ции суммы квадратов остатков для Модели 4, и датировка начала и конца пузыря на основе
метода (Phillips et al., 2015b)8. Хотя датировка начала пузыря по обоим методам отличается,
в (Harvey et al., 2016a) показывается (на основе симуляций Монте-Карло), что минимиза-
ции суммы квадратов остатков для Модели 4 дает более точную датировку, нежели подход
(Phillips et al., 2015b). В зависимости от метода и типа ряда дата начала пузыря определяется
в промежутке с 29 сентября по 22 октября 2014 года.

Доверительный интервал скорости роста пузыря на основе датировки (Harvey et al.,
2016a) достаточно широкий. При точечной оценке 1.089 имеем 95%-ный интервал [1.004,
1.174] и 90%-ный интервал [1.050, 1.128]. Доверительный интервал скорости роста натураль-
ного логарифма пузыря (величины 𝑔 = 1

𝜌
−1, см. уравнение 1.48) на основе датировки (Harvey

et al., 2016a) дает точечную оценку 1.07 и следующие доверительные интервалы: 95%-ный
интервал [1.014;1.125] и 90%-ный интервал [1.042;1.097]. 9

На рисунках 3.2 и 3.3 приведены ряды валютного курса (в уровнях и в логарифмах),
последовательность значений BSADF-статистики, на которой основана датировка (Phillips
et al., 2015b), а также 5%-е критические значения для BSADF-статистик на конечных выбор-
ках, полученные на основе симуляций Монте-Карло с 30000 повторений. Пузырь определя-
ется на временном диапазоне, в котором BSADF-статистики превышают линию критических
значений.

8Ширина окна 𝑟2 − 𝑟0 принималась равной 0.1, то есть минимальный допустимый размер пузыря состав-
ляет 39 наблюдений.

9Отметим, что мы не можем непосредственно сравнивать скорости роста пузыря и его логарифма, посколь-
ку данные оценки строятся на разных промежутках с различным количеством запаздывающих разностей в
регрессии ADF-типа, выбранных на основе BIC.
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Таблица 3.10 – Датировка момента возникновения и сдутия пузыря в ряде валютного
курса и ряде логарифмов валютного курса

Метод Ряд валютного курса Ряд логарифмов валютного курса Ключевая
ставка на
рассматри-
ваемую
дату

(Harvey
et al., 2016a)

(Phillips
et al., 2015b)

(Harvey
et al., 2016a)

(Phillips
et al., 2015b)

Дата начала
пузыря

22.10.2014 29.09.2014 6.10.2014 29.09.2014 8%

Дата
окончания
пузыря

16.12.2014 19.12.2014 16.12.2014 19.12.2014 17%

Дата конца
стационар-

ного
режима
сдутия
пузыря

12.01.2015 12.01.2015

В ноябре 2014 г. Банк России официально перешел к режиму инфляционного таргети-
рования. Основным инструментом монетарных властей в случае таргетирования инфляции
являются процентные ставки. Ставкой монетарной политики Банка России служит ключевая
ставка, которая была введена 13 сентября 2013 г. и которая является индикатором стоимости
денег в экономике, влияя, в свою очередь, на другие процентные ставки в экономике.

Следуя экономической теории, валютный курс и процентная ставка связаны через па-
ритет процентных ставок. Таким образом, изменяя ключевую ставку монетарной политики,
Банк России оказывает влияние на валютный курс. Примечательно, что дата окончания
пузыря – в зависимости от способа ее обнаружения – либо в точности совпадает с момен-
том резкого повышения ключевой ставки с 10.5% до 17%, либо имеет место спустя три дня
после этого. Все это служит подтверждением экономической корректности обнаруженных
тестами моментов сдутия пузыря. Для иллюстративных целей на рисунке 3.4 представлена
совместная динамика валютного курса и ключевой ставки процента Банка России.

 

Рисунок 3 – Валютный курс (рубль/доллар США) и ключевая ставка Банка России (%), 

03.02.2014 г. – 30.06.2015.  

Источник: данные Банка России, Bloomberg. 
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Обнаружение момента возникновения пузырей на финансовых рынках в режиме ре-
ального времени является важной задачей для своевременного реагирования монетарных
властей. С этой целью может быть использован, например, подход, предложенный в работе
(Phillips et al., 2015b).



Заключение

В работе анализируются некоторые проблемы, связанные с тестированием наличия еди-
ничного корня временного ряда или стационарности временного ряда. Кроме этого исследу-
ются динамичекие свойства некоторых российских временных рядов. В работе были получе-
ны следующие результаты.

Во-первых, мы рассмотрели проблему тестирования стационарности при неопределён-
ности относительно тренда и/или начального значения. Мы предложили использовать стра-
тегию пересечения отвержений нескольких тестов (аналогично использованию (Harvey et al.,
2012a) стратегии объединения отвержений), если существует неопределённость относитель-
но тренда и/или начального значения. На симуляциях мы показали, что при тестировании
стационарности наилучшие свойства будет иметь тестовая стратегия, основанная на отвер-
жении всех тестов, каждый из которых является эффективным при малом/высоком началь-
ном значении и/или малом/высоком параметре локального тренда. Кроме того, мы показа-
ли, что предварительное тестирование параметра при тренде и начального значения может
улучшить процедуру, если какой-то из этих параметров будет значимо ненулевым. Таким
образом, наша процедура полезна в эмпирических приложениях для применения совместно
с тестом (Harvey et al., 2012a), так как тестирование гипотезы, противоположной наличию
единичного корня, необходимо для подтверждающего анализа.

Во-вторых, мы рассмотрели обобщение теста Kurozumi and Tanaka (2010) на случай
единственного структурного сдвига. Используя модификацию граничного правила в SPC с
AR(1) предбеливанием долгосрочной дисперсии, мы нашли смещение числителя тестовой
статистики в случае наличия в DGP структурного сдвига. Результаты аналогичны случаю
отсутствия структурного сдвига. В симуляциях мы рассмотрели случай неизвестной даты
сдвига, используя подход, предложенный Harvey and Leybourne (2013). Симуляции показы-
вают превосходство полученной модификации теста при наличии структурного сдвига, так
как тест лучше контролирует размер и имеет более высокую мощность. Поэтому использо-
вание корректировки смещения KPSS теста полезно в эмпирических приложениях.

В-третьих, были проанализированы различные виды неопределенности относительно
тренда, сдвига и начального значения. При различных величинах параметров тренда/сдвига
/начального значения, которые обычно априорно неизвестны исследователю, разные тесты
будут эффективными. Было показано, что основанные на GLS-детрендировании тесты на
единичный корень, учитывающие сдвиг, имеют очень низкую мощность при высоких началь-
ных значениях, как и обычные GLS-тесты без учета сдвига. Однако они имеют максимальную
мощность среди рассматриваемых тестов при нулевом начальном значении. Было проанали-
зировано поведение различных тестов со сдвигами, основанных на OLS-детрендировании, и
предложены алгоритмы, учитывающие неопределенность и относительно начального значе-
ния, и относительно сдвига в тренде. Таким образом, предложенные алгоритмы полезны в
эмпирических приложениях, поскольку, в отличие от существующих подходов, мы рассмот-
рели ситуацию одновременной неопределенности относительно тренда, сдвигов и начального
значения.

В-четвертых, разработанные и имеющиеся методы были апробированы на некоторых
российских временных рядах. Была протестирована гипотеза о наличии сдвигов в долгосроч-
ных темпах роста структурной компоненты реального ВВП РФ, под которой мы понимаем со-
ставляющую ВВП, очищенную от влияния важнейшего фактора внешнеэкономической конъ-
юнктуры для экономики России – нефтяных цен. Для построения соответствующих тестов
в работе использовалась модель коинтегрирующей регрессии, в которой предполагалась (и
тестировалась) зависимость логарифма российского реального ВВП от логарифма реальных
нефтяных цен и от кусочно-линейного непрерывного тренда, который мы интерпретировали
в качестве долгосрочного показателя структурной компоненты и наличие изломов в котором
было объектом статистических тестов.
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Согласно результатам эмпирического анализа на периоде с 1 кв. 1995 г. по 2 кв. 2015
кв. наблюдалось два сдвига в долгосрочных темпах роста структурной компоненты ВВП: в
3 кв. 1998 г. и в 3 кв. 2007 г. Об этом свидетельствуют как информационные критерии, так
и статистические тесты. Согласно нашим оценкам долгосрочные темпы роста структурной
компоненты на периоде восстановительного роста (4 кв. 1998 г. – 3 кв. 2007 г.) составляли
примерно 5.3% в год. Далее на периоде (4 кв. 2007 г. – 2 кв. 2015 г.) для структурной ком-
поненты, в целом, наблюдалось поступательное движение, но темпы роста были достаточно
низки и составляли приблизительно 1.3% в год. Масштаб наблюдаемого падения выпуска во
время текущего кризиса согласуется с прогнозируемым снижением выпуска из-за ухудшения
внешнеэкономических условий в контексте полученной оценки долгосрочной эластичности
ВВП по реальным нефтяным ценам. Данная оценка составляет 0.088, то есть при двукратном
падении нефтяных цен долгосрочный уровень отечественного выпуска снижается на 6%.

Также, на основе тестов на обнаружение взрывных процессов (которые интерпретирут-
ся как пузыри) было выявлено, что на рынке обменного курса рубль/доллар США осенью
2014 г. имел место пузырь, начало возникновения которого произошло в промежутке с 29
сентября по 22 октября 2014 года, а начало процесса сдутия совпало с резким повышением
Банком России ключевой ставки монетарной политики 16 декабря 2014 г.
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Introduction

Over the past 30-35 years, no empirical study related to the time series modeling ignored
the question of what type of trend is contained in data: deterministic and/or stochastic. As
many researchers show1 the answer to this question is one of the key ones in the modeling and
forecasting of macroeconomic time series. Why? From an economic point of view, the presence of
a deterministic trend in the data means the possibility of a fairly accurate prediction (the mean
squared error reaches a finite bound as the forecast horizon increases). However, the presence of
a stochastic trend (DS processes) in the data entails the absence of accurate long-run forecasts:
such data is almost impossible to predict, since the mean squared error grows linearly with the
forecast horizon (see Hamilton (1994, Section 15.3, pp. 438-444)).

Nelson and Plosser (1982) first noticed that for most macroeconomic series of the USA (13
of 14 considered by them) the presence of a stochastic trend is not rejected (that is, the series
are stationary in the differences, integrated of order one, contain a unit root)2. In addition to
statistical and predictive differences between different types of trend (deterministic or stochastic),
there is another very serious problem – the danger of estimating a spurious regression3. If we
perform a regression of one process with a unit root on another process with a unit root, then
there is a risk that the estimates obtained will be spurious. That is, they will be not consistent
but will converge to some random value (see, e.g., Hamilton (1994, Section 18.3)).

In this regard, the answer to the question of the type of trend contained in the data is
of fundamental importance for the subsequent modeling of macroeconomic time series. And
for this reason, the technique for testing the type of trend in the data has developed rapidly
over the past 30 years. But, despite the large number of procedures for testing the unit root
(stationarity) hypothesis in the data, there is no unambiguous answer to the question of how to
most appropriately conduct such procedures. Different procedures can give contradictory results.
Therefore, it is not always clear which of the procedures should be trusted in a particular situation
more than the other. Today, it is more or less common to use several tests. Conclusions tend to
be made on the principle of “majority”. Thus, in this study we attempt to answer the question of
what are the most appropriate ways to investigate the presence (absence) of stochastic trends in
the data.

The next stage in the development of the time series decomposition (including deterministic
and stochastic trends) was the incorporating of structural changes to the deterministic trend. This
idea was first proposed by Perron (1989) in the context of unit root testing. Perron introduced
a structural break in the deterministic trend, i.e, he considered a segmented deterministic trend.
Perron showed that if the process contains a segmented deterministic trend (without a stochastic
trend), the results of the unit root tests (in particular, the results of the Dickey-Fuller test) are
shifted to the false non-rejection of the unit root null hypothesis. That is, the power of unit root
tests is decreased. Perron proposed to account for possible exogenous structural changes in the
deterministic trend function in the formulation of the unit root hypotheses. Such trend correction
allowed us to reject the unit root null hypothesis for 10 macroeconomic time series of the USA
from 13 for which Nelson and Plosser failed to reject this hypothesis.

Further development of the analysis of structural breaks in the data proceeded in several
directions. While some authors (Perron (1997) and Zivot and Andrews (1992), inter alia) consid-
ered the unit root testing with one break (see Lumsdaine and Papell (1997) for the model with
two breaks), Bai (1997a,b) and Bai and Perron (1998) proposed procedures for testing for the
presence of multiple structural breaks in a constant/deterministic trend, provided that there is no
unit root in the data. Kejriwal and Perron (2010a) and Harvey, Leybourne and Taylor (2010a)

1See, e.g., Stock and Watson (1998), Nosko, Entov, Yudin, Kadochnikov and Ponomarenko (2002).
2A study of the dynamic characteristics of Russian macroeconomic time series can be found in Nosko et al.

(2001).
3See Yule (1926), Nelson and Kang (1981, 1984), Granger and Newbold (1974), Phillips (1986, 1996), Entorf

(1997).
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proposed various procedures for testing the number of structural breaks irrespective of whether
the processes contain a unit root or not.

The main purposes of this study are:

1. Development of algorithms that most effectively (in terms of power) combine different tests
for the presence of a unit root with uncertainty over various nuisance parameters;

2. Development and improvement of the existing statistical tests of a unit root/stationarity
hypotheses in the time series;

3. Analysis of the dynamic properties of Russian time series, specifically, analysis of the Russian
real GDP and the nominal exchange rate of ruble/US dollar for the presence of a unit root
and/or structural breaks.

The results of the thesis are published in seven publications. Four of them are published
in peer-reviewed journals recommended by the Higher Attestation Commission of the Ministry of
Education and Science of the Russian Federation (totalling 70 journal’s pages). There are also
three certificates on the results of intellectual activity.

There results were presented at the following conferences and scientific seminars:

1. 2nd Annual Conferences of the International Association for Applied Econometric (IAAE2015)
(Greece, Thessaloniki)

2. XVIII April International Academic Conference on Economic and Social Development (Rus-
sia, Moscow)

3. 22nd International Conference Computing in Economics and Finance (CEF2016) (France,
Bordeaux)

4. 10th International Conference on Computational and Financial Econometrics (CFE2016)
(Spain, Seville)

5. VIIth Workshop in Time Series Econometrics (Spain, Zaragoza)

6. 21st Annual International Conference on Macroeconomic Analysis and International Finance
(ICMAF2017) (Greece, Rethymnon)

7. 4th Annual Conference of the International Association for Applied Econometrics (IAAE2017)
(Japan, Sapporo)

The thesis consists of an introduction, three chapters, conclusion and a list of references.
In the first chapter, a literature review is devoted to unit root and stationarity testing of

time series. The main approaches are discussed. In addition, an overview of the hypotheses testing
about stationarity/nonstationarity in the presence of structural breaks is provided. Moreover, we
analyze how to combine different approaches for obtaining the most robust testing strategies. The
last section is devoted to the studies about explosive processes for identifying financial bubbles.

The second chapter develops various tests and algorithms that outperform existing ap-
proaches. Section 2.1 proposes an algorithm for stationarity testing of time series with uncertainty
over the trend and initial condition. It should be noted that the process is considered under a local-
to-the-unit-root representation, not under an unobserved components representation, commonly
used in the literature. The effectiveness of a number of tests is analyzed for different values of the
trend magnitude and initial condition. Based on this analysis, “intersection of rejections” testing
strategies (similar to the “union of rejection” for unit root tests described in the first chapter) are
proposed with the corresponding sets of critical values and scaling constants. The properties of
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the proposed strategies are analyzed asymptotically and in finite samples. Section 2.2 analytically
derives a finite sample bias of the stationarity KPSS test (up to the order of 1/𝑇 ), so that the bias
correction allows to reduce the size of the test under strongly autocorrelated processes. Section
2.3 deals with unit root tests with the presence of a structural break and with uncertainty over
the initial condition. After comparing available approaches, the robust algorithm for unit root
testing is proposed under the assumption that the break occurs at an unknown time. In addition,
a recommendations are made on: how to proceed if there are more than one break (and their
exact number is unknown) and also how to test for a unit root if there is a priori information
about the location of the break.

The third chapter explores the dynamic properties of Russian time series. Section 3.1 is
devoted to testing for and dating structural breaks in the long-run growth rate of the structural
component of the Russian GDP. To solve this problem we use the univariate model as well as
the methodology of cointegrating regression in which we allow the long-run dependence of the
logarithm of the Russian real GDP on the logarithm of the real oil prices. Also, the cointegrating
regression equation includes the deterministic linear trend in which breaks in the slope are allowed
(without any level shifts). This deterministic trend is interpreted as long-run level of the structural
component of the Russian GDP. The empirical results are in favor of the existence of two structural
breaks in the long-run growth rate of the structural component in the period from 1995. In Section
3.2, the ruble/US dollar exchange rate is tested for the presence of a bubble in the second half of
2014 and the dating of this bubble is carried out using by different methods.
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1 Main approaches to testing the order of integration and the presence of

structural breaks in time series

Thirty years have passed since the publication of the Nelson and Plosser (1982) paper entitled
“Trends and random walks in macroeconomic time series: Some evidence and implications.” But
until now there is the open question whether a particular time series is trend stationary (TS) or
difference stationary (containing a stochastic trend, DS). The answer to this question varies from
one study to another. Quite often, a paradoxical situation arises when one time series analyzed
at the same sample time period is considered as TS time series by one group of authors and as
DS by another.

The results of classifying the time series by the type of the trend (deterministic or stochastic)
depend on many factors, primarily related to the choice of the methodology for statistical testing
for trends. At the same time, as often happens, there is a certain gap between theory and practice:
a serious theory for testing for the presence of various types of trends in data has been developed,
but in practice only a small set of the simplest tests is used for this purpose.

The development of the methods of testing for the presence (absence) of stochastic trend
(unit root) in the data began with the works of Dickey (1976), Dickey and Fuller (1979, 1981).
The tests, called the “augmented Dickey-Fuller tests”, proposed by these authors, are still the most
common methods for testing the hypothesis that there is unit root in the data. One can debate
for a long time about the advantages and disadvantages of Dickey-Fuller tests, but it is undeniable
that the proposed procedure is one of the simplest and most understandable. The consequence
is that it is most often found in standard econometric packages, which is an important factor
affecting its frequency use in empirical researches.

In the first period of development of methods for testing for the type of trend in data, the
standard approach was to use one test (for example, the Dickey-Fuller test) and all conclusions
about the nature of the data were made on the basis of these results. Now researchers tend to
use the results of several tests, and most often conclusions are made on the principle of “simple
majority”.

The first part of the study contains an overview of the basic procedures for testing the
hypothesis of the presence (absence) of a unit root in data. Section 1.1 provides an overview of
unit root tests, the Section 1.2 describes the main approaches to testing for the stationarity in
time series. The unit root tests with structural breaks are described in Section 1.3. The testing
strategies based on the combination of different tests are provided in Section 1.4. Finally, Section
1.5 is devoted to the explosive behavior testing in time series.

1.1 Main approaches to unit root testing in data

This section deals with the simplest Dickey-Fuller and Phillips-Perron tests, and describes
the effect of the deterministic component and the weak dependence of errors on the behavior of
these tests. We also briefly consider the local asymptotic framework, which is widely used in the
theory of nonstationary processes at the present time.

1.1.1 Dickey-Fuller tests

Studies about the presence of a unit root in the data began with the Dickey-Fuller test
Dickey and Fuller (1979), where for simplest case the data is generated as an 𝐴𝑅(1) process:

𝑦𝑡 = 𝛼𝑦𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 (1.1)
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in which for simplicity the initial observation 𝑦0 is assumed to be zero and stochastically bounded,
and errors 𝜀𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.(0, 𝜎2

𝜀). If 𝛼 < 1, then 𝑦𝑡 is covariance stationary, 𝑦𝑡 ∼ 𝐼(0), and OLS estimator
�̂� has normal distribution with mean zero and variance 1 − 𝛼2. However, if 𝛼 = 1 the limiting
distribution of this estimator is no longer be normal, and 𝑦𝑡 is nonstationary process (random walk)
with time dependent variance, 𝑦𝑡 ∼ 𝐼(1). In this case, for modeling the dynamics of such series,
it is necessary to use its first difference, ∆𝑦𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1. The crucial problem in this situation is
that if we know exactly the order of integration, then we know whether we need to transform the
original series in order to model it later. In other words, if we know that the process is stationary,
we have all the necessary asymptotic theory in order to test the hypotheses and build optimal
forecasts. If the process is not stationary (𝐼(1) process in our terminology), then it is necessary
to take the first difference of the original time series to guarantee the stationarity. However, a
problem arises that, a priori, we can not know the order of integration of the time series. We
can not use standard normal asymptotics if the series is not stationary, so the hypotheses testing
about coefficients will not be justified leading to the inaccurate forecasts. On the other hand, if
we take the first difference of the stationary series, this leads to a noninvertible moving average
process in the errors, which also leads to non-optimal forecasts (see, for example, Hamilton (1994,
Chapters 15-17)). For stationary time series, the optimal forecast will converge to the (long-run)
expectation, and for the non-stationary series, the optimal forecast will be the last known value
at any forecast horizon. In addition, in the latter case the confidence interval for the forecast will
increase with the forecast horizon, while in the former case the confidence interval for the forecast
will approach to some bounds.

Thus, for modeling and forecasting, the researcher needs to know whether the interesting
time series be stationary or not. In our simple case (1.1) the null hypothesis of nonstationarity,
or 𝐼(1), is equivalent to 𝐻0 : 𝛼 = 1 against the one-side alternative of stationarity of time series
𝐻1 : 𝛼 < 1.

For the unit root testing we construct OLS estimator �̂�:

�̂� =

∑︀𝑇
𝑡=1 𝑦𝑡−1𝑦𝑡∑︀𝑇
𝑡=1 𝑦

2
𝑡−1

and corresponding 𝑡-statistic

𝑡𝛼 =
�̂�− 1

𝑠/
√︁∑︀𝑇

𝑡=1 𝑦
2
𝑡−1

,

where 𝑠2 = 𝑇−1
∑︀𝑇

𝑡=1 (𝑦𝑡 − �̂�𝑦𝑡−1)
2 is estimated residual variance. Under the null hypothesis, the

normalized bias statistic 𝑇 (�̂�−1) and 𝑡-statistic 𝑡𝛼 have nonstandard limiting distributions called
Dickey-Fuller distributions:

𝑇 (�̂�− 1) ⇒
∫︀ 1

0
𝑊 (𝑟)𝑑𝑊 (𝑟)∫︀ 1

0
𝑊 2(𝑟)𝑑𝑟

(1.2)

and

𝑡𝛼 ⇒
∫︀ 1

0
𝑊 (𝑟)𝑑𝑊 (𝑟)√︁∫︀ 1

0
𝑊 2(𝑟)𝑑𝑟

, (1.3)

where 𝑊 (𝑟) being the standard Wiener process (Brownian motion), and ⇒ denotes a weak con-
vergence under the Skorohod topology (see Davidson (1994)). This distribution was first obtained
in White (1958). It should be noted that under 𝛼 = 1 the rate of convergence of �̂� is 𝑇 , not 𝑇 1/2 as
in case of 𝛼 < 1, so that this estimator is superconsistent. Moreover, the distribution is no longer
symmetrical, as normal, but skewed to the left. This leads to the fact that when using standard
normal critical values, the null hypothesis will be rejected too often, more than the significance
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level.
Note that the process (1.1) is quite simple, and a large number of studies have been devoted

to generalizing this type of data generating process (DGP) to the weaker and empirically relevant
processes. Further, we briefly consider the basic directions of weakening conditions on (1.1).

1.1.2 Weak dependence of errors, lag length selection and deterministic

component

The assumption of independence and identical distribution of the errors in (1.1) seems to be
so restrictive. Under more weak assumptions about errors 𝜀𝑡 the limiting results in (1.2) and (1.3)
are no longer hold. There are more general types of errors which guarantee the weak convergence
result and the use of the corresponding functional central limit theorem (FCLT). Let DGP is

𝑦𝑡 = 𝛼𝑦𝑡−1 + 𝑒𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (1.4)

where errors 𝑒𝑡 are no longer 𝑖.𝑖.𝑑. Usually one of two assumptions is used. The first is that 𝑒𝑡
satisfies the strong mixing condition (see Phillips and Perron (1988)), and the second is that 𝑒𝑡 be a
linear process (see Phillips and Solo (1992)). Both these assumptions, individually, give conditions
in order to FCLT holds, 𝑇−1/2

∑︀[𝑇𝑟]
𝑡=1 𝑒𝑡 ⇒ 𝜎𝑊 (𝑟). The second assumption is used more often, the

theory for this assumption is developed in Phillips and Solo (1992), because the strong mixing
condition has some disadvantages: not all linear processes which observed in literature about
time series and parametric estimation satisfy this condition; the mixingale theory is formulated
in the 𝐿2 norm and, therefore, is not applicable in time series models with infinite variance of
innovations. Also this assumption allows heteroskedastic errors.

A number of ways to take into account the weak dependence of errors were proposed. Con-
sider the most popular of them. Phillips (1987a) show that if we ignore the autocorrelation in the
errors, the limiting distributions of the test statistics will depend on the nuisance parameters, in-
cluding the long-run variance of the errors. The semiparametric method proposed in Phillips and
Perron (1988) is based on correcting the test statistics in such a way that this statistic would not
depend on the nuisance parameters. Correction is based on the elimination of the bias and scaling
of the statistic. In Stock (1999), finite sample modifications were made, so that the resulting tests
had the same limiting distribution as the Phillips and Perron (1988) tests.

Another way to account for a weak dependence of errors is parametric. It consists in adding
a sufficient number (equal to 𝑘) of lagged differences to the regression that help to approximate
the autocorrelation structure:

𝑦𝑡 = 𝛼𝑦𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜙𝑗∆𝑦𝑡−𝑗 + 𝑒𝑡𝑘, 𝑡 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑇. (1.5)

Based on this regression, the test statistics of 𝛼 are constructed. These tests are called augmented
Dickey-Fuller tests. Dickey and Fuller (1979) showed that if the error term 𝑒𝑡 is finite order
autoregressive process then the test statistics 𝑇 (�̂� − 1)/𝜙(1), 𝜙(1) = 1 −

∑︀𝑘−1
𝑗=1 𝜙𝑗, and 𝑡𝛼, based

on the regression (1.5), have the limiting distributions which are free from nuisance parameters
and coincide with (1.2) and (1.3). Later Said and Dickey (1984) extended this result to the case
of ARMA errors with unknown (finite) order with geometrically decreasing polinomial coefficients
and under assumption that the order 𝑘 in (1.5) satisfies 𝑘 = 𝑘𝑇 = 𝑐𝑇 𝜅 for 0 ≤ 𝜅 ≤ 1/3, 𝑐 =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (in other words, it increases as 𝑜(𝑇 𝜅)). The last condition is necessary because when the
process is approximated by an autoregression, the moving average component can be inverted
resulting the infinite order autoregression. However, the choice 𝑘 = ∞ is impossible in practice.
The approximation error decreases as 𝑘 increases. However, this assumption does not allow
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logarithmic rate of increase in the order of 𝑘. The extension to the case of linear process was
considered in Chang and Park (2002). In practice, the lag length 𝑘 is usually chosen either based
on significance of the 𝜙𝑗 coefficients (see Ng and Perron (1995)) or based on information criteria.
Ng and Perron (2001) developed modified Akaike information criteria which works well in finite
samples under very negative MA component. Note that this parametric regression is applied also
for semiparametric tests for long-run variance estimation.

The third way is to construct a consistent test that does not depend on the nuisance pa-
rameters at least asymptotically. This approach was proposed, among others, by Breitung (2002).
The proposed test will reject the null hypothesis for small values of the variance ratio test statistic

𝑉 𝑅 =
𝑇−3

∑︀𝑇
𝑡=1

(︁∑︀𝑡
𝑗=1 𝑦𝑗

)︁2
𝑇−1

∑︀𝑇
𝑡=1 𝑦

2
𝑡

. (1.6)

This statistic is closely related to KPSS statistic introduced by Kwiatkowski, Phillips, Schmidt
and Shin (1992) for testing the null hypothesis of stationarity of the series1 against the unit root
alternative. It differs from the 𝑉 𝑅 statistic in that the numerator is divided by 𝑇 2, not by 𝑇 3,
and the long-run variance estimator of 𝑒𝑡 is used instead standard variance estimator �̂�2. The 𝑉 𝑅
statistic can be obtained from the 𝐾𝑃𝑆𝑆 statistic by dividing it by 𝑇 and setting the bandwidth
equal to zero in long-run variance estimation. The limiting distribution of the 𝑉 𝑅 does not depend
on the long-run variance.

1.1.3 Deterministic component

In the previous subsections we analyzed DGP (1.1) or (1.4) under the absence of a determnis-
tic component. However, macroeconomic data often reveal a linear trend or, at least, fluctuate
around a non-zero level. To account this, a deterministic component 𝑑𝑡 is introduced into the
model:

𝑦𝑡 = 𝑑𝑡 + 𝑢𝑡, 𝑡 = 0, . . . , 𝑇 (1.7)

𝑢𝑡 = 𝛼𝑢𝑡−1 + 𝑒𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (1.8)

where 𝑑𝑡 = 𝛾′𝑧𝑡. In the simplest cases, the deterministic term includes either only a constant
(𝛾 = 𝜇, 𝑧𝑡 = 1, 𝑑𝑡 = 𝜇), or constant and linear trend (𝛾 = (𝜇, 𝛽)′, 𝑧𝑡 = (1, 𝑡)′, 𝑑𝑡 = 𝜇 + 𝛽𝑡),
although we can allow a nonlinear structure as polynomial trend or structural breaks.

If there is a deterministic component the ADF regression (1.5) is transformed into

𝑦𝑡 = 𝑑𝑡 + 𝛼𝑦𝑡−1 +
𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗∆𝑦𝑡−𝑗 + 𝑒𝑡𝑘, 𝑡 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑇. (1.9)

According Frish-Wau-Lowell theorem the parameter estimation of this regression is equivalent to
two-step procedure where instead of 𝑦𝑡 in (1.5) the detrending counterpart can be used, �̂�𝑡, OLS
residuals from the regression of 𝑦𝑡 on the deterministic component. If there is a deterministic
component the similar way is applied for Phillips-Perron tests (with corresponding modifications)
and Breitung test (equation (1.6)): we should use residual �̂�𝑡 instead 𝑦𝑡.

In the limiting distributions (1.2) and (1.3) the standard Wiener processes𝑊 (𝑟) are replaced

1Such hypothesis will be considered in Section 1.2.1.
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by corresponding detrending counterparts

𝑊 𝑑(𝑟) = 𝑊 (𝑟) −𝐷(𝑟)′
(︂∫︁ 1

0

𝐷(𝑠)𝐷(𝑠)′𝑑𝑠

)︂−1(︂∫︁ 1

0

𝐷(𝑠)𝑊 (𝑠)𝑑𝑠

)︂
,

where 𝐷(𝑟) = 1, if 𝑑𝑡 = 𝜇 (𝑧𝑡 = 1) and 𝐷(𝑟) = (1, 𝑟)′, if 𝑑𝑡 = 𝜇+𝛽𝑡 (𝑧𝑡 = (1, 𝑡)′). In the first case,
𝑊 𝑑(𝑟) reduces to demeaned Wiener process 𝑊 𝜇(𝑟) = 𝑊 (𝑟)−

∫︀ 1

0
𝑊 (𝑠)𝑑𝑠, and, in the second case,

it reduces to detrended Wiener process 𝑊 𝜏 (𝑟) = 𝑊 𝜇(𝑟) − 12(𝑟 − 1
2
)
∫︀ 1

0
(𝑠− 1

2
)𝑊 (𝑠)𝑑𝑠.

It is important to note that when we account for a constant, the test obtained will be invariant
with respect to the initial condition under the null hypothesis even if this initial condition is
𝑂𝑝(𝑇

(1/2)). But in the presence of a trend, the power of the test will drop rapidly as trend
coefficient increases. However, when the trend is included in the model, the corresponding limiting
distribution will not depend on the trend parameter (and also on the initial condition). However,
the accounting of the trend in DGP will lead to a lower power due to the estimation of the
additional parameter.

The above detrending is called OLS detrending. Elliott, Rothenberg and Stock (1996) (here-
after ERS) proposed the alternative approach, GLS detrending, which was further analyzed in Ng
and Perron (2001).2 GLS-based tests are (near) asymptoticaly efficient (under some mild assum-
tions), that is, have (near) maximum possible asymptotic local power (close to power envelope)3.

If the GLS-based tests with MAIC for lag length selection are used, then the power becomes
non-monotonic. That is, the power first increases with the deviation from the unit root to sta-
tionarity, but then starts to fall, and sometimes quite significantly. In Perron and Qu (2007), a
solution to this problem is proposed, which is to select the number of lags via MAIC using OLS
detrended data, but the test statistics are constructed using GLS detrended data.

1.1.4 Local asymptotic

Many studies devoted to unit root testing are associated with the construction of such a
test, which would have the largest power. Many tests based on the standard (fixed) asymptotic
theory (that is, when considering the null hypothesis 𝐻0 : 𝛼 = 1 against the fixed alternative
𝐻1 : 𝛼 < 1) have a non-degenerate limiting distribution under the null hypothesis and diverge to
infinity under the alternative, which indicates the validity of a particular test. In other words, a
“good” test should have an asymptotic power equal to unity even under a very small deviation
from the null hypothesis, and should have (asymptotically) correct size. This, however, does not
fully match the simulation results even for large samples.

Another problem is that under the unit root null hypothesis, the (Dickey-Fuller) 𝑡-statistic
has the (asymmetric) Dickey-Fuller distribution (1.3). Under the alternative hypothesis, this
statistic has normal distribution. However, if the alternative hypothesis is close to the null, the
distribution of specific statistic becomes more similar to the Dickey-Fuller distribution than to the
normal distribution. The local asymptotic theory is designed to eliminate such a discontinuity in
asymptotic distributions, and to better approximate its finite sample behavior.

More precisely, let the autoregressive parameter 𝛼 behave like 𝛼 = exp(𝑐/𝑇 ) ≈ 1 + 𝑐/𝑇 ,
where localizing parameter 𝑐 ≤ 0. For 𝑐 = 0 we have unit root case. For 𝑐 → ±∞ some
results were obtained in Phillips (1987b), linking fixed cases 𝛼 < 1 (stationary process) and
𝛼 > 1 (explosive process) with local-to-unit-root case (𝛼 = exp(𝑐/𝑇 )). This representation is
used to analyze local power when testing the null hypothesis 𝑐 = 0 against the alternative 𝑐 < 0.
It can be seen that in this case the alternative hypothesis converges to the null hypothesis as

2See Vougas (2007) for comparison of different detrending methods.
3For Breitung test (1.6), however, the GLS detrending leads to worse properties than the OLS detrending.
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the sample increases. This artificial construction, however, makes it possible to approximate
the finite sample distributions more accurately. For 𝛼 = 1 + 𝑐/𝑇 the standard Wiener pro-
cess is replaced by OrnsteinЏUhlenbeck process 𝑊𝑐 (𝑟) (see Chan and Wei (1987) and Phillips
(1987b)) in all limiting distributions. This OrnsteinЏUhlenbeck process is the solution of stochas-
tic differential equation 𝑑𝑊𝑐(𝑟) = 𝑐𝑊𝑐(𝑟)𝑑𝑟 + 𝑑𝑊 (𝑟) with initial condition 𝑊𝑐 (0) = 0 (that is,
𝑊𝑐 (𝑟) =

∫︀ 1

0
exp (𝑐 (𝑟 − 𝑠)) 𝑑𝑊 (𝑠) ∼ 𝑁 (0, (exp (2𝑐𝑟) − 1) /2𝑐)). See Tanaka (1996) for more de-

tails on this theory and on the use of the Ornstein-Uhlenbeck process in asymptotic distributions.
Local asymptotics can also point to many properties that are occurred in finite samples, but which
can not be determined by a standard (fixed) asymptotic theory.

Such parametrization, however, still does not eliminate the discontinuity between the distri-
bution of the parameter under unit root and under stationarity cases. Recent studies (see Phillips
and Magdalinos (2007a), Phillips and Magdalinos (2007b), Giraitis and Phillips (2006), Phillips,
Giraitis and Magdalinos (2010), inter alia) developed the asymptotics of moderate deviations from
unity, where 𝛼 is modeled as 𝛼 = 1 + 𝑐/𝑘𝑇 , where 𝑘𝑇 goes to infinity with a lower rate than 𝑇 .
This theory allows to eliminate a discontinuity between stationarity and unit root cases.

1.2 Approaches to stationarity testing

This section describes the main approaches for testing the null hypothesis of the time series
stationarity. First, a classic KPSS test is described, then the behavior of tests under near inte-
gration is discussed. Further, the number of other stationarity tests and modifications of KPSS
test is considered. These tests and modifications of KPSS allow to reduce size distortions for
near-integrated time series.

1.2.1 KPSS test

Unit root testing is a necessary element of data analysis. The standard and most widespread
approach is hypothesis testing for a unit root in time series, first proposed in the work of Dickey and
Fuller Dickey and Fuller (1979). Kwiatkowski et al. (1992) (hereafter KPSS) proposed an opposite
direction of inquiry, employing the null hypothesis of stationarity about the deterministic trend as
a reversal complement of the unit root tests. These tests closely relate to the problem of testing
for a unit root in𝑀𝐴 component (see, for example, Maddala and Kim (1998, Section 4.4)). KPSS
suggested to use the results of testing the null hypothesis of stationarity for the confirmatory
analysis, that is, to confirm our conclusion about the presence of a unit root. However, if both
tests (for a unit root and for a stationarity) are not able to reject the corresponding null hypothesis,
or both reject the corresponding null hypothesis, it is impossible to obtain a conclusion. For a
more detailed discussion of this problem, see Maddala and Kim (1998, Section 4.6).

Briefly consider the most common test proposed in KPSS. The authors started with the
following model:

𝑦𝑡 = 𝑑𝑡 + 𝑟𝑡 + 𝑒𝑡, (1.10)

where 𝑦𝑡 is decomposed by the sum of deterministic component 𝑑𝑡 (constant or constant and linear
trend), random walk 𝑟𝑡 = 𝑟𝑡−1 + 𝜀𝑡 (𝑟0 = 0, because the constant is included in the deterministic
component and error 𝜀𝑡 is stationary with zero mean), and stationary error 𝑒𝑡. This representation
is unobserved components representation. We test the null hypothesis 𝐻0 : 𝜎2

𝜀 = 0. If the null
hypothesis is true, then 𝑟𝑡 = 0, and therefore 𝑦𝑡 is stationary. This is a special case of constancy
parameters testing against the alternative that the parameters follow a random walk (see Nabeya
and Tanaka (1988)).
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The test statistic is constructed as follows. First, we perform the regression of 𝑦𝑡 on the
corresponding deterministic component, which contains either a constant (index 𝑖 = 𝜇) or constant
and trend (index 𝑖 = 𝜏). The resulting residuals �̂�𝑖𝑡 (𝑖 = 𝜇, 𝜏) are then used to calculate 𝑆𝑖

𝑡 =∑︀𝑡
𝑗=1 �̂�

𝑖
𝑗. The test statistic is

𝑆𝑖 =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=2 (𝑆𝑖

𝑡)
2

�̂�2
𝑢

, (1.11)

with �̂�2
𝑢 being the long-run variance estimator of 𝑢𝑡, calculated from �̂�𝑡. Under some regularity

conditions and suitable choice of long-run variance estimator the asymptotic distribution of (1.11)
under the null hypothesis is 𝑆𝑖 ⇒

∫︀ 1

0
𝑊 𝑖(𝑠)2𝑑𝑠, where ⇒ denotes weak convergence, 𝑊 (𝑠) is

Wiener process, 𝑊 𝜇(𝑠) = 𝑊 (𝑠) − 𝑠𝑊 (1) is Brownian bridge, 𝑊 𝜏 (𝑠) = 𝑊 (𝑠) + (2𝑠− 3𝑠2)𝑊 (1) +

6(𝑠2 − 𝑠)
∫︀ 1

0
𝑊 (𝑙)𝑑𝑙 = 𝑊 𝜇(𝑠) − 6(1 − 𝑠)

∫︀ 1

0
𝑊 𝜇(𝑙)𝑑𝑙 is second order Brownian bridge. Under the

alternative hypothesis the numerator of the statistic (1.11) is 𝑂𝑝(𝑇
2), and the denominator is

𝑂𝑝(𝑇/𝑙𝑇 ), where 𝑙𝑇 is the bandwidth for nonparametric estimation of long-run variance. Then,
provided that the bandwidth grows more slowly than the sample size 𝑇 , the test is consistent.

1.2.2 Disadvantages of the stationarity tests under near integration

Muller (2005) considered the size and power of the KPSS test under near integration (because
standard KPSS test have serious size distortion when the time series is highly autocorrelated). It
is also known that in the near unit root representation, the asymptotic distribution of the test
much better approximates the small sample distribution in comparison to the representation of a
fixed autoregressive root |𝛼| < 1, if the series is strongly autocorrelated.

When author considered local asymptotic behavior, he take the following DGP which is
different from standard one (as in KPSS, Section 1.2.1):

𝑦𝑡 = 𝑑𝑡 + 𝑢𝑡, (1.12)

𝑢𝑡 = 𝛼𝑢𝑡−1 + 𝑒𝑡, (1.13)

where 𝑑𝑡 is a deterministic component (in the simple case it consist of either a constant or constant
and linear trend). The autoregressive parameter 𝛼 under local-to-unit-root representation is 𝛼 =
𝛼𝑇 = 1 + 𝑐/𝑇 , where 𝑐 ≤ 0, and errors 𝑒𝑡 satisfy assumption in order to FCLT holds. The initial
observation 𝑢0 satisfies 𝑢0 = 𝜁

√︀
𝜔2
𝑒/(1 − 𝛼2

𝑇 ).
Then it can be shown that under the local-to-unit-root representation

𝑇−1/2𝑢𝑖⌊𝑇𝑟⌋ ⇒ 𝜔𝑒𝐾
𝑖
𝑐(𝑟), (1.14)

where 𝑖 = 𝜇 in the constant case and 𝑖 = 𝜏 in the trend case, 𝐾𝜇
𝑐 (𝑟) = 𝐾𝑐(𝑟) −

∫︀ 1

0
𝐾𝑐(𝑠)𝑑𝑠 and

𝐾𝜏
𝑐 (𝑟) = 𝐾𝜇

𝑐 (𝑟) − 12
(︀
𝑟 − 1

2

)︀ ∫︀ 1

0

(︀
𝑠− 1

2

)︀
𝐾𝑐(𝑠)𝑑𝑠, and

𝐾𝑐(𝑟) =

{︃
𝜁(𝑒𝑟𝑐 − 1)(−2𝑐)−1/2 +𝑊𝑐(𝑟), 𝑐 < 0

𝑊 (𝑟), 𝑐 = 0
.

By applying CMT, the limiting distribution of the numerator is

𝑇−4

𝑇∑︁
𝑡=1

(
𝑡∑︁

𝑗=1

�̂�𝑖𝑗)
2 ⇒ 𝜔2

𝑒

∫︁ 1

0

[︂∫︁ 𝑟

0

𝐾𝑖
𝑐(𝑠)𝑑𝑠

]︂2
𝑑𝑟. (1.15)

Note that, unlike the standard asymptotics for the KPSS test, where the numerator is divided
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by 𝑇 2, in the equation (1.15) the numerator is further divided by 𝑇 2 in order to obtain a non-
degenerate limiting distribution. In this case, the denominator, long-run variance estimator �̂�2

𝑢,
should be of 𝑂𝑝(𝑇

2) to obtain the non-degenerate limiting distribution of KPSS statistics for the
local representation of the autoregressive root.

Under the standard asymptotics, it can be shown that the the long-run variance estimator
(constructed as the sum of the autocovariances) is consistent when the bandwidth is of 𝑜(𝑇 1/2)
or 𝑜(𝑇 ) (see Andrews (1991)). KPSS used Bartlett kernel with bandwidth of 𝑜(𝑇 1/4), and this
choice is very common in empirical works. Also, in Hobijn, Franses and Ooms (2004), making the
bandwidth dependent on the sample, the long-run variance estimators satisfies the bandwidth of
𝑜𝑝(𝑇 ).

However, under local-to-unit-root representation Müller proved that if the bandwidth is of
𝑜(𝑇 ) and 𝑐 = 𝑇 (1−𝛼) is arbitrary then for every critical value 𝑐𝑣 we have Pr (𝑆𝑖(𝜔2

𝑢(𝑙𝑇 )) > 𝑐𝑣) −→
𝑇→∞

1,

where 𝑙𝑇 is the bandwidth. That is, the size of the test goes to unity (asymptotically the null
hypothesis always rejected in favor of an alternative).

Note that such poor results are not characteristic of KPSS test at all, but only in a local-
to-unit-root representation, when autocorrelation is even asymptotically large. In order to obtain
asymptotically optimal tests, we note that the optimal unit root tests obtained by ERS and further
investigated by Muller and Elliott (2003) are point-optimal. Recall that the choice of 𝑐 has little
effect on the asymptotic power (it is almost always very close to the envelope). However, there is
a problem: locally optimal tests are tests for a unit root, not for stationarity. But they represent,
according to the Neumann-Pearson lemma, the likelihood ratio, that is, they are suitable if one
interchange the hypotheses. In this case, if we reject 𝐻0: 𝛼 = 1 against 𝐻𝐴: |𝛼| < 1 for sufficiently
large 𝐿(𝑐) − 𝐿(0) (where 𝐿(𝑐) is the log-likelihood function), then now we can reject 𝐻0: |𝛼| < 1
for a sufficiently small 𝐿(𝑐)−𝐿(0). However, the distribution will change, and critical values need
to be calculated separately.

Consider the null hypothesis of stationarity (local-to-unit-root) 𝐻0 : 𝑐 ≥ 𝑐 > 0 against the
alternative 𝐻1 : 𝑐 = 0 (with 𝑐 being minimal amount of mean reversion for the null hypothesis).
Following Muller and Elliott (2003), Muller (2005) proposed the asymptoticaly optimal test statis-
tic 𝑄𝜇(𝑐) for the constant case and 𝑄𝜏 (𝑐) for the trend case, in order to discriminate between 𝛼
and 𝛼𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 . This statistic is constructed in the following way:

𝑄𝑖(𝑐) = 𝑞𝑖1(�̂�
−1
𝑒 𝑇−1/2�̂�𝑖𝑇 )2 + 𝑞𝑖2(�̂�

−1
𝑒 𝑇−1/2�̂�𝑖1)

2

+ 𝑞𝑖3(�̂�
−1
𝑒 𝑇−1/2�̂�𝑖𝑇 )(�̂�−1

𝑒 𝑇−1/2�̂�𝑖1) + 𝑞𝑖4�̂�
−2
𝑒 𝑇−2

𝑇∑︁
𝑡=1

(�̂�𝑖𝑡)
2, (1.16)

where �̂�𝑖𝑡 are OLS-residuals from the regression of 𝑦𝑡 on the corresponding deterministic component,
𝑞𝜇1 = 𝑞𝜇2 = 𝑐(1+𝑐)/(2+𝑐), 𝑞𝜇3 = −2𝑐/(2+𝑐), 𝑞𝜇4 = 𝑐2 and 𝑞𝜏1 = 𝑞𝜏2 = 𝑐2(8+5𝑐+𝑐2)/(24+24𝑐+8𝑐2+𝑐3),
𝑞𝜏3 = 2𝑐2(4+𝑐)/(24+24𝑐+8𝑐2+𝑐3), 𝑞𝜏4 = 𝑐2. Also, �̂�2

𝑒 is any consistent long-run variance estimator
of 𝑒𝑡, by using residuals from the 𝐴𝑅(1) regression for �̂�𝑖𝑡.

4

The corresponding limiting distribution follows directly from the CMT:

𝑄𝑖(𝑐) ⇒ 𝑞𝑖1𝐾
𝑖
𝑐(1)2 + 𝑞𝑖2𝐾

𝜏
𝑐 (0)2 + 𝑞𝑖3𝐾

𝑖
𝑐(1)𝐾𝑖

𝑐(0) + 𝑞𝑖4

∫︁ 1

0

𝐾𝑖
𝑐(𝑟)𝑑𝑟, (1.17)

where 𝐾𝑖
𝑐(𝑟) is defined as in (1.14).

The results were much better than for the KPSS tests. The main result is that by fixing the
power of the 𝑄𝑖(𝑐) test at the level of the power of compared KPSS test, the latter is strongly

4Skrobotov (2015) showed that the kernel-based estimator works poorly enough, while the autoregressive esti-
mator showed fairly good properties.
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dominated by the former (in terms of size).

1.2.3 Comparison of LMC and KPSS tests

The advantage of the Leibourne-McCabe test Leybourne and McCabe (1994) (hereafter
LMC) (and its modification developed by Leybourne and McCabe (1999)) in comparison with
more common KPSS test is higher finite sample power. The difference between the tests is that
the KPSS test uses a nonparametric serial correlation correction, while the LMC uses parametric
correction. The advantage of the latter is a faster divergence to infinity under an alternative than
in the KPSS test, which makes the LMC test more powerful. The disadvantage of LMC is a rather
restricted class of assumptions about errors in comparison with KPSS.

Limiting distributions of both LMC and KPSS tests do not depend on any nuisance pa-
rameters, so they can be correctly sized asymptotically (under standard asymptotics). In small
samples with a large autoregressive parameter, the size of both LMC and KPSS tests, however, is
highly distorted. Muller (2005) (see also Section 1.2.2) explained theoretically the sources of this
size distortion of the KPSS test while Lanne and Saikkonen (2003) investigated the sources of this
size distortion of the LMC test. There are other stationarity tests such as Arellano and Pantula
(1995), Jansson (2004), Choi (1994), Tanaka (1990), Saikkonen and Luukkonen (1993a,b), but
they also can not cope with the size distortion problem in strongly autocorrelated time series.

Kurozumi (2009) considered the sources of this size distortion of the LMC test, and also
proposed the modification which has better properties in strongly autocorrelated DGPs.

1.2.4 Modification of KPSS for near integrated time series

Harris, Leybourne and McCabe (2007) (hereafter HLM) proposed to solve the problem of
unit asymptotic size described by Muller (2005) (see Section 1.2.2). HLM proposed a simple
modification of the KPSS-test based on (quasi) GLS-detrended series. More precisely, let we use
the model proposed by Muller (2005) under near integration. We test the null of stationarity
(local-to-unit-root) 𝐻0 : 𝑐 ≥ 𝑐 > 0 against the alternative 𝐻1 : 𝑐 = 0, where 𝑐 is a minimal
amount of mean reversion for the null hypothesis. The autoregressive parameter is written as
𝛼 = 𝛼𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , 𝑐 ≥ 0. Let �̃�𝑖𝑡, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 are residuals from the regression of 𝑦𝑐 = 𝑦𝑡 − �̄�𝑇𝑦𝑡−1

on 𝑍𝑐 = 𝑧𝑡 − �̄�𝑇 𝑧𝑡−1, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇 , where 𝑧𝑡 = 1 in the constant case and 𝑧𝑡 = (1, 𝑡)′ in the trend
case. Then the 𝑆𝑖(𝑐) test is constructed as:

𝑆𝑖(𝑐) =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=2 (

∑︀𝑡
𝑗=2 �̃�

𝑖
𝑗)

2

�̂�2
𝑒

, (1.18)

where �̂�2
𝑒 is calculated based on residuals �̃�𝑖𝑡.

The limiting distribution of the HLM statistic (1.18) for 𝛼 = 𝛼𝑇 = 1 + 𝑐/𝑇 , when the initial
condition is 𝑢0 = 𝜁

√︀
𝜔2
𝑒/(1 − 𝛼2

𝑇 ), is

𝑆𝜇(𝑐) ⇒
∫︁ 1

0

𝐻𝑐,𝑐,𝜅(𝑟)2𝑑𝑟, (1.19)

𝑆𝜏 (𝑐) ⇒
∫︁ 1

0

(︂
𝐻𝑐,𝑐,0(𝑟) − 6𝑟(1 − 𝑟)

∫︁ 1

0

𝐻𝑐,𝑐,0(𝑠)𝑑𝑠

)︂2

𝑑𝑟, (1.20)
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Here

𝐻𝑐,𝑐,𝜅(𝑟) = 𝐾𝑐(𝑟) + 𝑐

∫︁ 𝑟

0

(𝐾𝑐(𝑠) + 𝜅𝑠)𝑑𝑠− 𝑟

[︂
𝐾𝑐(1) + 𝑐

∫︁ 1

0

(𝐾𝑐(𝑠) + 𝜅𝑠)𝑑𝑠

]︂
,

𝐾𝑐(𝑟) =

{︃
𝜁(𝑒−𝑟𝑐 − 1)(2𝑐)−1/2 +𝑊𝑐(𝑟), 𝑐 > 0

𝑊 (𝑟), 𝑐 = 0
,

where𝑊𝑐(𝑟) =
∫︀ 𝑟

0
𝑒−(𝑟−𝑠)𝑐𝑑𝑊 (𝑠) is Ornstein-Uhlenbeck process,𝑊 (𝑟) is standard Wiener process,

and ⇒ denotes weak convergence.
If 𝑐 = 𝑐, then the test statistic has the standard KPSS distribution under the null for

corresponding deterministic component. Also, this statistic is invariant with respect to the initial
condition even in finite samples in this case.

Following to Muller and Elliott (2003) and Elliott and Muller (2006), for practical application
authors recommended to use 𝑐 = 10 for the constant case and 𝑐 = 15 for the trend case. Thus, the
asymptotic critical values for 𝑐 = 10 and 𝑐 = 15 correspond to standard critical values of KPSS,
and for these values of 𝑐 we have correct asymptotic size.

Comparing the behavior of the modified test with the 𝑄𝜇(𝑐) test, proposed by Muller (2005),
HLM conclude that under moderate initial conditions the former test clearly outperforms the latter
(in terms of asymptotic size by fixing power at some level) except for small initial conditions where
the 𝑄𝜇(𝑐) has a slight advantage. The finite sample behavior also shows the superiority of the
𝑆𝜇(𝑐) test under strongly negative MA component5.

1.2.5 Bias correcting of KPSS statistic

The problem that was formulated in Sul, Phillips and Choi (2005) (hereafter SPC) is the
downward bias of the HAC estimator of the long-run variance used in many tests (including KPSS
test). Since in the test formulas, the long-run variance is in the denominator, this results in a shift
of the statistics upwards and size distortion, which can be very significant.

When estimating the long-run variance with AR(1) prewhitening, the most commonly used
method (see, e.g., Andrews (1991)) is to replace the estimated autoregressive parameter which
is more than 0.97 by 0.97, in order to avoid a size distortion of unit root or stationarity tests.
This boundary rule avoids size distortion when the estimated autoregressive parameter is close to
unity. SPC investigated an alternative way in which the boundary rule depends on sample size,
that is, 1− 1/

√
𝑇 (that is, if the autoregressive estimate is more than 1− 1/

√
𝑇 , it is replaced by

1 − 1/
√
𝑇 ). This allows to significantly improve power.

More precisely, SPC suggest first to estimate 𝐴𝑅(𝑝) model for the residuals �̂�𝑡, that is,

�̂�𝑡 = 𝜑1�̂�𝑡−1 + · · · + 𝜑𝑝�̂�𝑡−𝑝 + 𝑒𝑡.

Then the long-run variance estimator is constructed as

�̂�2
𝑢 =

�̂�2
𝑒

(1 − 𝜑)2
, (1.21)

where 𝜑 = min
{︁∑︀𝑝

𝑗=1 𝜑𝑗, 1 − 1/
√
𝑇
}︁
and �̂�𝑒 is the long-run variance estimator of 𝑒𝑡 This estimator

5Based on Skrobotov (2015), the poor behavior of the 𝑄𝜇(𝑐) test under negative MA component is associated
with inappropriate choice of long-run variance estimator.
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can be rewritten alternatively as:

�̂�2
𝑢 = min

{︃
𝑇 �̂�2

𝑒 ,
�̂�2
𝑒

(1 −
∑︀𝑝

𝑗=1 𝜑𝑗)2

}︃
, (1.22)

For 𝐴𝑅(1) errors Carrion-i-Silvestre and Sansó-i-Rosselló (2006) showed that the size of the
test using SPC approach with 𝐴𝑅(1) prewhitening is close to the nominal one and better that for
the other tests considered while the test had liberal size distortion when the true DGP was an
𝐴𝑅(2) process.

This procedure is due to the fact that using AR-prewhitening, the long-run variance estimator
will be inconsistent unless the boundary condition is applied.

Kurozumi and Tanaka (2010) (hereafter KT) proposed the modification of the SPC to the
case of autoregressive long-run variance estimator 𝜔2

𝑢, that is,

�̂�2
𝑢,𝐴𝑅 =

�̂�2
𝑒

(1 − 𝜑)2
, (1.23)

where �̂�𝑒 = 𝑇−1
∑︀𝑇

𝑡=1 𝑒
2
𝑡 and 𝜑 = min

{︁∑︀𝑝
𝑗=1 𝜑𝑗, 1 − 𝑐/

√
𝑇
}︁
, and 𝑐 is some finite constant. How-

ever, while the autoregressive estimator of the long-run variance is performed quite well, the
problem of downward bias of the numerator of the KPSS statistic in finite samples arises. KT
showed for the constant and trend cases that the modified long-run variance estimator still leads
to too rare rejection of the null hypothesis due to this downward bias. Therefore, we observe a
significant loss of power under the alternative. To avoid this finite sample bias in the numerator
of KPSS statistic, KT proposed a bias-corrected version of the KPSS statistic:

𝐾𝑃𝑆𝑆 =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=1

(︀∑︀𝑡
𝑠=1 �̂�𝑠

)︀2 − �̂�𝑇

�̂�2
𝑢,𝐴𝑅

. (1.24)

Here the 𝑏𝑇 term corresponds to bias. This bias can be obtained by using Beveridge-Nelson
decomposition. More precisely, let 𝑢𝑡 = 𝜓(𝐿)𝑒𝑡. Then the process 𝑢𝑡 can be written as:

𝑢𝑡 = 𝜓(1)𝑒𝑡 + 𝜐𝑡−1 − 𝜐𝑡,

where 𝜐𝑡 =
∑︀∞

𝑗=0 𝜓𝑗𝑒𝑡−𝑗, 𝜓𝑗 =
∑︀∞

𝑖=𝑗+1 𝜓𝑖. The final expression for the numerator of the KPSS
statistic is written as

1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

�̂�𝑠

)︃2

=
𝜓2(1)

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

𝑒𝑠

)︃2

+𝑅1 −𝑅2.

The second and third terms are 𝑜𝑝(1), while the first term has non-degenerate limiting distribution.
Thus, the bias of the numerator depends on 𝑅1 and 𝑅2. KT determined the bias as expectation
of 𝑅1 −𝑅2 up to 𝑂(𝑇−1). This bias is denoted as 𝑏𝑇 :

E[𝑅1 −𝑅2] = 𝑏𝑇 + 𝑜(𝑇−1). (1.25)

Then we have the following results.

Proposition 1 Let 𝛾0 = E[𝜐2𝑡 ], the lag polynomial 𝜙(𝐿) = 𝑐(𝐿)(1−𝜌𝐿) and 𝜙′(1) = 𝑑𝜙(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=1.
Then the bias 𝑏𝑇 in the numerator of the standard KPSS test statistic is expressed as

𝑏𝑇 =
𝑏0
𝑇

(︂
𝛾0 + 𝜎2

𝑒

𝜙′(1)

𝜙3(1)

)︂
(1.26)
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where 𝑏0 = 5/3 for the constant case and 𝑏0 = 19/15 for the trend case.

The 𝛾0 can be obtained recursively by solving Yule-Walker equations (see Kurozumi and
Tanaka (2010, section 3.2) for details). Finite sample simulations show a significant improvement
of the size under 𝐴𝑅(2) errors.

1.2.6 Other approaches

Briefly describe other recently developed approaches to testing the null hypothesis of sta-
tionarity.Busetti (2009) investigated the properties of the stationarity tests under various initial
conditions. Amsler, Schmidt and Vogelsang (2009) developed tests with fixed-b asymptotics for
long-run variance estimation. de Jong, Amsler and Schmidt (2007) and Xiao and Lima (2007)
weakened the different conditions on long-run variance for standard KPSS test. Choi (2009) devel-
oped a simple procedure to reduce size distortion of KPSS test by partitioning the sample into two
parts. He proposed maximum of two KPSS statistic, one is constructed from the odd observations
and the second is from the even observations.

1.3 Recent approach to hypohesis testing under presence of

structural breaks

Within the framework of ARMA models, the distinction between TS (trend stationary) and
DS (difference stationary) time series is reduced to solving the problem of the presence of a unit
root in the autoregressive polynomial in the model. Then the problem of choosing between the
presence of a unit root and stationarity (relative to a deterministic term) can be reduced to solving
the next problem. With the available statistical data, is the assumption that the trend changing
at each time point (the stochastic trend) better corresponds the data compared to the assumption
that the trend never changes (linear trend)? The empirical analysis from Nelson and Plosser
Nelson and Plosser (1982) (based on historical macroeconomic time series of the USA) showed
that the majority of those considered times series contain a stochastic trend. That is, the trend
in their data changes every moment of time.

However, a natural question arises: why the choice is made precisely between the alternatives
of “always” and “never”. Why, for example, we do not consider the choice between “always” and
“sometimes”? (And, ideally, also ask about the frequency of the occasional shocks that lead to a
permanent trend change.)

Researches initiated by Perron Perron (1989, 1990) were motivated by the latter question,
that is, the model allowed “sometimes” serious changes in trend function of time series (for Amer-
ican data). These changes can be associated with important historical events, such as the Great
Depression in the United States, the First and Second World Wars. Such changes could be consid-
ered as stochastic, but drawn from distribution, different from those from which shocks occurring
in each period are drawn. However, the fact that such large changes are infrequent prevents us
to determining and evaluating the probability distribution for them. Therefore, we have to model
these infrequent large changes in the trend as structural changes. When testing for a unit root,
there are several permanent changes in the trend function.

Economists are interested in to studying the economic causes of the corresponding structural
breaks (what events in the economy affected the arising changes in macroeconomic time series).
The question is also of how much the structural breaks in different time series are correlated with
each other, that is, what series are affected by a certain event that causes a shock in the economy.
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This section describes modern methods for testing for the unit root hypothesis with the
possible presence of structural breaks.

1.3.1 Unit root tests with break at known date

Initially Perron (Perron (1989, 1990)) assumed one change in the trend function and two
versions of the following models:

1. Change in level (“crash-model”);

2. Change in trend slope (“changing growth model”);

3. Change in level and trend slope (both effects).

For each of these cases, two different versions take into account different transition effects: an
innovative outlier (IO), which assumes that a change in the trend function occurs gradually, and
an additive outlier (AO), which assumes that a change in the trend function occurs instantly.
The difference between additive and innovative emissions is important not only because different
transition paths are assumed, but also because the statistical procedures for unit root testing in
these cases are different. For a more discussion see Perron (2006).

The structural break in Perron’s model is assumed to be exogenous, that is, the date of
structural break in tests is chosen by the researcher based on knowledge of the economic situation
at particular time. This circumstance is obviously a drawback of such models, since the structural
break does not have to coincide with the time of shock (and as econometric studies show, it often
does not coincide with it), that is, there may be a certain gap between the shock and the implied
structural break.

Standard unit root testing is usually performed using the augmented Dickey-Fuller test,
based on the t-statistics for testing the null hypothesis of 𝛼 = 1 in the regression

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝛼𝑦𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖∆𝑦𝑡−𝑖 + 𝑒𝑡,

where trend can be excluded from the regression. The main idea of Perron’s study is that when
a true process involves a structural break, the power of such unit root tests can greatly decrease.
The power can be even zero if the break is large.

Perron proposed the test statistics for the IO models, which is constructed from the regression

𝑦𝑡 = 𝜇0 + 𝜇1𝐷𝑈𝑡 + 𝛽0𝑡+ 𝛽1𝐷𝑇𝑡 + 𝛿𝐷𝑡(𝑇1) + 𝛼𝑦𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖∆𝑦𝑡−𝑖 + 𝑒𝑡. (1.27)

In this model, Perron added the additional dummy variables

𝐷𝑈𝑡 =

{︃
1 if 𝑡 > 𝑇1

0 if 𝑡 ≤ 𝑇1

to allow break in level, and

𝐷𝑇𝑡 =

{︃
𝑡− 𝑇1 if 𝑡 > 𝑇1

0 if 𝑡 ≤ 𝑇1

to allow break in trend.
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We can exclude (𝑡,𝐷𝑇𝑡) or (𝐷𝑇𝑡) from the regression to allow only break in level. The unit
root test is usual t-test for the null of 𝛼 = 1 against the alternative of |𝛼| < 1. This test is denoted
as 𝑡𝛼(𝜆1), where 𝜆1 = 𝑇1/𝑇 is the break fraction. If the break date is true, then the distribution is
invariant with respect to trend function parameters (parameters that are responsible for changes
in the constant and the trend slope).

For AO models the procedure is somewhat different from the one described above and
consists of two steps. At the first step, the trend function is estimated and removed from the
original time series through the following regression:

𝑦𝑡 = 𝜇0 + 𝛽0𝑡+ 𝜇1𝐷𝑈𝑡 + 𝛽1𝐷𝑇𝑡 + �̃�𝑡, (1.28)

where again (𝑡,𝐷𝑇𝑡) or (𝐷𝑇𝑡) can be excluded from the regression. The corresponding detrended
series are defined as residuals �̃�𝑡. The second step differs depending on whether the component
𝐷𝑈𝑡 is included in the first step, a dummy that determines the break in constant. If the 𝐷𝑈𝑡

is included in the first step, then we should use t-test for the null hypothesis of 𝛼 = 1 in the
following regression:

�̃�𝑡 = 𝛼�̃�𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑖=0

𝑑𝑖𝐷𝑡−𝑖(𝑇1) +
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖∆�̃�𝑡−𝑖 + 𝑒𝑡, (1.29)

where

𝐷𝑡 (𝑇1) =

{︃
1 if 𝑡 = 𝑇1 + 1

0 if 𝑡 ̸= 𝑇1 + 1

is impulse dummy.
However, initially Perron misinterpreted his results, obtaining a limiting distribution only for

models with innovative breaks. The mistake was fixed in Perron and Vogelsang (1993a,b). Initially
Perron considered (1.29) without impulse dummies 𝐷𝑡−𝑖(𝑇1), so the obtained limiting distributions
was related to only IO models. However, as Perron and Vogelsang (1993a,b) showed, if we add
impulse dummies 𝐷𝑡−𝑖(𝑇1) to the (1.29), then the limiting distribution of the test statistics is the
same as for IO models. For the model without break in level the distribution is different and is
given in Perron and Vogelsang (1993b, Equation 5), or in Perron and Vogelsang (1993a, Equation
6). Note that there is no need to introduce impulse dummies into the model without break in
level. Again, in all cases, the tests are invariant with respect to the break parameters, when the
break date is correctly specified. We also note that, in addition to the usual ADF tests, the Perron
considered modifications of the Phillips-Perron tests in the all models considered.

Although Perron’s test is the most popular in the time series analysis, there are other ap-
proaches described in the review Perron (2006): Kunitomo and Sato (1995), Amsler and Lee
(1995), Saikkonen and Lutkepohl (2001), Lanne, Lutkepohl and Saikkonen (2002), Amsler and
Lee (1995), Lutkepohl, Muller and Saikkonen (2001).

1.3.2 Unit root tests with break at unknown date

In the studies discussed above, Perron assumed that the date of the structural break is
exogenous That is, the break date is determined by a researcher based on certain economic events
regardless of the data points and any test statistics. If in fact there are no structural breaks, the
Perron’s tests have lower power than the DF tests. At the same time, they have asymptotically
exact size and they are consistent regardless of whether there is a structural change or not.

Although in Perron’s approach the dating of the structural break in a trend is associated with
important historical and economic events, it may still to be incorrect. This causes size distortion
and loss of power in finite samples. But this effect disappears asymptotically for data that does
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not contain a trend (see Hecq and Urbain (1993) and Montanes (1997)). For data with trend
Montanes and Olloqui (1999) showed that the power losses are occurred even in large samples (see
also Kim, Leybourne and Newbold (2000)).

Zivot-Andrews test

Zivot and Andrews (1992) (hereafter ZA) proposed a test for the presence of a unit root
(null hypothesis) against an alternative hypothesis that the time series is trend stationary with
an endogenous structural break (that is„ a structural break that occurred at an unknown time),
and investigated both the asymptotic and finite sample properties of the test.

Since in this case, models with an endogenous structural break are considered, the null
hypothesis (assuming that the process 𝑦𝑡 is an random walk with drift and without structural
breaks) is

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝑦𝑡−1 + 𝑒𝑡. (1.30)

The authors considered the following IO model specification of Perron (1989), based on the
regression (1.27). The test statistic is based on the following ADF type regression:

𝑦𝑡 = 𝜇0 + 𝜇1𝐷𝑈𝑡 + 𝛽0𝑡+ 𝛽1𝐷𝑇𝑡 + 𝛼𝑦𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑗=1

𝑐𝑗∆𝑦𝑡−𝑗 + 𝑒𝑡, (1.31)

where we assume the most general model with break in both level and trend slope.
Note that impulse dummy 𝐷𝑡−𝑖(𝑇1) = I(𝑡− 𝑖 = 𝑇1 + 1), where I(·) is indicator-function (see

(1.27)), not included in the regression due to the different from Perron (1989) null hypothesis.

Then the null hypothesis 𝐻0 is rejected if 𝑡�̂�
(︁
�̂�
)︁

= inf
𝜆∈Λ

𝑡�̂�𝑖 (𝜆) < 𝑘inf,𝛼 with 𝑘inf, 𝛼 being the critical

value of the t-statistic that is depends on 𝜆, and Λ is a closed subset of the (0,1) interval (authors
choose Λ = [0, 001; 0, 999]).

Perron (1997) extended theoretical results of ZA and Banerjee et al. (1992). He considered
the same models as ZA, but with one impulse dummy𝐷𝑡(𝑇1) (as in (1.27)). Also Perron considered
different methods for break date estimating.

For other approaches for unit root testing in the presence of a break at unknown time see
Perron (2006, Section 5.4.1.).

1.3.3 Recent approaches to unit root testing with structural breaks

The tests described in the previous subsection are very popular over time. However, they
have a serious drawback that contradicts the original formulation of Perron. The structural break
in these tests is allowed only under the alternative hypothesis, but is not allowed under the null
hypothesis about the presence of a unit root. This means that under the null hypothesis, the
level break should be considered as the result of the innovation corresponding to the tail of the
distribution of innovations, and change in the trend slope is associated with different averages
of errors in some subsamples. This formulation essentially simplifies the searching procedure for
unknown break date and developing different methods of testing for a unit root (for example,
by minimizing the 𝑡-statistics over all possible break dates in the Dickey-Fuller type regression).
But if the noise component contains a unit root and the break is occurred in the trend function,
then we have the liberal size distortion, so that unit root null hypothesis is rejected too often.
Applying such procedure (minimizing the 𝑡-statistics over all possible break dates), the researcher
can erroneously decide that the series is stationary with a break, when in fact this series is
nonstationary with a break. In addition, the Zivot-Andrews type procedure is not invariant to
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the break parameters (there may be a more frequent false rejection of the null hypothesis if the
break magnitude increases).

Vogelsang and Perron (1998) showed that the t-statistic diverges to −∞6, when the trend
break is allowed under the null hypothesis. This assumes that rejection occurs due to the presence
of a process with a unit root with a trend break. The reason is that in the case of a fixed
break date, as in Perron (1989), the t-statistic is invariant in respect to deterministic function
parameters under both the null and alternative hypothesis. But when there is a search over all
possible break dates, this invariance is no longer hold. The case of a model with only a break in
level without a trend was considered in Perron and Vogelsang (1992a). In this case, the t-statistic
is asymptotically invariant with respect to break in level parameter but not in finite samples.
Simulations in Perron and Vogelsang (1992b) showed size distortion increasing with an increase
in the magnitude of the level break. The authors, however, stated that such serious distortions
are the effect of only improbably large breaks that do not arise in practice. Vogelsang and Perron
(1998) showed the similar results in the case of break in trend. But even though in practice the
distortions can be small, the feature of the formulation of the null hypothesis, in which there is
no break, remains unreasonable.

Kim and Perron (2009) returned to the original formulation of Perron and stated that the
Zivot-Andrews test is “inadequate and can lead to misleading results”. The paper considered the
both innovative outlier and additive outlier models and used the original formulation of Perron
allowing for a break under both the null and alternative hypothesis. Kim and Perron (2009)
proposed a procedures for finding the break dates. The limiting distributions of tests in the case
of an unknown break date is the same as for a known break date if we use estimated break date.
Kim and Perron (2009) limited themselves to the case of a single structural break, believing that
this approach can be extended to the case of an arbitrary number of breaks. Such a generalization
was proposed in Carrion-i-Silvestre, Kim and Perron (2009) (hereafter CKP), however, only for
additive breaks. Similar approach was considered by Harris, Harvey, Leybourne and Taylor (2009)
(hereafter HHLT), but for the case of single break.

A number of studies were devoted to estimating the break date and constructing a confi-
dence interval for this date. The first study in which nonstationary processes were analyzed was
Perron and Zhu (2005), devoted to the analysis of consistency, rate of convergence and limiting
distributions of parameters for models with structural breaks. The authors proposed to estimate
the break date by minimizing the sum of squared residuals over all possible break dates. The
argminimum is the estimate of the break date. In CKP, a preliminary (quasi) GLS-detrending of
the 𝑦𝑡 is performed, and the estimate of the break date is calculated on the basis of minimizing the
sum of squared GLS-residuals. HHLT used a first differences regression for a break fraction esti-
mator, since it is superconsistent under the null hypothesis. In Harvey and Leybourne (2013), an
alternative algorithm is proposed which is robust to the order of integration of 𝑢𝑡. This approach
combines quasi-GLS detrending and regression in the first differences to obtain break fraction
estimate. More specifically, for a given set of detrending parameters, one is chosen that provides
a minimum of the sum of squared residuals. Thus, the final estimate of the break fraction can be
either first-differenced or quasi-differenced regression estimate.

A natural generalization of the Harvey and Leybourne (2013) approach is to construct a
confidence set for the break date. The problem again is that the reliable specification of the
confidence set for the break date is depend on the order of integration. The approach of Elliott
and Müller (2007) for constructing a confidence set corresponds only to the case of 𝐼(0) errors,
but for 𝐼(1) errors it does not lead to a set with an asymptotically correct coverage level. We can
test for the null hypothesis 𝐻0 : ⌊𝜆0𝑇 ⌋ = ⌊𝜆𝑇 ⌋ against the alternative 𝐻1 : ⌊𝜆0𝑇 ⌋ ≠ ⌊𝜆𝑇 ⌋. Then
the confidence set at level (1− 𝜉) for 𝜆0 is constructed as in Elliott and Müller (2007) by inverting
the sequence of the tests for 𝐻0 : ⌊𝜆0𝑇 ⌋ = ⌊𝜆𝑇 ⌋ at significance level 𝜉 for ⌊𝜆⌋ ∈ Λ(𝜀), so that

6Some notes about their study will be considered further.
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the confidence set consists of all ⌊𝜆𝑇 ⌋ for which 𝐻0 fails to reject. Harvey and Leybourne (2015)
proposed the extension of Elliott and Müller (2007) to the case of uncertainty over the order of
integration of the series. In order to eliminate the dependence of the likelihood ratio statistic on
the break parameters, the authors considered tests that maximize the weighted average power.
On the basis of this they received locally best invariant test 𝑆(𝜆).

On innovative breaks, the study of Kim and Perron (2009) is one of the few works devoted
to such breaks. Kim and Perron (2009) proposed to delete some data window in the neighborhood
of the break (or its estimate, if the break date is unknown), and then combine the sample, so that
the model becomes additive outlier model only with break in slope. Then authors suggested to
test the unit root null hypothesis as in the case of additive outlier model.

Test based on minimizing test statistic

We return to tests based on minimizing test statistic over all possible break dates. Harvey,
Leybourne and Taylor (2013a) returned to the analysis of the ZA test in model with break in trend
slope. However, unlike ZA, the AO-type of the model was considered. The series is detrended in
the first step, and then the obtained residuals are tested for a unit root, using the minimum of
t-statistics over all possible break dates.

Asymptotic behavior of the test statistic indicates that the ZA test will incorrectly reject the
null hypothesis with a probability approaching unity in the limit when the actual break fraction
lies below 2/3, and also if the structural break is present under the null hypothesis (unlike the
study of ZA, where there was no break under the null hypothesis). This test, however, will not
incorrectly reject the null hypothesis with probability one in the limit if the actual break fraction
is higher than 2/3. The latter contradicts the result of Vogelsang and Perron (1998), in which
the false rejection of the null hypothesis occurs with probability one in the limit, regardless of
the location of the actual break date 7. Obviously, in reality, the location of the break may be
unknown, therefore, in empirical applications, there will be a problem of serious size distortions.

Simulations confirm the theoretical results, showing that for the break fraction 𝜆01 = 0.75,
the size of the test is slightly lower than the nominal one for any sample size and for any break
magnitude. If 𝜆01 = 0.5, then serious size distortions are observed only for very large samples
(large than 1600 observations). But if 𝜆01 = 0.25, then the size of the test greatly increases to
unity even for a moderate sample size and break magnitude.

Harvey, Leybourne and Taylor (2013a) proposed a solution of this problem by using the
fact that the test is well behaved if the break occurs in the second half of the sample. Consider
time-reverse data {𝑦𝑇−𝑡+1}𝑇𝑡=1 instead {𝑦𝑡}𝑇𝑡=1. Then any break in the first half of the original
sample moves to the second half of the sample in the time-reversed data. Denote the ZA test
statistic for original data as 𝑍𝐴𝐴𝑂 and for time-reversed data as 𝑍𝐴′

𝐴𝑂. Since we do not know a
priori, in which half of the sample the structural break actually occur, the maximum of these two
statistics is considered:

𝑍𝐴max
𝐴𝑂 = max (𝑍𝐴𝐴𝑂, 𝑍𝐴

′
𝐴𝑂) . (1.32)

The resulting test is robust in the sense that the procedure selects between 𝑍𝐴𝐴𝑂 and 𝑍𝐴′
𝐴𝑂 based

on which of the statistics is most favorable to the null hypothesis, eliminating the possibility for
the size of the test to be higher that the nominal one. Implicitly, the 𝑍𝐴max

𝐴𝑂 will have high power
under an alternative of stationarity because none of the statistics remains favorable to the null
hypothesis under the alternative 𝐻1 whether there is actually a break or not.

The simulation results show that the size of the proposed modification of the test is close to
the nominal one for any location of the break for different combinations of sample size and break
magnitude (except for too large samples more than 1600 observations in the case of 𝜆01 = 0.5).
Also, the simulations show a slight increase in power compared to the conventional ZA test, which

7In Vogelsang and Perron (1998), however, IO models were considered.
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together with a good size shows the superiority of the proposed procedure compared to the ZA
test.

Harvey and Leybourne (2012) considered the asymptotic behavior of the ZA test under local
alternative (𝐻1 : 𝛼 = 1 + 𝑐/𝑇 , 𝑐 < 0), allowing a corresponding Pitman drift for the break
parameter: 𝛽1 = 𝜅𝜔𝑒𝑇

−1/2, where 𝜔2
𝑒 is corresponding long-run variance of 𝑒𝑡. However, unlike

in Harvey, Leybourne and Taylor (2013a), the test statistic is not minimum of t-statistics for the
null hypothesis 𝛼 − 1 = 0, but the minimum of the estimator of 𝛼 − 1 (so called normalized bias
statistic). Then the resulting test statistic is:

𝐷𝐹min
𝛼 = inf

𝜆1∈Λ(𝜀)
𝐷𝐹𝛼 (𝜆1) , (1.33)

where 𝐷𝐹𝛼 (𝜆1) = 𝑇 �̂�, and �̂� is estimate of 𝛼 in standard ADF regression of �̂�𝑡, where �̂�𝑡 are the
detrended residuals from 𝑦𝑡 on deterministic term.

Simulations confirm that the asymptotic size actually never exceeds the nominal level, except
for the cases with very small breaks (small 𝜅). Compared to the asymptotic size of the usual
minimum t-test, the results do not correspond Harvey, Leybourne and Taylor (2013a). Similar
asymptotic size distortions are occurred for 𝐷𝐹min

𝛼 (under large 𝜅) for 10, 5 and 1-percentage
significance level if the true break fraction is lower than 0.045, 0.040 and 0.033, respectively.
But this problem does not matter, since usually the trimming parameter 𝜀 ≥ 0.05, that is, the
structural break is assumed to lie in a certain set Λ (𝜀) = [𝜀, 1 − 𝜀].

The local asymptotic power of 𝐷𝐹min
𝛼 also outperform the corresponding local asymptotic

power of minimum t-test. Note that although this test is fairly robust to the magnitude of the
initial value (although its power decreases if the initial condition magnitude increases, but remains
high enough under moderate initial condition magnitude), it has serious size distortion, e.g., under
MA (1) errors with a negative coefficient (see Skrobotov (2017) for details).

The extension to the case of multiple trend breaks was proposed by Harvey, Leybourne
and Taylor (2013b). The test is the extension of the Perron and Rodŕıguez (2003) test initially
proposed for the case of single break. The test statistic for the case of multiple breaks is

𝑀𝐷𝐹𝑚 = inf
𝜆∈Λ(𝜀)

𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 (𝜆, 𝑐) , (1.34)

where 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 (𝜆, 𝑐) (𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚)) as in the HHLT denotes standard t-statistic associated
with 𝛼 in standard ADF regression (with lag lenght selection as in Ng and Perron (2001) and
modification Perron and Qu (2007)) for GLS-detrended data (as in CKP and HHLT).

The asymptotic size of the 𝑀𝐷𝐹 test is close to the nominal one although there is an
insignificant decrease under a large break magnitude. Compared to the CKP test, the latter tends
to be oversized under a moderate break magnitude, but never exceeds 0.094.

1.4 Approaches using combination of different methods

One of the main questions in unit root testing is the question of including a trend in the
test regression (or, alternatively, detrending from some deterministic component that is either
just a constant or a constant with a linear trend). In the recent studies Harvey, Leybourne and
Taylor (2009b) and Harvey, Leybourne and Taylor (2012a) (hereinafter HLT, see also Harvey,
Leybourne and Taylor (2008)), the problem of including a deterministic trend in a unit root tests
was examined, and the behavior of the tests was analyzed for different values of initial conditions.

Obviously, including a trend in the regression will reduce the power of tests, and the limiting
distribution, for example, for the augmented Dickey-Fuller statistic, will be more skewed to the
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left than the distribution of statistics in the regression without a trend (only with a constant).
Therefore, if actually there is no trend in the data, then the inclusion of this trend can lead to
the non-rejection of the null hypothesis, while the test, constructed for the regression without a
trend, will reject this hypothesis. On the other hand, if the trend actually present in the data,
then it must be included in the test regression, since otherwise the power will be zero even for a
sufficiently small trend magnitudes.

The second major problem in unit root testing is the problem of the initial condition. Before,
for simplicity, it was assumed that the initial condition is either zero or stochastically bounded
or of 𝑜𝑝(𝑇 1/2). If the initial condition is of 𝑂𝑝(𝑇

1/2), then under the null hypothesis (about the
presence of a unit root) the test statistics will still be invariant in respect to this initial condition
if the constant term is included in the test regression. However, the initial condition will affect
the power of a test, and different tests will vary depending on the initial condition under the
alternative hypothesis.

Obviously, it is impossible to construct a unit root test that surpasses all others in power for
any class of alternatives. If the new test wins, for example, against a particular alternative, then
it is likely to lose power against another type of alternative. 8

If the researcher needs to guarantee robustness over wide range of parameter values, he can
use tests that behave roughly identically for different parameters. However, such tests often lose
the power in comparison to the tests for a specific alternatives. For example, as shown in Muller
and Elliott (2003), the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 test is optimal for a very small initial condition, while its power
rapidly decreases as this initial condition increases. On the other hand, the usual Dickey-Fuller
test (𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆) has a power that increases as initial condition increases (this is the only known
test for a unit root with this property), although for small initial conditions it is dominated by
large number of other tests.

However, often the researcher does not know whether the initial condition is large or small,
or whether the trend is present in the data or not. That is, the researcher does not know which
test to use for a particular time series in order to obtain the maximum possible power under this
alternative. One approach is to simultaneously use several tests, each of which has the greatest
power in its class of alternatives. This approach is quite simple, but it is necessary to take into
account the increasing size from the use of several tests (see Bonferroni inequality).

This section discusses the effect of the trend and the initial condition on unit root tests. The
most popular approaches are presented, which are robust to both types of uncertainty.

1.4.1 Weighted average of unit rot tests

Harvey and Leybourne (2005) developed the test representing a data-dependent weighted
average of the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 and 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 tests, which are effective under large and small initial
condition, respectively. This makes it possible to mitigate the influence of the initial condition,
and to eliminate the need for selection from the set of tests considered by Muller and Elliott (2003)
and Elliott and Muller (2006).

The initial condition is generated as 𝑢0 = 𝜁
√︀
𝜔2
𝜀/(1 − 𝛼2), 𝜁 ∼ 𝑁(𝜇𝜁I(𝜎2

𝜁 = 0), 𝜎2
𝜁 ). The case

𝜎2
𝜁 = 0 corresponds to fixed initial condition, and the case 𝜎2

𝜁 > 0 corresponds to random initial
condition (the case 𝜎2

𝜁 = 1 corresponds to unconditional case of Elliott (1999)).
The test proposed by authors is constructed as weighted average of𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 and𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖,

𝑖 = 𝜇 in the constant case, 𝑖 = 𝜏 in the trend case:

𝜏 𝑖𝐴𝑉 = (1 − 𝜆(|𝜁|))𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 + 𝜆(|𝜁|)𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖, (1.35)

8The same can be said about the robustness to the value of any parameter, such as the initial condition,
MA-parameters, etc.
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where 𝜆(|𝜁|) is some weighted function so that 𝜆(|𝜁|) → 1, 0 |𝜁| → 0,∞, depending on initial
value estimator 𝜁. In other words, this function should be such that, under small initial value,
the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 test is asymptotically chosen, and under large initial value, the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 test
is asymptotically chosen. Harvey and Leybourne (2005) choose a simple exponential function

𝜆(|𝜁|) = exp (−𝛾|𝜁|),

where 𝛾 determines the speed of transition between the limits in the space spanned by |𝜁| (the
choice 𝛾 = 0.4 is suggested).

As estimator of |𝜁| it can use

|𝜁| =
|𝑦0 − 𝑑0|

�̂�𝑢
,

where estimators 𝑑0 and �̂�2
𝑢 = (𝑇−1)−1

∑︀𝑇
𝑡=1 �̂�

2
𝑡 , �̂�𝑡 = 𝑦𝑡−𝑑𝑡, are obtained from the OLS regression

of 𝑦𝑡 on 𝑑𝑡. Under fixed alternative 𝛼 < 1 the estimator |𝜁| is consistent. However, under local-
to-unit-root behavior of 𝛼 the consistency will no longer be hold. Despite this, some information
on the initial condition can still be obtained, at least in extreme cases.

The power function of the 𝜏 𝑖𝐴𝑉 test is similar to the power function of the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 test
under small initial condition and to the power function of the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 test under large initial
condition. Compared with the optimal tests, 𝑄𝜇(10, 3.8) and 𝑄𝜏 (15, 3.968), the latter have a
higher power in intermediate values of the initial condition although dominance decreases with a
decrease in the localizing parameter 𝑐. Finite sample results correspond to the asymptotic ones.

Harvey and Leybourne (2006) proposed an another kind of weighted test which used the
𝑄𝜇(10, 3.8) and 𝑄𝜏 (15, 3.968) (an autoregressive long-run variance estimator is used to construct
these tests) instead 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖. The obtained test can be written as

𝑄𝑖
𝐴𝑉 = (1 − 𝜆(|𝜁|))𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 + 𝜆(|𝜁|)𝑄𝑖/𝜅𝑖, (1.36)

where scaling of the 𝑄𝑖 test by 𝜅𝑖 is intended for the statistics to have variances of the same
magnitude. The results showed that the power loss at intermediate values of the initial condition
is much lower than for the 𝜏 𝑖𝐴𝑉 .

1.4.2 Union of rejection

An alternative approach for the simultaneous use of several tests was considered by Harvey,
Leybourne and Taylor (2009b). They used a simple union of rejection of two tests, that is, the unit
root hypothesis is rejected if it is rejected by at least one of the tests, 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 or 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆.
Such strategy can be written as

Reject 𝐻0 if
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 < 𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝑖

𝜉 or 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 < 𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝑖
𝜉

}︁
,

or, alternatively,

𝑈𝑅𝑖 = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖I
(︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 < 𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝑖

𝜉

)︁
+ 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖I

(︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 ≥ 𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝑖

𝜉

)︁
,

where 𝑖 = 𝜇, 𝜏 , I(·) is indicator-function, 𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝑖
𝜉 and 𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝑖

𝜉 are critical values for the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖

and 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 tests, respectively for significance level 𝜉.
However, since this test strategy uses two tests in the construction, the size of this strategy
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is higher than the nominal 5%9. As a result, the size of 𝑈𝑅𝜇 is equal to 0.089, and the size of 𝑈𝑅𝜏

is equal to 0.080. To control size, it is suggested to correct the critical values by constructing a
size-adjusted conservative test:

𝑈𝑅𝑖 = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖I
(︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 < 𝑚𝑖

𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝑖
𝜉

)︁
+ 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖I

(︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 ≥ 𝑚𝑖

𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝑖
𝜉

)︁
,

where 𝑚𝑖
𝜉, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 are scaling constants for the level 𝜉.10

Asymptotically and in finite samples the union of rejection strategy behaves in a similar
way to the weighted tests Harvey and Leybourne (2005) and Harvey and Leybourne (2006) and is
more powerful than the optimal tests 𝑄𝜇(10, 3.8) and 𝑄𝜏 (15, 3.968) under small and large initial
conditions. Also, the union of rejection strategy is a more simple to apply.

Another approach was considered by Hanck (2012), where the combination of 𝑝-values is
used as a testing strategy, Fisher 𝜒2 test:

𝜒2
𝐽 = −2

∑︁
𝑗∈𝐽

ln(𝑝𝑗),

where 𝑝𝑗 is the 𝑝-value of the 𝑗-th test, 𝐽 is the set of tests. Under the null hypothesis this test
has known distribution (the critical values at the 0.01, 0.05 and 0.10 significance levels are equal
to 15.730, 10.440 and 8.248, respectively), and diverges under the alternative if at least one of the
tests is consistent.

The conceptual difference between the 𝑈𝑅𝑖 and 𝜒2
𝐽 is that the former ignores any information

from a less powerful test, while the latter combines the results of both tests, so that the 𝜒2
𝐽 inherits

the low power of any of the tests. This is confirmed by the simulation results: the 𝜒2
𝐽 test is less

powerful for large initial condition when the power gap between 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 and 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖 is
higher while this test is somewhat more powerful under small initial condition. Hanck (2012) also
considered the inclusion the additional normalized bias test, 𝑇 (�̂�− 1), to the 𝜒2

𝐽 test which leads
to the (uniformly) more powerful test (for large 𝑐) for every initial condition.

1.4.3 Uncertainty over the trend

Harvey, Leybourne and Taylor (2009b) additionally considered uncertainty over the trend.
They investigated the testing the null hypothesis of 𝐻0 : 𝛼 = 1 against the local alternative 𝐻1 :
𝛼 = 1 + 𝑐/𝑇 , where 𝑐 ≤ 0. The trend coefficient also has a local behavior, that is, 𝛽 = 𝜅𝜔𝑒𝑇

−1/2,
where 𝜅 is some constant.

Investigating the asymptotic local behavior of several unit root tests, with and without trend,
we can conclude that when there is no trend, it is best to apply the unit root test 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇

without trend (more precisely, ADF-test based on GLS-detrended data), and when there is trend,
it is best to apply the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 test with trend (again based on GLS-detrended data). In this
case, usually the latter statistic is used for unit root testing, regardless of whether the trend is
present or not, allowing a significant loss of power when the trend is not really present in the data.

The authors proposed three testing strategies: preliminary testing for the presence of a trend,
weighted average of the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 and 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 and union of rejection testing strategy.
Harvey, Leybourne and Taylor (2009b) investigated the asymptotic behavior of these strategies
based on local behavior of the trend parameter. The authors conclude that the latter method is

9Due to Bonferroni inequality the size of such strategy does not exceed the sum of the sizes of each test, that
is, 10%.

10This choice of scaling constants is not unique. Hanck (2012) showed that the power can be improved by using
different scaling constants for each of the tests individually. However, such scaling is almost equivalent to an equal
scaling of all tests and does not lead to a significant improvement.
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preferable in terms of asymptotic integrated power and in terms of losses of asymptotic integrated
power. This union of rejection strategy is constructed according to the principle of rejecting the
(unit root) null hypothesis by at least one of the tests, 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 and 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 , and is
written as

𝑈𝑅 = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇I
(︀
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 < 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝜇
𝜉

)︀
+ 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 I

(︀
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 ≥ 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝜇
𝜉

)︀
, (1.37)

with 𝑚𝜉 being the scaling constant to control size.
In the comments to the paper, Jörg Breitung suggested a modification. This modification

used a different scaling for different trend magnitude 𝜅. In other words, if the trend magnitude
is large on the basis of pre-testing, then the probability of rejection for the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 test goes
to infinity. Therefore, standard critical values can be used instead conservative critical values.
In rejoinder of Harvey, Leybourne and Taylor, the advantages of this approach was confirmed
(although the size is not controlled, but the distortions is small enough).

Also, in comments, Peter Burridge and Zhijie Xiao proposed to combine a testing strategy
under uncertainty over the trend with the testing strategy under uncertainty over the initial
condition. In rejoinder, the following decision rule was proposed (this rule is discussed in detail
in Harvey, Leybourne and Taylor (2008)):

Reject 𝐻0 if
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 < 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝐺𝐿𝑆,𝜇
𝜉

or 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 < 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉 or 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇 < 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑂𝐿𝑆,𝜇
𝜉

or 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 < 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

}︁
, (1.38)

where 𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝑖
𝜉 and 𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝑖

𝜉 are asymptotic critical values for the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑖 and 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖11,
respectively, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 . This decision rule can be rewritten as the following composite statistics:

𝑈𝑅4(𝜉) = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 < 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜇
𝜉 )

+ 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 ≥ 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜇
𝜉 )I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 < 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉 )

+ 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 ≥𝜉 𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜇
𝜉 )

× I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 ≥ 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉 )I(𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇 < 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑂𝐿𝑆,𝜇
𝜉 )

+ 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇 ≥𝜉 𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜇
𝜉 )

× I(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 ≥ 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉 )I(𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇 ≥ 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑂𝐿𝑆,𝜇
𝜉 ). (1.39)

Asymptotic size of 𝑈𝑅4(𝜉) does not depend on initial condition, but, however, depend on
the trend magnitude and is a decreasing function of this value. Therefore, the maximum size is
occurred under the no trend case, thus, the scaling constants are calculated for this case.

Harvey, Leybourne and Taylor (2008) proposed to modify this testing strategy. Let the
initial condition 𝑢0 is generated according 𝑢0 = 𝜁

√︀
𝜔2
𝜀/(1 − 𝛼2) for 𝛼 = 1 + 𝑐/𝑇 , 𝑐 ≤ 0. Then,

it can use pre-testing for both large value of the trend coefficient and large initial condition (as
it was proposed by Jörg Breitung in the comments to Harvey, Leybourne and Taylor (2009b)).
Denote the corresponding statistics for pre-testing as 𝑠𝛽 and 𝑠𝜁 . Then, 𝑠𝛽 > 𝑐𝑣𝛽 implies large
value of |𝜅|, and 𝑠𝜁 > 𝑐𝑣𝜁 implies large value of |𝜁|. Otherwise, these parameters are negligible.
Then we can apply the following modified union of rejection strategy 𝑈𝑅(𝑠𝛽, 𝑠𝜁):

1. If 𝑠𝛽 ≤ 𝑐𝑣𝛽 and 𝑠𝜁 ≤ 𝑐𝑣𝜁 , then use the conservative decision rule (1.39);

11𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 denotes a test for a unit rot in a ADF regression for OLS-detrended data.



170

2. If 𝑠𝛽 ≤ 𝑐𝑣𝛽 and 𝑠𝜁 > 𝑐𝑣𝜁 , then use the conservative decision rule 𝑈𝑅(𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇, 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 ):

Reject 𝐻0 if
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇 < 𝑚′

𝜉𝑐𝑣
𝑂𝐿𝑆,𝜇
𝜉

or 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 < 𝑚′
𝜉𝑐𝑣

𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

}︁
,

or, alternatively,

Reject 𝐻0 if min

{︃
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇,

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜇
𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏

}︃
< 𝑚′

𝜉𝑐𝑣
𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉 .

The corresponding scaling constants at 0.10, 0.05 and 0.01 significance levels are equals to
1.078, 1.064 and 1.044, respectively;

3. If 𝑠𝛽 > 𝑐𝑣𝛽 and 𝑠𝜁 ≤ 𝑐𝑣𝜁 , then use the conservative decision rule 𝑈𝑅(𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 ):

Reject 𝐻0 if
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 < 𝑚′′

𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉

or 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 < 𝑚′′
𝜉𝑐𝑣

𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

}︁
,

or, alternatively:

Reject 𝐻0 if min

{︃
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 ,

𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏

}︃
< 𝑚′′

𝜉𝑐𝑣
𝐺𝐿𝑆,𝜏
𝜉 .

The corresponding scaling constants at 0.10, 0.05 and 0.01 significance levels are equals to
1.070, 1.058 and 1.043, respectively;

4. If 𝑠𝛽 > 𝑐𝑣𝛽 and 𝑠𝜁 > 𝑐𝑣𝜁 , then use the decision rule:

Reject 𝐻0 if 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆
𝜏 < 𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏

𝜉 .

In the first case, there is no reason to believe that the trend parameter and the initial
condition are large, but we can not assume that they are necessarily small. In the second case,
evidence of large initial condition is observed, but it can not be asserted that the parameter of the
local trend is necessarily small. In the third case, we observe a large value of the trend parameter,
but we can not say that a small initial condition is also observed, so it would be reasonable to apply
the approach Harvey, Leybourne and Taylor (2009b). Finally, in the fourth case, we see evidence
of a large trend magnitude and a large initial condition and apply a conventional OLS-detrended
test with trend. Note that we make a conclusion about the trend and initial condition only if the
statistics 𝑠𝛽 and 𝑠𝜁 exceed critical values, but we can not say anything else.

One can take any of the test statistics proposed by Bunzel and Vogelsang (2005), Harvey,
Leybourne and Taylor (2007), Perron and Yabu (2009a) for 𝑠𝛽. Unfortunately, for large initial
values, the power of the tests even for moderate values of 𝜅 in fact, zero, which leads to the
conclusion that these tests can only be used as auxiliary tests to increase power, but not as pre-
tests. Therefore, we use pre-testing information only if the significance of the trend is confirmed,
but we do not take into account the reverse result. Also, none of the tests considered uniformly
exceeds the power of any other in different combinations of 𝜅 and 𝜁.

To indicate a large initial condition by 𝑠𝜁 , the authors suggested to use the following test
statistic (according to the structure of the decision rule in the third case, since 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 tends
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to become less and less negative if |𝜁| increases, while 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 tends to become more negative):

𝑠𝜁 = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 −
𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜏

𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 . (1.40)

Large values of this statistics indicate a large 𝜁.
The asymptotic behavior of the modification shows its superiority over the unmodified coun-

terpart. Also, the asymptotic behavior suggests to use the statistic 𝑧𝑚𝛿
𝜆 from Harvey, Leybourne

and Taylor (2007). Comparing with the finite sample behavior of tests, the results are consistent
with Harvey, Leybourne and Taylor (2007): in general, the 𝑧𝜆 statistic by Harvey et al. (2007) is
most preferable, the second best is 𝑧𝑚𝛿

𝜆 (but close to former), and, finally, the both outperform
𝐷𝑎𝑛-𝐽 proposed by Bunzel and Vogelsang (2005).

In published version of the Harvey, Leybourne and Taylor (2008) – Harvey, Leybourne and
Taylor (2012a) – the other test was used as pre-test for the trend, since the 𝑧𝜆, 𝑧𝑚𝛿

𝜆 and 𝐷𝑎𝑛-𝐽
tests showed high sensitivity of power to the value of the initial condition. The authors used a
modified test 𝑧′𝜆:

𝑧′𝜆 = (1 − 𝜆*)𝑧0 + 𝜆*𝑧1, (1.41)

where unlike Harvey, Leybourne and Taylor (2007), 𝑧1 is constructed by using autocorrelation
robust 𝑡-statistic for testing of 𝛽𝑇 = 0 in the quasi-differenced regression

𝑦𝑡 − 𝜌𝑇𝑦𝑡−1 = �̂�(1 − 𝜌𝑇 ) + 𝛽𝑇 (𝑡− 𝜌𝑇 (𝑡− 1)) + �̂�𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (1.42)

where 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , and the corresponding long-run variance is calculated using the residuals
�̂�𝑡. The authors obtained the limiting distribution of the modified statistics and showed that
when 𝑐 = 𝑐 it is asymptotically invariant to the initial value and asymptotically normal. They set
𝑠𝛽 = |𝑧′𝜆| with 𝑐 = 30 and used standard normal critical value. Then the 𝑠𝛽 test has increasing
liberal size distortions as 𝑐 approaches zero and has correct size at 𝑐 = 30.

Also, because the size of the 𝑈𝑅(𝑠𝛽, 𝑠𝜁) is higher than the nominal one Harvey, Leybourne
and Taylor (2012a) suggested to additionally correct critical values by using the scaling constant
𝜏𝜉.

Smeekes and Taylor (2012) proposed the extension of the union of rejection testing strategy
Harvey, Leybourne and Taylor (2012a) based on bootstrap. Bootstrap union of rejection test
statistic is constructed as

𝑈𝑅4 = min

{︃
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜇,

𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜇,*
𝜉

𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜏,*
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝜏 ,

𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜇,*
𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜇,*
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜇,
𝑐𝑣𝐺𝐿𝑆,𝜇,*

𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏,*
𝜉

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏

}︃
. (1.43)

This statistic is compared with the bootstrap critical value. The difference between this statistic
and statistics in (1.39) is that the critical values 𝑐𝑣·,·𝜉 is replaced by bootstrap critical values 𝑐𝑣·,·,*𝜉

for each test. Then one can use the same set of bootstrap series to calculate the critical values
for each statistic in order to find the bootstrap critical values for the full 𝑈𝑅4 statistic. This
procedure shows good finite sample properties. One can use the both nonparametric 𝑖.𝑖.𝑑. sieve
based bootstrap or wild bootstrap.
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1.5 Testing for explosive processes for identifying bubbles in time

series

The problem of the emergence and collapse of bubbles in financial and stock markets is
acute since the emergence of these markets themselves. The economic consequences of financial
bubbles are, first of all, distortions in the allocation of resources, which, as a consequence, moves
the equilibrium solution of agents from the optimal one. All this negatively affects the economic
growth rates, the welfare of economic agents and can lead to the emergence of financial crises
and recessions due to the so-called contagion effect. A classic example is the bubble collapse in
the Japanese stock market, which began in 1991, followed by the “lost decades” of decline and
deflation.

Since the paper of Phillips et al. (2011) the testing for bubbles based on explosive autoregres-
sive processes received a great popularity. Following Phillips et al. (2011), the concept of rational
bubbles can be illustrated using the present value theory, where the fundamental price of an asset
is determined by the sum of the discounted values of the expected future dividend sequence. By
using no arbitrage condition

𝑃𝑡 =
1

1 +𝑅
𝐸𝑡(𝑃𝑡+1 +𝐷𝑡+1), (1.44)

where 𝑃𝑡 is real stock price at time 𝑡, 𝐷𝑡 is real dividend received from the asset for ownership
between 𝑡 − 1 and 𝑡, 𝑅 is discount rate (𝑅 > 0, 𝑅 does not depend on time), we can obtain (by
using a log-linear approximation, see Campbell and Shiller (1989)), that

𝑝𝑡 = 𝑝𝑓𝑡 + 𝑏𝑡, (1.45)

where

𝑝𝑓𝑡 =
𝜅− 𝛾

1 − 𝜌
+ (1 − 𝜌)

∞∑︁
𝑖=0

𝜌𝑖𝐸𝑡𝑑𝑡+1+𝑖, (1.46)

𝑏𝑡 = lim
𝑡→∞

𝜌𝑖𝐸𝑡𝑝𝑡+𝑖,

𝐸𝑡(𝑏𝑡+1) =
1

𝜌
𝑏𝑡 = (1 + exp(𝑑− 𝑝))𝑏𝑡, (1.47)

with 𝑝𝑡 = log(𝑃𝑡), 𝑑𝑡 = log(𝐷𝑡), 𝛾 = log(1 + 𝑅), 𝜌 = 1/(1 + exp(𝑑− 𝑝)), where (𝑑− 𝑝) is average
log dividend-price ratio, 𝜅 = − log(𝜌) − (1 − 𝜌) log(1/𝜌− 1).

In (1.45) the price is determined by two components, 𝑝𝑓𝑡 , the fundamental component of the
stock price (which is determined by expected dividends), and 𝑏𝑡, the rational bubble component.
Under exp(𝑑− 𝑝) > 0 the rational bubble 𝑏𝑡 is submartingale. From (1.47) we have, that 𝑏𝑡 is
represented as following process:

𝑏𝑡 =
1

𝜌
𝑏𝑡−1 + 𝜀𝑏,𝑡 = (1 + 𝑔)𝑏𝑡−1 + 𝜀𝑏,𝑡, (1.48)

where 𝐸𝑡−1(𝜀𝑏,𝑡) = 0, 𝑔 = 1
𝜌
− 1 = exp(𝑑− 𝑝) > 0 is the growth rate of the natural logarithm of

the bubble, 𝜀𝑏,𝑡 is a martingale difference.
If there is no bubble, that is, 𝑏𝑡 = 0, (1.45) implies that 𝑝𝑡 is completely determined by

fundamental component of the stock price 𝑝𝑓𝑡 , and therefore by dividend 𝑑𝑡. Then from (1.46) we
can obtain that

𝑑𝑡 − 𝑝𝑡 = −𝜅− 𝛾

1 − 𝜌
−

∞∑︁
𝑖=0

𝜌𝑖𝐸𝑡(∆𝑑𝑡+1+𝑖). (1.49)

If 𝑝𝑡 and 𝑑𝑡 are both integrated processes then they should be cointegrated with cointegrating
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vector (1,−1) by (1.49).
However, the presence of the bubble in (1.48) implies explosive behavior of 𝑏𝑡, so 𝑝𝑡 reveals

explosive behavior regardless of behavior of 𝑑𝑡. In this case, ∆𝑝𝑡 is also explosive process and can
not be stationary. Diba and Grossman (1988) proposed two ways to investigate the presence of
a bubble: to test ∆𝑝𝑡 for stationarity and to test for cointegration between 𝑝𝑡 and 𝑑𝑡 to detect
a bubble (because if 𝑝𝑡 is explosive then these series can not be cointegrated). Phillips and Yu
(2011, Section 2.2) also showed that explosive behavior is sufficient evidence of the presence of a
bubble.

However, Diba and Grossman (1988) showed that if there is no negative rational bubble in
prices then the bubble never starts again, if it has ever collapsed. Evans (1991) considered the
possibility of periodically collapsing bubbles and demonstrated that tests of Diba and Grossman
(1988) have low power to detect such bubbles because periodically collapsing bubbles can behave
like I(1) process or even I(0) process under the assumption that the probability of collapsing of
the bubble is non negligible. A situation is also possible in which the both series, 𝑝𝑡 and 𝑑𝑡, can
be explosive and be explosively cointegrated. Then, if only 𝑑𝑡 is explosive, the explosive behavior
of 𝑝𝑡 can be sufficient evidence of a bubble, because an explosive behavior can occur only if 𝑏𝑡 ̸= 0.

Another observed fact is that explosive behavior can only occur temporarily on a small part
of the sample, so it is often difficult to detect an explosive process on the entire sample because
a time series can behave like I(1) or I(0) process (due to the collapsing of the bubble seems a
mean-reverting process).

1.5.1 Testing for explosive behavior in data

Phillips et al. (2011) (hereafter PWY) suggested to use recursive tests to solve the above
problems. These tests can detect the presence of explosive behavior of time series. These tests
are as follows. Let we have the regression

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛿𝑦𝑡−1 +
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜑𝑗∆𝑦𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡. (1.50)

We test the (unit root) null hypothesis of 𝐻0 : 𝛿 = 1 against the (explosive) alternative 𝐻1 : 𝛿 > 1.
In this case, the sequence of the ADF-statistics for the 𝛿 is calculated by using some subsample for
the first element of the sequence and by increasing this subsample by one observation (that is, we
use forward recursive test). In other words, the first regression includes 𝜏0 = ⌊𝑇𝑟0⌋ observations
for some initially specified fraction 𝑟0, where ⌊·⌋ denotes the integer part of its argument. The
second regression includes 𝜏0 = ⌊𝑇𝑟0⌋+1 observations, the third – 𝜏0 = ⌊𝑇𝑟0⌋+2 observations and
so on. Thus, the sequence of recursive ADF-statistics is constructed using a sample of increasing
length of the size 𝜏 = ⌊𝑇𝑟⌋ for all 𝑟 ∈ [𝑟0, 1], where the correspondind ADF-statistics are denoted
as

𝐴𝐷𝐹 𝑡
𝑟 =

(︃∑︀𝜏
𝑗=1 𝑒

2
𝑗−1

�̂�2
𝜏

)︃1/2 (︁
𝛿𝜏 (𝜏) − 1

)︁
, (1.51)

with 𝛿𝜏 (𝜏) being OLS estimator of 𝛿, based on the first 𝜏 = ⌊𝑇𝑟⌋ observations, �̂�2
𝜏 is the corre-

sponding estimator of 𝜎2, and 𝑒𝑡 is the OLS residual from the regression (1.50)12.
The authors proposed the following supremum statistic:

𝑆𝐴𝐷𝐹 (𝑟0) = sup
𝑟∈[𝑟0,1]

𝐴𝐷𝐹 𝑡
𝑟 , (1.52)

12Note that 𝐴𝐷𝐹1 corresponds the full sample.
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the use of which makes it possible to test the unit root null hypothesis against an explosive
alternative.

Phillips et al. (2015a) considered the extension of Phillips et al. (2011) test. Let the sample
in the regression (1.50) begins with the time point ⌊𝑇𝑟1⌋ and ends at the time point ⌊𝑇𝑟2⌋, and
the window length is equal to 𝑟2 − 𝑟1. Denote the corresponding test based on this sample as
𝐴𝐷𝐹 𝑟2

𝑟1
. Then, the generalized sup ADF test, GSADF, is constructed as

𝐺𝑆𝐴𝐷𝐹 (𝑟0) = sup
𝑟2∈[𝑟0,1],𝑟1∈[0,𝑟2−𝑟0]

𝐴𝐷𝐹 𝑟2
𝑟1
, (1.53)

that is, for each fixed 𝑟2 the ADF-statistic is calculated over all 𝑟1 from 0 to 𝑟2 − 𝑟0. Critical
values for GSADF test are larger than that for SADF test, which is special case under 𝑟1 = 0 and
𝑟2 = 𝑟𝜔 ∈ [𝑟0, 1]. The authors also show the finite sample advantages of the GSADF test over
SADF test.

Alternative methods for detecting bubbles was proposed by Homm and Breitung (2012),
Harvey and Leybourne (2014), Harvey et al. (2015) and Harvey et al. (2016b).

1.5.2 Determining the dates of origination and collapse

The 𝑆𝐴𝐷𝐹 test considered in the previous subsection is unable to determine the date of
origination (𝑟𝑒) and collapse (𝑟𝑓 ) of a bubble. For estimating these two dates PWY proposed the
following estimators:

𝑟𝑒 = inf
𝑠≥𝑟0

{𝑠 : 𝐴𝐷𝐹 𝑡
𝑠 > 𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑛

(𝑠)}, 𝑟𝑓 = inf
𝑠≥𝑟𝑒

{𝑠 : 𝐴𝐷𝐹 𝑡
𝑠 < 𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑛

(𝑠)}, (1.54)

where 𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑛
(𝑠) is right tail critical value of 𝐴𝐷𝐹 𝑡

𝑠 for significance level 𝛽𝑛. Thus, we recursively
test the null hypothesis until it is rejected, obtaining the moment of the bubble origination. After
this, we continue to recursively test the null hypothesis before its rejection, getting the date of
collapse. Phillips and Yu (2009) suggested to start the search for the collapse date after a certain
period after the bubble origination, that is,

𝑟𝑓 = inf
𝑠≥𝑟𝑒+

log(𝑇 )
𝑇

{𝑠 : 𝐴𝐷𝐹 𝑡
𝑠 < 𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑛

(𝑠)}. (1.55)

This ensures that the duration of the bubble is significant. That is, an episode of a smaller order
than 𝑂(log(𝑇 )) is not considered as significant in the dating algorithm for 𝜏𝑓 .

In their empirical studies, PWY also used a rolling regression to estimate the origination
and collapse dates. In this approach, each regression is based on a subsample of a fixed size of a
smaller order than 𝑇 . Phillips and Yu (2009) proved the consistency of estimates of the origination
and collapse dates under certain conditions.

To improve power of the PWY procedure, Phillips and Yu (2011) suggested to select initial
condition (which was previously fixed at the first observation) to initialize the recursive procedure
based on Schwarz Bayesian information criterion (BIC). If the non-explosive regime in the time
series switch to an explosive one, the most powerful test is the one in which recursive statistics
are computed using data from the explosive regime (since in this case observations for which the
data generation process is a unit root process are not taken into account).

An alternative procedure for estimating origination and collapse dates was considered in
Phillips et al. (2015b) (hereafter PSY), where in contrast to the (1.54) and (1.55), the estimators
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of 𝑟𝑒 and 𝑟𝑓 are constructed as follows:

𝑟𝑒 = inf
𝑟2∈[𝑟0,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) > 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}, (1.56)

𝑟𝑓 = inf
𝑟2∈[𝑟𝑒+𝛿

log(𝑇 )
𝑇

,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) < 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}, (1.57)

where 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) is backward sup ADF statistic:

𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) = sup
𝑟1∈[0,𝑟2−𝑟0]

𝐴𝐷𝐹 𝑟2
𝑟1
.

The authors generalized the procedure to the case of more than one bubble: in order to obtain
estimates of the dates 𝑟𝑒 and 𝑟𝑓 for the second bubble, it is necessary to reproduce the procedure
starting from the sample after collapse date estimate of the first bubble. More precisely, for two
bubbles

𝑟1𝑒 = inf
𝑟2∈[𝑟0,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) > 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}, (1.58)

𝑟1𝑓 = inf
𝑟2∈[𝑟1𝑒+𝛿

log(𝑇 )
𝑇

,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) < 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}, (1.59)

𝑟2𝑒 = inf
𝑟2∈[𝑟1𝑓 ,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) > 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}, (1.60)

𝑟2𝑓 = inf
𝑟2∈[𝑟2𝑒+𝛿

log(𝑇 )
𝑇

,1]

{𝑟2 : 𝐵𝑆𝐴𝐷𝐹𝑟2(𝑟0) < 𝑠𝑐𝑣𝑎𝑑𝑓𝛽𝑇
(𝑟2)}. (1.61)

PSY proved the consistency of the origination and collapse dates estimators, assuming that
the duration of the first bubble is longer than the second one. If a similar procedure is used not for
BSADF statistics, but just for ADF statistics, then in this case, estimators of the origination and
collapse dates for the second bubble will be inconsistent. In this case, a modification is possible
in which the infimum of statistic for obtaining 𝑟2𝑒 is calculated not over 𝑟2 ∈ [𝑟1𝑓 , 1], but over
𝑟2 ∈ [𝑟1𝑓 + 𝜉𝑡, 1], where 𝜉𝑡 = log(𝑇 )/𝑇 or 𝑇−𝛿 for some 𝛿 ∈ (0, 1). The procedure for finding the
bubble dating using the PSY method is superior to the method of Phillips and Yu (2011).

Harvey et al. (2016a) proposed a more accurate method of estimating the dating of a bubble.
In addition, this paper considered a more general data generation process that allows an additional
regime for the bubble collapsing:

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝑢𝑡, 𝑢𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝜏1,0𝑇

(1 + 𝛿1)𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 𝜏1,0𝑇 + 1, . . . , 𝜏2,0𝑇

(1 − 𝛿2)𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 𝜏2,0𝑇 + 1, . . . , 𝜏3,0𝑇

𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 𝜏3,0𝑇 + 1, . . . , 𝑇

(1.62)

where 𝛿1 ≥ 0 and 𝛿2 ≥ 0. Thus, up to the time point 𝜏1,0𝑇 , the process is stationary, after this
moment the bubble process originates, which stops at the time 𝜏2,0𝑇 . Then there is a collapsing
regime, which is generated by a stationary process and is interpreted as reversion to a normal
market behavior. The value 𝛿2 specifies the speed and magnitude of the collapse occurring during
the period from 𝜏1,0𝑇 + 1 to 𝜏2,0𝑇 . If 𝜏2,0 = 𝜏3,0, the process (1.62) reduces to the one considered
in PWY and PSY. After the end of the collapse period, the process is nonstationary with a unit
root.

Harvey et al. (2016a) considered four possible cases of bubble behavior:
Model 1, where 𝜏2,0 = 1 (unit root, then bubble to sample end);
Model 2, where 𝜏2,0 < 1 and 𝛿2 = 0 (unit root, then bubble, then unit root to sample end);
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Model 3, where 𝜏3,0 = 1 (unit root, then bubble, then collapse to sample end);
Model 4 is unrestricted (unit root, then bubble, then collapse, then unit root to sample end).
The Schwarz Bayesian information criterion (BIC) was proposed to select between one of

these four models. The criterion is constructed in a standard way based on the variance estimator.
The break dates are chosen on the basis of minimizing the sums of the squared residuals in the
one-lag model. For example, for the most general model with four regimes, the sum of squared
residuals over all possible dates of regime changes is minimized according the following regression:

∆𝑦𝑡 = 𝜇1𝐷𝑡(𝜏1, 𝜏2) + 𝜇2𝐷𝑡(𝜏2, 𝜏3) + 𝛽1𝐷𝑡(𝜏1, 𝜏2)𝑦𝑡−1 + 𝛽2𝐷𝑡(𝜏2, 𝜏3)𝑦𝑡−1 + 𝑣𝑡, (1.63)

where dummy variables are defined as 𝐷𝑡(𝑎, 𝑏) = 𝐼
Note that in the minimization process it is necessary to impose restrictions according to

which the bubble is increasing, and the stationary collapsing regime is decreasing. The obtained
regime change dates are used to calculate the sum of squared residuals, and the information
criterion is constructed as

𝐵𝐼𝐶 = 𝑇 ln[𝑇−1𝑆𝑆𝑅(𝜏1, (𝜏2, 𝜏3)] + (4 + 3) ln(𝑇 ). (1.64)

The penalty function consists of the number of estimated parameters and number of estimated
regime changes both multiplied by ln(𝑇 ). According to the author’s results, this procedure chooses
the true model well, but if the bubble is really occurred in the data. Thus, before using this
procedure, it is necessary to test the presence of a bubble.

See also Phillips and Shi (2009) for an alternative approach for detecting the dating of a
bubble in a similar data generating process. See also approach of Astill et al. (2016) for bubble
monitoring procedure.
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2 Order of integration detecting under uncertainty over different nuisance

parameters

2.1 Hypothesis testing for stationarity under uncertainty over the

trend and initial condition

Having examined the existing approaches for unit root testing, there is a need of a similar
procedure for stationarity tests, as hypothesis testing opposed to unit root is important for con-
firmatory analysis (see, e.g., Maddala and Kim (1998, Ch. 4.6)). Harris et al. (2007) (hereafter
HLM) proposed a modification of the standard Kwiatkowski et al. (1992) test (hereafter KPSS) in
the near integration using (quasi) GLS-detrending1. Asymptotic properties of the test in the con-
stant case were compared with point-optimal test proposed by Muller (2005) for different initial
conditions. The results revealed that in the case of small initial conditions the test proposed in
Muller (2005) is effective. Given a large, or even moderate initial conditions, this test has serious
liberal size distortions, tending to unity for strongly autocorrelated stationary data generating
processes. Additionally, it is dominated by the HLM test with large initial conditions.

We consider the asymptotic properties of stationarity tests proposed by HLM and Muller
(2005) following the approach of HLT. In Section 2.1.1 we introduce the HLM test and point-
optimal test proposed in Muller (2005) and obtain corresponding limiting distributions assuming
local behavior of the trend. Additionally, we use parametrization of the initial condition following
the Muller and Elliott (2003) approach. In Section 2.1.2 we analyze these tests in the case of
an asymptotically negligible initial condition, assuming the local behavior of the trend. As in
HLM, in this case the asymptotic size curves show that the point-optimal tests of Muller (2005)
is superior to the HLM test. Additionally, the test with only constant has serious liberal size
distortions, driven by increase of the magnitude of the local trend parameter. We propose to
use the intersection of rejections testing strategy 2 of two tests with and without a trend in
deterministic component, i.e., we reject the null hypothesis, if both tests simultaneously reject it.
We also propose a modification of this decision rule, using pre-testing of a trend parameter and
using this information to perform only the test with trend, if there is evidence of a large local
trend. As simulations show, this procedure has advantages over a simple intersection rejection of
two test (with- and without-trend). In Section 2.1.2 we analyze a similar procedure, assuming
knowledge of deterministic term, but no knowledge of initial condition magnitude. In this case,
as in Section 2.1.2, simple intersection of rejections of corresponding tests is the best solution,
as well as the modification with pre-testing of the initial condition. In Section 2.1.2 we address
the composite problem of uncertainty over both the linear trend and initial condition. Following
HLT, we propose an intersection of rejections testing strategy consisting of all four test statistics,
as well as modification in the pre-testing the trend magnitude and initial condition. Asymptotic
analysis reveals considered modifications as superior to the use of the individual tests with varying
parameters in the local trend and the initial condition.

In our analysis, the size of all tests was compared to a fixed power, where critical values
were obtained for the integrated process, as well as with zero trend parameters and zero initial
conditions. In Section 2.1.3 we obtain the critical values and scaling constants for fixed amount of
mean reversion under the stationary null hypothesis and in Section 2.1.4 we discuss the behavior
of tests in finite samples. Results obtained in the course of this investigation are formulated in

1Muller (2005) revealed that the use of conventional KPSS test with the bandwidth parameter in the long-run
variance estimator increasing at a slower rate than the length of the sample, leads to an asymptotic size equal to
unity under the null hypothesis about near integration. Therefore, in our analysis (local to unit root) we do not
consider conventional OLS-detrended KPSS test.

2HLT used the “union of rejections” term, and their test rejected the null hypothesis, if at least one of the tests

rejected it. As we consider stationarity tests in our procedure, we reject the null hypothesis if all of tests reject it,
and we call this strategy the “intersection of rejections”.
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the Conclusion section.

2.1.1 The Model

We consider the data generating process (DGP) as

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (2.1)

𝑢𝑡 = 𝜌𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (2.2)

where the process 𝜀𝑡 is taken to satisfy the standard assumptions considered by Phillips and Solo
(1992):

Assumtion 1 Let

𝜀𝑡 = 𝛾(𝐿)𝑒𝑡 =
∞∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖𝑒𝑡−𝑖,

with 𝛾(𝑧) ̸= 0 for all |𝑧| ≤ 1 and
∑︀∞

𝑖=0 𝑖|𝛾𝑖| < ∞, where 𝑒𝑡 is the martingale-difference sequence
with conditional variance 𝜎2

𝑒 and sup𝑡 E(𝑒4𝑡 ) < ∞. Short-run and long-run variances are defined

as 𝜎2
𝜀 = 𝐸(𝜀2𝑡 ) and 𝜔

2
𝜀 = lim𝑇→∞ 𝑇−1E

(︁∑︀𝑇
𝑡=1 𝜀𝑡

)︁2
= 𝜎2

𝑒𝛾(1)2, respectively.

In contrast to the conventional KPSS test, we use the local to unity behavior of the parameter
𝜌, i.e., 𝜌 = 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , where 𝑐 ≥ 0. We consider the local asymptotics primarily because it
provides a more accurate approximation for small samples than the standard asymptotics when
the series contains a large autoregressive root frequently observed in many macroeconomic time
series. We test the null of stationarity (local to unit root) 𝐻0 : 𝑐 ≥ 𝑐 > 0 against alternative
hypothesis 𝐻1 : 𝑐 = 0, where 𝑐 is the minimal amount of mean reversion under the stationary null
hypothesis.

Conventional KPSS test with the bandwidth parameter in the long-run variance estimator
increasing at a slower rate than the length of the sample leads to an asymptotic size equal to unity
under the null hypothesis about near integration (see Muller (2005)). Thus, we consider two tests
having non-degenerate limiting distribution under local to unit root behavior of autoregressive
parameter. The first was suggested by Muller (2005). Following Muller and Elliott (2003), Muller
(2005) proposed an asymptotically optimal test statistic 𝑄𝜇(𝑐) for the constant case and 𝑄𝜏 (𝑐) for
the trend case to discriminate between a null hypothesis 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 and 𝜌𝑇 = 1. This statistic
is constructed as:

𝑄𝑖(𝑐) = 𝑞𝑖1(�̂�
−1
𝜀 𝑇−1/2�̂�𝑖𝑇 )2 + 𝑞𝑖2(�̂�

−1
𝜀 𝑇−1/2�̂�𝑖1)

2

+ 𝑞𝑖3(�̂�
−1
𝜀 𝑇−1/2�̂�𝑖𝑇 )(�̂�−1

𝜀 𝑇−1/2�̂�𝑖1) + 𝑞𝑖4�̂�
−2
𝜀 𝑇−2

𝑇∑︁
𝑡=1

(�̂�𝑖𝑡)
2, (2.3)

where �̂�𝑖𝑡 are OLS residuals from regression of 𝑦𝑡 on 𝑑𝑡, where 𝑑𝑡 = 𝜇 in the constant case and
𝑑𝑡 = 𝜇 + 𝛽𝑡 in the trend case, 𝑞𝜇1 = 𝑞𝜇2 = 𝑐(1 + 𝑐)/(2 + 𝑐), 𝑞𝜇3 = −2𝑐/(2 + 𝑐), 𝑞𝜇4 = 𝑐2 and
𝑞𝜏1 = 𝑞𝜏2 = 𝑐2(8 + 5𝑐 + 𝑐2)/(24 + 24𝑐 + 8𝑐2 + 𝑐3), 𝑞𝜏3 = 2𝑐2(4 + 𝑐)/(24 + 24𝑐 + 8𝑐2 + 𝑐3), 𝑞𝜏4 = 𝑐2.
Additionally, �̂�2

𝜀 is any consistent estimator of long-run variance of 𝜀𝑡 using residuals from an
𝐴𝑅(1) regression of �̂�𝑖𝑡.

3

3Kernel-based long-run variance estimator proposed by (Muller, 2005) and used by HLM leads to very poor
finite sample properties of the tests under negative moving average errors. In unreported simulations (results made
available upon request) we found that autoregressive long-run variance estimator leads to satisfactory finite sample
properties.
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The second test was proposed by HLM. It uses the (quasi) GLS-detrended series. Specifically,
�̃�𝑖𝑡, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 are OLS residuals from regression of 𝑦𝑐 = 𝑦𝑡−𝜌𝑇𝑦𝑡−1 on 𝑍𝑐 = 𝑧𝑡−𝜌𝑇 𝑧𝑡−1, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇 ,
where 𝑧𝑡 = 1 in the constant case and 𝑧𝑡 = (1, 𝑡)′ in the trend case. Then, the 𝑆𝑖(𝑐) test statistic
is constructed as

𝑆𝑖(𝑐) =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=2 (

∑︀𝑡
𝑗=2 �̃�

𝑖
𝑗)

2

�̂�2
𝜀

, (2.4)

where kernel-based long-run variance estimator �̂�2
𝜀 is calculated using GLS-detrended residuals

�̃�𝑖𝑡.
4

We consider the following two assumption, specifying the behavior of trend coefficient 𝛽 and
initial condition 𝑢1.

Assumtion 2 The trend coefficient 𝛽 satisfies 𝛽 = 𝛽𝑇 = 𝜅𝜔𝜀𝑇
−1/2, where 𝜅 is some finite con-

stant.

Assumtion 3 The initial condition 𝑢1 satisfies 𝑢1 = 𝜉 = 𝛼
√︀
𝜔2
𝜀/(1 − 𝜌2𝑇 ), where 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 ,

𝑐 > 0. In unit root case, 𝑐 = 0, the initial condition is equal to zero, i.e. all tests are invariant to
𝛼.

HLM showed that in the case of small initial conditions the 𝑄𝑖(𝑐) test is efficient, in terms of
its smaller size, in comparison with the 𝑆𝑖(𝑐) test. However, for large initial conditions 𝑄𝑖(𝑐) has
serious size distortion and is strictly dominated by 𝑆𝑖(𝑐) test. One could also consider the optimal
𝑄𝑖(𝑔, 𝑘) test proposed by Elliott and Muller (2006) and analyzed by HLM in a stationarity testing
context. However, as it was shown in HLM, this test is strictly dominated by 𝑄𝑖(𝑐) test for small
initial conditions and by 𝑆𝑖(𝑐) test for large initial conditions. Thus, we do not use it in further
consideration. Similarly, as will be shown in Section 2.1.2, in the absence of trend, effective tests
are those that do not account for the trend in construction, while these tests will have a serious
size distortion in the presence of a trend in DGP.

The following lemma summarizes limiting distributions of four tests under Assumptions 1-3.

Lemma 1 Let {𝑦𝑡} be generated as in (2.1) and (2.2) and Assumptions 1-3 be satisfied. Then
under 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , 0 ≤ 𝑐 <∞

𝑄𝜇(𝑐) ⇒ 𝑞𝜇1

(︁
𝐾𝜇

𝑐 (1) +
𝜅

2

)︁2
+ 𝑞𝜇2

(︁
𝐾𝜇

𝑐 (0) − 𝜅

2

)︁2
+ 𝑞𝜇3

(︁
𝐾𝜇

𝑐 (1) +
𝜅

2

)︁(︁
𝐾𝜇

𝑐 (0) − 𝜅

2

)︁
+ 𝑞𝜇4

∫︁ 1

0

(︂
𝐾𝜇

𝑐 (𝑟) + 𝜅(𝑟 − 1

2
)

)︂2

𝑑𝑟, (2.5)

𝑄𝜏 (𝑐) ⇒ 𝑞𝜏1𝐾
𝜏
𝑐 (1)2 + 𝑞𝜏2𝐾

𝜏
𝑐 (0)2 + 𝑞𝜏3𝐾

𝜏
𝑐 (1)𝐾𝜏

𝑐 (0) + 𝑞𝜇4

∫︁ 1

0

𝐾𝜏
𝑐 (𝑟)𝑑𝑟, (2.6)

𝑆𝜇(𝑐) ⇒
∫︁ 1

0

𝐻𝑐,𝑐,𝛼,𝜅(𝑟)2𝑑𝑟, (2.7)

𝑆𝜏 (𝑐) ⇒
∫︁ 1

0

(︂
𝐻𝑐,𝑐,𝛼,0(𝑟) − 6𝑟(1 − 𝑟)

∫︁ 1

0

𝐻𝑐,𝑐,𝛼,0(𝑠)𝑑𝑠

)︂2

𝑑𝑟, (2.8)

4Note that this estimator has satisfactory finite sample properties in unreported finite sample simulations.
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Here

𝐾𝜇
𝑐 (𝑟) = 𝐾𝑐(𝑟) −

∫︁ 1

0

𝐾𝑐(𝑠)𝑑𝑠,

𝐾𝜏
𝑐 (𝑟) = 𝐾𝜇

𝑐 (𝑟) − 12

(︂
𝑟 − 1

2

)︂∫︁ 1

0

(︂
𝑠− 1

2

)︂
𝐾𝑐(𝑠)𝑑𝑠,

𝐻𝑐,𝑐,𝛼,𝜅(𝑟) = 𝐾𝑐(𝑟) + 𝑐

∫︁ 𝑟

0

(𝐾𝑐(𝑠) + 𝜅𝑠)𝑑𝑠− 𝑟

[︂
𝐾𝑐(1) + 𝑐

∫︁ 1

0

(𝐾𝑐(𝑠) + 𝜅𝑠)𝑑𝑠

]︂
,

𝐾𝑐(𝑟) =

{︃
𝛼(𝑒−𝑟𝑐 − 1)(2𝑐)−1/2 +𝑊𝑐(𝑟), 𝑐 > 0

𝑊 (𝑟), 𝑐 = 0
,

where 𝑊𝑐(𝑟) =
∫︀ 𝑟

0
𝑒−(𝑟−𝑠)𝑐𝑑𝑊 (𝑠) is a Ornstein-Uhlenbeck process, 𝑊 (𝑟) is a standard Wiener

process, and ⇒ denotes weak convergence.

Proof of Lemma 1: Prove (2.7). Due to the invariance, we set 𝜇 = 0 without loss of generality,
thus 𝑦𝑡 = 𝛽𝑡+ 𝑢𝑡.

We consider a model without the trend, when it is actually present. Using GLS-detrending
we obtain that

𝑟𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝜌𝑦𝑡−1 − �̃�,

�̃� =
1

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑦𝑡 − 𝜌𝑦𝑡−1).

Let 𝑧𝑡 = 𝑢𝑡 − 𝑢1. Then

𝑟𝑡 = 𝑢𝑡 − 𝜌𝑢𝑡−1 + 𝛽𝑡− 𝜌𝛽(𝑡− 1) − 1

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑢𝑡 − 𝜌𝑢𝑡−1) −
𝛽

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑡− 𝜌𝑡+ 𝜌)

= 𝑧𝑡 + 𝑢1 − 𝜌𝑧𝑡−1 − 𝜌𝑢1 −
1

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑧𝑡 + 𝑢1 − 𝜌𝑧𝑡−1 − 𝜌𝑢1)

+ 𝛽𝑡− 𝜌𝛽(𝑡− 1) − 𝛽

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑡− 𝜌𝑡+ 𝜌)

=

[︃
𝑧𝑡 − 𝜌𝑧𝑡−1 −

1

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑧𝑡 − 𝜌𝑧𝑡−1)

]︃
+

[︃
𝛽𝑡− 𝜌𝛽𝑡− 𝛽

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑡− 𝜌𝑡)

]︃

The second term can be written as 𝛽
(︀
𝑡− 𝑇+2

2

)︀
− 𝜌𝛽

(︀
𝑡− 𝑇+2

2

)︀
= 𝑇−1𝑐𝛽

(︀
𝑡− 𝑇+2

2

)︀
.

Then

𝑇−1/2

[𝑟𝑇 ]∑︁
𝑖=2

𝑟𝑡 =

⎡⎣𝑇−1/2

[𝑟𝑇 ]∑︁
𝑖=2

(︃
𝑧𝑡 − 𝜌𝑧𝑡−1 −

1

𝑇 − 1

𝑇∑︁
𝑡=2

(𝑧𝑡 − 𝜌𝑧𝑡−1)

)︃⎤⎦
+

⎡⎣𝑇−1/2

[𝑟𝑇 ]∑︁
𝑖=2

𝑇−1𝑐𝛽

(︂
𝑖− 𝑇 + 2

2

)︂⎤⎦
The first term of this expression has a limiting distribution obtained in HLM and corresponds

to the case of 𝜅 = 0 (more precisely, converges to 𝜔𝜀𝐻𝑐,𝑐,𝛼,0(𝑟)). Consider the second term,
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responsible for the behavior of test statistics under local trend:

𝑇−1/2

[𝑟𝑇 ]∑︁
𝑖=2

𝑇−1𝑐𝛽

(︂
𝑖− 𝑇 + 2

2

)︂
= 𝑐𝜔𝜀𝜅𝑇

−2 ([𝑟𝑇 ] − 1)([𝑟𝑇 ] + 2)

2
− 𝑐𝜔𝜀𝜅𝑇

−2 ([𝑟𝑇 ] − 1)(𝑇 + 1)

2

This expression converges to 𝑐𝜔𝜀𝜅
(︁

𝑟2

2
− 𝑟

2

)︁
, which proves the lemma using CMT and simple

integral transformations, because the long-run variance estimators (kernel-based in our case) 𝜔𝜀

are still consistent under the local trend misspecification.
The proof of (2.5) is similar to Harvey et al. (2009b), proofs of (2.6) and (2.8) are standard

and use FCLT and CMT.

�

Also, following HLM (see also Muller and Elliott (2003) and Elliott and Muller (2006)), we
set 𝑐 = 10 for 𝑄𝜇(𝑐) and 𝑆𝜇(𝑐) statistics and 𝑐 = 15 for 𝑄𝜏 (𝑐) and 𝑆𝜏 (𝑐) statistics.
Remark 1. Note that the 𝑄𝜏 (𝑐) and 𝑆𝜏 (𝑐) are invariant to the trend magnitude while the limiting
distributions of 𝑄𝜇(𝑐) and 𝑆𝜇(𝑐) explicitly depend on the local drift parameter 𝜅.
Remark 2. Under a fixed nonzero trend of the form 𝛽 = 𝜅𝜔𝜀 ̸= 0 it is easy to show that the
𝑄𝜇(𝑐) and 𝑆𝜇(𝑐) are both 𝑂𝑝(𝑇 ), i.e. diverge to infinity. This leads to the fact that these tests
have size equal to unity for all 𝑐.

2.1.2 Asymptotic analysis of stationarity tests

Asymptotic behavior under a local trend

Consider a case when the initial condition is 𝑢1 = 𝑜𝑝(𝑇
1/2). Then, in limiting distributions

obtained in Lemma 1 the process 𝐾𝑐(𝑟) is simply replaced by Ornstein-Uhlenbeck process 𝑊𝑐(𝑟).
Figures 2.1(a)-(d) show asymptotic size for 𝑐 ∈ [0, 20], where the critical conditions are obtained
for test comparison for 𝑐 = 0 and 𝜅 = 0 in order for the power to equal 0.5 for any test as in
Muller (2005) and HLM5.

Comparing the size of tests for the case of 𝜅 = 0 (fig. 2.1(a)), under the absence of a linear
trend, it is clear that the size is smaller for tests that do not take into account the presence of a
trend. Additionally, the 𝑄𝑖 dominates 𝑆𝑖, as it was evident in the results of simulations performed
by Harris et al. (2007) for the case of the only constant in deterministic term. As a result, for
stationarity testing, the 𝑄𝜇 test will be most effective of the tests considered for 𝜅 = 0.

For 𝜅 = 0.5 (fig. 2.1(b)) the results are largely similar to the case of 𝜅 = 0 and 𝑄𝜇 is still
effective, except in a very small interval 𝑐 ∈ [0, 1], when 𝑄𝜇 is dominated by tests that take into
account the trend (though they have a higher power in the interval 𝑐 ∈ [0, 1] and this interval can
be considered as negligible). Notably, that size of tests with only the constant slightly increases in
comparison with case of 𝜅 = 0. For 𝜅 = 1 (fig. 2.1(c)) the 𝑆𝜏 and 𝑄𝜏 are clearly superior to the 𝑆𝜇

and 𝑄𝜇 (the latter have serious size distortions, the size is never lower than 0.4 for the considered
interval 𝑐 ∈ [0, 20]), and 𝑄𝜏 is the efficient test. The size of tests with only the constant continues
to increase with increasing 𝜅. For 𝜅 = 2 (fig. 2.1(d)) the size of 𝑆𝜇 and 𝑄𝜇 almost always equals
to one, which confirms the behavior 𝑄𝜇 and 𝑆𝜇 under a fixed nonzero trend (see Remark 2).

As each of the considered 𝑄𝜇 and 𝑄𝜏 tests is efficient (in terms of size) for some values
of a local trend, it is necessary to use a feasible strategy to discriminate between the two cases
(presence/absence of a linear trend), if there is uncertainty over the magnitude of this local trend.

5Here and in the following sections results are obtained by simulations of the limiting distributions in Lemma
1, approximating the Wiener process using 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1) random variates and with integrals approximated by
normalized sums of 1,000 steps, with 50,000 replications.
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Figure 2.1 – Asymptotic size and power for different values of 𝜅, 𝛽𝑇 = 𝜅𝜔𝜀𝑇
−1/2

𝑄𝜇 : , 𝑄𝜏 : , 𝑆𝜇 : · , 𝑆𝜏 : · · ·

Following Harvey et al. (2009b) we reject the null of stationarity if both tests reject the null
simultaneously. Specifically, this intersection of rejections decision rule can be written as:

𝐼𝑅 = Reject 𝐻0 if {𝑄𝜇 > 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝑄,𝜇
𝜉 and 𝑄𝜏 > 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜏
𝜉 }, (2.9)

where 𝑐𝑣𝑄,𝜇
𝜉 and 𝑐𝑣𝑄,𝜏

𝜉 are the asymptotic critical values for 𝑄𝜇 and 𝑄𝜏 for some specified value
of 𝑐 and significance level 𝜉 (for more details see Section 2.1.3), and 𝑚𝜉 is some scaling constant
ensuring that asymptotic size equals 𝜉 for a given value 𝑐 (in case of absence of scaling the size
and power decreases, so we call the decision rule with scaling liberal).

It is possible to further improve this strategy by using information about the large value of
parameter 𝜅, specifically, about the clear evidence of a trend. As noted by J. Breitung in rejoinder
of Harvey et al. (2009b) there is no need to use the same scaling constant 𝑚𝜉 in all cases. If
there is strong evidence for a trend, then the probability of rejection of 𝑄𝜇 test tends to unity.
Consequently, it is possible to improve the strategy 𝐼𝑅 by using pre-tests 𝐷𝑎𝑛-𝐽 , 𝑡𝜆, 𝑡𝑚2

𝜆 and
𝑡𝑅𝑄𝐹
𝛽 ,6 proposed, respectively, by Bunzel and Vogelsang (2005), Harvey et al. (2007), Perron and
Yabu (2009a) and analyzed in HLT and Harvey et al. (2010b) for various magnitudes of a local
trend 𝜅 and initial condition 𝛼 (i.e. with strong evidence for the trend, the critical value of the

6The 𝑡𝜆 and 𝑡𝑅𝑄𝐹
𝛽 statistics are asymptotic equivalents, therefore we consider only the first in a study of the

asymptotic behavior of the tests.
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Figure 2.2 – Asymptotic size and power for different values of 𝜅, 𝛽𝑇 = 𝜅𝜔𝜀𝑇
−1/2

𝑄𝜇 : , 𝑄𝜏 : , 𝐼𝑅 : , 𝐼𝑅(𝑡𝜆) : , 𝐼𝑅(𝑡𝑚2
𝜆 ) : N , 𝐼𝑅(𝐷𝑎𝑛-𝐽) : H

𝑄𝜏 can be used). Specifically, consider the following modification of the decision rule (2.9):

𝐼𝑅(𝑠𝛽) =

{︃
Reject 𝐻0 if {𝑄𝜇 > 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜇
𝜉 and 𝑄𝜏 > 𝑚𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜏
𝜉 }, if |𝑠𝛽| ≤ 𝑐𝑣𝛽

Reject 𝐻0 if {𝑄𝜏 > 𝑐𝑣𝑄,𝜏
𝜉 }, if |𝑠𝛽| > 𝑐𝑣𝛽

, (2.10)

where 𝑠𝛽 denotes some pre-test statistic for testing 𝛽 = 0, and 𝑐𝑣𝛽 is the corresponding critical
value. The limiting distribution of these two tests follows directly from Lemma 1 and CMT, and
is, therefore, omitted. Under a fixed nonzero trend each of 𝑠𝛽 statistics diverges to infinity, so that
asymptotically the 𝑄𝜏 test will be selected. On the other hand, in the absence of a trend the 𝑄𝜇

with scaling critical value will actually be selected.
Figures 2.2(a)-(d) show asymptotic size of tests𝑄𝜇, 𝑄𝜏 , 𝐼𝑅, 𝐼𝑅(|𝑡𝜆|), 𝐼𝑅(|𝑡𝑚2

𝜆 |) and 𝐼𝑅(|𝐷𝑎𝑛-𝐽 |)
for values 𝜅 ∈ {0, 1, 2, 4} and 𝑐 ∈ [0, 20]. We chose the scaling constant 𝑚𝜉 in order for the asymp-
totic power of the test 𝐼𝑅 to equal 0.50 for 𝜅 = 0. For 𝜅 = 0 the size of 𝐼𝑅 tests is between 𝑄𝜇

and 𝑄𝜏 , as expected. The size of 𝐼𝑅(𝑠𝛽) tests is almost identical to 𝐼𝑅. Size curves of 𝐼𝑅(𝑠𝛽)
nearly coincide with 𝐼𝑅, as the hypothesis of 𝛽 = 0 has rejected very rarely. For 𝜅 = 1, rejection
of the hypothesis of 𝛽 = 0 is still quite rare, so that the size curves of 𝐼𝑅(𝑠𝛽) are close to𝐼𝑅,
and size curve of 𝐼𝑅 lies between ones of 𝑄𝜇 and 𝑄𝜏 . With increasing 𝜅, the size of tests 𝐼𝑅(𝑠𝛽)
approaches 𝑄𝜏 , the effective test in this case. The size curve 𝐼𝑅(𝑡𝜆) for 𝜅 = 4 coincides with 𝑄𝜏 ,
as even for 𝜅 ≈ 2.6 the hypothesis of 𝛽 = 0 will almost always be rejected by the 𝑡𝜆 (see Harvey
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et al. (2008, Fig. 5(a) and 6(a))). Comparing 𝐼𝑅(𝑡𝑚2
𝜆 ) and 𝐼𝑅(𝐷𝑎𝑛-𝐽), the size curve of the latter

is closer to 𝑄𝜏 , as for large 𝜅 the 𝐷𝑎𝑛-𝐽 test rejects the hypothesis of 𝛽 = 0 less frequently than
𝑡𝑚2
𝜆 (see Harvey et al. (2008, Fig. 5(a) and 6(a))).

Asymptotic behavior under various initial conditions

We consider tests 𝑄𝑖 and 𝑆𝑖, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 , in an approach similar to the previous section, by
varying parameters of the initial condition 𝛼 from 0 to 6 7 and varying parameter 𝑐 ∈ {5, 10, 15}.
Additionally, we assume knowledge of the deterministic component type. Figures 2.3(a) and (c)
show asymptotic size of the tests 𝑄𝜇, 𝑆𝜇, 𝐼𝑅 and 𝐼𝑅(𝑠𝛼). The last two tests will be discussed
below. Our results show that for small initial conditions the 𝑄𝜇 test dominates 𝑆𝜇, while with
increasing 𝛼 the asymptotic size of 𝑄𝜇 test goes to one (for moderate values of 𝑐). At the same
time, the size of 𝑆𝜇 increases with increasing 𝛼 only for small values of 𝑐, but for 𝑐 = 10 (Fig.
2.3(c)) it remains constant for all 𝛼, even though it is dominated by 𝑄𝜇 for small initial conditions
(𝛼 < 2.6). Thus, for small 𝛼 the 𝑄𝜇 test is efficient, while for large values of 𝛼 it is strongly
oversized. Therefore, if information is available about the large initial condition, it becomes
necessary to use the 𝑆𝜇 test.

Our results for the trend case are summarized in Figures 2.3(b) and (d) for 𝑐 = 10 and
𝑐 = 15, respectively, and appear to be identical, although the size distortions for 𝑄𝜏 and 𝑆𝜏 are
not as strong for large 𝛼 and small 𝑐, as in 𝑄𝜇 and 𝑆𝜇 (results available on request).

As in Harvey et al. (2009b) the following strategy of intersection of rejection can be applied:

𝐼𝑅 = Reject 𝐻0 if {𝑄𝑖 > 𝑚𝑖
𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝑖
𝜉 and 𝑆𝑖 > 𝑚𝑖

𝜉𝑐𝑣
𝑆,𝑖
𝜉 }, (2.11)

where 𝑐𝑣𝑄,𝑖
𝜉 and 𝑐𝑣𝑆,𝑖𝜉 , 𝑖 = 𝜇, 𝜏 are the asymptotic critical values of tests 𝑄𝑖 and 𝑆𝑖 for some

specified value 𝑐 and significance level 𝜉, and 𝑚𝑖
𝜉 is the some scaling constant in order for the

asymptotic size to be at 𝜉 level for a given 𝑐.
In an approach that is similar to the previous section, this strategy can be modified by using

additional information about the large initial condition, in order to select only the test 𝑆𝑖 in this
case:

𝐼𝑅(𝑠𝛼) =

{︃
Reject 𝐻0 if {𝑄𝑖 > 𝑚𝑖

𝜉𝑐𝑣
𝑄,𝑖
𝜉 and 𝑆𝑖 > 𝑚𝑖

𝜉𝑐𝑣
𝑆,𝑖
𝜉 }, if 𝑠𝛼 ≤ 𝑐𝑣𝛼

Reject 𝐻0 if {𝑆𝑖 > 𝑐𝑣𝑆,𝑖𝜉 }, if 𝑠𝛼 > 𝑐𝑣𝛼
, (2.12)

where 𝑠𝛼 denotes some test statistic for testing 𝛼 = 0, and 𝑐𝑣𝛼 is the corresponding critical value.
As in the previous section, the limiting distribution of these two tests directly follows from Lemma
1 and CMT and omitted for brevity.

It can be used the following statistic (proposed by HLT) for 𝑠𝛼:

𝑠𝛼 = 𝐷𝐹 -𝑄𝐷𝑖 −
𝑐𝑣𝑄𝐷,𝑖

𝜉

𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝑖
𝜉

𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑖, (2.13)

where 𝑖 = 𝜇, 𝜏 depends on the type of the deterministic term, 𝐷𝐹 -𝑄𝐷𝜏 and 𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜏 are ADF
tests for GLS and OLS detrended data, respectively, and 𝑐𝑣𝑄𝐷,𝜏

𝜉 and 𝑐𝑣𝑂𝐿𝑆,𝜏
𝜉 are corresponding

critical values. Large values of the upper tail of distribution for this test statistic indicate a large
initial condition of |𝛼|. HLT obtained the critical values for 𝑐 = 30; only in this case the test
statistic 𝑠𝛼 had the correct size. For smaller values of 𝑐 it contained liberal size distortions that
increased with decreasing 𝑐.

Figures 2.3(a)-(d) also show the asymptotic size of 𝐼𝑅 and 𝐼𝑅(𝑠𝛼) tests. As in the previous
section the critical values of 𝑄𝑖 and 𝑆𝑖 (𝑖 = 𝜇, 𝜏) and scaling factors 𝑚′

𝜉 were calculated in such

7As these tests are symmetric around 𝛼 there is no need to consider negative initial conditions.
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Figure 2.3 – Asymptotic size for different initial conditions 𝛼

𝑄𝑖 : , 𝑆𝑖 : , 𝐼𝑅 : , 𝐼𝑅(𝑠𝛼) : · · ·

a way, that the tests had their powers equal to 0.50. We use the critical values for 𝑠𝛼 at 𝑐 = 10
for the mean case and at 𝑐 = 20 for the trend case (these values provide better test properties).
We also analyzed the behavior of the tests, if the critical values for 𝑠𝛼 were obtained at different
𝑐 (results are available upon request). Furthermore, we use an additional correction of critical
values, so that the 𝐼𝑅(𝑠𝛼) strategy has power equal to 0.50. As expected, the size curve of 𝐼𝑅 lies
between the size curves of 𝑆𝑖 and 𝑄𝑖, although the size distortion is quite substantial for large 𝛼.
However, the modification 𝐼𝑅(𝑠𝛼) has a size that is close enough to effective 𝑆𝑖 test for large 𝛼
and significant gain in size for small 𝛼 in comparison to 𝑆𝑖. Thus, 𝐼𝑅(𝑠𝛼) effectively discriminates
the cases of small and large initial conditions.

Asymptotic behavior under uncertainty over both the trend and initial condition

Previous sections of this work discussed two testing strategies, the first of which is a station-
arity test with uncertainty over linear trend with the knowledge about asymptotically negligible
initial condition. The second testing strategy is stationarity test with the knowledge of the exact
specifications of the deterministic component, but with uncertainty over the magnitude of the
initial condition. The magnitude of the initial condition or the value of a trend parameter are not
known in advance, however. In this case following the HLT method (see also Harvey et al. (2008)),
we can apply the strategy of intersection of rejections, which reject stationarity, if each of the four
tests, 𝑄𝑖 and 𝑆𝑖 (𝑖 = 𝜇, 𝜏), rejects the null hypothesis of stationarity. This liberal decision rule
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Figure 2.4 – Asymptotic size and power for stationarity tests, 𝜅 = 0

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

can be written as:

𝐼𝑅4 = Reject 𝐻0 if {𝑄𝜇 > 𝑚*
𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜇
𝜉 and 𝑄𝜏 > 𝑚*

𝜉𝑐𝑣
𝑄,𝜏
𝜉

and 𝑆𝜇 > 𝑚*
𝜉𝑐𝑣

𝑆,𝜇
𝜉 and 𝑆𝜏 > 𝑚*

𝜉𝑐𝑣
𝑆,𝜏
𝜉 }, (2.14)

where 𝑚*
𝜉 is the scaling constant. It can also improve the test pre-identifying the possible large

initial condition or significant linear trend as in Sections 2.1.2 and 2.1.2. However, as shown in
Harvey et al. (2008), the tests 𝐷𝑎𝑛-𝐽 , 𝑡𝜆 and 𝑡𝑚2

𝜆 are very sensitive to the magnitude of initial
condition. HLT used a modified test 𝑡′𝜆:

𝑡′𝜆 = (1 − 𝜆*)𝑡0 + 𝜆*𝑡1, (2.15)

where in contrast to Harvey et al. (2007), 𝑡1 is constructed using autocorrelation-corrected 𝑡-ratio
for testing 𝛽𝑇 = 0 in the regression

𝑦𝑡 − 𝜌𝑇𝑦𝑡−1 = �̂�(1 − 𝜌𝑇 ) + 𝛽𝑇 (𝑡− 𝜌𝑇 (𝑡− 1)) + �̂�𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (2.16)
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Figure 2.5 – Asymptotic size and power for stationarity tests, 𝜅 = 0.5

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

where 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , and corresponding long-run variance is calculated by using residuals �̂�𝑡.
HLT obtained the limiting distribution of the modified test statistic and showed that for 𝑐 = 𝑐
this statistic is asymptotically invariant to the initial condition at point 𝑐 = 𝑐 and asymptotically
standard normal. HLT set 𝑠𝛽 = |𝑡′𝜆| with 𝑐 = 30 and used the standard normal critical value.
Then the test 𝑠𝛽 will be oversized as 𝑐 decreases towards zero, but at 𝑐 = 30 will be correctly
sized.

Thus, as in HLT, the modified liberal decision rule can be written as follows, where each
𝐼𝑅(·, ·) strategy reject the null hypothesis if all tests in the brackets reject it:

Definition 1 The modified intersection of rejections strategy 𝐼𝑅*
4 is defined as follows:

1) If 𝑠𝛽 ≤ 𝑐𝑣𝛽 and 𝑠𝛼 ≤ 𝑐𝑣𝛼, then use the liberal decision rule 𝐼𝑅(𝑄𝜇, 𝑄𝜏 , 𝑆𝜇, 𝑆𝜏 ), defined in
(2.14);

2) If 𝑠𝛽 ≤ 𝑐𝑣𝛽 and 𝑠𝛼 > 𝑐𝑣𝛼, then use the liberal decision rule 𝐼𝑅(𝑆𝜇, 𝑆𝜏 ), the corresponding
scaling constant is defined as 𝑚**

𝜉 ;

3) If 𝑠𝛽 > 𝑐𝑣𝛽 and 𝑠𝛼 ≤ 𝑐𝑣𝛼, then use the liberal decision rule 𝐼𝑅(𝑄𝜏 , 𝑆𝜏 ), the corresponding
scaling constant is defined as 𝑚𝜏

𝜉 ;
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Figure 2.6 – Asymptotic size and power for stationarity tests, 𝜅 = 1

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

4) If 𝑠𝛽 > 𝑐𝑣𝛽 and 𝑠𝛼 > 𝑐𝑣𝛼, then use the decision rule reject 𝐻0, if 𝑆
𝜏 > 𝑐𝑣𝑆,𝜏𝜉 .

The basic concepts of this strategy are as follows. Under 1) there is no reason to assume that
the values of the local trend and the initial condition are large, and there is no reason to argue
that they are necessarily small. Thus, the 𝐼𝑅4 strategy should be applied. Under 2) there may
be some evidence in favor of a large initial condition, so that 𝑄𝜇 and 𝑄𝜏 tests will be ineffective
(then can have size approaching unity) and can be excluded from the intersection of rejections
𝐼𝑅4. However, since we can not be sure of the magnitude of the local trend, it is necessary to
use both tests 𝑆𝜇 and 𝑆𝜏 . Under 3) there is evidence of a large magnitude of a local trend. In
this case, 𝑄𝜇 and 𝑆𝜇 are ineffective and should be excluded from the 𝐼𝑅4 strategy. However, we
should consider both 𝑄𝜏 and 𝑆𝜏 tests, as there is no reason to believe that the initial condition is
large. Finally, under 4) there is evidence of both a large local trend and large initial condition so
that only 𝑆𝜏 will be effective test in this case. Thus, the null hypothesis will be rejected if only
this test will be reject it.

Figures 2.4-2.6 respectively demonstrate for 𝜅 = 0, 0.5, 1, the asymptotic size of tests 𝑆𝜏 ,
𝐼𝑅4 and 𝐼𝑅*

4 for 𝑐 ∈ {0, 1, . . . , 20} by fixing power at 0.50. Results for larger 𝜅 are discussed
below. All figures (a)-(i) show the results for 𝛼 = {−4,−2,−1,−0.5, 0, 0.5, 1, 2, 4}, respectively.
Only 𝑆𝜏 is considered in the figures among the four original stationarity tests, as its size is never
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below a certain level across considered 𝛼 and 𝜅. Thus, this test can be considered “robust” under
both forms of uncertainty (trend and initial condition). Notably, it is necessary to correct the
testing strategy 𝐼𝑅*

4, so that it controls size asymptotically as in HLT. Therefore, we replace
𝑐𝑣𝑄,𝜇

𝜉 , 𝑐𝑣𝑄,𝜏
𝜉 , 𝑐𝑣𝑆,𝜇𝜉 and 𝑐𝑣𝑆,𝜏𝜉 by 𝜏𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜇
𝜉 , 𝜏𝜉𝑐𝑣

𝑄,𝜏
𝜉 , 𝜏𝜉𝑐𝑣

𝑆,𝜇
𝜉 and 𝜏𝜉𝑐𝑣

𝑆,𝜏
𝜉 , respectively, where 𝜏𝜉 is the

scaling constant, such that the power has never been lower than 0.50.
When 𝜅 = 0 the 𝐼𝑅*

4 test outperforms the 𝑆𝜏 test. Only in case of 𝛼 = 4 for small 𝑐 the size
of 𝐼𝑅*

4 is slightly higher. In comparison with the 𝐼𝑅4 test, its size is almost always smaller than
the 𝑆𝜏 and 𝐼𝑅*

4 tests, although in case of a large |𝛼|, this test has serious size distortions for small
𝑐. When 𝜅 = 0.5 for negative 𝛼 the size of 𝐼𝑅*

4 is slightly higher than 𝑆𝜏 (except for 𝑐 > 5 in case
of 𝛼 = −4), but increasing 𝛼, even at 𝛼 = 0.5 causes their size curves to intersect, and for 𝛼 = 2
the size of 𝐼𝑅*

4 is lower than 𝑆
𝜏 . For |𝛼| < 1 the size of 𝐼𝑅4 behaves almost as well as 𝑆𝜏 , but for

large |𝛼| its size curves become strongly nonmonotonic.
In our discussion of results of larger 𝜅, it should be noted that when 𝜅 = 0, 𝐼𝑅4 outperforms

two of the other tests and 𝑆𝜏 shows serious size distortion. When 𝜅 = 1, the 𝑆𝜏 becomes dominant,
while 𝐼𝑅4 shows considerable size distortion. In both cases the size curve of 𝐼𝑅*

4 lies between the
ones of 𝑆𝜏 and 𝐼𝑅4. According to Definition 1, as 𝜅 becomes larger, 𝑆𝜏 will continue to dominate,
and the size curve of 𝐼𝑅*

4 will lie between the ones of 𝑆𝜏 and 𝐼𝑅4, but will get close to 𝑆𝜏

(however, due to scaling, it will not coincide with 𝑆𝜏 even for very large 𝜅). Therefore, under
uncertainty about the trend, 𝐼𝑅*

4 testing strategy should be applied, whose size distortion is
acceptable regardless of whether a large time trend exists.

Thus, based on the asymptotic results, we strongly recommend the use of the modified
decision rule 𝐼𝑅*

4, if there is uncertainty over both the trend and the initial condition.

2.1.3 Critical values

In this section we discuss obtaining critical values for their practical application8, as previ-
ously we compared the tests by fixing the power at 0.50.

The critical values for tests 𝑄𝜇(𝑐) and 𝑆𝜇(𝑐) are given in Table 2.1. We obtain them at
𝑐 = 10 for tests 𝑄𝜇(𝑐) and 𝑆𝜇(𝑐), as in Muller and Elliott (2003) and Elliott and Muller (2006),
and for tests 𝑄𝜏 (𝑐) and 𝑆𝜏 (𝑐) at 𝑐 = 15. We note (see HLM), that in this case 𝑐 = 𝑐, and tests
𝑆𝑖(𝑐), (𝑖 = 𝜇, 𝜏) have standard KPSS limiting distributions, so the critical values are the same
as for conventional KPSS tests. However, the finite sample critical values slowly converge to the
asymptotic, so we provide additional critical values of all tests for 𝑇 = 150, 300, 600. Asymptotic
scaling constants, however, are appropriate for finite samples. Also, 𝑄𝑖(𝑐) is not invariant to the
initial condition 𝛼, when 𝑐 > 0, so the critical values obtained for 𝛼 = 0.

Critical values for the initial condition test 𝑠𝛼 were obtained at 𝑐 = 20 and are listed in
Table 2.2.

It is necessary to obtain scaling constants for all intersection of rejections testing strategy,
which were considered in Sections 3. However, there is some difficulty with obtaining the scaling
constants, as the critical values for the tests with trend are constructed with 𝑐 = 15, while critical
values for the tests only with constant, are constructed with 𝑐 = 10. Therefore, if the intersection
of rejections testing strategy includes tests with different types of deterministic components, we
obtain the scaling constants with 𝑐 = 12.5 (i.e. at 𝑐 = 12.5 tests has correct size). Otherwise,
scaling is performed using the specific 𝑐 for each type of deterministic component. All scaling
constants are given in Table 2.3 (the simulation code is available upon request).

8In this section, we obtain the results using the normalized sum of 5,000 steps and 100,000 replications.
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Table 2.1 – Asymptotic and finite sample critical values for 𝑄𝑖 and 𝑆𝑖, 𝑖 = 𝜇, 𝜏 at the 𝜉
significance level

𝑇 𝜉 = 0.10 𝜉 = 0.05 𝜉 = 0.01

𝑄𝜇 ∞ 6.93 8.04 10.55

600 6.90 8.07 10.65

300 6.98 8.18 10.97

150 7.09 8.32 11.32

𝑄𝜏 ∞ 9.04 10.28 12.90

600 9.02 10.29 13.05

300 9.03 10.26 13.13

150 9.15 10.42 13.32

𝑆𝜇 ∞ 0.348 0.461 0.745

600 0.341 0.451 0.711

300 0.341 0.445 0.699

150 0.342 0.442 0.658

𝑆𝜏 ∞ 0.120 0.148 0.220

600 0.118 0.145 0.209

300 0.117 0.143 0.203

150 0.118 0.141 0.196

Table 2.2 – Asymptotic critical values for 𝑠𝛼 at the 𝜉 significance level

𝜉 = 0.10 𝜉 = 0.05 𝜉 = 0.01

-0.168 0.069 0.563

2.1.4 Finite sample results

We also conduct finite sample simulations for proposed strategies (by fixing the power at
0.50 to allow comparison), by using QS kernel and automatic bandwidth selection of Newey and
West (1994) for long-run variance estimator of 𝑆𝑖(𝑐) statistics and autoregressive long-run variance
estimator of 𝑄𝑖(𝑐) statistics. The following DGPs were examined:

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇,

𝑢𝑡 = 𝜌𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇.

Figures 2.7-2.9 depict 𝑖.𝑖.𝑑. case, with 𝜀𝑡 ∼ 𝑁𝐼𝐼𝐷(0, 1); Figures 2.10-2.12 depict 𝐴𝑅(1) case, with
𝜀𝑡 = 0.5𝜀𝑡−1 + 𝜈𝑡, 𝜈𝑡 ∼ 𝑁𝐼𝐼𝐷(0, 1); Figures 2.13-2.15 depict 𝑀𝐴(1) case, with 𝜀𝑡 = 𝜈𝑡 − 0.5𝜈𝑡−1,
𝜈𝑡 ∼ 𝑁𝐼𝐼𝐷(0, 1). Results show that asymptotic analysis provides a good approximation for the
behavior of tests in finite samples. Notably, only 𝑆𝑖(𝑐) and 𝑄𝑖(𝑐) requires finite sample critical
values while the asymptotic scaling constants are similar to the asymptotic.
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Table 2.3 – Asymptotic scaling constants for intersection of rejections testing strategies at the
𝜉 significance level

𝜉 = 0.10 𝜉 = 0.05 𝜉 = 0.01

𝐼𝑅(𝑄𝜇, 𝑄𝜏 )
𝑚𝜉 0.801 0.793 0.782

𝐼𝑅(𝑄𝜇, 𝑆𝜇)
𝑚𝜇

𝜉 0.845 0.851 0.876

𝐼𝑅(𝑄𝜏 , 𝑆𝜏 )
𝑚𝜏

𝜉 0.897 0.894 0.900

𝐼𝑅(𝑄𝜇, 𝑄𝜏 , 𝑆𝜇, 𝑆𝜏 )
𝑚*

𝜉 0.571 0.551 0.521

𝐼𝑅(𝑆𝜇, 𝑆𝜏 )
𝑚**

𝜉 0.576 0.554 0.522

𝜏𝜉 0.852 0.840 0.844

2.2 Bias correction of KPSS test with structural break for reducing

of size distortion

In this section we extend the stationarity test proposed by Kurozumi and Tanaka (2010) to
reduce size distortion with one structural break in data generating process. We find the bias up
to the order of 1/𝑇 for four types of models containing structural breaks. Simulations on finite
samples show a decrease of size distortions relative to other tests, thus receiving higher power.

2.2.1 The Model

We consider the time series process {𝑦} generated according to the following model

𝑦𝑡 = 𝑑′𝑡𝛽 + 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (2.17)

where 𝑑𝑡 is some deterministic component, and process 𝑢𝑡 satisfy following standard assumptions
(see also Phillips and Solo (1992)).

Assumtion 4 Process 𝑢𝑡 may be either I(0) or I(1):

– if 𝑢𝑡 ∼ 𝐼(0), then it is a linear process such that

𝑢𝑡 = 𝑐(𝐿)𝑒𝑡 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑒𝑡−𝑖

with 𝑐(𝑧) ̸= 0 for all |𝑧| ≤ 1 and
∑︀∞

𝑖=0 𝑖|𝑐𝑖| < ∞, where 𝑒𝑡 – martingale difference sequence
with conditional variance 𝜎2

𝑒 and sup𝑡 E(𝑒4𝑡 ) < ∞. Short run and long-run variance are

defined as 𝜎2
𝑢 = E(𝑢2𝑡 ) and 𝜔

2
𝑢 = lim𝑇→∞ 𝑇−1E

(︁∑︀𝑇
𝑡=1 𝑢𝑡

)︁2
= 𝜎2

𝑒𝑐(1)2, respectively;

– if 𝑢𝑡 ∼ 𝐼(1), then it may be represented as 𝑢𝑡 =
∑︀𝑡

𝑗=1 𝑒𝑗, where 𝑒𝑡 ∼ I(0).

Also, as in Perron (1989) (see also Perron (2006)) we consider four types of models: Model
0 (a change in level), respectively for a non-trending and trending series, Model I (a change in
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Figure 2.7 – Finite sample size and power for stationarity tests, 𝜅 = 0, 𝑖.𝑖.𝑑. errors

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

slope) and Model II (a change in both level and slope, mixed effect). Therefore, deterministic
component 𝑑𝑡 can be written as:

𝑑′𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(1, 𝐷𝑈𝑡), for Model 0

(1, 𝑡, 𝐷𝑈𝑡), for Model 0t

(1, 𝑡, 𝐷𝑇𝑡), for Model I

(1, 𝑡, 𝐷𝑈𝑡, 𝐷𝑇𝑡), for Model II

,

where 𝐷𝑈𝑡 = I(𝑡 ≥ 𝑇1 + 1), 𝐷𝑇𝑡 = (𝑡 − 𝑇1)I(𝑡 ≥ 𝑇1 + 1), I(·) is the indicator function, 𝑇1 is the
break date. We also define the break fraction as 𝜆1 = 𝑇1/𝑇 .

We are testing null hypothesis of stationarity (𝑢𝑡 ∼ 𝐼(0)) against the alternative of a unit
root (𝑢𝑡 ∼ 𝐼(1)). It is usually used following the KPSS test statistic for testing stationarity against
the unit root:

𝐾𝑃𝑆𝑆(𝜆1) =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=1

(︀∑︀𝑡
𝑠=1 �̂�𝑠

)︀2
�̂�2
𝑢

, (2.18)
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Figure 2.8 – Finite sample size and power for stationarity tests, 𝜅 = 0.5, 𝑖.𝑖.𝑑. errors

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

where �̂�𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑑′𝑡𝛽 are OLS-residuals of 𝑦𝑡 on 𝑑𝑡, where 𝑑𝑡 = [1, 𝐷𝑈𝑡]
′, 𝛽 = (𝜇0, 𝜇1)

′ for Model
0, 𝑑𝑡 = [1, 𝑡, 𝐷𝑈𝑡]

′, 𝛽 = (𝜇0, 𝛽0, 𝜇1)
′ for Model 0t, 𝑑𝑡 = [1, 𝑡, 𝐷𝑇𝑡]

′, 𝛽 = (𝜇0, 𝛽0, 𝛽1)
′ for Model

I, 𝑑𝑡 = [1, 𝑡, 𝐷𝑈𝑡, 𝐷𝑇𝑡]
′, 𝛽 = (𝜇0, 𝛽0, 𝜇1, 𝛽1)

′ for Model II, and long-run variance estimator �̂�2
𝑢 is

constructed according to the nonparametric approach using the Bartlett or QS kernel.
Test statistic (2.18) have the following limiting distribution, derived by Busetti and Harvey

(2001) (with correction of Harvey and Mills (2003)):

Lemma 2 Under the null hypothesis

𝐾𝑃𝑆𝑆(𝜆1) ⇒
∫︁ 1

0

(𝑊 *(𝑟, 𝜆1))
2 𝑑𝑟,

where for Model 0:

𝑊 *(𝑟, 𝜆1) =

{︃
𝑊 (𝑟) − 𝑟

𝜆1
𝑊 (𝜆1), for 𝑟 ≤ 𝜆1;

(𝑊 (𝑟) −𝑊 (𝜆1)) − 𝑟−𝜆1

1−𝜆1
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1)) , for 𝑟 > 𝜆1;
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Figure 2.9 – Finite sample size and power for stationarity tests, 𝜅 = 1, 𝑖.𝑖.𝑑. errors

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

for Model 0t:

𝑊 *(𝑟, 𝜆1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊 (𝑟) − 𝑟
𝜆1
𝑊 (𝜆1) − 6𝑟(𝑟−𝜆1)

1−3𝜆1+3𝜆2
1

×
[︁∫︀ 1

0
𝑟𝑑𝑊 (𝑟) − 𝜆1

2
𝑊 (𝜆1) − 1+𝜆1

2
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1))

]︁
, for 𝑟 ≤ 𝜆1;

(𝑊 (𝑟) −𝑊 (𝜆1)) − 𝑟−𝜆1

1−𝜆1
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1)) − 6(𝑟−1)(𝑟−𝜆1)

1−3𝜆1+3𝜆2
1

×
[︁∫︀ 1

0
𝑟𝑑𝑊 (𝑟) − 𝜆1

2
𝑊 (𝜆1) − 1+𝜆1

2
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1))

]︁
, for 𝑟 > 𝜆1;
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Figure 2.10 – Finite sample size and power for stationarity tests, 𝜅 = 0, 𝐴𝑅(1) errors

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

for Model I:

𝑊 *(𝑟, 𝜆1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊 (𝑟) − 𝑟𝑊 (1) − 3
𝜆3
1(1−𝜆1)3

×
[︁(︁
𝑎 𝑟2

2
− 𝑎𝜆1𝑟 + 𝑟

2
(𝑎𝜆21 − 𝑏(1 − 𝜆1)

2)
)︁
𝐽1

+
(︁
𝑏 𝑟

2

2
− 𝑏𝜆1𝑟 + 𝑟

2
(𝑏𝜆21 − 𝑐(1 − 𝜆1)

2)
)︁
𝐽2

]︁
, for 𝑟 ≤ 𝜆1

𝑊 (𝑟) − 𝑟𝑊 (1) − 3
𝜆3
1(1−𝜆1)3;

×
[︁(︁

−𝑎𝜆2
1

2
+ 𝑏

𝑟2−𝜆2
1

2
− 𝑏𝜆1(𝑟 − 𝜆1) + 𝑟

2
(𝑎𝜆21 − 𝑏(1 − 𝜆1)

2)
)︁
𝐽1

+
(︁
−𝑏𝜆

2
1

2
+ 𝑐

𝑟2−𝜆2
1

2
− 𝑐𝜆1(𝑟 − 𝜆1) + 𝑟

2
(𝑏𝜆21 − 𝑐(1 − 𝜆1)

2)
)︁
𝐽2

]︁
, for 𝑟 > 𝜆1;
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Figure 2.11 – Finite sample size and power for stationarity tests, 𝜅 = 0.5, 𝐴𝑅(1) errors

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

for Model II:

𝑊 *(𝑟, 𝜆1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑊 (𝑟) − 𝑟
𝜆1
𝑊 (𝜆1) − 6𝑟(𝑟−𝜆1)

𝜆3
1

×
[︁∫︀ 𝜆1

0
𝑟𝑑𝑊 (𝑟) − 𝜆1

2
𝑊 (𝜆1)

]︁
, for 𝑟 ≤ 𝜆1;

(𝑊 (𝑟) −𝑊 (𝜆1)) − 𝑟−𝜆1

1−𝜆1
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1)) − 6(𝑟−1)(𝑟−𝜆1)

(1−𝜆1)3

×
[︁∫︀ 1

𝜆1
𝑟𝑑𝑊 (𝑟) − 1+𝜆1

2
(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1))

]︁
, for 𝑟 > 𝜆1;

Here 𝑎 = (1−𝜆1)3(1+𝜆1), 𝑏 = −3𝜆21(1−𝜆1)2, 𝑐 = 𝜆31(4−3𝜆1), 𝐽1 =
∫︀ 𝜆1

0
𝑟𝑑𝑊 (𝑟)−𝜆1𝑊 (𝜆1)+

𝜆2
1

2
𝑊 (1) and 𝐽1 =

∫︀ 1

𝜆1
𝑟𝑑𝑊 (𝑟) − 𝜆1(𝑊 (1) −𝑊 (𝜆1)) − (1−𝜆1)2

2
𝑊 (1).

The KPSS test can control the size of the test asymptotically, but in finite samples it has a
serious size distortion. For their reduction SPC proposed the AR(1) pre-whitening method with
a boundary rule. Thus, we first estimate the AR(p) model for residuals of regression (2.17), �̂�𝑡:

�̂�𝑡 = 𝜑1�̂�𝑡−1 + · · · + 𝜑𝑝�̂�𝑡−𝑝 + 𝑒𝑡.
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Figure 2.12 – Finite sample size and power for stationarity tests, 𝜅 = 1, 𝐴𝑅(1) errors

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

Then, the long-run variance estimator is constructed as

�̂�2
𝑢 =

�̂�2
𝑒

(1 − 𝜑)2
, (2.19)

where 𝜑 = min
{︁∑︀𝑝

𝑗=1 𝜑𝑗, 1 − 1/
√
𝑇
}︁
and �̂�2

𝑒 is the long-run variance estimator of residuals 𝑒𝑡.9

KT proposed the modification of SPC for the case of autoregressive long-run variance estimator
𝜔2
𝑢, i.e.:

�̂�2
𝑢,𝐴𝑅 =

�̂�2
𝑒

(1 − 𝜑)2
, (2.20)

where �̂�2
𝑒 = 𝑇−1

∑︀𝑇
𝑡=1 𝑒

2
𝑡 and 𝜑 = min

{︁∑︀𝑝
𝑗=1 𝜑𝑗, 1 − 𝑐/

√
𝑇
}︁
with 𝑐 is some finite constant. How-

ever, while autoregressive estimator of long-run variance is applied with significant accuracy in
this case, there is a problem of a downward bias of test statistic (2.18) in finite samples. KT

9For AR(1) error Carrion-i-Silvestre and Sansó-i-Rosselló (2006) showed that the size of SPC test with AR(1)
pre-whitening is close to the nominal and more preferably other tests when true DGP is AR(1) process while it
has liberal size distortion if true DGP is AR(2) process.
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Figure 2.13 – Finite sample size and power for stationarity tests, 𝜅 = 0, 𝑀𝐴(1) errors

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

showed that for the cases of a constant and a trend their modification of the long-run variance
estimator still leads to rare rejection of the null hypothesis due to this downward bias. This leads
to essential power losses under the alternative hypothesis. For prevention of bias in the numerator
of the KPSS test statistic in finite samples KT proposed this bias-corrected version:

𝐾𝑃𝑆𝑆 =
𝑇−2

∑︀𝑇
𝑡=1

(︀∑︀𝑡
𝑠=1 �̂�𝑠

)︀2 − �̂�𝑇

�̂�2
𝑢,𝐴𝑅

. (2.21)

Here, the term 𝑏𝑇 is responsible for the bias. To calculate its value, KT suggested the use
of the Beveridge-Nelson decomposition. Let 𝑢𝑡 = 𝜓(𝐿)𝑒𝑡, then the process 𝑢𝑡 can be written as

𝑢𝑡 = 𝜓(1)𝑒𝑡 + 𝜐𝑡−1 − 𝜐𝑡,
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Figure 2.14 – Finite sample size and power for stationarity tests, 𝜅 = 0.5, 𝑀𝐴(1) errors

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

where 𝜐𝑡 =
∑︀∞

𝑗=0 𝜓𝑗𝑒𝑡−𝑗, 𝜓𝑗 =
∑︀∞

𝑖=𝑗+1 𝜓𝑖. The residuals �̂�𝑡 are defined as

�̂�𝑡 = 𝑢𝑡 − 𝑑′𝑡

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑢𝑡 (2.22)

= 𝜓(1)𝑒𝑡 + 𝜐𝑡−1 − 𝜐𝑡 − 𝑑′𝑡

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(𝜓(1)𝑒𝑡 + 𝜐𝑡−1 − 𝜐𝑡)

= 𝜓(1)𝑒𝑡 −̂︂∆𝜐𝑡,
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Figure 2.15 – Finite sample size and power for stationarity tests, 𝜅 = 1, 𝑀𝐴(1) errors

𝑆𝜏 : · · · , 𝐼𝑅4 : , 𝐼𝑅*
4 :

where 𝑒𝑡 and ̂︂∆𝜐𝑡 are the residuals of regression of 𝑒𝑡 and ∆𝜐𝑡 on 𝑑𝑡, respectively. Then, KT
decomposed the numerator of (2.18) into three terms:

1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

�̂�𝑠

)︃2

=
𝜓2(1)

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

𝑒𝑠

)︃2

+
1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

̂︂∆𝜐𝑠)︃2

− 2𝜓(1)

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

𝑒𝑠

)︃(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

̂︂∆𝜐𝑠)︃

=
𝜓2(1)

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

𝑒𝑠

)︃2

+𝑅1 −𝑅2. (2.23)

The second and third terms are 𝑜𝑝(1), while the first term have non-degenerate limiting distribu-
tion. Thus, bias of numerator depends on 𝑅1 and 𝑅2. KT determines this bias as expectation of
𝑅1 −𝑅2 up to 𝑂(𝑇−1). This bias is defined as 𝑏𝑇 :

E[𝑅1 −𝑅2] = 𝑏𝑇 + 𝑜(𝑇−1). (2.24)
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For further analysis, we need the following additional assumption.

Assumtion 5 Let 𝛾𝑇1 and 𝛾𝑇−𝑇1 are 𝑜(1), where 𝛾𝑗 = E[𝜐𝑡𝜐𝑡−𝑗].

Assumption 5 is sufficient for our purposes, as it is usually assumed that the shift is in the
range of (0.15𝑇, 0.85𝑇 ), so we can ignore the covariance between the 𝑇1 observations. Thus, the
following theorem holds.

Proposition 1 Let 𝛾0 = E[𝜐2𝑡 ], lag polynomial 𝜙(𝐿) = 𝑐(𝐿)(1 − 𝜌𝐿) and 𝜙′(1) = 𝑑𝜙(𝑧)/𝑑𝑧|𝑧=1.
Then, bias 𝑏𝑇 in the numerator of KPSS test statistic (2.21) is expressed as

𝑏𝑇 =
𝑏0
𝑇

(︂
𝛾0 + 𝜎2

𝑒

𝜙′(1)

𝜙3(1)

)︂
, (2.25)

where 𝑏0 = 5/3 for Model 0, 𝑏0 =
285𝜆4

1−570𝜆3
1+498𝜆2

1−213𝜆1+38

30(1−3𝜆1+3𝜆2
1)

2 for Model 0t, 𝑏0 = 7/6 for Model I and

𝑏0 = 19/15 for Model II10.

Proof of Theorem 111. Consider the most general case with 𝑑′𝑡 = (1, 𝑡, 𝐷𝑈𝑡, 𝐷𝑇𝑡). As in
KT, we decompose 𝑅1 into three terms:

𝑅1 = 𝑅11 −𝑅12 +𝑅13,

where

𝑅11 =
1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

∆𝜐𝑠

)︃2

,

𝑅12 =
2

𝑇 2

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡,

𝑅13 =
1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑡=1

∆𝜐𝑡𝑑
′
𝑡

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1(︃ 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡.

Notice that
∑︀𝑡

𝑠=1 ∆𝜐𝑠 = 𝑣𝑡 − 𝑣0, then (see KT)

E[𝑅11] =
2

𝑇
𝛾0 +𝑂(𝑇−2). (2.26)

The second term is expressed as:

E[𝑅12] =
2

𝑇 2
𝑡𝑟

⎧⎨⎩
(︃

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1

E

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃]︃⎫⎬⎭ . (2.27)

For proof we use the following results:

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡 =

⎡⎢⎢⎣
∑︀𝑇

𝑡=1 ∆𝜐𝑡∑︀𝑇
𝑡=1 𝑡∆𝜐𝑡∑︀𝑇

𝑡=1𝐷𝑈𝑡∆𝜐𝑡∑︀𝑇
𝑡=1𝐷𝑇𝑡∆𝜐𝑡

⎤⎥⎥⎦ =

⎛⎜⎜⎝
𝜐𝑇 − 𝜐0

(𝑇 + 1)𝜐𝑇 − 𝜐0 −
∑︀𝑇

𝑡=1 𝜐𝑡
𝜐𝑇 − 𝜐𝑇1

(𝑇 + 1 − 𝑇1)𝜐𝑇 − 𝜐𝑇1 −
∑︀𝑇

𝑡=𝑇1+1 𝜐𝑡

⎞⎟⎟⎠ , (2.28)

10KT showed that in case of only a constant, 𝑏0 = 5/3 and in case of constant and trend, 𝑏0 = 19/15.
11Some calculations (multiplication, inversion) are carried out using Wolfram Mathematica 8.
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(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃
=

⎛⎜⎜⎝
∑︀𝑇

𝑡=1 𝑡(𝜐𝑡 − 𝜐0)∑︀𝑇
𝑡=1 (𝜐𝑡 − 𝜐0)

∑︀𝑡
𝑠=1 𝑠∑︀𝑇

𝑡=1 (𝜐𝑡 − 𝜐0)
∑︀𝑡

𝑠=1𝐷𝑈𝑠∑︀𝑇
𝑡=1 (𝜐𝑡 − 𝜐0)

∑︀𝑡
𝑠=1𝐷𝑇𝑠

⎞⎟⎟⎠
′

, (2.29)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑈𝑠 =
𝑇 2(1 − 𝜆1)

2

2
+ 𝑜(𝑇 2), (2.30)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑇𝑠 =
𝑇 3(1 − 𝜆1)

3

3
+ 𝑜(𝑇 3), (2.31)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝐷𝑈𝑡 =
(𝑇 + 𝑇1 + 1)(𝑇 − 𝑇1)

2
, (2.32)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡𝐷𝑇𝑡 =
(𝑇 − 𝑇1)(𝑇 − 𝑇1 + 1)(2𝑇 + 𝑇1 + 1)

6
, (2.33)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐷𝑇𝑡𝐷𝑇𝑡 =
(𝑇 − 𝑇1)(𝑇 − 𝑇1 + 1)(2𝑇 − 2𝑇1 + 1)

6
, (2.34)

Using (2.32)-(2.34) it can be shown that

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡 =⎛⎜⎜⎜⎝

𝑇 𝑇 (𝑇+1)
2

𝑇 − 𝑇1
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)

2
𝑇 (𝑇+1)

2
𝑇 (𝑇+1)(2𝑇+1)

6
(𝑇−𝑇1)(𝑇+𝑇1+1)

2
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(2𝑇+𝑇1+1)

6

𝑇 − 𝑇1
(𝑇−𝑇1)(𝑇+𝑇1+1)

2
𝑇 − 𝑇1

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)
2

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)
2

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(2𝑇+𝑇1+1)
6

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)
2

(2𝑇−2𝑇1+1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)
6

⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.35)

Then(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1

=⎛⎜⎜⎜⎝
2(2𝑇1+1)
(𝑇1−1)𝑇1

− 6
(𝑇1−1)𝑇1

2
𝑇1

6
(𝑇1−1)𝑇1

− 6
(𝑇1−1)𝑇1

12
(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1) − 6

𝑇1(𝑇1+1) − 12
(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)

2
𝑇1

− 6
𝑇1(𝑇1+1)

2𝑇(2𝑇𝑇1−𝑇−2𝑇 2
1 +2𝑇1+1)

𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)
6𝑇 (𝑇−2𝑇1−1)

𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)

6
(𝑇1−1)𝑇1

− 12
(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)

6𝑇 (𝑇−2𝑇1−1)
𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)

12𝑇(𝑇 2−3𝑇𝑇1+3𝑇 2
1 −1)

(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)

⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.36)

Consider the expectation of right hand side of (2.27) using (2.28) and (2.29). The expectation
of (1,1) element equal to (see KT)

E[(1, 1) element] =
𝑇 2

2
𝛾0 + 𝑜(𝑇 2). (2.37)

Similarly for the (1,2) element (see KT)

E[(1, 2) element] =
𝑇 3

6
𝛾0 + 𝑜(𝑇 3). (2.38)
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Consider (1,3) element.

E[(1, 3) element] = E

[︃
(𝜐𝑇 − 𝜐0)

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝜐𝑡 − 𝜐0)
𝑡∑︁

𝑠=1

𝐷𝑈𝑠

]︃
(2.39)

=
𝑇∑︁
𝑡=1

𝛾𝑇−𝑡

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑈𝑠 − 𝛾𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑈𝑡 −
𝑇∑︁
𝑡=1

𝛾𝑡

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑈𝑡 + 𝛾0

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝐷𝑈𝑡

=
𝑇 2(1 − 𝜆1)

2)

2
𝛾0 + 𝑜(𝑇 2),

as 𝛾𝑡 absolutely summable and 𝛾𝑇 = 𝑜(1), and also according to equation (2.30). Similarly
expectation of (1,4) element (we use (2.31)):

E[(1, 4) element] =
𝑇 3(1 − 𝜆1)

3)

6
𝛾0 + 𝑜(𝑇 3). (2.40)

As in KT (2,1) and (2,2) elements are 𝑜(𝑇 3) and 𝑜(𝑇 4), respectively. Clearly, (2,3) and (2,4)
elements have the same orders as 𝑜(𝑇 3) and 𝑜(𝑇 4), respectively, because 𝐷𝑈𝑡 and 𝐷𝑇𝑡 have the
same orders as the constant and the trend, respectively.

Elements of third row of the matrix differ, so that in corresponding expressions 𝛾0 replaces
𝛾𝑇1 , but as 𝑇1 > 𝑝 then 𝛾𝑇1 = 𝑜(1). Then, elements of third row are 𝑜(𝑇 2), 𝑜(𝑇 3), 𝑜(𝑇 2), 𝑜(𝑇 3).
Elements of fourth row are equal to the corresponding elements of the second row, as they have
the same order. Hence, we can write the expectation as

E

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃]︃
=⎛⎜⎜⎝

𝑇 2

2
𝛾0 + 𝑜(𝑇 2) 𝑇 3

6
𝛾0 + 𝑜(𝑇 3) 𝑇 2(1−𝜆1)2

2
𝛾0 + 𝑜(𝑇 2) 𝑇 3(1−𝜆1)3

6
𝛾0 + 𝑜(𝑇 3)

𝑜(𝑇 3) 𝑜(𝑇 4) 𝑜(𝑇 3) 𝑜(𝑇 4)
𝑜(𝑇 2) 𝑜(𝑇 3) 𝑜(𝑇 2) 𝑜(𝑇 3)
𝑜(𝑇 3) 𝑜(𝑇 4) 𝑜(𝑇 3) 𝑜(𝑇 4)

⎞⎟⎟⎠ . (2.41)

Then, using (2.36) and (2.41) we obtain:

E[𝑅12] = 2
−𝜆21𝛾0 + 3𝜆31𝛾0 − 3𝜆41𝛾0 + 𝜆51𝛾0

𝑇 (𝜆1 − 1)3𝜆21
+ 𝑜(𝑇−1) =

2

𝑇
𝛾0 + 𝑜(𝑇−1). (2.42)

Consider the third term of 𝑅13:

E[𝑅13] =
1

𝑇 2
𝑡𝑟

⎧⎨⎩
(︃

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1(︃ 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1

E

[︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

𝑇∑︁
𝑡=1

∆𝜐𝑡𝑑
′
𝑡

]︃⎫⎬⎭ .

(2.43)
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It can be shown, using (2.28) and the fact that 𝛾𝑇1 and 𝛾𝑇−𝑇1 are 𝑜(1), that

E

[︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

𝑇∑︁
𝑡=1

∆𝜐𝑡𝑑
′
𝑡

]︃
=⎛⎜⎜⎝

2𝛾0 + 𝑜(1) 𝑇𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 𝛾0 + 𝑜(1) 𝑇 (1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 )
𝑇𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 𝑇 2𝛾0 + 𝑜(𝑇 2) 𝑇𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 𝑇 2(1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 2)
𝛾0 + 𝑜(1) 𝑇𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 2𝛾0 + 𝑜(1) 𝑇 (1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 )

𝑇 (1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 𝑇 2(1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 2) 𝑇 (1 − 𝜆1)𝛾0 + 𝑜(𝑇 ) 𝑇 2(1 − 𝜆1)
2𝛾0 + 𝑜(𝑇 2)

⎞⎟⎟⎠ .

(2.44)

Consider the component 𝐷𝐷 :=
(︁∑︀𝑇

𝑡=1 𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︁−1 (︁∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀𝑡
𝑠=1 𝑑𝑠

∑︀𝑡
𝑠=1 𝑑

′
𝑠

)︁(︁∑︀𝑇
𝑡=1 𝑑𝑡𝑑

′
𝑡

)︁−1

. We

can show that (︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃
= (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4),

where

𝜉1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑇 (𝑇+1)(2𝑇+1)

6
𝑇 (𝑇+1)(𝑇+2)(3𝑇+1)

24
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(2𝑇+𝑇1+1)

6
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)(3𝑇+𝑇1+1)

24

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝜉2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑇 (𝑇+1)(𝑇+2)(3𝑇+1)

24
𝑇 (𝑇+1)(𝑇+2)(3𝑇 2+6𝑇+1)

60
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(3𝑇 2+2𝑇𝑇1+7𝑇+𝑇 2

1+3𝑇1+2)
24

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)(6𝑇 2+3𝑇𝑇1+12𝑇+𝑇 2
1+3𝑇1+2)

120

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜉3 =

⎛⎜⎜⎜⎝
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(2𝑇+𝑇1+1)

6
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(3𝑇 2+2𝑇𝑇1+7𝑇+𝑇 2

1+3𝑇1+2)
24

(2𝑇−2𝑇1+1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)
6

(3𝑇−3𝑇1+1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)
24

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝜉4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)(3𝑇+𝑇1+1)

24
(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)(6𝑇 2+3𝑇𝑇1+12𝑇+𝑇 2

1+3𝑇1+2)
120

(3𝑇−3𝑇1+1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)
24

(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)(𝑇−𝑇1+2)(3𝑇 2−6𝑇𝑇1+6𝑇+3𝑇 2
1−6𝑇1+1)

60

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Thus using (2.36),
𝐷𝐷 = (𝜅1, 𝜅2, 𝜅3, 𝜅4), (2.45)

where

𝜅1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
15𝑇𝑇 2

1−15𝑇𝑇1+2𝑇 3
1+22𝑇 2

1−8𝑇1+2

15(𝑇1−1)𝑇1

−11𝑇 2
1−5𝑇1+6

10(𝑇1−1)𝑇1

− (𝑇1−2)(𝑇1+2)
30𝑇1

(𝑇1+2)(𝑇1+3)
10(𝑇1−1)𝑇1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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𝜅2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−11𝑇 2

1−5𝑇1+6

10(𝑇1−1)𝑇1

6(𝑇 2
1+1)

5(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)

− (𝑇1−3)(𝑇1−2)
10𝑇1(𝑇1+1)

− 6(𝑇 2
1+1)

5(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜅3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− (𝑇1−2)(𝑇1+2)

30𝑇1

− (𝑇1−3)(𝑇1−2)
10𝑇1(𝑇1+1)

2𝑇(𝑇 2𝑇 2
1+𝑇 2𝑇1−2𝑇𝑇 3

1−3𝑇𝑇 2
1+7𝑇𝑇1−𝑇+𝑇 4

1+2𝑇 3
1−7𝑇 2

1+2𝑇1+1)
15𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)

− 3𝑇(𝑇𝑇1−𝑇−𝑇 2
1+2𝑇1+1)

5𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜅4 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(𝑇1+2)(𝑇1+3)
10(𝑇1−1)𝑇1

− 6(𝑇 2
1+1)

5(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)

− 3𝑇(𝑇𝑇1−𝑇−𝑇 2
1+2𝑇1+1)

5𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)
6𝑇(𝑇 2𝑇 2

1+𝑇 2−2𝑇𝑇 3
1−4𝑇𝑇1+𝑇 4

1+4𝑇 2
1−1)

5(𝑇1−1)𝑇1(𝑇1+1)(𝑇−𝑇1−1)(𝑇−𝑇1)(𝑇−𝑇1+1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

We then obtain that

E[𝑅13] =
19

15𝑇
𝛾0 + 𝑜(𝑇−1). (2.46)

Combining (2.26), (2.42) and (2.46) we obtain

E[𝑅1] =
19

15𝑇
𝛾0 + 𝑜(𝑇−1). (2.47)

We now consider the expectation of 𝑅2. We decompose 𝑅2 into four terms (see KT), except
for the scalar 2𝜓(1)/𝑇 2:

𝑅2 = 𝑅21 −𝑅22 −𝑅23 +𝑅24, (2.48)

where

𝑅21 =
𝑡∑︁

𝑡=1

𝑇∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠,

𝑅22 =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑒𝑡,

𝑅23 =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡,

𝑅24 =
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑒𝑡𝑑
′
𝑡

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1(︃ 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡.

The expectation of the first term is (see KT):

E[𝑅21] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1 − 𝑡

𝑇

)︂
𝜓𝑡 (2.49)

Consider the second term:
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E[𝑅22] = 𝑡𝑟

⎧⎨⎩
(︃

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1

E

[︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑒𝑡.

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

∆𝜐𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

]︃⎫⎬⎭ . (2.50)

Next, we use the Lemma provided in KT with some generalizations for dummy variables:

Lemma 3 Let 𝑓𝑡 and 𝑔𝑡 be deterministic sequences for 𝑡 = 1, . . . , 𝑇 . Then

𝐸

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑡𝑒𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑡𝜐𝑡

)︃]︃
= 𝜎2

𝑒

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︃
𝑇−𝑡∑︁
𝑠=1

𝑓𝑠𝑔𝑠+𝑡

)︃
𝜓𝑡, (2.51)

𝐸

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑡𝑒𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑔𝑡∆𝜐𝑡

)︃]︃
= 𝜎2

𝑒

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︃
𝑇−𝑡∑︁
𝑠=1

𝑓𝑠𝑔𝑠+𝑡 −
𝑇−𝑡−1∑︁
𝑠=1

𝑓𝑠𝑔𝑠+𝑡+1

)︃
𝜓𝑡, (2.52)

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑡

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠 =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑇∑︁
𝑠=𝑡

𝑓𝑠

)︃
𝑒𝑡. (2.53)

Also, because 𝑓𝑡 can be dummy variables, being zero up to the moment 𝑇1, therefore for
convenience it is necessary to transform (2.53) as follows:

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑓𝑡

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠 =
𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑇∑︁

𝑠=𝑇1+1

𝑓𝑠

)︃
𝑒𝑡 −

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑠=1

𝑓 𝑏
𝑠−1

)︃
𝑒𝑡, (2.54)

where the expression in the bracket of the second term of right hand side is dummy variable (it is
marked by the top index 𝑏, summation on all 𝑡 is equivalent to summation from the moment of

𝑇1 + 1) while expression
(︁∑︀𝑇

𝑠=𝑇1+1 𝑓𝑠

)︁
in the first term is a constant and does not depend on 𝑡.

Using (2.51) (see KT), we obtain the following elements of the expectation of the right hand
side of (2.50):

E[(1, 1) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑇 2

2
− 𝑡2

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

E[(1, 2) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑇 3

6
− 𝑡3

6

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(2, 1) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡3

6
− 𝑡𝑇 2

2
+
𝑇 3

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(2, 2) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡4

24
− 𝑡𝑇 3

6
+
𝑇 4

8

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3)
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E[(3, 1) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑇 2

2
− 1

2
(𝑡+ 𝜆1𝑇 )2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

E[(3, 2) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑇 3

6
− 1

6
(𝑡+ 𝜆1𝑇 )3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(4, 1) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−1

2
𝑇 2(𝑡+ 𝜆1𝑇 ) +

1

6
(𝑡+ 𝜆1𝑇 )3 +

𝑇 3

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(4, 2) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−1

6
𝑇 3(𝑡+ 𝜆1𝑇 ) +

1

24
(𝑡+ 𝜆1𝑇 )4 +

𝑇 4

8

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3)

E[(1, 3) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

2
(1 − 𝜆1)

2𝑇 2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

E[(1, 4) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

6
(1 − 𝜆1)

3𝑇 3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(2, 3) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

6
(1 − 𝜆1)

2(𝜆1 + 2)𝑇 3 − 1

2
(1 − 𝜆1)

2𝑡𝑇 2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(2, 4) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

24
(1 − 𝜆1)

3(𝜆1 + 3)𝑇 4 − 1

6
(1 − 𝜆1)

3𝑡𝑇 3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3)

E[(3, 3) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

2
(1 − 𝜆1)

2𝑇 2 − 𝑡2

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

E[(3, 4) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

6
(1 − 𝜆1)

3𝑇 3 − 𝑡3

6

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(4, 3) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡3

6
− 1

2
(1 − 𝜆1)

2𝑡𝑇 2 +
1

3
(1 − 𝜆1)

3𝑇 3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(4, 4) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡4

24
− 1

6
(1 − 𝜆1)

3𝑡𝑇 3 +
1

8
(1 − 𝜆1)

4𝑇 4

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3)

Using (2.36) we obtain the final expression of expectation of the second term:

E[𝑅22] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

1

2

(︂
1 + 𝑓1

𝑡

𝑇
+ 𝑓2

𝑡2

𝑇 2
+ 𝑓3

𝑡4

𝑇 4

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(1), (2.55)

where 𝑓1, 𝑓2 and 𝑓3 are some functions which may depend only on 𝜆1.
Consider the 𝑅23 term:

E[𝑅23] = 𝑡𝑟

⎧⎨⎩
(︃

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡𝑑
′
𝑡

)︃−1

E

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠

)︃]︃⎫⎬⎭ . (2.56)
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Using (2.53) and (2.54) we can show that:

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑒𝑠

𝑡∑︁
𝑠=1

𝑑′𝑠 =

[︃
𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
𝑇 2 − 𝑡2

2
+𝑂(𝑇 )

)︂
𝑒𝑡,

𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
𝑇 3 − 𝑡3

6
+𝑂(𝑇 2)

)︂
𝑒𝑡,

𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
𝑇 2(1 − 𝜆1)

2

2
+𝑂(𝑇 )

)︂
𝑒𝑡 −

𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
(𝑡− 𝜆1𝑇 )2

2
+𝑂(𝑇 )

)︂
𝑒𝑡,

𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
𝑇 3(1 − 𝜆1)

3

6
+𝑂(𝑇 2)

)︂
𝑒𝑡 −

𝑇∑︁
𝑡=1

(︂
(𝑡− 𝜆1𝑇 )3

6
+𝑂(𝑇 2)

)︂
𝑒𝑡,

]︃
. (2.57)

Notice that in third and fourth elements the second terms are equal to 0 up to time 𝑇1, i.e.
they are dummy variables. Therefore, the calculation of the interior sum in (2.51) and (2.52) is
performed given this fact.

Then, using (2.52) we obtain the following elements of the expectation of the right hand side
of (2.55):

E[(1, 1) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡𝑇 − 𝑡2

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

E[(1, 2) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡3

6
− 𝑡2𝑇

2
+
𝑡𝑇 2

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(2, 1) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝑡

3

6
+ 𝑡𝑇 2 − 𝑇 3

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(2, 2) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡4

24
− 𝑡2𝑇 2

4
+
𝑡𝑇 3

2
− 𝑇 4

8

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3)

E[(3, 1) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝜆1𝑡𝑇 + 𝑡𝑇 +

𝜆21𝑇
2

2
− 𝑇 2

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

E[(3, 2) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

2
𝜆1𝑡

2𝑇 − 𝑡2𝑇

2
− 1

2
𝜆21𝑡𝑇

2 +
𝑡𝑇 2

2
+
𝜆31𝑇

3

6
− 𝑇 3

6

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(4, 1) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
1

2
𝜆21𝑡𝑇

2 − 𝜆1𝑡𝑇
2 +

𝑡𝑇 2

2
− 1

6
𝜆31𝑇

3 +
𝜆1𝑇

3

2
− 𝑇 3

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(4, 2) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−1

4
𝜆21𝑡

2𝑇 2 +
1

2
𝜆1𝑡

2𝑇 2 − 𝑡2𝑇 2

4

+
1

6
𝜆31𝑡𝑇

3 − 1

2
𝜆1𝑡𝑇

3 +
𝑡𝑇 3

3
− 1

24
𝜆41𝑇

4 +
𝜆1𝑇

4

6
− 𝑇 4

8

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3)

E[(1, 3) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝑡

2

2
+ 𝑇𝑡− 𝑇𝜆1𝑡

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

E[(1, 4) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡3

6
− 𝑇𝑡2

2
+

1

2
𝑇𝜆1𝑡

2 +
𝑇 2𝑡

2
+

1

2
𝑇 2𝜆21𝑡− 𝑇 2𝜆1𝑡

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)
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E[(2, 3) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝑡

3

6
− 1

2
𝑇𝜆1𝑡

2 + 𝑇 2𝑡− 𝑇 2𝜆1𝑡−
𝑇 3

3
− 𝑇 3𝜆31

6
+
𝑇 3𝜆1

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(2, 4) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡4

24
+

1

6
𝑇𝜆1𝑡

3 − 𝑇 2𝑡2

4
+

1

4
𝑇 2𝜆21𝑡

2 +
𝑇 3𝑡

2
+

1

2
𝑇 3𝜆21𝑡− 𝑇 3𝜆1𝑡

−𝑇
4

8
+
𝑇 4𝜆41

24
− 𝑇 4𝜆21

4
+
𝑇 4𝜆1

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3)

E[(3, 3) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝑡

2

2
+ 𝑇𝑡− 𝑇𝜆1𝑡

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

E[(3, 4) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡3

6
− 𝑇𝑡2

2
+

1

2
𝑇𝜆1𝑡

2 +
𝑇 2𝑡

2
+

1

2
𝑇 2𝜆21𝑡− 𝑇 2𝜆1𝑡

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(4, 3) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
−𝑡

3

6
− 1

2
𝑇𝜆1𝑡

2 + 𝑇 2𝑡− 𝑇 2𝜆1𝑡−
𝑇 3

3
− 𝑇 3𝜆31

6
+
𝑇 3𝜆1

2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 2)

E[(4, 4) element] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
𝑡4

24
+

1

6
𝑇𝜆1𝑡

3 − 𝑇 2𝑡2

4
+

1

4
𝑇 2𝜆21𝑡

2 +
𝑇 3𝑡

2
+

1

2
𝑇 3𝜆21𝑡− 𝑇 3𝜆1𝑡

−𝑇
4

8
+
𝑇 4𝜆41

24
− 𝑇 4𝜆21

4
+
𝑇 4𝜆1

3

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 3)

Thus, using (2.36) we obtain the final expression for 𝑅23:

E[𝑅23] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

1

2

(︂
1 + 𝑓4

𝑡

𝑇
+ 𝑓5

𝑡2

𝑇 2
+ 𝑓6

𝑡4

𝑇 4

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(1), (2.58)

where 𝑓4, 𝑓5 and 𝑓6 are some functions determining as for (2.55).
Similarly, we obtain an expression for 𝑅24:

E[𝑅24] = 𝑡𝑟

{︃
𝐷𝐷 × E

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑒𝑡𝑑
′
𝑡

)︃]︃}︃
, (2.59)

where the expression for 𝐷𝐷 has been obtained in (2.45). Considering expectation in the right
hand side and using (2.52) we obtain:

E

[︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡∆𝜐𝑡

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑒𝑡𝑑
′
𝑡

)︃]︃
= 𝜎2

𝑒(𝜂1, 𝜂2, 𝜂3, 𝜂4), (2.60)

where

𝜂1 =

⎛⎜⎜⎝
∑︀𝑇−1

𝑡=0 𝜓𝑡∑︀𝑇−1
𝑡=0 𝑡𝜓𝑡 +𝑂(1)

0
0

⎞⎟⎟⎠ ,

𝜂2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
∑︀𝑇−1

𝑡=0 (𝑇 − 𝑡)𝜓𝑡∑︀𝑇−1
𝑡=0

𝑇 2−𝑡2

2
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )∑︀𝑇−1

𝑡=0 (𝑇 − 𝜆1𝑇 )𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )∑︀𝑇−1
𝑡=0

(𝜆1−1)2𝑇 2

2
𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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𝜂3 =

⎛⎜⎜⎝
∑︀𝑇−1

𝑡=0 𝜓𝑡∑︀𝑇−1
𝑡=0 (𝑡+ 𝜆1𝑇 )𝜓𝑡 +𝑂(1)∑︀𝑇−1

𝑡=0 𝜓𝑡∑︀𝑇−1
𝑡=0 𝑡𝜓𝑡 +𝑂(1)

⎞⎟⎟⎠ ,

𝜂4 =

⎛⎜⎜⎜⎝
∑︀𝑇−1

𝑡=0 (𝑇 − 𝜆1𝑇 − 𝑡)𝜓𝑡 +𝑂(1)∑︀𝑇−1
𝑡=0

1
𝑇 2(1+𝜆1)2−𝑡2

𝜓𝑡∑︀𝑇−1
𝑡=0 (𝑇 − 𝜆1𝑇 − 𝑡)𝜓𝑡 +𝑂(1)∑︀𝑇−1
𝑡=0

1
𝑇 2(1−𝜆1)2−𝑡2

𝜓𝑡 +𝑂(𝑇 )

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Using obtained expression of 𝐷𝐷 matrix it can be shown that:

E[𝑅24] = 𝜎2
𝑒𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

1

2

(︂
19

15
+ 𝑓7

𝑡

𝑇
+ 𝑓8

𝑡2

𝑇 2

)︂
𝜓𝑡 +𝑂(1), (2.61)

where 𝑓7 and 𝑓8 are defined as before.
Further, from (2.49), (2.55), (2.58) and (2.61) we obtain:

E[𝑅2] =
2𝜎2

𝑒𝜓(1)

𝑇

𝑇−1∑︁
𝑡=0

(︂
19

30
+ 𝑓6

𝑡

𝑇
+ 𝑓7

𝑡2

𝑇 2
+ 𝑓8

𝑡4

𝑇 4

)︂
𝜓𝑡 + 𝑜(𝑇−1). (2.62)

As
∑︀∞

𝑗=0 |𝜓𝑗| <∞ the sum in (2.62) converges to
∑︀∞

𝑗=0 (19/30)𝜓𝑗. Also, notice that 𝜓(1) =

1/𝜑(1) and
∑︀∞

𝑗=0 𝜓𝑡 = 𝜓′(1) =
(︁

1
𝜑(1)

)︁′
= − 𝜑′(1)

𝜑2(1)
we obtain:

E[𝑅2] = − 1

𝑇

19

15

𝜎2
𝑒𝜑

′(1)

𝜑3(1)
. (2.63)

�

Remark. It should be noted, that for Model 0, I and II the bias does not depend on the break
fraction 𝜆. But, this is not the case for Model 0t. For Models 0 and II the bias is the same as for
models without a structural break considered in KT. In addition, if 𝜆1 approaches 0 or 1 the bias
term for Model 0t approaches 19/15, which corresponds to the models with no break. However,
the bias for Model I is the same for any value of 𝜆1, except for 𝜆1 = 0 and 𝜆1 = 1 (the case of
structural break absence). The explanation for this discontinuity arises from the fact that in the
proof we use the condition of Assumption 5, that 𝛾𝑇1 and 𝛾𝑇−𝑇1 are 𝑜(1). However, as 𝜆1 → 0
and 𝜆1 → 1 autocovariances 𝛾𝑇1 and 𝛾𝑇−𝑇1 approach 𝛾0 ̸= 0, so that the bias parameter 𝑏0 will
approach the case without break.

Parameter 𝛾0 can be constructed by recursively solving Yule-Walker equations (see for details
in Kurozumi and Tanaka (2010, section 3.2)).

2.2.2 The case with unknown break date

The test considered in the previous section is based on the assumption that the timing of
the structural break is known. However, in many cases it cannot be established. In such cases it
is possible to replace a known break fraction with its superconsistent estimate. Then, the limiting
distribution of the test statistics remains the same. The superconsistent estimator of the break
fraction 𝜆1 = 𝑇1/𝑇 can be obtained by minimizing the sum of squared residuals in the model over



211

all possible break dates. It is possible to show that this estimator is superconsistent under I (0)
case12 (see, e.g., Perron and Zhu (2005)).

The alternative procedure of searching an unknown break date was proposed by Carrion-
i-Silvestre et al. (2009), using preliminary (quasi) GLS-detrending of 𝑦𝑡. Let us estimate the
following regression:

y = X (𝜆1) 𝛽 + u, (2.64)

where vector y = [𝑦1, 𝑦2 . . . , 𝑦𝑇 ]′, matrix X (𝜆1) includes all regressors, and 𝛽 denotes the cor-
responding parameters vector. Then, the GLS-estimate 𝛽 of vector 𝛽 is the OLS-estimate of
coefficient vector in equation

y𝜌 = X𝜌 (𝜆1) 𝛽 + u𝜌, (2.65)

where
y𝜌 = [𝑦1, (1 − 𝜌𝐿) 𝑦2, . . . , (1 − 𝜌𝐿) 𝑦𝑇 ]′,

X𝜌 (𝜆1) = [𝑥1, (1 − 𝜌𝐿)𝑥2, . . . , (1 − 𝜌𝐿)𝑥𝑇 ]′.

Carrion-i-Silvestre et al. (2009) suggested choosing 𝑐 in 𝜌 = 1 + 𝑐/𝑇 depending on timing of
break, because it is not known whether the series 𝑢𝑡 is I (0) or I (1). Then, the estimator of break
date is:

�̂�𝜌1 = arg min
𝜆1∈Λ(𝑒)

𝑆(𝜌, 𝜆1), (2.66)

where 𝑆(𝜌, 𝜆1) is the sum of squared residuals in regression (2.65). The obtained estimate of the
break fraction will be superconsistent for Models I and II under both the I (0) and I (1) cases.

Harvey and Leybourne (2013) proposed the modification of this break date estimator for
Models I and II using additional information, if the series is I (1). In this case, the estimate of
break fraction obtained for the GLS detrended series will also be superconsistent, but the estimate
obtained for the first-differenced series will be efficient. This study proposes the use of a hybrid
estimator:

�̂�𝐷𝑚
1 = arg min

𝜆1∈Λ(𝑒),𝜌∈𝐷𝑚

𝑆(𝜌, 𝜆1), (2.67)

where 𝐷𝑚 = {𝜌′1, 𝜌′2, . . . , 𝜌′𝑚−1, 1} is the m element set, where |𝜌′𝑖| < 1 for all i and, without loss
of generality, −1 < 𝜌′1 < 𝜌′2 < · · · < 𝜌′𝑚−1 < 1.

Asymptotic results show that it is necessary to set 𝜌′𝑚−1 close enough to unit, so that the
estimator (2.67) has desired asymptotic properties (if the true value of 𝜌 > 𝜌′𝑚−1, then the break
fraction estimator will be inefficient). As set 𝐷𝑚 Harvey and Leybourne (2013) suggest using
𝐷𝑚 = {0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9, 0.95, 0.975, 1}, reasoning that a negative serial correlation is not
typically observed in practice, and also the serial correlation can oftenly be strongly positive.
Therefore, inclusion of 0.975 value allows a small enough interval 0.975 < 𝜌 < 1 for adequate
asymptotic choice.

We will use this estimator in the next section for Models I and II. However, for Models 0 and
0t, the estimator of the break fraction, obtained by minimizing the sum of squared residuals for
series in level, should be used, as the break date estimators discussed above may not be consistent
in 𝐼(1) case. It should be noted, that as an estimator of break fraction is superconsistent under
the null hypothesis of 𝐼(0), according Kurozumi (2002) the critical values in the known break
date case (obtained by Busetti and Harvey (2001) or Kurozumi (2002)) are asymptotically valid
to control the size of the test. Also, the test is consistent because under the alternative hypothesis
of 𝐼(1), the test statistics diverge, irrespective of the value of break fraction, although it would
not be consistent. However, some power loss is expected in comparison to the case with a known

12Perron and Zhu (2005) show that for Models I and II the estimator of break fraction obtained by minimizing
the sum of squared residuals, is only

√
𝑇 consistent under 𝐼(1) case. In addition, the estimate of the break fraction

for Models 0 and 0t may not be consistent under 𝐼(1) case.
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break date. This effect is investigated by simulations.
We will briefly discuss another important issue that arises in estimating the dating of struc-

tural changes. When the break date is estimated, it may differ from the actual date. This leads
to the fact that the expression (2.22) will not be correct. In the case of an unknown break date,
this expression can be rewritten as

�̂�𝑡 = 𝑢𝑡 + 𝑑′𝑡(𝜆1)𝛽(𝜆1) − 𝑑′𝑡(�̂�1)

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)𝑑
′
𝑡(�̂�1)

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)[𝑢𝑡 + 𝑑′𝑡(𝜆1)𝛽(𝜆1)]

=

⎡⎣𝑢𝑡 − 𝑑′𝑡(�̂�1)

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)𝑑
′
𝑡(�̂�1)

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)𝑢𝑡

⎤⎦
+

⎡⎣𝑑′𝑡(𝜆1) − 𝑑′𝑡(�̂�1)

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)𝑑
′
𝑡(�̂�1)

)︃−1 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑑𝑡(�̂�1)𝑑
′
𝑡(𝜆1)

⎤⎦ 𝛽(𝜆1)

This leads to an additional bias of order 1/𝑇 in the leading term of the test statistic (2.23),
although it does not introduce bias into the term 𝑅1 − 𝑅2 (for example under the 𝑇 consistent
break date estimator). However, correction of the test statistic to this new bias becomes more
complicated than the correction undertaken in the previous section and we leave this problem
open for future research. We investigate the effect of this bias on the power by simulations.

2.2.3 Finite sample properties

In this section we investigate the finite sample behavior of the tests. First, consider following
DGP:

𝑦𝑡 = 𝑑′𝑡𝛽 + 𝑢𝑡, 𝑢𝑡 = 𝜑1𝑢𝑡−1 + 𝜑2𝑢𝑡−2 + 𝜀𝑡, (2.68)

i.e., we allow AR(2) errors in DGP. Here, we assume 𝜀𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1) and set 𝜑2 = 0.3 and -0.3
as in KT, and set 𝜑1 such, that the value 𝜑1 + 𝜑2 ranges from 0.5 to 1. The break fraction 𝜆1 is
assumed to be 0.5 and the parameters of deterministic component are 𝜇0 = 1, 𝜇1 = 1, 𝛽0 = 0.2
and 𝛽1 = 0.02. The sample size is 𝑇 = 150, the significance level is 0.05 and the number of
replications is 5,000. The initial value 𝑢0 is set to 0 for simplicity.

We consider the behavior of four tests. The first is a bias-corrected KPSS test with a
correction factor, obtained under structural change in Section 2.2.1 (marked BC in graphs). The
second is the SPC test with AR(1) pre-whitening (marked as SPC). Also, for comparison, we
consider a KPSS test without the correcting factor �̂�𝑇 (marked as NC), and a KPSS test with
break, proposed by Kurozumi (2002) bandwidth:

𝑙𝐴𝑘 = min

{︃
1.447

(︂
4�̂�2𝑇

(1 + �̂�)2(1 − �̂�)2

)︂1/3

, 1.447

(︂
4𝑘2𝑇

(1 + 𝑘)2(1 − 𝑘)2

)︂1/3
}︃

with 𝑘 =boundary value (marked as K). In all cases, the lag length is selected using BIC with
maximum lag length 𝑝max = [12(𝑇/100)1/4], where [·] denotes the integer part.

Figure 2.16 shows the size and power of the considered tests for Model II (the results for other
models are similar and omitted for brevity) for known break date (𝜆1 = 0.5) and various boundary
values 1− 𝑐/

√
𝑇 = 0.7, 0.8 and 0.9. The horizontal axis corresponds to the value 𝜑1 +𝜑2. Specific

boundary value implies that if it is lower than 𝜑1 + 𝜑2, then the null hypothesis of 𝐼(0) would
tend to be rejected, while for 𝜑1 + 𝜑2 < 1 − 𝑐/

√
𝑇 the size of test will be close to the nominal. In

Figures 2.16(a)-(c) parameter 𝜑2 = −0.3, in Figures 2.16(d)-(f) parameter 𝜑2 = 0.3. In all cases,



213

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Φ1+Φ2

K

NC

SPC

BC
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Figure 2.16 – Size and power of tests, known break date, AR(2) case

the test proposed by Kurozumi (2002) has serious size distortions (and these distortions have non-
monotonic behavior in the case 𝜑1 = 0.3) to the left of the boundary value and much lower power
in comparison with the other tests. For 𝜑2 = −0.3 and small boundary values (0.7) the tests BC,
NC and SPC have similar properties, but the behavior of SPC and NC considerably deteriorate
with increasing boundary value. For 𝜑2 = 0.3, the bias-corrected test is slightly oversized around
the boundary value, but is much more powerful than the SPC and NC. For large boundary values
(0.9), the power of the SPC and NC become less than 0.05, while the bias-corrected test has power
close to 0.5.

Figure 2.17 shows the size and power of tests for unknown break date, estimated by the
Harvey and Leybourne (2013) procedure. In this case, the size of all tests becomes larger, but for
SPC and NC the size distortions are more pronounced. Also, the power of all tests is lower than
in the case of known break date.
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(c) 𝜑2 = −0.3, boundary = 0.90
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(f) 𝜑2 = 0.3, boundary = 0.90

Figure 2.17 – Size and power of tests, unknown break date, AR(2) case

Now consider a situation when the errors 𝑢𝑡 follow the ARMA(1,1) process, i.e.

𝑢𝑡 = 𝛼𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡 − 𝜃𝜀𝑡−1, (2.69)

where parameter 𝜃 in the MA component takes values {−0.8,−0.4, 0.0, 0.4, 0.8} and other pa-
rameters take the same values as above for the AR(2) process. If 𝜃 ̸= 0, then the measure of
the strength of persistence 𝜑∞(1) = 𝜑1 + · · · + 𝜑𝑝 + . . . should be based on the autoregressive
representation of the series. In this study we rewrite ARMA(1,1) DGP for 𝑢𝑡 as

(1 − 𝛼𝐿)(1 − 𝜃𝐿)−1𝑢𝑡 = 𝜀𝑡.

Then, (1 − 𝛼𝐿)(1 − 𝜃𝐿)−1 = 1 − 𝜑(𝐿), and the measure of the strength of persistence 𝜑1 + · · · +
𝜑𝑝 + · · · = 𝜑∞(1) = (𝛼 − 𝜃)/(1 − 𝜃). Figure 2.18 (the case of known break date) and Figure
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Figure 2.18 – Size and power of tests, known break date, ARMA(1,1) case

2.19 (the case of unknown break date) show the size and power of the BC, NC, SPC and K tests
when the error term follows the ARMA(1,1) model. The horizontal axis corresponds to the value
𝜑∞(1) = (𝛼 − 𝜃)/(1 − 𝜃). We set the boundary value equal to 0.8 and we expect that the null
hypothesis of 𝐼(0) would tend to be rejected if the strength of persistence will be greater than
0.8. For all 𝜃, the K test is clearly dominated by all other tests. For 𝜃 = −0.8, the size of BC is
closer to the nominal one for all 𝜑(1) and the power of BC, NC and SPC tests is almost the same.
For 𝜃 = −0.4 the BC test has a slightly higher size for 𝜑(1) (close to 0.8) than the NC and SPC,
however it is more powerful. For 𝜃 = 0, the size of SPC and NC is much lower than the nominal
one. Hence, these tests lose power considerably, while the BC test is slightly oversized and has
more power. For 𝜃 = 0.8 and 𝜃 = 0.4 all tests have serious size distortions, although for 𝜃 = 0.4
the bias-corrected test is more powerful than the other tests.

In the case of an unknown break date (Figure 2.19) the results are similar to the AR(2) case,
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Figure 2.19 – Size and power of tests, unknown break date, ARMA(1,1) case

i.e. tests NC and SPC are more oversized than BC, and all tests have lower power. It should be
noted that in the case of a highly negative MA components (𝜃 = 0.8), the size and power of all
tests is lower than in the case of a known break date.

We also observe that the proposed bias-corrected test over-corrects the bias term in some
cases, so our test suffers from over-size distortion. However, these size distortions disappear with
larger 𝑇 , as in KT.



217

2.3 The testing under uncertainty over the break and initial condi-

tion

Recent papers, Harvey et al. (2012b) (hereafter HLT12) and Harvey et al. (2013b) (hereafter
HLT13), address problems arising from the uncertain presence and timing of structural breaks in
the context of unit root testing. An intuitive, yet limited, approach is to use a pre-test to detect
the break followed by calculations of the test statistic with or without the supposed break. This
method is only effective in the case of a fixed or zero trend break. In finite samples, a "valley"
is produced in the power functions of the tests (i.e. the power is high for small and large breaks
but low for intermediate breaks). HLT12 proposes two strategies to address this issue. The first
strategy is to always perform the tests with the breaks, but with adaptive critical values (i.e.
depending on some pre-test). The second strategy recommends the union of rejection of two
tests in order to simultaneously consider the potential break or lack thereof. HLT12 and HLT13
also propose a local asymptotic theory for existing and new procedures that take advantage of
local-to-zero behaviors of a trend break. HLT13 proposes an approach in which the test statistic
is computed via a method similar to that of Zivot and Andrews (1992) (hereafter ZA), which
minimizes the sequence of test statistics for all possible break dates using GLS-detrended data.

Unfortunately, unit root testing that allows for breaks in data rarely takes into consideration
the effects of the initial condition. Integration of mitigation of effects emerging from both breaks
in data as well as the effects of initial conditions has only thus far been explored in two studies: Liu
and Rodŕıguez (2006) and Rodrigues (2013). In the former publication, Liu and Rodriguez describe
testing based on GLS-detrending where the initial condition is drawn from the unconditional
distribution. In the latter work, Rodrigues introduces a new test that incorporates recursive
detrending which has less power than the GLS-based test under zero initial condition but is more
resilient in the face of increasing initial conditions. Rodrigues (2013) shows that the ZA test, based
on OLS, increases in power as the magnitude of the initial condition increases. However, Rodrigues
(2013) considers the data generating process without breaks. Harvey et al. (2013a) shows that
the t-statistic for hypothesis testing for a unit root in an OLS-regression will spuriously reject the
null hypothesis with a probability approaching one when the true break fraction is smaller than
2/3 and the break occurs under the null. This is different from ZA, where no break is present
under the null. For this reason, the ZA test should be used with caution. Therefore, in this paper
we examine the behavior of the modifications of the ZA proposed by Harvey et al. (2013a) and
Harvey and Leybourne (2012) under various initial conditions and propose an algorithm that is
robust to various magnitudes of initial condition.

2.3.1 The Model

Data Generating Process

Consider the data generating process (DGP) in the case of a trend break to be

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝛾𝑇𝐷𝑇𝑡(𝜆0) + 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (2.70)

𝑢𝑡 = 𝜌𝑇𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (2.71)

where 𝐷𝑇𝑡(𝜆0) = (𝑡−⌊𝜆0𝑇 ⌋)I(𝑡 > ⌊𝜆0𝑇 ⌋), I(·) is the indicator function and the trend break occurs
at time ⌊𝜆0𝑇 ⌋ (where 𝜆0 is the corresponding break fraction) if the break magnitude 𝛾𝑇 ̸= 0. It
is assumed that the true break fraction 𝜆0 is unknown but exists within the range Λ = [𝜆𝐿, 𝜆𝑈 ],
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where 0 < 𝜆𝐿 < 𝜆𝑈 < 1, and where 𝜆𝐿 and 𝜆𝑈 are trimming parameters.13

The autoregressive parameter in (2.71) is taken to be 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , where 𝑐 ≥ 0 is a fixed
constant. Our purpose is testing the null hypothesis of a unit root, 𝐻0 : 𝜌𝑇 = 1 which corresponds
to 𝑐 = 0, against the local alternative, 𝐻1 : 𝜌𝑇 < 1 which corresponds to 0 < 𝑐 <∞, without any
assumption about whether a break is present in the data or not. The linear process 𝜀𝑡 is assumed
to satisfy the standard assumptions (see Phillips and Solo (1992)):

Assumtion 6 Let

𝜀𝑡 = 𝛾(𝐿)𝑒𝑡 =
∞∑︁
𝑖=0

𝛾𝑖𝑒𝑡−𝑖,

with 𝛾(𝑧) ̸= 0 for all |𝑧| ≤ 1 and
∑︀∞

𝑖=0 𝑖|𝛾𝑖| < ∞, where 𝑒𝑡 is the martingale difference sequence
with conditional variance 𝜎2

𝑒 and sup𝑡 E(𝑒4𝑡 ) <∞. The short-run and long-run variances of 𝜀𝑡 are

defined as 𝜎2
𝜀 = 𝐸(𝜀2𝑡 ) and 𝜔

2
𝜀 = lim𝑇→∞ 𝑇−1E

(︁∑︀𝑇
𝑡=1 𝜀𝑡

)︁2
= 𝜎2

𝑒𝛾(1)2, respectively.

We consider the break magnitude as local-to-zero, that is 𝛾𝑇 = 𝜅𝜔𝜀𝑇
−1/2 (where 𝜅 is a fixed

constant and 𝜔2
𝜀 is the long-run variance of 𝜀𝑡 defined in Assumption 6), as in HLT12 and HLT13,

because this representation provides a better approximation of the finite sample behavior than
the fixed representation of 𝛾𝑇 = 𝛾.14

Many recent papers have investigated the behavior of unit root tests under various initial
conditions (see Elliott (1999), Muller and Elliott (2003), Elliott and Muller (2006), Harvey and
Leybourne (2005), Harvey and Leybourne (2006) and Harvey et al. (2009b), inter alia). Our paper,
in contrast to HLT2012 and HLT2013, considers asymptotically non-negligible initial conditions
according to the following assumption:

Assumtion 7 The initial condition 𝑢1 is defined as 𝑢1 = 𝛼
√︀
𝜔2
𝜀/(1 − 𝜌2𝑇 ) for 𝜌𝑇 = 1−𝑐/𝑇 , 𝑐 > 0,

and 𝛼 ∼ 𝑁(𝜇𝛼I(𝜎2
𝛼 = 0), 𝜎2

𝛼) independently of {𝜀𝑡}. For 𝑐 = 0 under 𝐻0, the initial condition can
be set to be zero, without loss of generality, 𝑢1 = 0, due to the exact similarity of the tests to the
initial condition of this case.

In Assumption 7, 𝛼 controls the magnitude of the initial condition relative to the innovation
long-run variance 𝜔2

𝜀 . The form given for 𝑢1 allows the initial condition to be either random and
𝑂𝑝(𝑇

1/2) or fixed and 𝑂(𝑇 1/2), depending on whether 𝜎2
𝛼 > 0 or 𝜎2

𝛼 = 0 respectively.

Unit Root Tests

In this paper we analyze the behavior of five tests. For all of the tests performed below the
break date is assumed to be unknown.

For the break fraction estimator, we use the hybrid estimator proposed by Harvey and
Leybourne (2013):

�̂�𝐷𝑚 = arg min
𝜆∈Λ,𝜌∈𝐷𝑚

𝑆(𝜌, 𝜆), (2.72)

where 𝑆(𝜌, 𝜆) is the sum of the squared residuals in the regression

𝑦𝜌 = 𝑋𝜌 (𝜆) 𝛽 + 𝑢𝜌, (2.73)

13It should be noted that in DGP (2.70)-(2.71) the trend break is allowed under both the null and alternative
hypothesis. Although some tests considered in this study (which are based on the minimization of the test statistics)
are constructed on the assumption that there is no trend break under the null unit root hypothesis, here we consider
their behavior with a non-zero break.

14Note that under a fixed magnitude of a break, the results correspond to large values of 𝜅.
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where 𝑦𝜌 = [𝑦1, (1 − 𝜌𝐿) 𝑦2, . . . , (1 − 𝜌𝐿) 𝑦𝑇 ]′, 𝑋𝜌 (𝜆) = [𝑥1, (1 − 𝜌𝐿)𝑥2, . . . , (1 − 𝜌𝐿)𝑥𝑇 ]′, 𝑥𝑡 =
(1, 𝑡, 𝐷𝑇𝑡(𝜆))′, and 𝐷𝑚 = {𝜌′1, 𝜌′2, . . . , 𝜌′𝑚−1, 1} is the m element set, where |𝜌′𝑖| < 1 for all i
and, without loss of generality, 0 < 𝜌′1 < 𝜌′2 < · · · < 𝜌′𝑚−1 < 1. This allows for tests to have
the same limiting distribution as in cases of known break date . This estimator shows better
properties than the estimator in Harris et al. (2009) (hereafter HHLT), which is based on the first-
differenced regression. This improvement in performance is especially pronounced for small and
moderate magnitudes of break and large initial conditions (see Section 2.3.3). Also, the estimator
(2.72) will still be superconsistent under a fixed break magnitude, because it is actually the break
date estimator in quasi-differencing regressions with some fixed noncentrality parameter. In other
words, the estimator (2.67) is the same estimator proposed by Carrion-i-Silvestre et al. (2009)
which is superconsistent. Note that the zero lower bound for 𝜌′𝑖 is needed for the break date
estimator to have superconsistency. The limiting distribution for �̂�𝐷𝑚 is a logical step forward
from HLT12 (Theorem 3 (i, iii)) and the continuous mapping theorem (CMT) with appropriate
GLS-detrending parameters. E.g., for 𝐷𝑚 = {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9, 0.95, 0.975, 1} and 𝑇 = 150 the
appropriate set of GLS-detrending parameters is 𝑐𝜆 ∈ {120, 90, 60, 30, 15, 7.5, 3.75, 0}.

In the regressions below, 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐𝜆/𝑇 for GLS-based tests with a break.15 In our paper
we consider the following tests:

1. The 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) test is based on the 𝑡-statistic for testing 𝜌 = 1 in the regression

�̂�𝑡𝑏𝑡 = 𝜌�̂�𝑡𝑏𝑡−1 +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜑𝑗∆�̂�
𝑡𝑏
𝑡−𝑗 + 𝑒𝑡, 𝑡 = 𝑝+ 2, . . . , 𝑇, (2.74)

where �̂�𝑡𝑏𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑧′𝑡𝜃 is the residual from the OLS regression of 𝑦𝑡 on 𝑧𝑡 = (1, 𝑡, 𝐷𝑇𝑡(�̂�
𝐷𝑚))′.

2. The 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) test is based on the 𝑡-statistic for testing 𝜌 = 1 in the regression

�̃�𝑡𝑏𝑡 = 𝜌�̃�𝑡𝑏𝑡−1 +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜑𝑗∆�̃�
𝑡𝑏
𝑡−𝑗 + 𝑒𝑡, 𝑡 = 𝑝+ 2, . . . , 𝑇, (2.75)

where �̃�𝑡𝑏𝑡 is the residual from the OLS regression y𝑐 = [𝑦1, 𝑦2 − 𝜌𝑇𝑦1, . . . , 𝑦𝑇 − 𝜌𝑇𝑦𝑇−1]
′ on

Z𝑐 = [𝑧1, 𝑧2 − 𝜌𝑇 𝑧1, . . . , 𝑧𝑇 − 𝜌𝑇 𝑧𝑇−1]
′, 𝑧𝑡 = (1, 𝑡, 𝐷𝑇𝑡(�̂�

𝐷𝑚))′.

3. The 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 = inf𝜆∈Λ𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 (𝜆) test, where 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 (𝜆) is the normalized
bias (coefficient) test, 𝑇 (𝜌− 1)/(1 −

∑︀𝑝
𝑗=1 𝜑𝑗), in the regression (2.74).

4. The 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max = max (𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆,𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 ′) test, with 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 =
inf𝜆∈Λ𝐴𝐷𝐹

𝑡𝑏-𝑂𝐿𝑆 (𝜆) and 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 ′ = inf𝜆∈Λ𝐴𝐷𝐹
𝑡𝑏-𝑂𝐿𝑆 (𝜆)′ , where 𝐴𝐷𝐹 𝑡𝑏-𝑂𝐿𝑆 (𝜆)

is the 𝑡-statistic for testing 𝜌 = 1 in regression (2.74), and 𝐴𝐷𝐹 𝑡𝑏-𝑂𝐿𝑆 (𝜆)′ is also the 𝑡-
statistic for testing 𝜌 = 1 in regression (2.74), but based on time-reversed data, i.e. the set
{𝑦𝑇−𝑡+1}𝑇𝑡=1 should be used instead of {𝑦𝑡}𝑇𝑡=1.

5. The 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 = inf𝜆∈Λ𝐴𝐷𝐹
𝑡𝑏-𝐺𝐿𝑆 (𝜆) test, where the 𝐴𝐷𝐹 𝑡𝑏-𝐺𝐿𝑆 (𝜆) is the 𝑡-statistic

for testing 𝜌 = 1 in regression (2.75).

Lag length is selected by the modified Akaike information criterion (MAIC), proposed by Ng and
Perron (2001), with the modification from Perron and Qu (2007).

The 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) test has the same limiting distribution as in the known break date
case due to the superconsistency of a break fraction estimator �̂�𝐷𝑚 and the appropriate choice of

15As in HLT13, we use a single value of 𝑐𝜆 that does not depend on a break fraction estimator for simplicity. See
2.3.3.
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𝐷𝑚 (see Kim and Perron (2009)). The𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 test is first proposed by Perron and Rodŕıguez
(2003) and is here adopted to the case of multiple structural breaks by HLT13. We should now
consider the OLS-detrended tests, 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆, 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 and 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max. The first test,
the ZA test, would wrongly reject the null hypothesis with a probability approaching unity in
the limit when the true break fraction is smaller than 2/3 and the break is present under the
null hypothesis (see Harvey et al. (2013a) for details). For a reasonable sample size and break
magnitude, these size distortions occur if the break is in the first half of the sample, and Harvey
et al. (2013a) uses this fact. Harvey et al. (2013a) proposes to use the maximum of two statistics,
with original and time reversed data, i.e. the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max test. This test is robust for all break
magnitudes (however, only in finite samples; this means that, for example, if 𝜆 = 0.5 in very large
samples the size of 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max will be equal to unity; see Harvey et al. (2013a) for details).
The 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 test has the correct asymptotic size for large breaks under reasonable trimming
of possible break dates (𝜆𝐿 > 0.033) and standard significance levels.

2.3.2 Procedures proposed by HLT12

In HHLT and CKP studies, the following procedures were proposed. To determine whether
or not a break is present in the series, the researcher should test its significance with either the
Harvey et al. (2009a) test, 𝑡𝐻𝐿𝑇 , (or use a modified estimator of the break date according to HHLT)
or the Perron and Yabu (2009b) test, 𝑡𝑃𝑌 ,16 and then, on the basis of the obtained information
about the presence/absence of a break, implement the unit root test with or without a break.
When the structural breaks are either large or very small, the power of these procedures is very
high. However, considerable power loss is observed in the intermediate range called the power
“valley”. Power “valleys” occur because, for the range of local break magnitudes, the break is
large enough to decrease the power of tests considerably, and, at the same time, is too small to
be reliably detected by dating and detection procedures. To the left of this range, the structural
breaks are so small that they have no influence on the power of the test without a break. To the
right of this range, they are easily detected, so the power increases as the unit root test with a
break is performed. Such power “valleys” can be mitigated by always using a unit root test with a
break, but its power will be significantly smaller that the test from HHLT and CKP in areas with
structural breaks that are too small or too large. The authors suggest two alternative procedures
that help mitigate the phenomenon of the power “valley”.

The first procedure is based on the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̃�) statistic for unit root testing with GLS-
detrended data and an allowance for a break (with break fraction estimator �̃� which minimizes
the sum of squared residuals for the first differenced data).

Let 𝑠𝜅 denotes a pre-test for a break, and 𝑐𝑣𝜅 is the corresponding critical value. Then the
adaptive procedure (the so-called test with adaptive critical values) is

𝐴(𝑠𝜅) = 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̃�) with critical value

{︃
𝑐𝑣𝑐𝑜𝑛𝑠𝑣𝑡𝑏 if 𝑠𝜅 < 𝑐𝑣𝜅

𝑐𝑣�̃�𝑡𝑏 if 𝑠𝜅 ≥ 𝑐𝑣𝜅
, (2.76)

where 𝑐𝑣𝑐𝑜𝑛𝑠𝑣𝑡𝑏 is the conservative critical value, and 𝑐𝑣�̃�𝑡𝑏 is the critical value for the known break
date case obtained in HHLT. In other words, if the structural break is detected, the usual test
statistic should be used to test a unit root null hypothesis with a break with the critical value for
the known break date, and if the structural break is not detected, the same test statistic is used,
but with the conservative critical value 𝑐𝑣𝑐𝑜𝑛𝑠𝑣𝑡𝑏 .

The second procedure, “the adaptive union of rejections of 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡 and 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̃�)”,
attempts to capture some of the power associated with the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡 (GLS test without break)

16See a brief description in Section 2.3.3.
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when no break is present, while at the same time excluding the possibility of only implementing
the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡 when a break is present. Also this procedure utilizes extra power when a break
is present in the data with pre-testing:

𝑈(𝑠𝜅) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Reject 𝐻0 if {𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡 < 𝑚𝜉𝑐𝑣𝑡 or

𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆(�̃�) < 𝑚𝜉𝑐𝑣
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑣
𝑡𝑏

}︁
if 𝑠𝜅 < 𝑐𝑣𝐵𝜅

Reject 𝐻0 if
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆(�̃�) < 𝑐𝑣�̃�𝑡𝑏

}︁
if 𝐵𝑠𝜅 ≥ 𝑐𝑣𝜅

, (2.77)

with 𝑐𝑣𝑡 being the critical value for the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡 test and 𝑚𝜉 being some scaling constant
(𝑚𝜉 > 1) designed to prevent the problem of oversizing and is evaluated under 𝐻0 in cases where
there is no break in trend. As the authors’ simulations show, the 𝐴(𝑠𝜅) procedure is less sensitive
to the magnitude of the break, and the 𝑈(𝑠𝜅) procedure provides much higher power for a zero or
small breaks due to some power loss for the intermediate magnitudes of a break. Both procedures
help to mitigate the effect of power “valleys”.

2.3.3 The impact of the initial condition

In this section we investigate the asymptotic behavior of all considered tests under various
initial conditions. Note that if the initial condition is set as it is in Assumption ??, then in
all limiting distributions under the null and local alternative the Ornstein-Uhlenbeck process,
𝑊𝑐(𝑟) =

∫︀ 𝑟

0
𝑒−(𝑟−𝑠)𝑐𝑑𝑊 (𝑠) (𝑊 (𝑟) under the null), is replaced by

𝐾𝑐(𝑟) =

{︃
𝛼(𝑒−𝑟𝑐 − 1)(2𝑐)−1/2 +𝑊𝑐(𝑟), 𝑐 > 0

𝑊 (𝑟), 𝑐 = 0
, (2.78)

where 𝑊 (𝑟) is the standard Wiener process (see Harvey et al. (2009b)). Results were obtained
using simulations of the limiting distributions of test statistics in an approximation of the Wiener
process by using 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1) random variates and with integrals approximated by normalized
sums of 1,000 steps and with 30,000 replications. The limiting distributions for GLS-based tests
and for robust tests, excluded here for brevity, can be found in HLT12 and HLT13 under the
local behavior of the autoregressive root and the local behavior of the break magnitude. The
limiting distribution of the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 test was obtained from Harvey and Leybourne (2012).
The limiting distribution of the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) test is similar to that of HLT12 except that
the GLS-detrended continuous time residual process has been replaced by the corresponding OLS-
detrended process (as in Harvey and Leybourne (2012, Theorem 1)). The limiting distribution of
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max with a local trend break can be obtained in the same manner as in Harvey and
Leybourne (2012) by applying CMT and arguments provided by Zivot and Andrews (1992). A
formal presentation of these results is not presented for the sake of brevity. Also note that we
used the trimming parameters 𝜆𝐿 and 𝜆𝑈 , equal to 0.15 and 0.85 respectively. In all simulations,
the break fraction is 0.5.

We first investigate the effects of initial conditions on the robust tests from Perron and
Yabu (2009b) and Harvey et al. (2009a) in Section 2.3.3. We then compare the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌,
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max, 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚), 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚), and𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 tests under various mag-
nitudes of local trend breaks and initial conditions to determine the effective test in each particular
case in Section 2.3.3. We then propose a unit root testing strategy for when there is uncertainty
over the trend break and initial condition in Section 2.3.3 (the modification of the HLT12 proce-
dures described in Section 2.3.2). All necessary critical values and scaling constants are provided
in Table ??. The program codes for obtaining critical values and the simulations are available
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upon request.

The influence of the initial condition on the robust tests for trend break
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Figure 2.20 – Asymptotic local power of 𝑡𝐻𝐿𝑇 and 𝑡𝑃𝑌 , 𝑐 = 5

𝑡𝐻𝐿𝑇 : , 𝑡𝑃𝑌 :
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Figure 2.21 – Asymptotic local power of 𝑡𝐻𝐿𝑇 and 𝑡𝑃𝑌 , 𝑐 = 10

𝑡𝐻𝐿𝑇 : , 𝑡𝑃𝑌 :

Following Harvey et al. (2009a) and Perron and Yabu (2009b), inter alia, to determine
whether a break is present in the series or not, the researcher should test its significance with either
the Harvey et al. (2009a) test, 𝑡𝐻𝐿𝑇 , (or use a modified estimator of the break date according to
HHLT) or the Perron and Yabu (2009b) test, 𝑡𝑃𝑌 ,and then implement the appropriate unit root
testing strategy based on if a significant break is present. Now we investigate the behavior of the
𝑡𝐻𝐿𝑇 and 𝑡𝑃𝑌 tests under various magnitudes of initial condition. These tests are needed for the
procedure proposed in Section 3.3. For both tests, 𝑡𝐻𝐿𝑇 and 𝑡𝑃𝑌 , the null hypothesis is 𝐻0 : 𝛾𝑇 = 0
in (2.79) and the alternative is 𝐻1 : 𝛾𝑇 ̸= 0.
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Figure 2.22 – Asymptotic local power of 𝑡𝐻𝐿𝑇 and 𝑡𝑃𝑌 , 𝑐 = 20

𝑡𝐻𝐿𝑇 : , 𝑡𝑃𝑌 :
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Figure 2.23 – Asymptotic local power of 𝑡𝐻𝐿𝑇 and 𝑡𝑃𝑌 , 𝑐 = 30

𝑡𝐻𝐿𝑇 : , 𝑡𝑃𝑌 :

The 𝑡𝐻𝐿𝑇 is constructed as

𝑡𝐻𝐿𝑇 = 𝜂|𝑡0(�̂�)| +𝑚𝜉(1 − 𝜂)|𝑡1(�̃�)|,

where 𝑚𝜉 is some positive scaling constant, 𝑡0(𝜆) and 𝑡1(𝜆) are the autocorrelation-corrected
𝑡-statistics for 𝛾 from the estimated OLS-regressions

𝑦𝑡 = �̂�𝜆 + 𝛽𝜆𝑡+ 𝛾𝜆𝐷𝑇𝑡(𝜆) + �̂�𝜆,𝑡

and
∆𝑦𝑡 = 𝛽𝜆 + 𝛾𝜆∆𝐷𝑇𝑡(𝜆) + 𝑣𝜆,𝑡,

respectively. Here the break date estimators are �̂� = arg max𝜆∈Λ |𝑡0(𝜆)| and �̃� = arg max𝜆∈Λ |𝑡1(𝜆)|
and 𝜂 is the weight function such that 𝜂 → 0 as the 𝑢𝑡 is I(1) and 𝜂 → 1 as the 𝑢𝑡 is I(0). See
Harvey et al. (2009a) for more details.
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The 𝑡𝑃𝑌 is constructed as

𝑡𝑃𝑌 = log[𝑇−1
∑︁
𝜆∈Λ

exp{0.5𝑊𝑅𝑄𝐹 (𝜆)}],

where 𝑊𝑅𝑄𝐹 is the square of the autocorrelation-corrected 𝑡-statistic from the following (quasi)-
GLS-regression:

(1−𝜌𝑀𝑆𝐿)𝑦𝑡 = �̄�𝜆(1−𝜌𝑀𝑆𝐿)+𝛽𝜆(1−𝜌𝑀𝑆𝐿)𝑡+𝛾𝜆(1−𝜌𝑀𝑆𝐿)𝐷𝑇𝑡(𝜆)+(1−𝜌𝑀𝑆𝐿)�̄�𝜆,𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇

with
𝑦1 = �̄�𝜆 + 𝛽𝜆 + �̂�𝜆,1,

where

𝜌𝑀𝑆 =

{︃
𝜌𝑀 if |𝜌𝑀 − 1| > 𝑇−1/2

1 if |𝜌𝑀 − 1| ≤ 𝑇−1/2
,

and 𝜌𝑀 is a bias-corrected estimator of 𝜌𝑇 . See Perron and Yabu (2009b) for more details.
Figures 2.20-2.23 show the local power of the 𝑡𝐻𝐿𝑇 and 𝑡𝑃𝑌 tests for 𝑐 ∈ {5, 10, 20, 30} and

for 𝛼 ∈ {−6,−4,−2,−1, 0, 1, 2, 4, 6} with 𝜅 ∈ (0, 10). The results with a negative 𝜅 are symmetric
with respect to 𝛼. In general, both tests behave similarly. For a small 𝑐, the mean-reversion effect
from the initial value is slow, so this mean-reverting part of the process induces spurious detection
of a break. This is best seen where 𝜅 = 0 and the test wrongly rejects the hypothesis of no break.
The explanation for this is similar to that in Harvey et al. (2008). The 𝑡𝐻𝐿𝑇 and 𝑡𝑃𝑌 tests use
the difference of ℎ ≡ 𝑦𝑇 − 𝑦⌊�̂�𝑇 ⌋ − (1 − �̂�)(𝑦𝑇 − 𝑦1) for estimating the trend break parameter

where �̂� is the break date estimator equal to the argument of the supremum of the test statistic
under 𝐻0 over all possible break dates (see Harvey et al. (2009a) for details). Consider the case of
𝜅 ≥ 0. If 𝜅 = 0, then the very negative initial condition leads to a large value for (𝑦𝑇 − 𝑦1), which
makes ℎ very negative. This leads to a rejection the null hypothesis. If 𝜅 increases, the value of
𝑦𝑇 −𝑦⌊�̂�𝑇 ⌋ becomes larger, which makes the value of ℎ close to zero, and therefore the test statistic
will be insignificant. With a further increase of 𝜅, the value of ℎ increases, which often leads to
the rejection of the null hypothesis. This result is clearly visible in Figure 2.20(a). Consider the
case of a large positive initial condition. Now the value of (𝑦𝑇 − 𝑦1) can be negative, which makes
the value of ℎ under 𝜅 = 0 strongly positive. If 𝜅 increases, the rejection rate also increases due
to the increases in 𝑦𝑇 − 𝑦⌊�̂�𝑇 ⌋. Also note that when we compare our results with results of the
robust tests for trend in Harvey et al. (2008), we find that our results are symmetric around 𝛼 in
comparison to Harvey et al. (2008), as the value of (𝑦𝑇 − 𝑦1) is included in the numerator of the
test statistics with the opposite sign.

For a larger 𝑐, the oversizing is less pronounced and often the break is not spuriously detected
under 𝜅 = 0 (when actually there is no break). This occurs because, for larger 𝑐, the larger |𝛼|
values would be needed to offset the undersizing in tests when 𝛼 = 0. The negative influence
on power in this case is observed only when 𝛼 and 𝜅 have opposite signs. If the signs are the
same, then the power is higher than in the case of 𝛼 = 0. Furthermore, for 𝑐 = 30, the tests have
well-controlled and conservative sizes.

Thus, although the 𝑡𝐻𝐿𝑇 and 𝑡𝑃𝑌 tests cannot be used for a small 𝜅, they can serve as
indicators of a large magnitude local break even for a large 𝛼. In other words, they can be used
as pre-tests similar to HLT12.

The influence of the initial condition on the unit root tests with break

We should now consider the behavior of the𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌, 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚), 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚)
and 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 tests under various values of 𝜅 and 𝛼. For the purpose of illustration, we also
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Table 2.4 – Maximum finite sample sizes of nominal 0.05-level tests across 𝜅 ∈ (0, 16)

𝑇 = ∞ 𝑖.𝑖.𝑑. errors 𝐴𝑅(1) errors 𝑀𝐴(1) errors
𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 0.051 0.051 0.057 0.111

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) 0.053 0.047 0.042 0.090
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 0.052 0.048 0.061 0.099
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 0.053 0.032 0.077 0.254
𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) 0.053 0.061 0.060 0.113
𝐴*(𝑡𝑃𝑌 , 𝑠𝛼) 0.053 0.061 0.061 0.113

provide the results for the𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 test (ZA-test),17 although this test is invalid for large values
of 𝜅.

Figures 2.24 и 2.25 show the asymptotic size-adjusted local power for 𝑐 = 20 and 𝑐 = 30
respectively and for 𝛼 ∈ {−6,−4,−2,−1, 0, 1, 2, 4, 6} with 𝜅 ∈ (0, 15). More specifically, for the
given break fraction 𝜆0, we calculate the size (𝑐 = 0) of all tests considered in the previous sections
for all 𝜅 ∈ (0, 15). Note that the size is not changed for different 𝛼, because under 𝐻0 all tests
are invariant to initial condition. Let 𝜅* denote 𝜅, which results in the test’s maximum size (the
maximum sizes are provided in Table 2.4). The power curves are obtained by adjusting their size,
i.e. by scaling all critical values of the specific test so that its size is equal to 0.05 for 𝜅 = 𝜅*. The
same scaling is used for all values of 𝜅 (i.e. the size will always be below 0.05 for all 𝜅 ̸= 𝜅*).

Also, in contrast to HHLT, the value of the 𝑐𝜆 parameter for GLS-based tests is chosen not
for each possible location of a break, but as the average of these values (since these values differ
very little from each other under the assumption of a local trend break), following HLT13. In
other words, we use 𝑐𝜆 = 17.6, as proposed in HLT13, for all GLS-based tests.

Based on the figures, it can be seen that for 𝛼 = 0, the 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 and 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚)
are effective. However, for |𝛼| = 1, the power curve of the 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 is at the same level as the
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌, and as the absolute value of 𝛼 increases, the power of the 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 continues to
fall. For a large |𝛼|, the power will be zero, even with a moderate 𝜅. For a 𝜅 close to zero, the
power of GLS-based tests will be slightly higher because the mean-reverting effect is interpreted as
a break. The 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) test behaves similarly, although the 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 is more robust
under small and moderate initial conditions.

For moderate or large initial conditions, the 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) appears robust. The 𝐴𝐷𝐹 -
𝐺𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) and 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 tests’ power increases as the initial condition increases, but the
latter test is seriously oversized if the break is occurs in the second part of the sample. For this
reason, the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 test cannot be used here. It has been modified to 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max, which
makes it appropriate for implementation . However, for a large |𝛼|, the power of the test will still
be very low because the test includes 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 ′ with time-reversed data, making the initial
value the last value. The 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max test will rarely reject the null, but for a moderate 𝛼,
this test is reasonably powerful, but is significantly weaker than the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 test. To see this
we provide additional simulation results for asymptotic local power functions of OLS-based tests
by using the same notation as above. Additional notation is used for break date estimators for
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(𝜆), where 𝜆 is a generic break fraction: �̂�𝐷𝑚 is the break fraction estimator proposed
by Harvey and Leybourne (2013) and �̃� is the break fraction estimator based on first difference
regression proposed by Harris et al. (2009). The results are in Figures 2.26-2.27.

For the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚), the power decreases when |𝛼| is large and 𝜅 is small. This
weakness is due to an incorrect estimation of the break fraction �̂�𝐷𝑚 (the mean-reverting effect is
estimated as a spurious break). This test would be effective under a large initial condition except
for its flaw which causes its power to decrease for small values of 𝜅. For small breaks, we could
use the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 (the ZA test) when the break is small and is not detected by the 𝑡𝐻𝐿𝑇 and

17We omit the results for the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max because this test is not effective for any of the the cases examined,
and its power falls as the initial condition increases.
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Figure 2.24 – Asymptotic local power, 𝑐 = 20

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 : , 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 : · · · ,
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : ·

𝑡𝑃𝑌 tests. We found that for different break date locations and various types of weak dependence
on errors that the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 will be oversized when the break is detected with a probability of
one by robust tests. To see this we provide finite sample size of Zivot-Andrews 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 test
for various 𝜅. We also provide the finite sample size and power of robust tests for break, 𝑡𝐻𝐿𝑇 and
𝑡𝑃𝑌 , proposed by Perron and Yabu (2009b) and Harvey et al. (2009a), respectively. The DGP is

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝛾𝑇𝐷𝑇𝑡(𝜆0) + 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (2.79)

𝑢𝑡 = 𝜌𝑇𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (2.80)

where 𝛾𝑇 = 𝜅𝑇−1/2 and the error term 𝜀𝑡 is generated according to either an 𝑖.𝑖.𝑑 sequence or the
AR(1) and MA(1) processes according to 𝜀𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1) for the case of 𝑖.𝑖.𝑑., 𝜀𝑡 = 𝜑𝜀𝑡−1 + 𝑒𝑡
for the case of AR(1), and 𝜀𝑡 = 𝑒𝑡 − 𝜑𝑒𝑡−1 for the case of MA(1), where 𝑒𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1).
The sample size 𝑇 ∈ {100, 200}, the break magnitude 𝜅 ∈ {0, 2, . . . , 40}, the parameter 𝜑 ∈
{−0.8,−0.5,−0.2, 0, 0.2, 0.5, 0.8}, the break fraction 𝜆 = 0.2, 0.15, the number of replications is
10,000. The results are in Tables 2.5-2.12 (the results for the 𝑖.𝑖.𝑑. case correspond to the case of
𝜑 = 0).

In our simulations, for 𝜆0 = 0.2 the serious size distortions never occur if the break is never
detected, and for 𝜆0 = 0.15 the size never exceeds 40%. Similar size distortions could also occur
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Figure 2.25 – Asymptotic local power, 𝑐 = 30

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 : , 𝐴𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 : · · · ,
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : ·

for a strongly negative MA component in DGP. Also the size distortions decrease if the sample
size 𝑇 increases.

Thus, if the break is detected by a robust test the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) could be used because
it is correctly sized. If the break is not detected with a nonzero probability, then 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 will
be correctly sized.

We conclude that, for small initial conditions, the 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 should be used, and for large
initial conditions, the combination of 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 and 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) should be used, depen-
dent on the robust tests for breaks. Also, for large initial conditions, the GLS-based test proposed
in HLT12 and HLT13 and described in Section 2.3.2 has very low power, so its empirical appli-
cations are limited. Furthermore, we propose modifications to these tests to manage uncertainty
over the initial condition.
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Figure 2.26 – Asymptotic local power of OLS-based tests, 𝑐 = 20

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 : · · · ,
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̃�) : ·
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Figure 2.27 – Asymptotic local power of OLS-based tests, 𝑐 = 30

𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̂�𝐷𝑚) : , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆max : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 : , 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝜌 : · · · ,
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(�̃�) : ·
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Unit root testing strategy with uncertainty over the trend break and initial condition

The results in the previous subsection demonstrate that even for small initial conditions the
power of the GLS-based tests proposed in HLT12 and HLS13 will be low. However, if the initial
condition increases, the power of some OLS-based unit root tests also increases, and these tests
become effective. Therefore, in this subsection, we propose a unit root testing strategy that is
robust when faced with large or small initial conditions. To accomplish this, we need a pre-test
for the initial condition similar to that of Harvey et al. (2012a). We follow the approach of Harvey
and Leybourne (2005) and Harvey and Leybourne (2006), and construct the initial condition
estimator, |𝛼|, as

|�̂�| =
|𝑦1 − 𝑑1|

�̂�
, (2.81)

where 𝑑1 is the fitted value of the deterministic function in (2.70) at time 𝑡 = 1, using the break
fraction estimator in (2.72), and �̂� for the corresponding standard deviation estimator of the
error term 𝑢𝑡. The |�̂�| is consistent under a fixed alternative but is not consistent under a local
alternative, which is shown in the following lemma.

Lemma 4 Let {𝑦𝑡} be generated as (2.79) and (2.80) and Assumptions ?? and ?? are held. Then
under 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 , 0 ≤ 𝑐 <∞

|�̂�| ⇒ |𝐾𝑡𝑏
𝑐 (0, 𝜆0, 𝜅)|√︁∫︀ 1

0
𝐾𝑡𝑏

𝑐 (𝑟, 𝜆0, 𝜅)2𝑑𝑟
,

where 𝐾𝑡𝑏
𝑐 (𝑟, 𝜆0, 𝜅) is the continuous time residual process from the regression of 𝐾𝑐(𝑟) + 𝜅(𝑟 −

𝜆0)I(𝑟 > 𝜆0) onto the space spanned by {1, 𝑟, (𝑟 − �̂�𝐷𝑚)I(𝑟 > �̂�𝐷𝑚)} and the limiting distribution
for �̂�𝐷𝑚 follows directly from HLT12.

The proof of this lemma comes from Harvey and Leybourne (2005). Note that although the
|�̂�| is not a consistent estimator for |𝛼| under a local alternative, it is still useful for obtaining
information about a very large |𝛼|. In other words, the large value of |�̂�| might be associated
with large values of |𝛼|. We implement the simple heuristic rule that |�̂�| > 1 indicates a large
initial condition. The reason for this is that for |𝛼| > 1, the power of 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 is effective
under small initial conditions and ceases to be higher than the power of other tests.18 Asymptotic
results based on the distribution in Lemma 4 are represented in Figure 2.28 for various 𝑐 and 𝜅.
It can be seen that this test is very liberal (with size distortion decreasing as 𝑐 increases) but it
can still be used under uncertainty of the initial condition for the procedures described below as
a risk-averse strategy. Note that the non-monotonic power for the case of 𝜅 = 5 is a consequence
of an incorrect estimation of the break date, as this break is small and the initial condition is
sufficiently large.

Now we can consider the modification of the 𝐴(𝑠𝜅) testing strategy proposed in HLT12,19

denoted by 𝐴*(𝑠𝜅, 𝑠𝛼) where, in all algorithms listed below, 𝑠𝜅 and 𝑠𝛼 denote tests for break and
for initial condition, and 𝑐𝑣𝜅 and 𝑐𝑣𝛼 denote corresponding critical values. Critical values and
scaling constants are provided in Table 2.13.

Algorithm 1 The modified 𝐴*(𝑠𝜅, 𝑠𝛼) strategy is defined as follows:

18This decision rule is similar to the rule proposed by Harvey et al. (2010b) except that Harvey et al. (2010b)
used the trimmed data for estimation of 𝛼 and the critical value was set to be two. Our approach leads to slightly
better power properties of the initial condition test.

19Also we considered the strategy based on adaptive union of rejections of the tests with and without breaks as
in HLT12. But such strategy also contains power “valleys” and will not be considered further.
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Figure 2.28 – Asymptotic local power, 𝑠𝛼
𝑐 = 5 : , 𝑐 = 10 : , 𝑐 = 20 : · 𝑐 = 30 : · · ·

1. If 𝑠𝜅 ≤ 𝑐𝑣𝜅 and 𝑠𝛼 > 𝑐𝑣𝛼, then use the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 test with critical values 𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆;

2. If 𝑠𝜅 ≤ 𝑐𝑣𝜅 and 𝑠𝛼 ≤ 𝑐𝑣𝛼, then proceed to

Reject 𝐻0 if
{︀
𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 < 𝑚1

𝜉 × 𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 or 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 < 𝑚1
𝜉 × 𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆

}︀
,

where 𝑚1
𝜉 is the scaling constant for the union of the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 and 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 tests with

conservative critical values.

3. If 𝑠𝜅 > 𝑐𝑣𝜅 and 𝑠𝛼 > 𝑐𝑣𝛼, then use the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) test with the critical values
𝑐𝑣𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏

, where 𝑐𝑣𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏
is the conservative critical value for the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚);

4. If 𝑠𝜅 > 𝑐𝑣𝜅 and 𝑠𝛼 ≤ 𝑐𝑣𝛼, then proceed to

Reject 𝐻0 if
{︁
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) < 𝑚2

𝜉 × 𝑐𝑣𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏

or 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 < 𝑚2
𝜉 × 𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆

}︀
,

where 𝑚2
𝜉 is the scaling constant for the union of the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) and 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆

tests.

We emphasize that the 𝐴(𝑠𝜅) testing strategy proposed in HLT12 is the same as 𝐴*(𝑠𝜅, 𝑠𝛼)
except the former does not utilize OLS-based tests, any testing for initial condition, or any scaling.
In other words, the 𝐴(𝑠𝜅) testing strategy does not account for the initial condition. It should be
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noted that we only use conservative critical values for all tests calibrated at 𝜅 = 0. The reason for
this is that although the size of tests decrease as 𝜅 increases, in finite samples for autocorrelated
errors the size is approximately the same for all 𝜅. Thus, the conservative critical values allow for
better size control.20 The scaling constants 𝑚1

𝜉 and 𝑚
2
𝜉 are needed to make the size equal to the

nominal one at 𝜅 = 0 for each step in the algorithm. The limiting distribution of the 𝐴*(𝑠𝜅, 𝑠𝛼)
follows the form of the limiting representations of all tests included in the strategy and application
of the CMT.

The basic concepts of this strategy are as follows. In item 1, there is no reason to assume
that a break is actually present in the data, but there is evidence suggesting that there is a large
initial condition. Thus, the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 (ZA) test is effective. In item 2, there is no reason to
assume that both the magnitude of a break and the initial condition are large, so the union of
rejection, including the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 and 𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 tests, should be used. In item 3, there is
evidence of both a large magnitude break in the trend and a large initial condition, so, in this case,
the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) is effective. In item 4, there is evidence of a large trend break, but there is
no reason to believe that the initial condition is large, therefore both the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) and
𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 tests should be used.

Figures 2.30 and 2.31 show the asymptotic size-adjusted power (the correction is performed
in a similar way to how it was performed in the previous subsection. The maximum sizes across
𝜅 are provided in Table 2.4) for 𝑐 = 20 and 𝑐 = 30 respectively. The asymptotic size is provided
in Figure 2.29(a).21

These results, corresponding to the behavior of the unit root tests and pre-tests, demon-
strate the robustness of the proposed strategies for various initial conditions. The 𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼)
strategy seems to be the most robust; Under small initial conditions, the power curve lies between
𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) and an effective𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆. For large initial conditions and small breaks, this
strategy is considerably more powerful, resolving most of the issues associated with the “valley”
in the power curve of the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) test which was previously discussed. For large initial
conditions and large breaks, the power is close to the effective 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚).

We also consider the behavior of the tests for DGP (2.70)-(2.71) in finite samples where the
error term is generated according to either an 𝑖.𝑖.𝑑 sequence or the AR(1) and MA(1) processes
with a sample size 𝑇 = 150.22 More precisely, the DGP be

𝑦𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝛾𝑇𝐷𝑇𝑡(𝜆0) + 𝑢𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑇, (2.82)

𝑢𝑡 = 𝜌𝑇𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡, 𝑡 = 2, . . . , 𝑇, (2.83)

where 𝛾𝑇 = 𝜅𝑇−1/2, 𝜇 = 𝛽 = 0 without loss of generality, 𝑢1 = 𝛼
√︀

1/(1 − 𝜌2𝑇 ), 𝜌𝑇 = 1 − 𝑐/𝑇 ,
𝑐 ∈ {20, 30}0, 𝛼 ∈ {−6, 0, 6}, and 𝜅 ∈ (0, 15). The error term 𝜀𝑡 is generated according to either
an 𝑖.𝑖.𝑑 sequence, 𝜀𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1), or the AR(1) process, 𝜀𝑡 = 0.5𝜀𝑡−1 + 𝑒𝑡 with 𝜀1 = 0, or
the MA(1) process, 𝜀𝑡 = 𝑒𝑡 − 0.5𝑒𝑡−1, 𝑒1 = 0 with 𝜀1 = 0, 𝑒𝑡 ∼ 𝑖.𝑖.𝑑.𝑁(0, 1). For the break date
estimator (2.67) we use 𝐷𝑚 = {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9, 0.95, 0.975, 1}. The maximum sizes of the tests
for multiple values of 𝜅 are provided in Table 2.4. The finite sample size is provided in Figures
2.29(b)-2.29(d). For 𝑖.𝑖.𝑑 and AR(1) cases, the size is close to the nominal one. For the MA(1)
case, the liberal size distortion is quite large but this is a standard result (see the corresponding
tables in HLT12 and HLT13).

The power results are presented in Figures 2.30 and 2.31. Qualitatively, the results appear
to be asymptotic, especially for 𝑖.𝑖.𝑑. case, and 𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) still remains the most robust strategy,
which we recommend to use in practice.

20The results for cases with liberal critical values for large 𝜅 are available on request.
21All results regarding the size and power of the tests are only provided for the 𝑡𝐻𝐿𝑇 to maintain brevity.
22The number of replications in finite sample simulations is 20,000.
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Figure 2.29 – Asymptotic and finite sample size

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 : , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) : · 𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) :

2.3.4 Further extensions

Based on the properties of our proposed modifications described in the previous section, these
procedures can be expanded in several directions. Furthermore, we briefly consider the following
generalizations indicating the associated limitations: the presence of more than one structural
break, and the presence of a priori information about the location of the break.

Multiple structural breaks

The test procedures discussed above can be used in a case of multiple structural breaks,
because if the number of breaks is more than taken into account when constructing the test, the
power will drop to zero. For the unit root tests we can consider two types of tests based on
OLS- or GLS-detrending, respectively, similar to the previous section. The infimum test based
on GLS-detrending was proposed by HLT2013 in the context of a case of multiple breaks, and
this test was effective under small initial conditions. The extensions of the OLS-based tests are
constructed in a similar way.

However, the problem of the construction of the effective combination of OLS-based tests
under large initial conditions has arisen. The behavior of the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 with multiple breaks is
not investigated under fixed break magnitudes and unclear how large the magnitudes of breaks
should be in order experience serious size distortions with 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆. If we find an effective
combination of OLS-based tests, it could be used in similar strategies to those described in Section
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Table 2.13 – Asymptotic critical values and scaling constants at 𝜉-level

𝜉 0.01 0.05 0.10

𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 -4.37 -3.85 -3.56
𝑐𝑣𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 -4.79 -4.25 -3.99

𝑐𝑣𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏

-4.74 -4.22 -3.95
𝑚1

𝜉 1.03 1.04 1.04

𝑚2
𝜉 1.03 1.03 1.03

4, with the Kejriwal and Perron (2010a) and Sobreira and Nunes (2016) procedures used as pre-
tests to determine the number of breaks (see also ?). However, the power “valleys” for these
strategies can be much more severe and can increase with the number of tests. One might ask
whether it makes sense in the case of, for example, three breaks, to use a fairly complex combination
of tests, and the best solution is to use only one test (with the maximum number of breaks). We
have left all these questions open for future research. Currently, the test based on (augmented)
Dickey-Fuller regression with with break dates estimators according Harvey and Leybourne (2013)
(the 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) in case of multiple breaks) seems to be the most robust.

A priori information on the break date

One modification when testing with the allowance for one structural break was proposed in
Harvey et al. (2014). Many unit root tests with a break use the fact that the break can occur
in any location, except for some values at the beginning and end of the series. However, the
researcher may know some a priori information about the location of the break without knowing
its exact location. This approach was first considered by Andrews (1993) when testing for general
structural instability by motivating it using two examples: a significant political event (economic
reform, war, etc.) can occur in a certain period of time, but it is unknown exactly when the effects
begin; the event may occur on a certain date, but the effect occurs with some delay.

A priori information about the date of the break implies that the true break fraction is
𝜆0 ∈ Λ (𝜏𝑚𝑖𝑑, 𝛿), where Λ (𝜏𝑚𝑖𝑑, 𝛿) is a window in which the break occurs. This window is defined
as Λ (𝜏𝑚𝑖𝑑, 𝛿) = [𝜏𝑚𝑖𝑑 − 𝛿/2, 𝜏𝑚𝑖𝑑 + 𝛿/2], where 𝛿 > 0 denotes the width of the window containing
all permissible break fractions, and 𝜏𝑚𝑖𝑑 denotes the mid-point of the window. 𝜏𝑚𝑖𝑑 − 𝛿/2 > 0 and
𝜏𝑚𝑖𝑑 + 𝛿/2 < 1 is a requirement.

Therefore, all minimizations considered in this paper are performed not on the whole set
Λ = [𝜆𝐿, 𝜆𝑈 ], but on the set Λ (𝜏𝑚𝑖𝑑, 𝛿). It is clear that the power of the test increases when
there is more known a priori information about the location of the true break date, i.e. with a
decreasing value of 𝛿. The location of the break within the selected window has a small effect on
the asymptotic size and power. However, the size and power will be seriously downward biased
if the information about the true break date location is wrong, and the distortion increases as
the error of this information increases. Thus, all procedures considered in this paper can be
easily expanded to cases of partial information about the break date location.23 The ox-code for
calculating the critical values and scaling constants for different 𝛿 and 𝜏𝑚𝑖𝑑 is available on the
author’s web-page.

23Note, that the 𝑀𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆 test can be used for all 𝜅 if the break is occurred in the second half of sample.
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Figure 2.30 – Asymptotic local power (left) and finite sample power with 𝑖.𝑖.𝑑. errors (right),
𝑐 = 30

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 : , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) : · 𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) :
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Figure 2.31 – Finite sample power with 𝐴𝑅(1) errors (left) and finite sample power with 𝑀𝐴(1)
errors (right), 𝑐 = 30

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆 : , 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆𝑡𝑏(�̂�𝐷𝑚) : · 𝐴*(𝑡𝐻𝐿𝑇 , 𝑠𝛼) :
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3 The analysis of dynamic properties of Russian time series

3.1 Testing for structural breaks in the long-run growth rate of the

Russian economy

The recent trends in the Russian GDP do not cause any optimism, especially given the
very rapid economic development before the crisis of 2008-2009 (GDP grew on average by 7%
per year). Many studies associate observed economic slowdown with the domestic factors of
economic development and with the exhaustion of recovery growth factors after the huge drop in
the real GDP due to the collapse of the Soviet Union (see, e.g., (Drobyshevskij and Polbin, 2015);
(Idrisov and Sinelnikov-Murylev, 2014), (Kudrin and Gurvich, 2014)). The other explanation of
the observed low growth rates in the last seven years could be in the external factors of economic
development. In particular rising oil prices before 2008 could be the predominant factor of the
growth of the Russian economy. The period of rapid and huge growth in the oil prices is ended,
thus we could not observe any significant economic growth of the Russian economy during the
last seven years.

We make an attempt to identify the nature of the changes in the economic growth of the
Russian Federation. We try to answer the question whether the observed economic slowdown in
the recent years is due to purely foreign economic conditions, or changes in the internal long-term
growth factors also occurred. The answer to the question whether changes in the long-run growth
of the structural component of the Russian GDP occurred is not obvious and requires a formal
statistical testing.

For illustration in Figure 3.1 we compared the time series of the logarithm of the seasonally
adjusted level of the real Russian GDP in constant 2003 with artificially simulated time series
log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 , constructed according to the following stochastic process without any changes in the
model parameters:

log𝐺𝐷𝑃 *
𝑡 = 8.3 + 0.005𝑡+ 0.2 log 𝑝𝑜𝑖𝑙𝑡 + 0.01𝜀𝑡, (3.1)

where log 𝑝𝑜𝑖𝑙𝑡 is logarithm of the real Brent oil prices (deflated by the seasonally adjusted index
of US consumer prices)1, 𝑡 is the trend (X axis unit – 1 quarter), 𝜀𝑡 ∼ 𝑁(0, 1) is a white noise.

Here we assume long-run dependence of the real GDP on the real oil prices with the elasticity
equals to 0.2. Approximately the same values of the elasticity are obtained in the econometric
studies (Beck et al., 2007), (Kuboniwa, 2014), (Rautava, 2013). We also assume a moderate 2%
per year (0.5% per quarter) long-run growth rate of the structural component of the real GDP. As
shown in the Figure 3.1, artificially simulated time series demonstrate similar trends to the actual
dynamics of the real GDP of the Russian Federation. As for Russin GDP, it can identify three
distinct segments with significantly different average growth rates. Accordingly the hypothesis
that the observed breaks in the real Russian GDP are due to purely external economic factors
appear to be realistic. On the other hand, if we assume that the dependence of the Russian GDP
on the real oil prices is close to zero, then the observed breaks in the trend function of the Russian
GDP should be attributed to changes in the long-run growth rate of its structural component.
Thus causes of the recent economic slowdown are unclear.

The solution of the identification of structural changes problem in long-run economic growth
can have a number of important practical applications. Firstly, the presence of structural changes
needs to be taken into account in the forecasting, especially in long-run forecasting. Because
the standard econometric methods without taking into account structural changes could produce
highly biased and inconsistent parameter estimates of the data generating process. Secondly, the
relevant bias in the estimates of the parameters could lead to a misidentification of the phase of
the business cycle (Perron and Wada, 2009) and incorrect recommendations for economic policy.

1Data source for oil prices: International Financial Statistics, IMF. Data source for consumer price insex of US:
Federal Reserve Economic Data (FRED)
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4 

где log oil
tp — логарифм реальных цен на нефть марки Brent (дефлированных на сезонно 

сглаженный индекс потребительских цен США)4, t — тренд (единица измерения - квартал), 

~ (0,1)t N — случайная ошибка.

Здесь мы предположили наличие долгосрочной зависимости ВВП *
tGDP от 

нефтяных цен с эластичностью по реальным ценам на нефть, равной 0.2. Аналогичные по

величине оценки долгосрочной эластичности ВВП РФ по ценам на нефть были получены в 

работах [Beck et al., 2007; Kuboniwa, 2014; Rautava, 2013]. Также мы предположили 

умеренные долгосрочные темпы роста структурной компоненты ВВП 2% в год (0.5% в 

квартал)5. Как показано на графике, искусственно смоделированный временной ряд 

демонстрирует схожие тенденции с фактической динамикой реального ВВП РФ. Как и для 

ВВП РФ в нем можно выделить три отчетливых сегмента с существенно различными 

средними темпами роста. Соответственно, гипотеза о том, что наблюдаемые изломы 

реального ВВП РФ обусловлены сугубо внешнеэкономическими факторами, представляется

оправданной. Если же предположить, что зависимость отечественного выпуска от нефтяных 

цен в долгосрочной перспективе близка к нулю, то наблюдаемые изломы в трендовой 

функции ВВП РФ должны объясняться сдвигами в долгосрочных темпах роста его 

структурной компоненты, что обосновывает альтернативную гипотезу. Выбор между 

данными гипотезами в настоящей работе производится на основе методов регрессионного 

анализа. 

Рис. 1. Временной ряд логарифма реального ВВП 

4 Источник данных для цен на нефть: International Financial Statistics, IMF. Источник данных для

сезонно сглаженного индекса потребительских цен США: Federal Reserve Economic Data (FRED) 
5 Первая разность логарифма уровня ВВП равна темпу роста реального ВВП с точностью до членов 

второго порядка. Соответственно, в дальнейшем под темпом роста ВВП мы будем понимать

log tGDP . 
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Figure 3.1 – Russian real GDP and artificially simulated time series

3.1.1 Univariate analysis

Classical papers on testing for existences of structural breaks in the long-run economic growth
rates are based on univariate representation of the investigated time series (see, e.g., (Perron, 2006),
(Aue, 2012), (Jandhyala et al., 2016)). In this section we apply the basic univariate statistical
tests as the starting point of the study.

Estimating the number of structural breaks

In empirical analysis we use Russian GDP from 1995Q1 to 2015Q2 in constant 2003 year
prices. We seasonally adjust the series by X-12-ARIMA filter in Eviews and take the log of the
obtained series.

First, we want to detect the number of structural breaks. If the log of real GDP is stationary,
then we should test for the number of breaks based on the following regression model:

log𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝜇0 + 𝛽0𝑡+ 𝜇1𝐷𝑈𝑡

(︀
𝑇 0
1

)︀
+ 𝛽1𝐷𝑇𝑡

(︀
𝑇 0
1

)︀
+ . . .

+𝜇𝑚𝐷𝑈𝑡

(︀
𝑇 0
𝑚

)︀
+ 𝛽𝑚𝐷𝑇𝑡

(︀
𝑇 0
𝑚

)︀
+ 𝑢𝑡 (3.2)

𝑢𝑡 = 𝛼𝑢𝑡−1 + 𝜀𝑡 (3.3)

where 𝑇 0
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 are the break dates, 𝐷𝑈𝑡(𝑇

0
𝑗 ) = 𝐼(𝑡 > 𝑇 0

𝑗 ) is the shift dummy variable,
𝐷𝑇𝑡(𝑇

0
𝑗 ) = (𝑡 − 𝑇 0

𝑗 )𝐼(𝑡 > 𝑇 0
𝑗 ) is the trend break dummy variable, I(∙) is the indicator function,

and 𝜀𝑡 is stationary process.
In other words, if the process log𝐺𝐷𝑃𝑡 is statonary (about deterministic component) then

|𝛼| < 1 and we can perform standard inference based on this estimated regression in levels. That
is, standard 𝑡-tests are uniformly most powerful unbiased tests for the hypotheses about 𝜇𝑗 and
𝛽𝑗,𝑗 = 1, . . . ,𝑚. If the process has a unit root then 𝛼 = 1 and for constructing uniformly most
powerful unbiased tests we should proceed with first-differenced model as

∆ log𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝛽0 + 𝜇1𝐷𝑡

(︀
𝑇 0
1

)︀
+ 𝛽1𝐷𝑈𝑡

(︀
𝑇 0
1

)︀
+ . . .+ 𝜇𝑚𝐷𝑡

(︀
𝑇 0
𝑚

)︀
+ 𝛽𝑚𝐷𝑈𝑡

(︀
𝑇 0
𝑚

)︀
+ ∆𝑢𝑡, (3.4)

where 𝐷𝑡(𝑇
0
𝑗 ) = 𝐼(𝑡 = 𝑇 0

𝑗 ), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
If we choose incorrect order of integration the tests for the break coefficients are misleading

(the number of breaks will be either underestimated or overestimated). To solve this problem we
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use (Sobreira and Nunes, 2016) procedure for estimating the number of breaks. This procedure is
robust to the order of integraton. We also considered the (Kejriwal and Perron, 2010a) procedure.
However, although this procedure is consistent it is difficult to use it in small samples (because it
based on subsamples of lower size in each next step).

The procedure of (Sobreira and Nunes, 2016) is similar to the procedure of (Bai and Perron,
1998) developed for the stationary regression case. First, we test the hypothesis of no break by
constructing certain statistics, which will be discussed below, against the alternative of having
one break.

If the hypothesis is not rejected, the procedure stops. Otherwise, the break date is estimated
based on minimizing the sum of squared residuals over all possible break dates. After that, the
estimated break date is fixed in the model, and we test the hypothesis of absence of an additional
break against the alternative of only one break in model (this is equivalent to testing the hypothesis
of only one break against the alternative of two breaks). Again, if the hypothesis is not rejected,
the procedure stops. Otherwise, the estimates of the break dates are based on global minimization
of the sum of squared residuals, and then an additional third break is tested. And so on.

The test statistic for the null hypothesis of 𝑙 breaks against the alternative of 𝑙+ 1 breaks is
constructed as:

𝐹 *
𝜆 (𝑙 + 1|𝑙) = 𝜆

(︁
𝑆0(�̂�1, . . . , �̂�𝑙+1), 𝑆1(�̃�1, . . . , �̃�𝑙+1)

)︁
× 𝐹 *

0 (𝑙 + 1|𝑙)+

+𝑏
𝑙+1|𝑙
𝜉

[︁
1 − 𝜆

(︁
𝑆0(�̂�1, . . . , �̂�𝑙+1), 𝑆1(�̃�1, . . . , �̃�𝑙+1)

)︁]︁
× 𝐹 *

1 (𝑙 + 1|𝑙)
, (3.5)

where 𝐹 *
0 (𝑙 + 1|𝑙) = max1≤𝑖≤𝑙+1 𝐹

(𝑖)
0 , 𝐹 *

1 (𝑙 + 1|𝑙) = max1≤𝑖≤𝑙+1 𝐹
(𝑖)
1 , with 𝐹

(𝑖)
0 and 𝐹

(𝑖)
1 being 𝐹 -

tests for the null hypothesis of no additional break in 𝑖th segment in case of I(0) and I(1) errors
respectively, 𝑏𝑙+1|𝑙

𝜉 is the scaling constant.

Also, 𝑆0(�̂�1, . . . , �̂�𝑙+1) and 𝑆1(�̃�1, . . . , �̃�𝑙+1) are KPSS-tests with 𝑙+ 1 breaks. KPSS statistic
with certain number of breaks is standard KPSS statistic in which the residuals from the regression
of the series on a deterministic term is used. THe break fraction estimates �̂�1, . . . , �̂�𝑙+1 and
�̃�1, . . . , �̃�𝑙+1 are obtaind by minimizing the sum of squared residuals for the model in levels and
first differences respectively. The scaling function 𝜆(·) is constructed in such way in order to
asymptotically select the correct statistics for the I(0) and I(1) cases. In other words, if the errors
are I(0), then 𝜆(·) → 1 and 𝐹 *

𝜆 (𝑙 + 1|𝑙) = 𝐹 *
0 (𝑙 + 1|𝑙), and if the errors are I(1), then 𝜆(·) → 0

and 𝐹 *
𝜆 (𝑙 + 1|𝑙) = 𝑏

𝑙+1|𝑙
𝜉 𝐹 *

1 (𝑙 + 1|𝑙). The scaling constant 𝑏𝑙+1|𝑙
𝜉 is designed in order to the critical

values would be the same regardless of the order of integration.
(Sobreira and Nunes, 2016) considered the known problem is that if the breaks have opposite

signs, they are difficult to detect in finit samples by sequential procedures, even if they are of mod-
erate magnitudes. More specifically, in this situation 𝐹 *

𝜆 (1|0) has low power, and the procedure
stops in the first step. A possible modification to prevent this phenomenon is if the hypothesis of
no break is not rejected we additionally test the null hypothesis of no break against the alternative
of two breaks in data. If the hypothesis of no breaks is not rejected, then we conclude that there
is really no breaks. Otherwise, we proceed with use of 𝐹 *

𝜆 (3|2).
We use the (Sobreira and Nunes, 2016) test described above for detecting the number of

breaks. The results are provided in Table 3.1. As Table 3.1 show, the F(1|0) test rejects the null
that there is no break, then we move to the F(2|1) test that rejects the null of one break against
the alternative of two breaks. At the third stage the F(3|2) test fails to reject the null of two
breaks.
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Table 3.1 – The sequential testing results for detecting the number of breaks

𝐹 *
𝜆 (1|0) 𝐹 *

𝜆 (2|1) 𝐹 *
𝜆 (3|2)

Test statistic 11.39** 13.05** 9.12
1% critical value 12.91 15.16 16.16
5% critical value 9.41 10.97 11.80
10% critical value 7.68 9.33 10.38

Testing for a unit root with the presence of structural breaks and their dating

After the estimation of the number of breaks by the robust test, we can test the series
for a unit root with estimated number of breaks. After that, we can reestimate our results on
the number of breaks (by using (Bai and Perron, 1998) approach based on stationary regression
model). or unit root testing, we use approach proposed by Skrobotov (2017) which is based on
the ADF type regression with estimated break dates according (Harvey and Leybourne, 2013)
approach (see Section 2.3.3). We denote this test as 𝐴𝐷𝐹 − 𝑂𝐿𝑆(𝑇𝐷

1 , 𝑇
𝐷
2 ). In addition, we use

GLS-based unit root test 𝑀𝐷𝐹 − 𝐺𝐿𝑆2 with two structural breaks proposed by (Harvey and
Leybourne, 2013) based on minimizing the ADF-test statistic for GLS-detrended data. Also, we
can test the reverse hypothesis, the hypothesis of stationarity, in the presence of two breaks. For
stationarity testing we use the approach of (Carrion-i-Silvestre and Sansó-i-Rosselló, 2005) (the
KPSS test with two breaks). For long-run variance estimation for KPSS test statistic we use
two approaches, (Sul, Phillips and Choi, 2005) (𝐾𝑃𝑆𝑆𝑆𝑃𝐶

2 test) and (Kurozumi, 2002) (𝐾𝑃𝑆𝑆𝐾
2

test).
The results are provided in Table 3.2. The estimated break dates are 1998Q2 and 2008Q3.

The both 𝐴𝐷𝐹 −𝑂𝐿𝑆(𝑇𝐷
1 , 𝑇

𝐷
2 ) and 𝑀𝐷𝐹 −𝐺𝐿𝑆2 tests fail to reject the null of unit root. The

𝐾𝑃𝑆𝑆𝑆𝑃𝐶
2 test with estimation of long-run variance as in (Sul et al., 2005) fails to reject the null

of stationarity, but the 𝐾𝑃𝑆𝑆𝐾
2 test with long-run variance estimation as in (Kurozumi, 2002)

rejects the null of stationarity at 1% significance level. As one of the tests reject the null of
stationarity at 1% significance level, we focus on this result. Therefore, the null of unit root is
failed to reject and the null of stationarity is rejected.

Table 3.2 – Unit root and stationarity tests

𝑀𝐷𝐹 -𝐺𝐿𝑆2 𝐴𝐷𝐹 -𝑂𝐿𝑆(𝑇𝐷
1 , 𝑇

𝐷
2 ) 𝐾𝑃𝑆𝑆𝑆𝑃𝐶

2 𝐾𝑃𝑆𝑆𝐾
2

Test statistic -3.59 -2.59 0.014 0.060***
1% critical value -5.04 -5.91 0.057 0.057
5% critical value -4.56 -5.37 0.044 0.044
10% critical value -4.29 -5.12 0.038 0.038

After unit root testing we move to the first difference model and detect the number of breaks
by (Bai and Perron, 1998, 2003) sequential tests to update the results. In the first step, we again
estimate the number and dates of structural breaks for the time series in the first differences.
Table 3.3 shows that we fail to reject the null of no breaks against the alternative of one break
by sup𝐹 (1|0) test, but we reject the null against the alternative of two breaks by sup𝐹 (2|0)
test. THis hypothesis is rejected even for 1% significance level. After that we proceed with the
sup𝐹 (3|2) test and it fails to reject the null of two breaks, so that we detect two breaks in first
differenced model. The estimated break dates are 1998Q3 and 2008Q2.
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Table 3.3 – The sequential testing results for the number of breaks in first differenced model

sup𝐹 (1|0) sup𝐹 (2|0) sup𝐹 (3|2)
Test statistic 4.62 10.34*** 1.53

1% critical value 12.29 9.36 13.89
5% critical value 8.58 7.22 10.13
10% critical value 7.04 6.28 8.51

We also use information criteria BIC and LWZ (Liu et al., 1997) for detecting the number of
breaks and also detect two breaks by both criteria (see Table 3.4, minimum value of each criteria
is denoted by star).

Table 3.4 – The values of information criteria for different number of breaks
The

number of
breaks

0 1 2 3 4 5

BIC -7.98 -8.03 -8.20* -8.10 -8.00 -7.90
LWZ -7.97 -7.93 -8.02* -7.84 -7.66 -7.47

Thus, the univariate testing results indicate that the series of log real Russian GDP is
integrated of order one with two breaks. In the next section, we extend our analysis to the
cointegrating regression because two breaks could be detected only due to a specific pattern of oil
price series in finite sample.

3.1.2 Breaks in cointegrating regression

In the present section, we test the presence of breaks in the long-run growth rates of the
structural component of the real Russian GDP. We assume that the level of oil prices affects
the potential level of the Russian real GDP. This assumption can be formalized as the following
long-run cointegration relation:

log𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝜇+ 𝛽𝑡+ 𝛾 log 𝑝𝑜𝑖𝑙𝑡 + 𝑢𝑡, (3.6)

where 𝛾 is the long-run oil price elasticity of real GDP and 𝑢𝑡 is the stationary process.
Similar kind of long-run dependence with deterministic trend and log of oil price in coin-

tegration relation of real GDP is used in the econometric analysis of the Russian economy in
(Kuboniwa, 2014) and (Rautava, 2013).

In general, the stationary process 𝑢𝑡 can contain the both oil price shocks and structural
component shocks that do not depend on oil prices. But the effect of 𝑢𝑡 on GDP vanishes over
time and, respectively, 𝛽 represents long-run growth rates of structural component of real GDP.

From theoretical point of view the positive dependence (3.6) of the GDP level of an oil
exporting country on the real oil prices could be rationalized through the mechanism of capital
accumulation. For example, (Esfahani et al., 2014) developed modification of the Solow model
where some share of oil revenues invested in accumulation of the physical capital. Under this
assumption a permanent oil price increase lead to more investments, the higher level of the physical
capital and the higher level of the GDP. In Ramsey type models, when saving and investment
decisions are results from agentsЎ optimization problems, the level of the capital in the economy
could be increased due to increased relative prices in oil exporting sector and nontradable sector
(see, e.g., (Idrisov et al., 2014)). The higher level of the relative prices increases returns on capital
and stimulate investments.
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Of course there could also be negative dependence of the level of the GDP of an oil exporting
country on the real oil prices due to the diversion of the factors of production from non-energy
tradable sector, which could have higher productivity growth rate in comparison with other sectors,
due to the deterioration of the institutional environment and other channels the negative impact
on the GDP in the context of the Dutch disease (see, e.g., (Mehlum et al., 2006), (Sachs and
Warner, 1997)).

The presence of a deterministic trend in equation (3.6) indicates that under a fixed level
of the real oil prices and under no random shocks the economy is growing at constant rate 𝛽
(possibly with structural breaks in this term). We will build on the neoclassical models with
exogenous growth, so we will interpret the deterministic trend in (3.6) as long-run growth of labor
efficiency in all sectors of economy, which ensures long-run balanced growth path of the economy.

With this interpretation we allow only smooth changes in deterministic component of the
real GDP during structural breaks. It is assumed that only slope of the deterministic trend could
be changed without any changes in the level. However in our model discontinuous changes of the
potential GDP may be due to sharp changes in the oil prices. We can rewrite model (3.6) with 𝑚
breaks in long-run growth rates of the structural component of the real GDP in a following form:

log𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝜇+ 𝛽0𝑡+ 𝛽1𝐷𝑇𝑡(𝑇1) + ...+ 𝛽𝑚𝐷𝑇𝑡(𝑇𝑚) + 𝛾 log 𝑝𝑜𝑖𝑙𝑡 + 𝑢𝑡, (3.7)

where 𝐷𝑇𝑡(𝑇𝑖) = (𝑡− 𝑇𝑖)𝐼(𝑡 > 𝑇𝑖) for 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Testing for breaks in cointegrating regression

We now turn to the formal statistical tests. In the present section we test for the presence
of breaks in cointegrating regression. However, as we know, the econometric literature contains
no procedures for detecting number of breaks in deterministic trend in cointegrating regression.
(Bai et al., 1998) considered the construction of confidence interval for the date of break in trend
in cointegrating regression but did not analyze the problem of testing for these breaks. (Kejriwal
and Perron, 2010b) developed tests for the breaks and sequential testing procedure for the number
of breaks in cointegrating regression but they considered only breaks in a constant.

Following (Kejriwal, 2008), at the first stage of detecting the number of breaks in long-run
growth rate of structural component of Russian GDP we use information criteria BIC and LWZ
((?)). We apply the same criteria for log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 series that is generated according (3.1) and under
construction has no any breaks in long-run growth rate of structural component but visually
demonstrates the two breaks in slope. The results are provided in Table 3.5.

Table 3.5 – The values of information criteria for different number of breaks
Number

of
breaks

0 1 2 3 4 5

BIC log𝐺𝐷𝑃𝑡 -6.32 -6.75 -8.25* -8.20 -8.18 -8.08
log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 -9.15* -9.10 -8.99 -8.86 -8.72 -8.58
LWZ log𝐺𝐷𝑃𝑡 -6.29 -6.60 -7.98* -7.80 -7.65 -7.43

log𝐺𝐷𝑃 *
𝑡 -9.13* -8.96 -8.71 -8.47 -8.19 -7.92

Table 3.5 show that the both criteria indicate two breaks in long-run growth rate of the
structural component of the Russian GDP for contegrating regression with log𝐺𝐷𝑃𝑡 and no
breaks for artificially generated log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 .
However, although the information criteria consistently estimate the number of breaks we

want formal tests and significance level at which we detect the breaks. We will use (Kejriwal
and Perron, 2010b) approach by allowing breaks in trend with simulated critical values based on
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Monte-Carlo simulations. The approach of (Kejriwal and Perron, 2010b) is similar to (Bai and
Perron, 1998) in the context of cointegrating regression. The test statistics are constructed in the
following way. For testing the null of no breaks against the alternative of 𝑘 breaks we construct
the test statistic:

sup𝐹 (𝑘|0) = sup
𝜆∈Λ

𝑆𝑆𝑅0 − 𝑆𝑆𝑅𝑘

�̂�2
,

where 𝜆 is the vector of break fractions, Λ is the admissible set of break fractions, 𝑆𝑆𝑅0 is the sum
of squared residuals under the null hypothesis of no breaks, 𝑆𝑆𝑅𝑘is the sum of squared residuals
under the alternative hypothesis of k breaks, �̂�2 is the long-run variance estimator of 𝑢𝑡 in the
cointegrating regression.

The sequential tests 𝐹 (𝑙 + 1|𝑙) are constructed as 𝐹 (𝑙 + 1|𝑙) = max1≤𝑖≤𝑙+1 𝐹
(𝑖), where 𝐹 (𝑖)

is the 𝐹 -statistic for additional break in cointegrating regression2. For each step, the break date
estimates based on minimizing the sum of squared residuals for all possible break dates are used
(the consistence of these estimates are proved in (Kejriwal and Perron, 2008)). Asymptotic critical
values for sup𝐹 (𝑘|0) and 𝐹 (𝑙+ 1|𝑙) are obtained by simulations using the sample size 1,000 based
on DGP under the null hypothesis with 20,000 Monte-Carlo replications.

The results are provided in 3.6. 3

The null of no breaks in long-run growth rate of the structural component of the Russian real
GDP against the alternative of one break is failed to reject but is rejected against the alternative
of two break at 10% significance level. The nonrejection of the null of no breaks against the
alternative of one break and rejection of no breaks against the alternative of two breaks may be
due to the different signs in changes of slope of long-run growth. Further, we test the null of
two breaks against the alternative of three breaks and the test fails to reject the null. Under
the conditions that the two breaks are selected by the both information criteria and that 10%
significance level is reasonable under the small number of observations we conclude that there
are two breaks in long-run growth rate of the structural component of the Russian real GDP. We
perform a similar procedure for artificially generated series log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 and conclude that it has no
any breaks.

Table 3.6 – The sequential testing results for detecting of number of breaks

sup𝐹 (1|0) sup𝐹 (2|0) sup𝐹 (3|2)
Test statistic for log𝐺𝐷𝑃𝑡 4.86 4.42* 6.92
Test statistic for log𝐺𝐷𝑃 *

𝑡 4.83 3.62 -
1% critical value 9.22 6.83 11.88
5% critical value 6.21 5.04 8.60
10% critical value 4.95 4.14 7.13

Testing for cointegration and estimation of parameters

Note that while we detected two breaks the (Kejriwal and Perron, 2010b) tests are based
on the assumption that the series are cointegrated and the error term is stationary. However, in
case of no cointegration the number of breaks is overestimated. Therefore, we need to test the
hypothesis that the variables are indeed cointegrated provided that we use the estimated number
of breaks. Then if we find evidence of cointegration, the estimated number of breaks is correct.

2These tests use long-run variance estimator based on residuals under both the null and alternative hypothesis.
That is, the residuals under the null are used for long-run variance estimator with quadratic spectral kernel, but
the residuals under the alternative hypothesis are used for bandwidth selection (according Andrews, 1991 method).

3The number of leads and lags for cointegrating regressions for those we calculate 𝐹 -statistics is selected by
BIC.
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For cointegration testing the typical approach is to estimate cointegrating regression and
then to test the obtained residuals for stationarity (the presence of cointegration) and/or unit
root (the absence of cointegraton), see (Engle and Granger, 1987) and (MacKinnon, 2010).

The presence of structural breaks also affects the results of the tests for cointegration or no
cointegration. For example, if we test the null of no cointegration, this hypothesis will be rarely
rejected if there are breaks in cointegrating regression (see, e.g., (Gregory and Hansen, 1996)).
On the other hand, the null of cointegration without breaks will be often rejected if the breaks
are actually present in the data (see, e.g., (Arai and Kurozumi, 2007) and (Carrion-i-Silvestre and
Sansó-i-Rosselló, 2006)). Here the limiting distributions depend not only on the number of time
series but on the number of structural breaks and the type of them.

For cointegration testing we need to estimate the break dates. Based on minimizing the sum
of squared residuals (assuming that there are two breaks) we obtain the following estimates of the
break dates: 1998Q3 and 2007Q3. The first break date is coincides to the univariate case break
date, but the second break date is shifted to the left to 2007Q3.

After estimation of the break dates we construct the regression

log𝐺𝐷𝑃𝑡 = 𝜇+ 𝛽0𝑡+ 𝛽1𝐷𝑇𝑡(𝑇1) + 𝛽2𝐷𝑇𝑡(𝑇2) + 𝛾 log 𝑝𝑜𝑖𝑙𝑡 + 𝑢𝑡, (3.8)

and test the residuals �̂�𝑡 for a unit root.
Similar to Gregory and Hansen (1996), the unit root test is the conventional ADF test

with appropriate critical values. Stationarity test is the conventional KPSS test (with long-run
variance correction as in Sul et al., 2005) also with appropriate critical values. Asymptotic critical
values are obtained by Monte-Carlo simulations with sample size 1,000 and 20,000 replications.
The results are presented in Table 7. Along with tests for cointegration with two breaks we also
presents the tests for cointegration with no breaks and with only one break. In the latter case, the
break date was estimated by minimizing sum of squared residuals over all possible break dates.

Similar to (Gregory and Hansen, 1996), the unit root test is the conventional ADF test with
appropriate critical values. Stationarity test is the conventional KPSS test (with long-run variance
correction as in (Sul et al., 2005)) also with appropriate critical values. Asymptotic critical values
are obtained by Monte-Carlo simulations with sample size 1,000 and 20,000 replications. The
results are presented in Table 3.7. Along with tests for cointegration with two breaks we also
presents the tests for cointegration with no breaks and with only one break. In the latter case, the
break date was estimated by minimizing sum of squared residuals over all possible break dates.
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Table 3.7 – Results for cointegration testing

No cointegration Cointegration
No breaks

Test statistic -2.64 0.078
10% critical value -3.49 0.099
5% critical value -3.77 0.123
1% critical value -4.30 0.181

One break (2008Q1)
Test statistic -3.95* 0.108**

10% critical value -3.88 0.064
5% critical value -4.15 0.079
1% critical value -4.67 0.113

Two breaks (1998Q3 and 2007Q3)
Test statistic -4.43** 0.033

10% critical value -4.15 0.048
5% critical value -4.42 0.056
1% critical value -4.97 0.081

As Table 3.7 shows, under the assumption of no breaks in long-run growth rate in the Russian
real GDP the null of no cointegration is failed to reject and as well as the null of cointegration
is failed to reject. Nonrejection of the first hypothesis can be due to the low power due to the
neglecting breaks, and nonrejection of the second one can be due to the breaks in trend have
different signs in data generating process.

In the case of one break the null of no cointegration is rejected at 10% significance level
and the null of cointegration is rejected at 5% significance level. Thus the testing results were
inconsistent with each other which reflecting in favor of our assumptions about the low power of
the stationarity test with different signs of trend breaks. If we allow two breaks then the results
becomes consistent with each other. So the null of no cointegration is rejected at 5% significance
level and the null of cointegration is failed to reject at any reasonable significance level. Therefore,
the formal statistical results allow us to classify the GDP and oil prices to be cointegrated.

After the cointegration testing we proceed to the estimation of the parameters of cointe-
grating regression (3.8). Note that although the estimator of cointegrating vector (𝜇, 𝛽0, 𝛽1, 𝛽2, 𝛾)
obtained by estimating a reduced rank regression as in (Johansen, 1991) is consistent and asymp-
totically normal, we can obtain the estimates of cointegrating vector based on regression (3.8)
by OLS. However, in contrast to the Johansen reduced rank regression, the limiting distribution
will be non-pivotal due to the correlation between regressors and error term. So we cannot use
standard inference.

For obtaining pivotal 𝑡-tests alternative methods were developed. The most popular of them
are Dynamic OLS (DOLS) proposed by (Saikkonen, 1991) and (Stock and Watson, 1993), fully-
modified OLS (FMOLS) proposed by (Phillips and Hansen, 1990) and Canonical Cointegrating
Regressions (CCR) proposed by (Park, 1992)4. Based on these methods we can obtain standard
normal 𝑡-tests for cointegrating vector.

Although all three methods are asymptotically equivalent the DOLS is preferred in finite
samples (see (Carrion-i-Silvestre and Sansó-i-Rosselló, 2006)). The method consists in adding the
leads and lags of first differences of repressors and the first differences of regressors.

We estimate parameters of (3.8) by using DOLS. For lead and lag length selection we use
BIC5, which select the number of leads and lags equal to zero. Thus, it is sufficient to include

4See (Kurozumi and Hayakawa, 2009) for analytical comparisons of these three methods.
5As (Choi and Kurozumi, 2012) show the BIC is preferable for reducing of mean squared error of cointegrating
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only first difference of log oil prices in cointegrating regression. For long-run variance estimation,
we use quadratic spectral kernel with automatic bandwidth selection as in (Andrews, 1991). The
estimation results are presented in Table 3.8. It should be noted that the high statistical signif-
icance of the coefficients 𝛽1 and 𝛽2 that reflect breaks in slopes of trend in the transition from
one regime to the next is the additional evidence of at least two breaks in cointegration regression
model. For coefficients 𝛽𝑖 we make the linear transformation in order to find estimates of growth
rates for particular sample periods in % per year terms (see Table 3.9 ).

Table 3.8 – Cointegrating regression parameters estimates

Parameter Estimate Std. error
𝜇 8.045*** 0.047
𝛽0 -0.003*** 0.001
𝛽1 0.016*** 0.001
𝛽2 -0.010*** 0.001
𝛾 0.088*** 0.017

Table 3.9 – Estimates of the long-run growth rates (% per year) of the structural component of
the real GDP

Period Estimate Std. error
1995Q1 – 1998Q3 -1.19*** 0.44
1998Q4 – 2007Q3 5.28*** 0.33
2007Q4 – 2015Q2 1.33*** 0.30

As Table 3.9 shows the estimates of long-run growth rate of the structural component of the
real GDP are statistically significant for all three regimes. The estimation results indicate that in
the period from 1995Q1 to 1998Q3 we observe the transformational recession with approximately
-1.2% growth rate. The estimate of long-run growth rate of the structural component on the re-
covery growth period (1998Q4 Џ2007Q3) is approximately 5.3% per year and this is 2% lower than
actual growth rate of the real Russian GDP on the considered sample period (approximately 7%
per year). These 7% growth rates have been achieved due to huge growth in world oil prices during
that period of time. Also, the cointegrating regression give positive and statistically significant
estimate of long-run growth rate after the second structural break (2007Q4 Џ2015Q2). Thus the
structural component showed translational motion but the growth rates were low (approximately
1.3% per year).

The estimate of the value of the long-run elasticity of the real GDP on the real oil prices
in cointegrating regression with two structural breaks is 0.088 with standard error 0.017, that is,
under 10% increase of oil prices the real GDP in the long-run increases approximately by 1%. This
estimate indicates economically significant dependence of the Russian economy on the oil prices.
If the oil price fall twice the fall of real GDP would be approximately 6% (0.88𝑙𝑜𝑔{0.5} ≈ −0.06).
However, the estimate of long-run elasticity in cointegrating regression with two structural breaks
is moderate enough in comparison with the specification of the model without breaks, in which the
long-run elasticity is approximately 0.2 (this value is obtained based on our calculations; similar
estimates of long-run elasticity of the Russian GDP on oil prices are obtained by (Beck et al.,
2007), (Kuboniwa, 2014), (Rautava, 2013)). In similar econometric specifications in (Kuboniwa,
2014) and (Rautava, 2013) the estimates of trend slope were equal to 2.9% and 2%, respectively.
Thus, the estimates based on cointegrating regression with breaks in long-run growth rates of the
structural component of the GDP during the recovery growth period assign a greater role for the
structural component of economic growth and a less role for the external component.

vector.
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3.2 Testing time series for bubbles with an application to the Russian

exchange rate

Despite the importance of the problem of the bubbles occurrence in the financial and stock
markets of Russia, studies on Russian data in this area are currently extremely limited or absent.
At the same time, timely detection of a bubble in the market will make it possible to separate the
situation of a fundamental increase in the price of an asset from the originating of a bubble in the
market and allow regulators to respond to bubble occurrence.

This section is devoted to testing the series of ruble/US dollar exchange rate for the presence
of bubbles based on methods described in Section 1.5. The analysis used daily data for the period
from January 1, 2014 to June 30, 2015 (390 observations)6. The choice of the time interval is
due to the economic and political shocks that occurred in the fall of 2014, followed by a sharp
depreciation of the ruble.7

The exchange rate is the price of one currency, expressed in units of another currency, and,
thus, is the asset price. As a consequence, the verification of the exchange rate for the presence
of bubbles can be carried out within the framework of the methodology described in Section 1.5.
See (Bettendorf and Chen, 2013) for more details.

Following (Phillips et al., 2011), we test the exchange rate series and their logs for the bubble.
First, we will test series of the exchange rate in levels for a bubble by SADF and GSADF

tests. The null hypothesis of both tests is the absence of a bubble against the alternative about
the presence of a bubble. The SADF statistic is equal to 4.59, which corresponds to the rejection
of the null hypothesis of no bubble at any reasonable significance level. The GSADF statistic is
equal to 4.71, which also corresponds to the rejection of the null hypothesis of no bubble at any
reasonable significance level.

Now, rejecting the hypothesis of no bubble, we identify its dating. Based on the approach of
(Harvey et al., 2016a) we determine the model which best fit the data. For this we calculate four
information criteria, BIC, for each of four models (these models are described in Section 1.5):

𝐵𝐼𝐶1 = −3153.7
𝐵𝐼𝐶2 = −3169.7
𝐵𝐼𝐶3 = −3164.9
𝐵𝐼𝐶4 = −3184.1
Based on BIC criterion, we select the last model, that is, the model according to the process

with a unit root is first followed by an explosive process, and then followed by a non-negligible
stationary bubble collapsing process, which then followed by a unit root. This corresponds to
economic intuition.

Testing the log of the exchange rate for a bubble, the SADF is equal to 4.98 and the GSADF
statistics equal to 5.08, which in both cases indicates the rejection of the null hypothesis of
no bubble at any reasonable significance level. The dating procedure of (Harvey et al., 2016a)
indicates the need to select the fourth model, since the value of the BIC for it is the smallest:

𝐵𝐼𝐶1 = −4237.1
𝐵𝐼𝐶2 = −4252.7
𝐵𝐼𝐶3 = −4247.8
𝐵𝐼𝐶4 = −4263.6
Thus, a logs of the exchange rate is a unit root, which first is followed by an explosive process,

and then a non-negligible stationary bubble collapsing process, which subsequently reverts to a
unit root process.

6Data source: Bloomberg.
7The results remain robust when the sample size is changed.



256

Рисунок 1 –валютный курс, последовательность BSADF-статистик и 5%-ое критическое 

значение для соответствующих BSADF-статистик. 

Проверка ряда логарифмов валютного курса на наличие пузыря дала значение SADF 

статистики 4.98 и значение статистики GSADF, равное 5.08, что в обоих случаях указывает на 

отвержение нулевой гипотезы об отсутствии в ряде пузыря на любом разумном уровне 

значимости. Проверка датировки пузыря, следуя Harvey et al. (2016a), указывает на 

необходимость выбора четвертой модели, поскольку значение информационного критерия BIC 

для нее является наименьшим:

BIC1= -4237.1

BIC2= -4252.7

BIC3= -4247.8

BIC4= -4263.6

Таким образом, ряд логарифмов валютного курса представляет собой процесс с 

единичным корнем, который сначала сменяется взрывным процессом, а затем непренебрежимым

стационарным процессом сдутия пузыря, который впоследствии вновь переходит в процесс с 

единичным корнем.
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Figure 3.2 – Exchange rate, sequence of BSADF statistics and the 5% critical values for the
corresponding BSADF tests

Table 3.10 represents regime change dates based on minimizing the sum of squared residuals
for the Model 4 and corresponding regime change dates based on (Phillips et al., 2015b) method.
8. Although the date of the originating of the bubble differs in both methods, (Harvey et al.,
2016a) showed (based on Monte-Carlo simulations) that minimizing the sum of squared residuals
for Model 4 gives a more accurate dating than the (Phillips et al., 2015b) approach. Depending on
the method and type of the series, the date of the bubble originating is identified in the interval
from September 29 to October 22, 2014.

Confidence interval for bubble growth rate based on the dating of (Harvey et al., 2016a)
is sufficiently wide. For the point estimate of 1.089 we have 95% interval [1.004, 1.174] and
90% interval [1.050, 1.128]. Confidence interval for growth rate of the logarithm of the bubble
(𝑔 = 1

𝜌
−1, see equation 1.48) based on the dating of (Harvey et al., 2016a) give the point estimate

of 1.07 and the following confidence intervals: 95% interval is [1.014;1.125] and 90% interval is
[1.042;1.097].9

Figures 3.2 and 3.3 show exchange rate series (in levels and logs of levels), the sequence of
BSADF statistics based on (Phillips et al., 2015b) dating, and 5% finite sample critical values for
BSADF tests based on Monte-Carlo simulations with 30,000 replications. The bubble is detected
on a time range in which the BSADF statistics exceed the critical value line.

8Window width, 𝑟2 − 𝑟0, is set to be 0.1, that is, the minimum length of the bubble is 39 observations.
9Note that we can not directly compare the growth rates of a bubble and its logarithm, since these estimates are

constructed at different intervals with different numbers of lagged differences in the ADF type regression selected
by BIC.
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Рисунок 2 – логарифм валютного курса, последовательность BSADF-статистик и 5%-ое 

критическое значение для соответствующих BSADF-статистик. 

В таблице 1 представлены соответствующие даты сдвигов, рассчитанные на основе 

минимизации суммы квадратов остатков для Модели 4, и датировка начала и конца пузыря на 

основе метода (Phillips et al., 2012b) (см. формулы (12) и (13))5. Хотя датировка начала пузыря 

по обоим методам отличается, в Harvey et al. (2016a) показывается (на основе симуляций Монте-

Карло), что минимизации суммы квадратов остатков для Модели 4 дает более точную датировку, 

нежели подход (Phillips et al., 2012b). В зависимости от метода и типа ряда дата начала пузыря 

определяется в промежутке с 29 сентября по 22 октября 2014 года. 

Доверительный интервал скорости роста пузыря на основе датировки (Harvey et al., 2016a)

достаточно широкий. При точечной оценке 1.089 имеем 95%-ный интервал [1.004, 1.174] и 90%-

ный интервал [1.050, 1.128]. Доверительный интервал скорости роста натурального логарифма

пузыря (величины 
1

1g


  , см. уравнение (5)) на основе датировки  Harvey et al. (2016a) дает 

точечную оценку 1.07 и следующие доверительные интервалы: 95%-ный интервал [1.014;1.125] 

и 90%-ный интервал [1.042;1.097]. 6

5 Ширина окна 2 0r r  принималась равной 0.1, то есть минимальный допустимый размер пузыря

составляет 39 наблюдений. 
6 Отметим, что мы не можем непосредственно сравнивать скорости роста пузыря и его логарифма, 

поскольку данные оценки строятся на разных промежутках с различным количеством запаздывающих 

разностей в регрессии ADF-типа, выбранных на основе BIC. 
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Figure 3.3 – Log of exchange rate, sequence of BSADF statistics and the 5% critical values for
the corresponding BSADF tests

Table 3.10 – The dating of the moment of originating and collapsing of the bubble in the
exchange rate series and its logs

Method Exchange rate Logs of exchange rate Key rate at
the date

(Harvey
et al., 2016a)

(Phillips
et al., 2015b)

(Harvey
et al., 2016a)

(Phillips
et al., 2015b)

Date of the
bubble
originate

22.10.2014 29.09.2014 6.10.2014 29.09.2014 8%

Date of the
bubble
collapse

16.12.2014 19.12.2014 16.12.2014 19.12.2014 17%

Date of
stationary
collapsing
regime end

12.01.2015 12.01.2015

In November 2014, the Bank of Russia officially swithed to the inflation targeting regime.
The main tool of the monetary authorities in the case of inflation targeting are interest rates. The
monetary policy rate of the Bank of Russia is the key rate that was introduced on September 13,
2013 and which is an indicator of the value of money in the economy, affecting, in turn, other
interest rates in the economy.

Following economic theory, the exchange rate and the interest rate are linked through interest
rate parity. Thus, by changing the key rate of monetary policy, the Bank of Russia influences the
exchange rate. It should be noted that the end date of the bubble – depending on the method of
its detection – either exactly coincides with the moment of a sharp increase in the key rate from
10.5% to 17%, or occurs three days after that. All this serves as a confirmation of the economic
consistency of the detected date of bubble collapsing. For illustrative purposes, the Figure 3.4
shows the joint dynamics of the exchange rate and the key interest rate of the Bank of Russia.
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Рисунок 3 – Валютный курс (рубль/доллар США) и ключевая ставка Банка России (%), 

03.02.2014 г. – 30.06.2015.

Источник: данные Банка России, Bloomberg.

Обнаружение момента возникновения пузырей на финансовых рынках в режиме реального 

времени является важной задачей для своевременного реагирования монетарных властей. С этой

целью может быть использован, например, подход, предложенный в работе (Phillips et al., 2015b).

4. Заключение 

Представленная работа посвящена обсуждению процедур тестирования рядов на наличие 

пузырей и определения моментов их возникновения и сдутия. Приводится описание различных

тестовых методик, которые применяются в мировой литературе для проверки финансовых рядов 

на наличие пузырей. 

Затем некоторые из описанных процедур применяются для тестирования ряда валютного 

курса на наличие пузыря. Результаты показали, что на рынке обменного курса рубль/доллар 

США осень 2014 г. имел место пузырь, начало возникновения которого произошло в промежутке

с 29 сентября по 22 октября 2014 года, а начало процесса сдутия совпало с резким повышением

Банком России ключевой ставки монетарной политики 16 декабря 2014 г.  
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Figure 3.4 – Exchange rate (ruble/US dollar) and Bank of Russia key rate (%), 03.02.2014 г. –
30.06.2015

Detection the origination and collapse of the bubbles in financial markets in real-time is an
important task for a timely response of the monetary authorities. For this purpose, for example,
the (Phillips et al., 2015b) approach could be used.



Conclusion

This study analyses some problems related to testing for the presence of a unit root in time
series or for stationarity of time series. In addition, the dynamic properties of some Russian time
series are investigated. The following results were obtained.

First, we considered the problem of stationarity testing with uncertainty over the trend
and/or initial condition. We proposed the intersection of rejections testing strategy of several
tests (similar to using a union of rejection testing strategy proposed by Harvey et al. (2012a)), if
there is uncertainty over the trend and/or initial condition. Simulation evidence revealed that a
testing strategy based on the rejection of all tests each of which is effective for small/large initial
conditions and/or for small/large parameter of the local trend suggests size performance in the
presence of uncertainty over both the trend and the initial condition. Additionally, we showed that
pre-testing of the trend parameter and of the initial condition could improve the procedure if any of
these parameters will be significantly nonzero. As stationarity testing is necessary for confirmatory
analysis, we conclude that our procedure is useful in empirical applications in conjunction with
the Harvey et al. (2012a) test.

Second, we considered the extension of the test proposed by Kurozumi and Tanaka (2010)
in the case of a single structural break. Using the generalization of the boundary rule in SPC with
AR(1) pre-whitening, we found the finite sample bias of the numerator in case of structural change
occurring in the DGP. Results are similar to the case where the break is absent. In simulation
analysis the case of unknown break date has been considered using the approach proposed by Har-
vey and Leybourne (2013). Finite sample results indicate superiority of the obtained modification
in the presence of the break due to better size control allowed by this test. Therefore, continued
use of the bias-corrected KPSS test should be considered in empirical applications.

Third, this study analyzed the management of uncertainty in statistical testing which emerges
from breaks in data trends and from initial conditions. When operating with various magnitudes
of these nuisance parameters, which are usually unknown a priori, different tests were found to
be more or less effective. We have shown that GLS-based unit root tests have low power when
initial conditions are large and that the presence of a break has a small effect on this. However,
when initial condition was equal to zero, it was determined that GLS-based unit root tests have
maximum power across all considered tests. The behavior of a variety of OLS based tests were
analyzed when a break was present. An algorithm allowing for uncertainty concerning both the
trend break and the initial condition was proposed. This proposed algorithm is useful in empirical
applications because, in contrast to existing approaches, it addresses the situation of simultaneous
uncertainty regarding the magnitude of the initial condition and the presence of a trend break.

Fourth, the developed and available methods have been tested on some Russian time series.
We test the existence of structural breaks in the long-run growth rate of the structural component
of the Russian GDP. By the structural component we mean the purified GDP from the influence
of the most important factor of foreign economic conditions of the Russian economy – oil prices.
To solve this problem we use the methodology of cointegrating regression in which we allow the
long-run dependence of the logarithm of the Russian real GDP on the logarithm of the real oil
prices. Also, cointegrating regression equation includes the deterministic linear trend in which
breaks in the slope are allowed (without any level shifts). We treat this term in regression as the
long-run level of the structural component of the GDP.

The empirical results are in favor of the existence of two structural breaks in the long-run
growth rate of the structural component: in the 3rd quarter of 1998 and in the 3rd quarter of
2007. This is evidenced by information criteria and formal statistical tests. According to the
estimation results the long-run growth rate of the structural component is about 5.3% per year
during the recovery growth period (1998Q4 – 2007Q3) and about 1.3% per year in subsequent
periods (2007Q4 – 2015Q2). The output drop in Russia during current economic crisis is in line
with the projected reduction due to the observable oil price decrease. The estimated long-run
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oil price elasticity of the Russian GDP is 0.088. Thus twofold permanent oil price drop would
produce 6% decline of the potential level the Russian GDP.

Also, based on the tests for explosive processes detecting (which are interpreted as bubbles),
it was revealed that in the ruble/US dollar exchange rate market there was a bubble in the fall
of 2014, the originating of which occurred in the interval from September 29 to October 22, 2014.
The beginning of the collapse was coincided with the sharp increase in the key rate of monetary
policy by the Bank of Russia on December 16, 2014.
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