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Введение

В последнее время возрастает интерес к задачам исследования динамики си-

стем из связанных осцилляторов [6,64,91,110,111]. Это связано с тем, что такие

системы используются в различных областях науки, например, таких как нели-

нейные динамические системы, графы и сети, и статистическая физика, и имеют

приложения в физике, биологии и технике [1, 30, 32, 80, 81, 83, 117, 129].

Одной из центральных тем исследования динамики связанных осцилляторов

является синхронизация, которую определяют как «совпадение или сближение

переменных состояний двух или нескольких систем, либо согласованное измене-

ние некоторых количественных характеристик систем» [15]. Явление синхрони-

зации возникает в различных областях науки [115]. Примерами синхронизации

в области биологии являются работа генетических осцилляторов [52], исследо-

вание биологических колебаний (циркадных ритмов) [64, 83, 110, 119, 128], ра-

бота сердечных клеток, и разработка кардиостимуляторов [38, 82], а также син-

хронное излучение световых импульсов популяций светлячков [23, 107]. В ком-

пьютерных науках синхронизация используются, например, для анализа данных

в больших базах данных [71]. В теории автоматов и распределенных вычис-

лениях синхронизация также играет важную роль [78]. Другими инженерны-

ми приложениями, где имеет место синхронизация, являются работа массивов

сверхпроводников, соединенных джозефсоновским контактом [120,125,126], ла-

зеров [49, 50, 77], энергетических сетей [27, 92] и ансамблей электрохимических

осцилляторов [62, 118].
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Явление синхронизации имеет большое значение в работе головного мозга,

где оно связано с несколькими когнитивными возможностями [44,76]. Одной из

таких возможностей является обработка воспринимаемого визуального сигна-

ла [36, 105, 106]. Согласно гипотезе связывания синхронизация нейронов нужна

для того, чтобы связать различные характеристики объекта, такие как форма,

цвет, расстояние до объекта, и сформировать целостное представление об этом

объекте. Другие исследования указывают на то, что синхронизация нейронов иг-

рает определенную роль в предсказании событий и концентрации внимания на

этих событиях [72,124]. Так как синхронизация имеет огромное значение в нор-

мальном функционировании головного мозга, то неудивительно, что некоторые

патологические состояния мозга связаны с аномальной синхронизацией. При-

мерами таких аномальных состояний являются болезнь Паркинсона, эпилепсия,

болезнь Альцгеймера, шизофрения и аутизм [37, 53, 76, 90, 121]. Разработка тех-

нологий подавления нежелательной синхронной мозговой активности является

важнейшей клинической задачей. Технически эта задача может быть решена, на-

пример, посредством вживления микроэлектродов в пораженную часть головно-

го мозга с последующей стимуляцией через эти электроды [24,25, 66], либо при

помощи нейрообратной связи [12,26,97,108]. Математическое описание условий

синхронизации нейронов и управление ей могут помочь улучшить результаты

такого лечения и в то же время уменьшить его побочные эффекты.

На данный момент разработано большое количество моделей единичных

нейронов. Самой первой моделью нейрона считается модель, предложенная Луи

Лапиком «integrate-and-fire» [19, 33]. Однако она имеет недостаток – отсутствие

учета биофизических механизмов генерации импульса. Данный недостаток сни-

мает математическая модель, предложенная Ходжкиным и Хаксли [59, 60]. Осо-

бенностью модели является то, что она построена с учетом эксперименталь-

ных данных и позволяет с большой точностью описывать появление импуль-

сов на нейроне. Также известны и другие модели нейронов, например, модель

Морриса-Лекара [70] и модель Хиндмарш-Роуз [58].
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Исследование синхронизации в сетях из различных моделей нейронов бы-

ло в основном сфокусировано на сетях с одинаковыми узлами [21, 29, 55, 68, 75,

101, 109, 131]. Однако в реальных сетях существует большое разнообразие ней-

ронов, т.е. параметры различных узлов в сети различны. Хорошо известно, что

неоднородности в узлах мешают синхронизации, и, более того, в большинстве

случаев идеальная синхронизация – в том смысле, что состояние всех узлов в

одинаковые моменты времени одинаково – недостижима из-за наличия неодно-

родностей. Для того чтобы лучше понять сложные взаимодействия нейронов в

больших неоднородных сетях, нужно начать исследование с простейшей модели

нейрона. Одной из таких моделей является двумерная модель ФитцХью-Нагумо

(ФХН) [40, 73].

Целью диссертационной работы является исследование и управление син-

хронизацией в неоднородных сетях ФХН, а также анализ поведения сети. Для

достижения поставленной цели в работе решаются следующие задачи.

1. Получить условия, характеризующие поведение связанных систем ФХН с

различными пороговыми параметрами.

2. Синтезировать алгоритмы управления синхронизацией двух связанных си-

стем ФХН с различными пороговыми параметрами с помощью внешнего

стимула и с помощью настройки силы связи.

3. Синтезировать алгоритмы управления синхронизацией двух связанных си-

стем ФХН с переменной задержкой при помощи внешнего стимула.

4. Найти оценки шага дискретизации в зависимости от силы связи, необхо-

димые для синхронизации двух систем ФХН, в случае дискретной связи

между двумя системами.

5. Получить условие синхронизации неоднородной сети из систем ФХН и

разработать алгоритм управления синхронизацией при помощи одинако-
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вого для всех узлов внешнего стимула и алгоритмы управления синхрони-

зацией при помощи настройки силы связи.

В первой главе диссертационной работы приводятся вспомогательные сведе-

ния, необходимые для формулировки и доказательства основных результатов.

Во второй главе изучается поведение связанных систем ФХН. Модель

ФХН является образцом возбудимой системы с суперкритической бифуркацией

Андронова-Хопфа [22, 35]. Основное свойство возбудимой системы заключает-

ся в том, что она остается в состоянии покоя до тех пор, пока воздействие на

нее не превысит некоторый (определяемый параметрами системы) порог. Когда

это происходит, возбудимая система генерирует отклик определенной формы и

длительности уже вне зависимости от того, прекратился ли сигнал возбужде-

ния, или же все еще длится [8]. Таким образом, в зависимости от параметров

система ФХН может вести себя по-разному: либо находиться в колебатальном

режиме, т.е. в режиме, при котором траектории системы сходятся к устойчивому

предельному циклу, либо в возбудимом, когда траектории системы сходятся к

предельной точке. При рассмотрении нескольких связанных систем ФХН коли-

чество бифуркационных параметров возрастает: сила связи и задержка при пе-

редаче сигнала в этом случае также являются бифуркационными параметрами.

Поэтому представляет интерес исследование поведения связанных систем ФХН

в зависимости от параметров. Для нахождения возможных бифуркаций исполь-

зуется подход, предложенный в работах [34, 122], который был применен для

случая двух связанных систем ФХН с одинаковыми параметрами. Результатом

этой главы является нахождение условий бифуркации для случая двух связан-

ных систем ФХН с различными параметрами, а также для случая неоднородного

однонаправленного кольца систем ФХН.

В третьей главе исследуется задача управления синхронизацией простейшей

сети – двух связанных систем ФХН с неоднородностями. В первой части главы

в качестве неоднородности рассматриваются различные пороговые параметры

7



систем ФХН. В этом случае идеальная синхронизация, т.е. полное совпадение

состояний двух систем, невозможна. Поэтому ставится задача синхронизации

состояний систем со сдвигом в значениях, который зависит от разности порого-

вых параметров систем. Результатом первой части третьей главы является син-

тез алгоритмов управления синхронизацией и обоснование достижения целей

управления. Первый алгоритм применим в случае известных параметров систем.

Если же параметры систем неизвестны, что является адекватным требованием,

так как нейроны различны, и их число велико, то необходимо применять адап-

тивный алгоритм управления. Также был предложен алгоритм синхронизации

двух систем с помощью настройки силы связи, основанный на методе скорост-

ного градиента [13, 15]. Такой подход также находит применение в некоторых

случаях [111,112,114,130].

Во второй части третьей главы рассматривается задача синхронизации двух

связанных систем ФХН с дискретными связями. Дискретные связи рассматри-

ваются по той причине, что нейроны передают сигнал друг другу при помощи

так называемых спайков, т.е. импульсов, в некоторые моменты времени. Дан-

ная гибридная система сводится к системе с непрерывным временем методом,

предложенным в работе [5]. Плюсом такого подхода является то, что при нем не

происходит потери данных, в отличие от стандартных методов дискретизации.

Результатом этой части является нахождение оценок шага дискретизации в за-

висимости от силы связи, при котором имеет место синхронизация. Для этого

используется метод, предложенный Сейфуллаевым Р. Э. и Фрадковым А. Л. [11],

который является обобщением метода Фридман Э. [46] для нелинейных систем.

В третьей части третьей главы рассматривается задача управления синхрони-

зацией двух связанных систем ФХН с переменной задержкой. Для построения

регуляторов и доказательств достижения целей управления используются функ-

ционал Ляпунова-Красовского [4, 57] и неравенство Халаная [56]. Результатом

этой части является синтез алгоритмов управления синхронизацией двух связан-

ных систем ФХН для случаев с медленно-меняющейся задержкой и произволь-
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ной задержкой. Второй алгоритм управления можно применять для управления

синхронизацией систем с дискретными связями, более того, при выполнении

некоторых условий алгоритм управления является дискретным.

В четвертой главе исследуется задача синхронизации неоднородной сети си-

стем ФХН. Главным результатом этой главы является получение достаточных

условий синхронизации неоднородной сети, которые являются обобщением ре-

зультатов работ [75, 109] для однородных сетей систем ФХН и базируются на

теореме статьи [91]. На основе полученных условий предлагается алгоритм

управления синхронизацией в сети при помощи одинакового для всех узлов

внешнего стимула. Отметим, что задачи синхронизации в сетях привлекают

большое внимание специалистов в различных областях науки и техники. В рабо-

тах [2,9,16,94,102,103] приводятся различные алгоритмы управления синхрони-

зацией в сетях. Однако, все они используют различные компоненты управления

для каждого узла в сети. Так как управлять каждым нейроном в отдельности

затруднительно в силу очевидных причин, то одинаковое значение управления

для каждого узла является преимуществом предлагаемого алгоритма. Другим

его преимуществом является то, что в отличие от алгоритма управления сред-

ним [98, 99], возможно задавать желаемое поведение сети, т.е. выбирать режим

функционирования: возбудимый или колебательный. Также были разработаны

алгоритмы синхронизации систем ФХН с помощью настройки силы связи для

случая кольцевой сети. В качестве подтверждения работоспособности получае-

мых алгоритмов представлены результаты численного моделирования.

В Заключении перечислены основные результаты работы.

По теме диссертации опубликовано 10 работ [7,20,28,84–89,116], в том числе

4 в изданиях из перечня научных журналов, рекомендованных Высшей аттеста-

ционной комиссией для публикации основных научных результатов диссерта-

ций, а именно в изданиях из баз цитирования Web of Science и Scopus. Основные

результаты представлены на 6 всероссийских и международных конференциях.
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Глава 1

Предварительные сведения

1.1 Уравнения модели ФитцХью-Нагумо

В этом разделе описываются уравнения модели ФХН [40, 73]. Эта двумерная

нейроподобная модель является результатом упрощения четырехмерных моде-

лей Ходжкина-Хаксли [59, 60] и сведения их к форме двумерного осциллятора

с кубической нелинейностью, одной быстрой и одной медленной переменны-

ми. Модель ФХН хорошо подходит для описания динамики нейронов голов-

ного мозга, однако ее можно также использовать в контексте других систем,

начиная с электронных схем [113] и заканчивая описанием сердечнососудистых

тканей [74, 127] и климатических систем [51]. Модель ФХН описывается урав-

нениями в следующей форме

𝜀𝑢̇(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑢3(𝑡)

3
− 𝑣(𝑡),

𝑣̇(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑏𝑣(𝑡) + 𝑎,

(1.1)

где 𝑢 и 𝑣 – переменные, качественно соответствующие трансмембранному на-

пряжению и переменной активации ионного тока, соответственно (будем также

называть их активатором и ингибитором, соответственно); 𝜀 – параметр соотно-

шения временных масштабов, характеризующий относительную скорость акти-

вации (деактивации) ионного тока; 𝑎, 𝑏 – постоянные параметры системы.
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Рис. 1.1: Динамика системы ФХН (1.1). Зеленой линией обозначен возбудимый

режим, а красной линией – колебательный. (a): динамика активатора; (b):

фазовая плоскость.

В частном случае при 𝑏 = 0, параметр 𝑎 является пороговым параметром

системы. Значениям |𝑎| > 1 соответствует возбудимый режим, при котором

траектории системы стремятся к предельной точке, а значениям |𝑎| < 1 – ав-

токолебательная динамика (устойчивый предельный цикл на фазовой плоско-

сти), возникающая через суперкритическую бифуркацию Андронова-Хопфа (см.

рис. 1.1(b), где зеленой линией обозначен возбудимый режим, а красной линией

– колебательный режим). Во втором случае нейрон испускает спайки, т.е. имеют

место колебания, тогда как в первом случае он находится в покое, т.е. колебания

отсутствуют (см. рис. 1.1(a)).

1.2 Алгоритм скоростного градиента

В этом разделе описывается алгоритм скоростного градиента, предложенный

Фрадковым А. Л. [13, 15]. Рассмотрим нелинейную динамическую систему

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜃), (1.2)

где 𝑥 ∈ R𝑛 – вектор состояния, 𝜃 ∈ R𝑚 – вектор входных переменных. Вектор-

функция 𝑓 : [0,∞) × R𝑛 × R𝑚 → R𝑛 предполагается кусочно-непрерывной по 𝑡
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и непрерывно дифференцируемой по 𝑥, 𝜃. Алгоритм скоростного градиента ис-

пользуется для решения задач управления непрерывными по времени система-

ми, в которых цель управления задана при помощи целевой функции. Опишем

построение алгоритмов скоростного градиента для непрерывной нестационар-

ной системы (1.2). Для этого определим цель управления

𝑄(𝑡, 𝑥(𝑡)) 6 ∆, при 𝑡 > 𝑡*, (1.3)

где 𝑄(𝑡, 𝑥) – гладкая скалярная целевая функция, а ∆ – желаемый уровень точ-

ности.

Для построения алгоритма сначала вычисляется скорость изменения целевой

функции 𝑄 на траекториях системы (1.2)

𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃) =
𝜕𝑄(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+ [∇𝑥𝑄(𝑡, 𝑥)]T𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜃).

Затем находится градиент функции 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃) по входным переменным

∇𝜃𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃) =

[︂
𝜕𝜔

𝜕𝜃

]︂T

=

[︂
𝜕𝑓

𝜕𝜃

]︂T

∇𝑥𝑄(𝑡, 𝑥).

И, наконец, задается алгоритм изменения 𝜃(𝑡) дифференциальным уравнением

𝜃 = −Γ∇𝜃𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃), (1.4)

где Γ = ΓT ≻ 0 – произвольная положительно определенная матрица, напри-

мер Γ = diag{𝛾1, . . . , 𝛾𝑚}, 𝛾𝑖 > 0. Здесь и далее знаки ≻ и ≺ будут исполь-

зоваться для обозначения положительно и отрицательно определенных матриц,

соответственно. Алгоритм (1.4) называется алгоритмом скоростного градиента

в дифференциальной форме (АСГ), поскольку в нем изменение 𝜃(𝑡) происходит

пропорционально градиенту скорости изменения целевой функции.

Происхождение алгоритма (1.4) можно объяснить следующим образом. Для

достижения цели управления (1.3) желательно изменять управление 𝜃 в направ-

лении уменьшения целевой функции 𝑄(𝑡, 𝑥). Однако функция 𝑄(𝑡, 𝑥) не зависит

от 𝜃, поэтому найти такое направление затруднительно. Вместо этого можно
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попытаться уменьшить ее производную 𝑄̇, стремясь к выполнению неравенства

𝑄̇ < 0, означающего, в свою очередь, уменьшение самой функции 𝑄(𝑡, 𝑥). Функ-

ция 𝑄̇ = 𝜔(𝑡, 𝑥, 𝜃) уже явно зависит от 𝜃, что и позволяет написать алгоритм

(1.4).

Аналогичным образом строится так называемый алгоритм скоростного гра-

диента в конечной форме

𝜃(𝑡) = 𝜃0 − Γ∇𝜉𝜔(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝜃(𝑡)), (1.5)

где 𝜃0 – некоторое начальное (опорное) значение управления (обычно берется

𝜃0 = 0).

Аналитические условия, гарантирующие достижение цели управления (1.3) в

системе (1.2) и (1.4) или (1.5) могут быть найдены, например, в работах [14,104].

1.3 Устойчивость систем с запаздыванием

В данном разделе опишем два подхода к исследованию устойчивости систем

с запаздыванием. Зафиксируем некоторое ℎ > 0, которое в дальнейшем будет

иметь смысл максимальной величины запаздывания. Через 𝑥𝑡 обозначим суже-

ние функции 𝑥(·) на промежуток [𝑡− ℎ, 𝑡]:

𝑥𝑡(𝑠) = 𝑥(𝑡+ 𝑠), 𝑠 ∈ [−ℎ, 0].

Рассмотрим нелинейную систему с запаздыванием

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡), 𝑡 > 𝑡0, (1.6)

где 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑓 : [𝑡0,+∞) × 𝒞[−ℎ, 0] → R𝑛. Начальные данные для (1.6) зададим

функцией 𝜙(·):

𝑥𝑡0(·) = 𝜙(·), 𝜙(·) ∈ 𝒞[𝑡0 − ℎ, 𝑡0]. (1.7)

Теорема 1.1 (Существования и единственности). Пусть для 𝑓 выполнены усло-

вия:
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(i) ∀𝐻 > 0 ∃𝑀(𝐻) > 0:

‖𝜙‖𝒞 6 𝐻 ⇒ ‖𝑓(𝑡, 𝜙)‖ 6𝑀(𝐻);

(ii) Функционал 𝑓 непрерывен по обоим аргументам;

(iii) Функционал 𝑓 удовлетворяет условию Липшица по второму аргументу:

∀𝐻 > 0∃𝐿(𝐻) : если ‖𝜙′‖ 6 𝐻 , ‖𝜙′′‖ 6 𝐻 , то

‖𝑓(𝑡, 𝜙′) − 𝑓(𝑡, 𝜙′′)‖ 6 𝐿(𝐻) ‖𝜙′ − 𝜙′′‖𝒞 .

Тогда для некоторого 𝜏 > 0 на промежутке [𝑡0 − ℎ, 𝑡0 + 𝜏 ] существует един-

ственное решение задачи Коши (1.6), (1.7).

Доказательство можно найти в [61].

Теорема 1.2 (о продолжимости решений). Пусть для системы (1.6) выполнены

условия Теоремы 1.1. Предположим, что 𝑓 удовлетворяет неравенству

‖𝑓(𝑡, 𝜙)‖ 6 𝜂(‖𝜙‖𝒞),

где 𝜂 ∈ 𝒞[0,+∞) неубывающая функция такая, что ∀𝑟0 > 0

lim
𝑅→+∞

∫︁ 𝑅

𝑟0

d𝑟

𝜂(𝑟)
= +∞.

Тогда на [𝑡0,+∞) существует единственное решение задачи Коши (1.6), (1.7).

Доказательство можно найти в [61].

Далее будем предполагать, что 𝑓(𝑡, 0) = 0, что гарантирует существование

нулевого решения 𝑥(𝑡) ≡ 0 у системы (1.6).

Определение 1.1. Нулевое решение уравнения (1.6) равномерно асимптотически

устойчиво, если

(i) для любого 𝜀 > 0 и любого 𝑡0 существует 𝛿(𝜀) > 0 такое, что если

‖𝑥𝑡0‖𝒞 < 𝛿(𝜀), то |𝑥(𝑡)| < 𝜀 для 𝑡 > 𝑡0;
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(ii) существует 𝛿𝑎 > 0 такое, что для любого 𝜂 > 0 существует 𝑇 (𝛿𝑎, 𝜂)

такое, что если ‖𝑥𝑡0‖𝒞 < 𝛿𝑎, то |𝑥(𝑡)| < 𝜂 для 𝑡 > 𝑡0 + 𝑇 (𝜂) и 𝑡0 ∈ R.

Тривиальное решение называется глобально равномерно асимптотически

устойчивым, если в (ii) 𝛿𝑎 может быть произвольно большим конечным числом.

Система называется равномерно асимптотически устойчивой, если её нулевое

решение равномерно асимптотически устойчиво.

Для исследования устойчивости системы (1.6) можно использовать функцио-

нал Ляпунова-Красовского [3,4,18,47,48,54] или функцию Ляпунова-Разумихина

[10, 47, 48, 54]. С помощью этих методов можно получать условия, независимые

от задержки (т.е. ℎ-независимые).

Функционалы Ляпунова-Красовского – это естественное обобщение прямого

метода Ляпунова для систем, у которых состояние является функцией. Пусть

𝑉 : R × 𝒞 → R непрерывный функционал и 𝑥𝑡 удовлетворяет (1.6). Тогда опре-

делим производную 𝑉 вдоль траектории 𝑥𝑡:

𝑉̇ (𝑡, 𝑥𝑡) = lim
𝑠→0+

1

𝑠
[𝑉 (𝑡+ 𝑠, 𝑥𝑡+𝑠) − 𝑉 (𝑡, 𝑥𝑡)] .

Теорема 1.3 (Ляпунова-Красовского). Пусть 𝑓 : R × 𝒞 → R𝑛 отобража-

ет R×(ограниченные множества в 𝒞) в ограниченные множества в R𝑛,

𝑢, 𝑣, 𝑤 : [0,+∞) → [0,+∞) непрерывные неубывающие положительные для

𝑠 > 0 функции и 𝑢(0) = 𝑣(0) = 0. Нулевое решение уравнения (1.6) равно-

мерно асимптотически устойчиво, если существует непрерывный функционал

𝑉 : R× 𝒞 → [0,+∞), который положительно определён

𝑢(|𝜙(0)|) 6 𝑉 (𝑡, 𝜙) 6 𝑣(‖𝜙‖𝒞),

и производная которого вдоль траекторий (1.6) отрицательна

𝑉̇ (𝑡, 𝑥𝑡) 6 −𝑤(|𝑥(𝑡)|).

Если к тому же lim𝑠→∞ 𝑢(𝑠) = ∞, то нулевое решение глобально равномерно

асимптотически устойчиво.
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Доказательство можно найти в [54].

Такие функционалы можно использовать для исследования устойчивости си-

стем с медленно-меняющейся задержкой 𝜏 [47, 48], т.е. с дифференцируемой

функцией с ограниченной сверху производной (𝜏 6 𝑑 < 1). Для получения до-

статочных условий устойчивости систем с быстро-меняющейся задержкой мож-

но использовать неравенство Халаная [56], которое расширяет подход Ляпунова-

Разумихина до экспоненциальной устойчивости.

Для непрерывной функции 𝑉 : R× R𝑛 → R определим

𝑉̇ (𝑡, 𝑥(𝑡)) = lim
𝑠→0+

1

𝑠
[𝑉 (𝑡+ 𝑠, 𝑥(𝑡+ 𝑠)) − 𝑉 (𝑡, 𝑥(𝑡))] . (1.8)

Лемма 1.1 (Неравенство Халаная). Пусть 𝑉 : [𝑡0 − ℎ,+∞] → R+ ограничена

на [𝑡0 − ℎ, 𝑡0] и локально абсолютно непрерывна на [𝑡0,∞). Предположим, что

для некоторых положительных констант 𝛿1 < 𝛿0 выполнено следующее нера-

венство:

Hal
def
= 𝑉̇ (𝑡) + 2𝛿0𝑉 (𝑡) − 2𝛿1 sup

−ℎ6𝜃60
𝑉 (𝑡+ 𝜃) 6 0, 𝑡 > 𝑡0. (1.9)

Тогда

𝑉 (𝑡) 6 𝑒−2𝛿(𝑡−𝑡0) sup
−ℎ6𝜃60

𝑉 (𝑡0 + 𝜃), 𝑡 > 𝑡0,

где 𝛿 > 0 – единственное положительное решение уравнения 𝛿 = 𝛿0 − 𝛿1𝑒
2𝛿ℎ.

Доказательство можно найти в [56].

Выполнение неравенства Халаная Hal 6 0 для функции Ляпунова 𝑉 с про-

изводной (1.8) гарантирует экспоненциальную устойчивость системы (1.6).

1.4 Устойчивость гибридных систем

Рассмотрим следующую нелинейную систему

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑞𝜉(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡),

𝜎(𝑡) = 𝑟T𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡) = 𝜙(𝜎(𝑡), 𝑡),
(1.10)
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где 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 – вектор состояния, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚 – вектор входных переменных,

𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚 – постоянные матрицы, 𝑞 ∈ R𝑛, 𝑟 ∈ R𝑛 – постоянные

векторы.

Предположим, что для всех 𝑡 > 0 график функции 𝜉 = 𝜙(𝜎(𝑡), 𝑡) (где 𝑡 рас-

сматривается как параметр, а 𝜎 – как аргумент функции) расположен в двупо-

лостном секторе между прямыми 𝜉1 = 𝜇1𝜎 и 𝜉2 = 𝜇2𝜎, где 𝜇1 < 𝜇2 – некоторые

вещественные числа, т.е. выполнено неравенство

𝜇1𝜎
2 6 𝜎𝜉 6 𝜇2𝜎

2.

Пусть задана последовательность моментов времени 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑘 < . . .

и кусочно-постоянная функция входа

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑑(𝑡𝑘), 𝑡𝑘 6 𝑡 < 𝑡𝑘+1,

где lim𝑘→∞ 𝑡𝑘 = ∞.

Предположим, что для некоторого ℎ ∈ R (ℎ > 0) выполнены неравенства

𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 6 ℎ ∀𝑘 > 0,

тогда функцию входа можно представить в виде

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)),

где 𝐾 ∈ R𝑚×𝑛, 𝜏(𝑡) = 𝑡− 𝑡𝑘, 𝑡𝑘 6 𝑡 < 𝑡𝑘+1.

Таким образом, систему (1.10) можно представить в следующем виде

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑞𝜉(𝑡) +𝐵𝐾𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)), 𝜏(𝑡) = 𝑡− 𝑡𝑘, 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1),

𝜎(𝑡) = 𝑟T𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡) = 𝜙(𝜎(𝑡), 𝑡).
(1.11)

Для исследования устойчивости полученной системы (1.11) можно исполь-

зовать метод, предложенный Сейфуллаевым Р. Э. и Фрадковым А. Л. [11].
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Пусть 𝑋 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑋1 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑌1 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑌2 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑌3 ∈ R𝑛×𝑛 и 𝑇 ∈ R𝑛×𝑛 –

некоторые матрицы. Также рассмотрим следующие матрицы

Θ =

⎡⎣𝑃 + ℎ𝑋+𝑋T

2 ℎ𝑋1 − ℎ𝑋

* −ℎ𝑋1 − ℎ𝑋T

1 + ℎ𝑋+𝑋T

2

⎤⎦ ,

Ψ𝐻0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Φ11 Φ12|𝜏(𝑡)=0 Φ13 Φ14

* Φ22|𝜏(𝑡)=0 Φ23|𝜏(𝑡)=0 Φ24

* * Φ33 Φ34

* * * Φ44

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Ψ𝐻1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Φ11𝑎 Φ12|𝜏(𝑡)=ℎ Φ13 Φ14𝑎 ℎ𝑌 T

1

* Φ22|𝜏(𝑡)=ℎ Φ23|𝜏(𝑡)=ℎ Φ24 ℎ𝑌 T

2

* * Φ33 Φ34 ℎ𝑇 T

* * * Φ44𝑎 ℎ𝑞T𝑌 T

3

* * * * −ℎ𝑄

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

(1.12)
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где

Φ11(𝑡) = 𝐴T𝑃2 + 𝑃 T

2𝐴− 𝑌1 − 𝑌 T

1 − 𝑋 +𝑋T

2
− 𝜒0𝜇1𝜇2𝑟𝑟

T,

Φ12(𝑡) = 𝑃 − 𝑃 T

2 + 𝐴T𝑃3 − 𝑌2 + (ℎ− 𝜏(𝑡))
𝑋 +𝑋T

2
,

Φ13(𝑡) = 𝑌 T

1 + 𝑃 T

2𝐵𝐾 − 𝑇 +𝑋 −𝑋1,

Φ14(𝑡) = 𝑃 T

2 𝑞 − 𝑌3𝑞 +
1

2
𝜒0(𝜇1 + 𝜇2)𝑟,

Φ22(𝑡) = −𝑃3 − 𝑃 T

3 + (ℎ− 𝜏(𝑡))𝑄,

Φ23(𝑡) = 𝑌 T

2 + 𝑃 T

3𝐵𝐾 − (ℎ− 𝜏(𝑡))(𝑋 −𝑋1),

Φ24(𝑡) = 𝑃 T

3 𝑞,

Φ33(𝑡) = 𝑇 + 𝑇 T − 𝑋 +𝑋T − 2𝑋1 − 2𝑋T

1

2
,

Φ34(𝑡) = 𝑌3𝑞,

Φ44(𝑡) = −𝜒0,

Φ11𝑎(𝑡) = 𝐴T𝑃2 + 𝑃 T

2𝐴− 𝑌1 − 𝑌 T

1 − 𝑋 +𝑋T

2
− 𝜒1𝜇1𝜇2𝑟𝑟

T,

Φ14𝑎(𝑡) = 𝑃 T

2 𝑞 − 𝑌3𝑞 +
1

2
𝜒1(𝜇1 + 𝜇2)𝑟,

Φ44𝑎(𝑡) = −𝜒1.

(1.13)

Теорема 1.4. Пусть существуют матрицы 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛 (𝑃 ≻ 0), 𝑄 ∈ R𝑛×𝑛 (𝑄 ≻

0), 𝑃2 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑃3 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑋 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑋1 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑇 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑌1 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑌2 ∈ R𝑛×𝑛

и 𝑌3 ∈ R𝑛×𝑛, а также положительные вещественные числа 𝜒0, 𝜒1 такие, что

система матричных неравенств

Θ ≻ 0, Ψ𝐻0 ≺ 0, Ψ𝐻1 ≺ 0

разрешима, где эти матрицы описываются уравнениями (1.12), (1.13). Тогда

система (1.11) экспоненциально устойчива в целом.

Доказательство можно найти в [11].
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1.5 Вспомогательные понятия из теории графов

Ориентированным графом называется упорядоченная пара Γ = (𝑉,𝐸) из двух

конечных множеств V (множества узлов, или вершин) и 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉 (множество

дуг, или ребер графа). Узел 𝑣 соединен с узлом 𝑤 в графе Γ, если (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸.

Конечная последовательность узлов 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, в которой любой ее член соеди-

нен со следующим ((𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1) ∈ 𝐸 при 𝑖 < 𝑘), называется путем из 𝑣1 в 𝑣𝑘.

Граф называется связным, если между любой парой его вершин существует

как минимум один путь. Зеркальным графом для графа Γ = (𝑉,𝐸) называет-

ся граф Γ̂ = (𝑉, 𝐸̂), получаемый добавлением всех дуг, обратных к дугам Γ, т.е.

𝐸̂ = 𝐸 ∪ {(𝑤, 𝑣) : (𝑣, 𝑤) ∈ 𝐸}. Неориентированным графом называется граф,

совпадающий со своим зеркальным графом (в этом случае пару противонаправ-

ленных ребер между двумя вершинами обычно считают одним неориентирован-

ным ребром). Матрица смежности (𝑎𝑗𝑘(Γ)) графа Γ определяется соотношения-

ми 𝑎𝑗𝑘(Γ) := 1 при (𝑗, 𝑘) ∈ 𝐸 и 𝑎𝑗𝑘(Γ) := 0 в противном случае. Лапласианом

графа Γ называется матрица следующего вида

𝐿(Γ) :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑︀𝑁
𝑗=1 𝑎1𝑗 −𝑎12 . . . −𝑎1𝑁
−𝑎21

∑︀𝑁
𝑗=1 𝑎2𝑗 . . . −𝑎2𝑁

... ... . . . ...

−𝑎𝑁1 −𝑎𝑁2 . . .
∑︀𝑁

𝑗=1 𝑎𝑁𝑗

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Для неориентированного графа Γ матрица Лапласа является симметричной, т.е.

𝐿(Γ) = 𝐿(Γ)T, и наименьшее собственное число этой матрицы 𝜆1(𝐺) равно 0,

в частности 𝐿(Γ) ⪰ 0 [17, 79]. Второе собственное число лапласиана 𝜆2(Γ) на-

зывается алгебраической связностью Γ [39]. Алгебраическая связность графа

𝜆2(Γ) больше нуля в том и только в том случае, когда неориентированный граф

Γ связен [17, 78, 96].
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Глава 2

Бифуркации в кольцевых

неоднородных сетях

ФитцХью-Нагумо

2.1 Анализ бифуркаций для двух систем ФитцХью-

Нагумо с различными пороговыми параметра-

ми

Сначала рассмотрим самый простой случай сети – две связанные системы ФХН.

Анализ бифуркаций для такой системы основан на подходе, предложенном в ра-

ботах [34,122]. Отличием же является то, что здесь рассматриваются две связан-

ные системы ФХН с различными пороговыми параметрами 𝑎𝑖. Уравнения этих
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систем выглядят следующим образом

𝜀𝑢1(𝑡) = 𝑢1(𝑡) −
𝑢31(𝑡)

3
− 𝑣1(𝑡) + 𝐶[𝑢2(𝑡− 𝜏) − 𝑢1(𝑡)],

𝑣1(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑎1,

𝜀 ˙𝑢2(𝑡) = 𝑢2(𝑡) −
𝑢2(𝑡)

3

3
− 𝑣2(𝑡) + 𝐶[𝑢1(𝑡− 𝜏) − 𝑢2(𝑡)],

𝑣2(𝑡) = 𝑢2(𝑡) + 𝑎2,

(2.1)

где 𝐶 – сила связи между нейронами, 𝜏 – постоянная задержка, т.е. время, необ-

ходимое сигналу для достижения соседнего нейрона.

Единственным положением равновесия системы (2.1) является точка x* ≡

(𝑢*1, 𝑣
*
1, 𝑢

*
2, 𝑣

*
2)

T с координатами 𝑢*1 = −𝑎1, 𝑢*2 = −𝑎2, 𝑣*1 = −𝑎1 +𝑎31/3 +𝐶(𝑎1−𝑎2)

и 𝑣*2 = −𝑎2 + 𝑎32/3 + 𝐶(𝑎2 − 𝑎1). Линеаризуя систему (2.1) около положения

равновесия x* и производя замену x(𝑡) = [𝑢1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑢2(𝑡), 𝑣2(𝑡)]
𝑇 ≡ x* + 𝛿x(𝑡),

получим следующее уравнение

𝛿ẋ(𝑡) =
1

𝜀

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜉1 −1 0 0

𝜀 0 0 0

0 0 𝜉2 −1

0 0 𝜀 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝛿x(𝑡) +
1

𝜀

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 𝐶 0

0 0 0 0

𝐶 0 0 0

0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝛿x(𝑡− 𝜏), (2.2)

где 𝜉𝑖 = 1 − 𝑎2𝑖 − 𝐶, 𝑖 = 1, 2. Для получения характеристического уравнения

линеаризованной системы (2.2) сделаем следующую замену

𝛿x(𝑡) = e𝜆tq,

где q – собственный вектор матрицы Якоби. Тогда характеристический много-

член системы (2.2) можно представить в следующем виде

(1 − 𝜉1𝜆+ 𝜀𝜆2)(1 − 𝜉2𝜆+ 𝜀𝜆2) − (𝜆𝐶e−𝜆𝜏)2 = 0. (2.3)

Необходимым условием для бифуркации Андронова-Хопфа является наличие

мнимых собственных чисел 𝜆. Поэтому подставим 𝜆 = 𝑖𝜔, 𝜔 ∈ R в уравнение

(2.3) и найдем значения параметров 𝜉1, 𝜉2, при которых уравнение (2.3) не имеет
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мнимых корней. Разделим уравнение (2.3) на мнимую и вещественную части и

получим

(1 − 𝜀𝜔2)2 − 𝜉1𝜉2𝜔
2 = −𝜔2𝐶2 cos(2𝜔𝜏),

𝜔(1 − 𝜀𝜔2)(𝜉1 + 𝜉2) = −𝜔2𝐶2 sin(2𝜔𝜏).
(2.4)

Так как 𝜀≪ 1, то членами порядка 𝜀 можно пренебречь, т.е. будем считать в

дальнейшем, что 𝜀 ∼ 0. Возводя в квадрат и суммируя уравнения (2.4), получим

следующее выражение

𝜔2(𝜉1 + 𝜉2)
2 + (1 − 𝜉1𝜉2𝜔

2)2 = 𝜔4𝐶4,

которое преобразуется к виду

(𝜉21𝜉
2
2 − 𝐶4)𝜔4 + (𝜉21 + 𝜉22)𝜔2 + 1 = 0. (2.5)

Уравнение (2.5) является биквадратным. Поэтому можно использовать фор-

мулы Виета для того, чтобы определить, имеет ли оно действительные корни.

Согласно формулам Виета получаем

𝑧1 + 𝑧2 = − 𝜉21 + 𝜉22
𝜉21𝜉

2
2 − 𝐶4

, 𝑧1𝑧2 =
1

𝜉21𝜉
2
2 − 𝐶4

,

где 𝑧1 = 𝜔2
1, 𝑧2 = 𝜔2

2 – корни квадратного уравнения (2.5). Если выполнено нера-

венство 𝜉21𝜉
2
2 > 𝐶4, то корни квадратного уравнения отрицательны, т.е. 𝑧1 < 0 и

𝑧2 < 0, а значит, уравнение (2.5) не имеет вещественных корней, т.е. бифуркация

Андронова-Хопфа в данном случае невозможна. Возьмем квадратный корень из

этого неравенства, подставим 𝜉𝑖 = 1−𝑎2𝑖 −𝐶 и получим следующее неравенство

|(1 − 𝐶 − 𝑎21)(1 − 𝐶 − 𝑎22)| > 𝐶2, (2.6)

которое гарантирует невозможность бифуркации Андронова-Хопфа для линеа-

ризованной системы (2.2).

Таким образом, имеет место следующая теорема

Теорема 2.1. Если выполнено неравенство (2.6), то бифуркация Андронова-

Хопфа невозможна, т.е. положение равновесия линеаризованной системы (2.2)

асимптотически устойчиво.
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Рис. 2.1: Бифуркация Андронова-Хопфа двух связанных линеаризованных

систем ФХН (2.2); (a): малая сила связи 𝐶 (𝐶 = 0.3); (b): большая сила связи

(𝐶 = 5). Красным цветом обозначены области параметров, для которых

неравенство (2.6) выполнено, т.е. бифуркация Андронова-Хопфа невозможна, и

положение равновесия устойчиво.

На рис. 2.1 области параметров, для которых выполнено неравенство (2.6),

выделены красным цветом (на рис. 2.1(a) для малой силы связи, а на рис. 2.1(b)

– для большой). Этот результат является обощением условий, полученных для

двух однородных систем ФХН [34, 122]. Как и ожидалось, при 𝑎1 > 1, 𝑎2 > 1

бифуркация Андронова-Хопфа невозможна, так как обе системы находятся в

возбудимом режиме. Однако, отметим также, что колебания в двух связанных

системах ФХН могут иметь место и в случае устойчивого положения равновесия

[67, 122].

Рассмотрим случай с достаточно большой силой связи (𝐶 > 1) и предполо-

жим, что изначально одна из систем находится в возбудимом режиме (𝑎1 > 1), а

вторая — в колебательном (𝑎2 < 1). Тогда можно раскрыть модуль в неравенстве

(2.6):

[𝐶 + (𝑎21 − 1)][𝐶 − (1 − 𝑎22)] > 𝐶2. (2.7)
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Обозначим 𝛼 = (𝑎21 − 1) − (1 − 𝑎22) = 𝑎21 + 𝑎22 − 2, тогда неравенство (2.7) можно

записать в виде

[𝐶 + (1 − 𝑎22)][𝐶 − (1 − 𝑎22)] + 𝛼[𝐶 − (1 − 𝑎22)] > 𝐶2, (2.8)

в котором первый член можно заменить на разность квадратов, затем подставить

в неравенство 𝛼 и получить следующее выражение

𝑎21 + 𝑎22 > 2 + 𝛿, (2.9)

где 𝛿 = (1 − 𝑎22)
2/[𝐶 − (1 − 𝑎22)] — малая величина, так как 𝐶 > 1, и значение

𝑎2 близко к 1. Таким образом, неравенство (2.9) определяет значения пороговых

параметров 𝑎𝑖, при которых бифуркация Андронова-Хопфа невозможна при 𝐶 >

1.

С другой стороны неравенство (2.8) может быть представлено в виде

(𝑎21 + 𝑎22 − 2)[𝐶 − (1 − 𝑎22)] > (1 − 𝑎22)
2. (2.10)

Так как правая часть неотрицательна, и 𝐶 > 1, а 𝑎2 < 1, то условие 𝑎21 + 𝑎22 >

2 является необходимым для выполнения неравенства (2.10). Поэтому можно

получить следующую оценку для значений силы связи 𝐶

𝐶 > (1 − 𝑎22) +
(1 − 𝑎22)

2

𝑎21 + 𝑎22 − 2
, и 𝐶 > 1 при 𝑎21 + 𝑎22 > 2,

при которых бифуркация Андронова-Хопфа невозможна.

2.2 Анализ бифуркаций для неоднородной кольце-

вой сети систем ФитцХью-Нагумо

Теперь рассмотрим случай неоднородной кольцевой сети из 𝑁 систем ФХН.

Уравнения сети можно записать в следующей форме

𝜀𝑢̇𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) −
𝑢3𝑖 (𝑡)

3
− 𝑣𝑖(𝑡) + 𝐶[𝑢(𝑖+1) mod 𝑁(𝑡− 𝜏) − 𝑢𝑖(𝑡)],

𝑣𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) + 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

(2.11)
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Единственным положением равновесия системы (2.11) является точка x* ≡

(𝑢*1, 𝑣
*
1, . . . , 𝑢

*
𝑁 , 𝑣

*
𝑁)T с координатами 𝑢*𝑗 = −𝑎𝑗, 𝑣*𝑗 = −𝑎𝑗 + 𝑎3𝑗/3 + 𝐶(𝑎𝑗 −

𝑎(𝑗+1) mod 𝑁), где 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 . Линеаризуя систему (2.11) около положения рав-

новесия x* и делая замену x(𝑡) = [𝑢1(𝑡), 𝑣1(𝑡), 𝑢2(𝑡), 𝑣2(𝑡)]
𝑇 ≡ x*+𝛿x(𝑡), получим

𝛿ẋ(𝑡) =
1

𝜀

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜉1 −1 0 0 0 · · · 0 0

𝜀 0 0 0 0 · · · 0 0

0 0 𝜉2 −1 0 · · · 0 0

0 0 𝜀 0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 𝜉3 · · · 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 0 · · · 𝜉𝑁 −1

0 0 0 0 0 · · · 𝜀 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝛿x(𝑡)+

+
1

𝜀

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 𝐶 0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 𝐶 · · · 0 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ...

𝐶 0 0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝛿x(𝑡− 𝜏), (2.12)

где 𝜉𝑗 = 1 − 𝑎2𝑗 − 𝐶, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 . Сделаем следующую замену

𝛿x(𝑡) = e𝜆tq,
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где q – собственный вектор матрицы Якоби, и получим следующий характери-

стический многочлен линеаризованной системы (2.12)⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜉1 − 𝜀𝜆 −1 𝐶e−𝜆𝜏 0 · · · 0 0

𝜀 −𝜀𝜆 0 0 · · · 0 0

0 0 𝜉2 − 𝜀𝜆 −1 · · · 0 0

0 0 𝜀 −𝜀𝜆 · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...

𝐶e−𝜆𝜏 0 0 0 · · · 𝜉𝑁 − 𝜀𝜆 −1

0 0 0 0 · · · 𝜀 −𝜀𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0. (2.13)

Вычислим полученный определитель матрицы (2.13). Для этого разложим ее

(2𝑁 − 1)ю строку на сумму двух строк⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜉1 − 𝜀𝜆 −1 𝐶e−𝜆𝜏 0 · · · 0 0

𝜀 −𝜀𝜆 0 0 · · · 0 0

0 0 𝜉2 − 𝜀𝜆 −1 · · · 0 0

0 0 𝜀 −𝜀𝜆 · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 · · · 𝜉𝑁 − 𝜀𝜆 −1

0 0 0 0 · · · 𝜀 −𝜀𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜉1 − 𝜀𝜆 −1 𝐶e−𝜆𝜏 0 · · · 0 0

𝜀 −𝜀𝜆 0 0 · · · 0 0

0 0 𝜉2 − 𝜀𝜆 −1 · · · 0 0

0 0 𝜀 −𝜀𝜆 · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...

𝐶e−𝜆𝜏 0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 · · · 𝜀 −𝜀𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0. (2.14)

Обозначим через 𝐼1 первую матрицу в сумме (2.14), а через 𝐼2 – вторую, со-

ответственно. Сначала вычислим значение определителя матрицы 𝐼1. Разложим
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ее первую строку на сумму двух следующих строк (𝜉1 − 𝜀𝜆,−1, 0, 0, . . . , 0, 0)

и (0, 0, 𝐶e−𝜆𝜏 , 0, . . . , 0, 0). Определитель матрицы 𝐼1 равен сумме двух опреде-

лителей, в которой значение первого равно произведению определителей двух

блоков. Таким образом, определитель матрицы 𝐼1 можно представить в следую-

щем виде

det 𝐼1 = 𝜀(1 − 𝜉1𝜆+ 𝜀𝜆2)×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜉2 − 𝜀𝜆 −1 𝐶e−𝜆𝜏 0 · · · 0 0

𝜀 −𝜀𝜆 0 0 · · · 0 0

0 0 𝜉3 − 𝜀𝜆 −1 · · · 0 0

0 0 𝜀 −𝜀𝜆 · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 · · · 𝜉𝑁 − 𝜀𝜆 −1

0 0 0 0 · · · 𝜀 −𝜀𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

0 0 𝐶e−𝜆𝜏 0 · · · 0 0

𝜀 −𝜀𝜆 0 0 · · · 0 0

0 0 𝜉2 − 𝜀𝜆 −1 · · · 0 0

0 0 𝜀 −𝜀𝜆 · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 · · · 𝜉𝑁 − 𝜀𝜆 −1

0 0 0 0 · · · 𝜀 −𝜀𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

. (2.15)

Очевидно, что значение второго определителя в сумме (2.15) равно 0. Повторяя

эту же процедуру с первым определителем в (2.15) еще (𝑁 − 2) раз, получим

det 𝐼1 = 𝜀𝑁
𝑁∏︁
𝑗=1

(1 − 𝜉𝑗𝜆+ 𝜀𝜆2). (2.16)
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Теперь перейдем к вычислению значения определителя матрицы 𝐼2. Для это-

го разложим ее по (2𝑁 − 1)й строке и получим

det 𝐼2 = 𝐶e−𝜆𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

−1 𝐶e−𝜆𝜏 0 0 · · · 0 0

−𝜀𝜆 0 0 0 · · · 0 0

0 𝜉2 − 𝜀𝜆 −1 𝐶e−𝜆𝜏 · · · 0 0

0 𝜀 −𝜀𝜆 0 · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 · · · 𝜀 −𝜀𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

.

Это определитель матрицы размера (2𝑁 − 1) × (2𝑁 − 1), которую можно разло-

жить по последнему столбцу

det 𝐼2 = −𝜀𝜆𝐶e−𝜆𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

−1 𝐶e−𝜆𝜏 0 0 · · · 0 0

−𝜀𝜆 0 0 0 · · · 0 0

0 𝜉2 − 𝜀𝜆 −1 𝐶e−𝜆𝜏 · · · 0 0

0 𝜀 −𝜀𝜆 0 · · · 0 0
... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 · · · −1 𝐶e−𝜆𝜏

0 0 0 0 · · · −𝜀𝜆 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

.

Продолжим раскладывать полученную матрицу по последнему столбцу до

тех пор, пока не получим следующее выражение

det 𝐼2 = −𝜀𝑁𝐶𝑁𝜆𝑁e−𝜆𝜏N. (2.17)

Используя полученные выражения (2.16) и (2.17), можно представить харак-

теристический полином системы (2.12) в следующем виде

𝑁∏︁
𝑗=1

(1 − 𝜉𝑗𝜆+ 𝜀𝜆2) − (𝐶𝜆e−𝜆𝜏)N = 0. (2.18)
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В дальнейшем будем считать, что 𝜀 ∼ 0, так как обычно значение 𝜀 выбира-

ется малым, т.е. 𝜀≪ 1. Подставим 𝜆 = 𝑖𝜔 в уравнение (2.18) и получим

𝑁∏︁
𝑗=1

(1 − 𝜉𝑗𝑖𝜔) = (𝐶𝑖𝜔e−i𝜔𝜏)N. (2.19)

Возведя в квадрат уравнение (2.19), получим следующее выражение

𝑁∏︁
𝑗=1

(1 + 𝜉2𝑗𝜔
2) = (𝐶𝜔)2𝑁 ,

которое можно представить в виде(︃
𝑁∏︁
𝑗=1

𝜉2𝑗 − 𝐶2𝑁

)︃
𝜔2𝑁 + P(𝜔2) = 0, (2.20)

где P(𝜔2) – полином (𝑁 − 1)й степени с положительными коэффициентами.

При
∏︀𝑁

𝑗=1 𝜉
2
𝑗 > 𝐶2𝑁 уравнение (2.20), а, следовательно, и уравнение (2.19) не

имеют решения для действительных значений 𝜔. Таким образом, бифуркация

Андронова-Хопфа невозможна. Возьмем квадратный корень из этого неравен-

ства и сделаем подстановку 𝜉𝑗 = 1 − 𝑎2𝑗 − 𝐶⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁∏︁
𝑗=1

(1 − 𝐶 − 𝑎2𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒ > |𝐶|𝑁 . (2.21)

Полученное неравенство определеяет значения параметров 𝐶, 𝑎𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 ,

при которых бифуркация Андронова-Хопфа невозможна. Таким образом, имеет

место следующая теорема

Теорема 2.2. Если выполнено неравенство (2.21) то бифуркация Андронова-

Хопфа невозможна, т.е. положение равновесия линеаризованной системы (2.12)

асимптотически устойчиво.

Полученное неравенство является обобщением неравенства (2.6) для случая

однонаправленного кольца систем ФХН.
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Глава 3

Управление синхронизацией

двух связанных систем

ФитцХью-Нагумо

3.1 Синхронизация двух связанных систем

ФитцХью-Нагумо с различными пороговы-

ми параметрами

Рассмотрим две связанные системы ФХН с различными пороговыми параметра-

ми

𝜀𝑢1(𝑡) = 𝑢1(𝑡) −
𝑢31(𝑡)

3
− 𝑣1(𝑡) + 𝐶[𝑢2(𝑡) − 𝑢1(𝑡)] + 𝐼(𝑡),

𝑣1(𝑡) = 𝑢1(𝑡) − 𝑏𝑣1(𝑡) + 𝑎1,

𝜀𝑢2(𝑡) = 𝑢2(𝑡) −
𝑢32(𝑡)

3
− 𝑣2(𝑡) + 𝐶[𝑢1(𝑡) − 𝑢2(𝑡)],

𝑣2(𝑡) = 𝑢2(𝑡) − 𝑏𝑣2(𝑡) + 𝑎2,

(3.1)

где 𝐶 – сила связи между нейронами, а 𝐼(𝑡) – внешний стимул, используемый

в качестве управления. Так как рассматриваются системы с различными пара-

метрами, то полная синхронизация (равенство векторов состояний двух систем)
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невозможна. Поэтому будем ставить задачу синхронизации векторов состояний

с некоторым сдвигом. Введем следующие обозначения

𝛿1 = 𝑢1 − 𝑢2, 𝛿2 = 𝑣1 − 𝑣2. (3.2)

Тогда цель управления можно определить как

|𝛿1(𝑡)| 6 ∆1, |𝛿2(𝑡)| 6 ∆2, при 𝑡 > 𝑡*, (3.3)

где ∆1, ∆2 – уровни точности, которые определим позднее. Вычтем третье урав-

нение из первого системы (3.1) и четвертое из второго, соответственно, имея в

виду обозначения (3.2), и получим

𝜀𝛿̇1(𝑡) = (1 − 2𝐶)𝛿1(𝑡) − 𝛿2(𝑡) − 𝛿1(𝑡)𝜙(𝑡) + 𝐼(𝑡),

𝛿̇2(𝑡) = 𝛿1(𝑡) − 𝑏𝛿2(𝑡) + 𝑎1 − 𝑎2,
(3.4)

где 𝜙 = (𝑢21 + 𝑢1𝑢2 + 𝑢22)/3 и 𝜙(𝑡) > 0 для любого 𝑡.

3.1.1 Неадаптивный случай

Предположим, что все параметры системы (3.4) известны. Выберем управление

в следующем виде

𝐼(𝑡) = −𝛾𝛿1(𝑡), (3.5)

где 𝛾 > 0 – коэффициент усиления, и подставим его в систему (3.4)

𝜀𝛿̇1(𝑡) = (1 − 2𝐶 − 𝛾)𝛿1(𝑡) − 𝛿2(𝑡) − 𝛿1(𝑡)𝜙(𝑡),

𝛿̇2(𝑡) = 𝛿1(𝑡) − 𝑏𝛿2(𝑡) + 𝑎1 − 𝑎2.
(3.6)

Для анализа устойчивости замкнутой системы (3.6) введем следующую

функцию Ляпунова

𝑉 (z(𝑡)) =
𝜀

2
𝛿21(𝑡) +

1

2
𝛿22(𝑡),
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где z = (𝛿1, 𝛿2), и найдем ее производную в силу системы

𝑉̇ (z(𝑡)) = (1 − 2𝐶 − 𝛾)𝛿21(𝑡) − 𝛿1(𝑡)𝛿2(𝑡) − 𝜙(𝑡)𝛿21(𝑡) + 𝛿1(𝑡)𝛿2(𝑡) − 𝑏𝛿22(𝑡)+

+ (𝑎1 − 𝑎2)𝛿2(𝑡) = (1 − 2𝐶 − 𝛾)𝛿21(𝑡) − 𝜙(𝑡)𝛿21(𝑡) − 𝑏𝛿22(𝑡) + (𝑎1 − 𝑎2)𝛿2(𝑡) 6

6 −(2𝐶 + 𝛾 − 1)𝛿21(𝑡) −
(︂√

𝑏𝛿2(𝑡) −
𝑎1 − 𝑎2

2
√
𝑏

)︂2

+
(𝑎1 − 𝑎2)

2

4𝑏
. (3.7)

Первый член в производной функции Ляпунова (3.7) неположителен при 𝛾 >

1 − 2𝐶. Отсюда получим следующие значения уровней точности

∆1 =
|𝑎1 − 𝑎2|

2
√︀
𝑏(2𝐶 + 𝛾 − 1)

, ∆2 =
|𝑎1 − 𝑎2|

𝑏
. (3.8)

Таким образом, управление 𝐼(𝑡) в виде (3.5), где 𝛾 > 1−2𝐶, а 𝛿1 и 𝛿2 выража-

ются формулами (3.2), обеспечивает цель управления (3.3) с уровнями точности

(3.8).

Имеет место следующая теорема

Теорема 3.1. ∀ 𝑢1(0), 𝑢2(0), 𝑣1(0), 𝑣2(0) системы (3.1) управление 𝐼(𝑡) в виде

(3.5), где 𝛾 > 1−2𝐶, а 𝛿1 и 𝛿2 выражаются формулами (3.2), обеспечивает цель

управления (3.3) с уровнями точности (3.8).

Следствие 3.1. Если выполнено неравенство 𝐶 > 0.5, то система (3.1) синхро-

низируется без управления, т.е. 𝐼(𝑡) = 0.

Перейдем к моделированию работы полученного алгоритма управления в си-

стеме Matlab [69]. Сначала рассмотрим поведение системы (3.1) без управления

(𝐼(𝑡) = 0). Пусть параметры системы заданы следующим образом: 𝑎1 = 1.1,

𝑎2 = 0.7, 𝑏 = 0.1, 𝐶 = 0.1, 𝜀 = 0.1. Результаты моделирования динамики свобод-

ной системы (3.1) представлены на рис. 3.1. Можно заметить, что две системы

не синхронизированы (см. рис. 3.1(a) и (b), где представлена динамика актива-

торов и ингибиторов, соответственно, и рис. 3.1(c), где представлена динамика

ошибки синхронизации активаторов, а также рис. 3.1(d) с изображением фазо-

вой плоскости). Отметим, что при том, что первая система без связей находится
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Рис. 3.1: Поведение двух связанных систем ФХН (3.1) без управления 𝐼(𝑡) = 0.

Зеленой линией обозначена первая система, а красной – вторая. (a) и (b):

динамика активаторов и ингибиторов, соответственно; (c): разница между

значениями активаторов; (d): фазовая плоскость. Параметры системы: 𝜀 = 0.1,

𝑎1 = 1.1, 𝑎2 = 0.7, 𝑏 = 0.1, 𝐶 = 0.1. Начальные условия: 𝑢1(0) = 0, 𝑣1(0) = 0,

𝑢2(0) = 0, 𝑣2(0) = 0.
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в возбудимом режиме, обе системы испускают спайки из-за наличия ненулевой

силы связи 𝐶.

Теперь рассмотрим работу алгоритма управления (3.5) для синхронизации

двух систем. На рис. 3.2 приведены результаты моделирования. После переход-

ного периода примерно в 20 единиц времени обе системы достигают желаемого

синхронного режима (см. динамику активаторов и ингибиторов на рис. 3.2(a) и

(b), соответственно). Таким образом, данный алгоритм обеспечивает достижение

цели управления (3.3). Отметим, что управление ограничено и имеет такой же

порядок амплитуды колебаний, как и активатор (см. рис. 3.2(f)). Также отметим,

что аналитические оценки уровней точности ∆1 = 0.23, ∆2 = 4 по формулам

(3.8) совпадают с экспериментальными (см. динамику разницы значений акти-

ваторов и ингибиторов, соответственно, на рис. 3.2(c) и (d)).

3.1.2 Адаптивный случай

Теперь предположим, что параметры 𝐶, 𝑎1, 𝑎2 и 𝑏 системы (3.1) неизвестны.

Также предположим, что сила связи 𝐶 может быть отрицательной. Коэффициент

усиления 𝛾 в управлении, которое мы использовали в предыдущем разделе 3.1.1

(3.5), зависит от неизвестного параметра 𝐶. Для оценки этого неизвестного па-

раметра можно использовать алгоритм скоростного градиента.

Выберем управление в следующем виде

𝐼(𝑡) = −𝛾𝛿1(𝑡) + 𝜃(𝑡)𝛿1(𝑡),

𝜃(𝑡) = −𝛾0𝛿21(𝑡),
(3.9)

где 𝛾 > 0, 𝛾0 > 0 – коэффициенты усиления, а 𝜃 – настраиваемый параметр,

используемый для оценки неизвестной силы связи 𝐶. Подставим управление в

систему (3.4)

𝜀𝛿̇1(𝑡) = (1 − 2𝐶 − 𝛾 + 𝜃(𝑡))𝛿1(𝑡) − 𝛿2(𝑡) − 𝛿1(𝑡)𝜙(𝑡),

𝛿̇2(𝑡) = 𝛿1(𝑡) − 𝑏𝛿2(𝑡) + 𝑎1 − 𝑎2.
(3.10)
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Рис. 3.2: Синхронизация двух связанных систем ФХН (3.1) при помощи

внешнего стимула (3.5) (неадаптивный случай). (a) и (b): динамика активаторов

и ингибиторов, соответственно; (c) и (d): разница между значениями

активаторов и ингибиторов, соответственно; (e): фазовая плоскость; и (f):

динамика управления. Параметры системы: 𝛾 = 10. Остальные параметры и

начальные условия такие же, как и на рис. 3.1.
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Для анализа устойчивости замкнутой системы (3.10) введем следующую

функцию Ляпунова

𝑉 (z(𝑡)) =
𝜀

2
𝛿21(𝑡) +

1

2
𝛿22(𝑡) +

1

2𝛾0
(𝜃(𝑡) − 2𝐶)2,

где z = (𝛿1, 𝛿2), найдем ее производную в силу системы и сделаем некоторые

преобразования, учитывая формулу (3.9)

𝑉̇ (z(𝑡)) = (1 − 2𝐶 − 𝛾 + 𝜃(𝑡))𝛿21(𝑡) − 𝜙(𝑡)𝛿21(𝑡) − 𝑏𝛿22(𝑡) + (𝑎1 − 𝑎2)𝛿2(𝑡)+

+ 𝛾−1
0 𝜃(𝑡)(𝜃(𝑡) − 2𝐶) = (1 − 𝛾)𝛿21(𝑡) + (𝜃(𝑡) − 2𝐶)𝛿21(𝑡) − 𝜙(𝑡)𝛿21(𝑡) − 𝑏𝛿22(𝑡)+

+ (𝑎1 − 𝑎2)𝛿2(𝑡) − 𝛿21(𝑡)(𝜃(𝑡) − 2𝐶) 6

6 −(𝛾 − 1)𝛿21(𝑡) −
(︂√

𝑏𝛿2(𝑡) −
𝑎1 − 𝑎2

2
√
𝑏

)︂2

+
(𝑎1 − 𝑎2)

2

4𝑏
. (3.11)

Первый член в производной функции Ляпунова (3.11) неположителен при 𝛾 > 1.

Отсюда получим следующие значения уровней точности

∆1 =
|𝑎1 − 𝑎2|

2
√︀
𝑏(𝛾 − 1)

, ∆2 =
|𝑎1 − 𝑎2|

𝑏
.

Отметим, что из-за неизвестных параметров 𝑎1, 𝑎2 и 𝛾 аналитически вычислить

уровни точности ∆1 и ∆2 не получится. Таким образом, управление 𝐼(𝑡) в виде

(3.5), где 𝛾 > 1, 𝛾0 > 0, а 𝛿1 и 𝛿2 выражаются формулами (3.2), обеспечивает

цель управления (3.3) с некоторыми уровнями точности.

Имеет место следующая теорема

Теорема 3.2. ∀ 𝑢1(0), 𝑢2(0), 𝑣1(0), 𝑣2(0) системы (3.1) управление 𝐼(𝑡) в виде

(3.9), где 𝛾 > 1, 𝛾0 > 0, а 𝛿1 и 𝛿2 выражаются формулами (3.2), обеспечивает

цель управления (3.3) с некоторыми уровнями точности.

Рассмотрим работу предложенного адаптивного алгоритма управления (3.9).

На рис. 3.3 представлены результаты моделирования. Переходный период со-

ставляет примерно 20 единиц времени, после которого обе системы достигают

желаемого синхронного режима (см. динамику активаторов и ингибиторов на
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Рис. 3.3: Синхронизация двух связанных систем ФХН (3.1) при помощи

внешнего стимула (3.9) (адаптивный случай). (a) и (b): динамика активаторов и

ингибиторов, соответственно; (c) и (d): разница между значениями активаторов

и ингибиторов, соответственно; (e): фазовая плоскость; и (f): динамика

управления. Параметры системы: 𝛾 = 10, 𝛾0 = 1, 𝐶 = −0.2. Остальные

параметры и начальные условия такие же, как и на рис. 3.1.
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рис. 3.3(a) и (b), соответственно, а также динамику их разницы на рис. 3.3(c)

и (d)). Таким образом, данный алгоритм также обеспечивает достижение цели

управления (3.3) и не использует данные о параметрах системы. Отметим, что

управление также ограничено и имеет такой же порядок амплитуды колебаний,

как и активатор (см. рис. 3.3(f)).

3.1.3 Синхронизация двух связанных систем ФитцХью-

Нагумо с помощью настройки силы связи

Управлять синхронизацией можно также с помощью настройки силы связи 𝐶.

Настраивать коэффициент силы связи будем с помощью алгоритма скоростно-

го градиента. Для этого положим 𝐼 ≡ 0 в системе (3.1) и введем следующую

целевую функцию

𝑄(z(𝑡)) =
𝜀

2
(𝛿1(𝑡) + 𝑎1 − 𝑎2)

2,

где z = (𝛿1, 𝛿2). В целевую функцию входит только разность значений активато-

ров со сдвигом, так как сила связи 𝐶 входит только в первое уравнение системы

(3.4). Сдвиг равный разности пороговых параметров используется по той при-

чине, что целевая функция должна стремиться к нулю. Для построения АСГ

найдем производную целевой функции в силу системы (3.4)

𝑄̇(z(𝑡)) = (𝛿1(𝑡) + 𝑎1 − 𝑎2)[(1 − 2𝐶)𝛿1(𝑡) − 𝛿1(𝑡)𝜙(𝑡) − 𝛿2(𝑡)],

тогда, вычислив градиент производной целевой функции по переменной 𝐶, по-

лучим следующий закон управления

𝐶̇(𝑡) = 2𝛾𝛿1(𝑡)(𝛿1(𝑡) + 𝑎1 − 𝑎2), (3.12)

где 𝛾 > 0 – коэффициент усиления. Подходящее значение коэффициента усиле-

ния можно определить с помощью моделирования. Отметим, что похожий под-

ход используется при настройке силы связи в сети систем Рёсслера [55].
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Рис. 3.4: Синхронизация двух связанных систем ФХН (3.1) при помощи

настройки силы связи по алгоритму (3.12). (a) и (b): динамика активаторов и

ингибиторов, соответственно; (c) и (d): разница между значениями активаторов

и ингибиторов, соответственно; (e): фазовая плоскость; и (f): динамика силы

связи. Параметры системы: 𝛾 = 3. Остальные параметры и начальные условия

такие же, как и на рис. 3.1.
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Сейчас мы будем настраивать силу связи для синхронизации двух систем

ФХН по алгоритму (3.12). Результаты моделирования можно увидеть на рис. 3.4.

После переходного периода примерно в 15 единиц времени обе системы дости-

гают желаемого синхронного состояния (см. динамику активаторов и ингиби-

торов на рис. 3.4(a) и (b), соответственно, а также динамику их разницы на

рис. 3.4(c) и (d)). Таким образом, этот алгоритм можно также применять для

управления синхронизацией двух систем.

3.2 Анализ синхронизации двух связанных систем

ФитцХью-Нагумо с дискретными связями

В данном разделе будем рассматривать две связанные системы ФХН с дискрет-

ными связями. Уравнения систем описываются следующим образом

𝜀𝑢1(𝑡) = 𝑢1(𝑡) −
𝑢31(𝑡)

3
− 𝑣1(𝑡) + 𝐶[𝑢2(𝑡𝑘) − 𝑢1(𝑡)],

𝑣1(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑎− 𝑏𝑣1(𝑡),

𝜀𝑢2(𝑡) = 𝑢2(𝑡) −
𝑢32(𝑡)

3
− 𝑣2(𝑡) + 𝐶[𝑢1(𝑡𝑘) − 𝑢2(𝑡)],

𝑣2(𝑡) = 𝑢2(𝑡) + 𝑎− 𝑏𝑣2(𝑡), 𝑡𝑘 6 𝑡 < 𝑡𝑘+1,

(3.13)

где 𝐶 – сила связи между нейронами. Параметры 𝑎 и 𝑏 примем равными 0.7

и 0.8, соответственно, а параметр масштаба 𝜀 = 0.1. Такой выбор параметров

использовался, например, в работах [41, 60, 63, 93]. Распространяющийся между

нейронами сигнал задан кусочно-постоянной функцией с последовательностью

промежутков времени 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑘 < . . . , где lim𝑘→∞ 𝑡𝑘 = ∞.

Причина рассмотрения дискретного сигнала заключается в том, что нейрон

воздействует на своих соседей путем испускания спайков, т.е. импульсов, кото-

рые возникают между периодами восстановления. Предположим, что неравен-

ства

𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 6 ℎ ∀𝑘 > 0,

41



выполнены для некоторого ℎ > 0. Пользуясь идеей статьи [5], представим циф-

ровой сигнал как сигнал с задержкой следующим образом

𝑢𝑖(𝑡𝑘) = 𝑢𝑖(𝑡− 𝜏(𝑡)), 𝑖 = 1, 2

𝜏(𝑡) = 𝑡− 𝑡𝑘, 𝑡𝑘 6 𝑡 < 𝑡𝑘+1.
(3.14)

Теперь сформулируем задачу синхронизации значений переменных двух си-

стем ФХН. Для этого вычтем третье уравнение системы (3.13) из первого, а

четвертое из второго, соответственно, произведя замену

𝛿1 = 𝑢1 − 𝑢2, 𝛿2 = 𝑣1 − 𝑣2,

и получим

𝜀𝛿̇1(𝑡) = (1 − 𝐶 − 𝜙(𝑡))𝛿1(𝑡) − 𝐶𝛿(𝑡− 𝜏(𝑡)) − 𝛿2(𝑡),

𝛿̇2(𝑡) = 𝛿1(𝑡) − 𝑏𝛿2(𝑡),

𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝜏(𝑡) = 𝑡− 𝑡𝑘,

(3.15)

где 𝜙 = 1/3(𝑢21 + 𝑢1𝑢2 + 𝑢22), 𝜙(𝑡) > 0, ∀𝑡. Нашей целью является изучить вли-

яния шага дискретизации ℎ на устойчивость системы (3.15). Для этого будем

использовать теорему 1.4. Для ее применения нужно определить сектор, в кото-

ром лежит нелинейность. Для этого введем следующую функцию Ляпунова

𝑉 (𝑡, z𝑡) =
1

2

[︃
𝜀
(︀
𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡)

)︀
+ 𝑣21(𝑡) + 𝑣22(𝑡) + 𝐶

𝑡∫︁
𝑡−𝜏(𝑡)

(𝑢21(𝑠) + 𝑢22(𝑠))d𝑠

]︃
,

где z = (𝑢1, 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2). Найдем ее производную в силу системы (3.13)

𝑉̇ (𝑡, z𝑡) = −𝑢41(𝑡)/3 + 𝑢21(𝑡) − 𝑢1(𝑡)𝑣1(𝑡) + 𝐶𝑢1(𝑡)𝑢2(𝑡− 𝜏(𝑡)) − 𝐶𝑢21(𝑡)−

− 𝑢42(𝑡)/3 + 𝑢22(𝑡) − 𝑢2(𝑡)𝑣2(𝑡) + 𝐶𝑢2(𝑡)𝑢1(𝑡− 𝜏(𝑡)) − 𝐶𝑢22(𝑡)+

+ 𝑢1(𝑡)𝑣1(𝑡) + 𝑎𝑣1(𝑡) − 𝑏𝑣21(𝑡) + 𝑢2(𝑡)𝑣2(𝑡) + 𝑎𝑣2(𝑡) − 𝑏𝑣22(𝑡)+

+ 𝐶𝑢21(𝑡)/2 + 𝐶𝑢22(𝑡)/2 − 𝐶𝑢21(𝑡− 𝜏(𝑡))/2 − 𝐶𝑢22(𝑡− 𝜏(𝑡))/2 =

= −𝐶(𝑢1(𝑡− 𝜏(𝑡)) − 𝑢2(𝑡))
2/2 − 𝐶(𝑢2(𝑡− 𝜏(𝑡)) − 𝑢1(𝑡))

2/2−

− (𝑢21(𝑡) − 3/2)2/3 − (𝑢22(𝑡) − 3/2)2/3 − 𝑏(𝑣1(𝑡) − 𝑎/2𝑏)2 − 𝑏(𝑣2(𝑡) − 𝑎/2𝑏)2+

+ 3/2 + 𝑎2/2𝑏,
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откуда получим оценку

𝑢2𝑖 (𝑡) 6

√︂
9

2
+

3𝑎2

2𝑏
+

3

2
, 𝑖 = 1, 2,

поэтому для рассматриваемых параметров системы 𝑏 = 0.8, 𝑎 = 0.7, 𝜀 = 0.1

имеет место следующая оценка на нелинейность 0 6 𝜙(𝑡) < 3.83.

Таким образом, систему (3.15) можно преобразовать к виду

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝑞𝜉(𝑡) +𝐵𝐾𝑥(𝑡− 𝜏(𝑡)),

𝜎(𝑡) = 𝑟T𝑥(𝑡), 𝜉(𝑡) = −𝛿1(𝑡)𝜙(𝑡),

где

𝑥(𝑡) =

⎡⎣𝛿1(𝑡)
𝛿2(𝑡)

⎤⎦ , 𝐴 =

⎡⎣(1 − 𝐶)/𝜀 −1/𝜀

1 −𝑏

⎤⎦ , 𝐵𝐾 =

⎡⎣−𝐶/𝜀 0

0 0

⎤⎦ ,
𝑟 =

⎡⎣−1

0

⎤⎦ , 𝑞 =

⎡⎣1/𝜀

0

⎤⎦ .
Для всех 𝑡 > 0 нелинейная функция 𝜉(𝜎(𝑡), 𝑡) лежит в секторе между двумя

прямыми линиями 𝜉1 = 0 и 𝜉2 = 3.83𝜎, поэтому выполнено неравенство

0 6 𝜎𝜉 6 3.83𝜎2.

Мы свели систему (3.15) к форме (1.11) и можем применять к ней теорему 1.4

для оценки шага дискретизации ℎ.

Разрешимость линейных матричных неравенств была подтверждена с по-

мощью моделирования в системе Matlab [69] с использованием пакета Yalmip

(Sedumi solver) [65]. Результаты моделирования представлены на рис. 3.5 и отме-

чены зеленым цветом. Минимальная сила связи 𝐶, необходимая для синхрони-

зации, равна 0.48. Максимальное значение шага дискретизации ℎ, необходимое

для разрешимости линейных матричных неравенств, равно 1.26 и достигается

при 𝐶 = 0.67. Также устойчивость системы (3.15) была проверена с помощью

моделирования (см. красную область на рис. 3.5). Отметим, что для достаточ-

но больших значений силы связи 𝐶 данный подход дает хорошую оценку шага

дискретизации ℎ.
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Рис. 3.5: Разрешимость линейных матричных неравенств по теореме 1.4 для

системы (3.15) (зеленый цвет), и область синхронизации системы (3.15),

полученная с помощью моделирования (красный цвет). Параметры системы:

𝑏 = 0.8, 𝑎 = 0.7, 𝜀 = 0.1.

3.3 Управление синхронизацией двух связанных

систем ФитцХью-Нагумо с переменной задерж-

кой

В данном разделе рассмотрим задачу управления синхронизацией в двух связан-

ных системах ФХН с переменной задержкой. Необходимость управления возни-

кает, например, в случае, если рассматривается система с дискретными связями,

как в разделе 3.2, и шаг дискретизации настолько велик, что системы ведут себя

несинхронизированно.

44



3.3.1 Случай с медленно-меняющейся задержкой

Рассмотрим две связанные системы ФХН

𝜀𝑢1(𝑡) = 𝑢1(𝑡) −
𝑢31(𝑡)

3
− 𝑣1(𝑡) + 𝐶[𝑢2(𝑡− 𝜏(𝑡)) − 𝑢1(𝑡)] + 𝐼(𝑡),

𝑣1(𝑡) = 𝑢1(𝑡) − 𝑏𝑣1(𝑡) + 𝑎,

𝜀𝑢2(𝑡) = 𝑢2(𝑡) −
𝑢32(𝑡)

3
− 𝑣2(𝑡) + 𝐶[𝑢1(𝑡− 𝜏(𝑡)) − 𝑢2(𝑡)],

𝑣2(𝑡) = 𝑢2(𝑡) − 𝑏𝑣2(𝑡) + 𝑎,

(3.16)

где 𝐶 – сила связи между нейронами, 𝐼(𝑡) – внешний стимул, рассматриваемый

в качестве управления, 𝜏 – переменная задержка, т.е. время необходимое для

передачи сигнала от одного нейрона к другому. Предположим, что задержка 𝜏

– дифференцируемая функция с ограниченной сверху производной 𝜏 6 𝑑 < 1

(случай медленно-меняющихся задержек). Сформулируем задачу синхронизации

двух связанных систем ФХН. Для этого вычтем третье уравнение системы (3.16)

из первого, а четвертое из второго, соответственно, предварительно сделав сле-

дующую замену

𝛿1 = 𝑢1 − 𝑢2, 𝛿2 = 𝑣1 − 𝑣2, (3.17)

и получим

𝜀𝛿̇1(𝑡) = (1 − 𝐶)𝛿1(𝑡) − 𝜙(𝑡)𝛿1(𝑡) − 𝐶𝛿1(𝑡− 𝜏(𝑡)) − 𝛿2(𝑡) + 𝐼(𝑡),

𝛿̇2(𝑡) = 𝛿1(𝑡) − 𝑏𝛿2(𝑡),
(3.18)

где 𝜙 = 1/3(𝑢21 + 𝑢1𝑢2 + 𝑢22), 𝜙(𝑡) > 0 ∀𝑡 – неотрицательная функция. Тогда цель

управления можно представить следующим образом

𝛿1(𝑡) → 0, 𝛿2(𝑡) → 0, при 𝑡→ ∞. (3.19)

Для достижения цели управления (3.19) выберем управление 𝐼 в следующей

форме

𝐼𝑡 = −𝜃1𝛿1(𝑡) + 𝜃2𝛿1(𝑡− 𝜏(𝑡)), (3.20)
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где 𝜃1 > 0, 𝜃2 – параметры управления. Подставим выбранное управление в

систему (3.18) и получим уравнение замкнутой системы

𝜀𝛿̇1(𝑡) = (1 − 𝐶 − 𝜃1)𝛿1(𝑡) − 𝜙(𝑡)𝛿1(𝑡) + (𝜃2 − 𝐶)𝛿1(𝑡− 𝜏(𝑡)) − 𝛿2(𝑡),

𝛿̇2(𝑡) = 𝛿1(𝑡) − 𝑏𝛿2(𝑡).
(3.21)

Цель управления (3.19) может быть достигнута при выборе подходящих па-

раметров управления 𝜃1, 𝜃2. Для их нахождения введем следующий функционал

Ляпунова-Красовского

𝑉 (𝑡, z𝑡) = 𝜀𝛿21(𝑡) + 𝛿22(𝑡) + 𝜃0

𝑡∫︁
𝑡−𝜏(𝑡)

𝛿21(𝑠)d𝑠,

где z = (𝛿1, 𝛿2), а 𝜃0 > 0 – некоторый положительный параметр. Найдем его

производную в силу системы (3.21)

𝑉̇ (𝑡, z𝑡) = 2(1 − 𝐶 − 𝜃1 + 0.5𝜃0)𝛿
2
1(𝑡) − 2𝜙(𝑡)𝛿21(𝑡)+

+ 2(𝜃2 − 𝐶)𝛿1(𝑡)𝛿1(𝑡− 𝜏(𝑡)) − 𝑏𝛿22(𝑡) − 𝜃0(1 − 𝜏)𝛿21(𝑡− 𝜏(𝑡)). (3.22)

Нужно выбрать параметры управления таким образом, чтобы сделать про-

изводную функционала Ляпунова-Красовского отрицательной для всех 𝛿1(𝑡),

𝛿1(𝑡 − 𝜏), 𝛿2(𝑡), кроме нуля. Член −2𝜙(𝑡)𝛿21(𝑡) неположительный, следователь-

но его можно опустить и получить следующее неравенство

2(1−𝐶−𝜃1 +0.5𝜃0)𝛿
2
1(𝑡)+2(𝜃2−𝐶)𝛿1(𝑡)𝛿1(𝑡− 𝜏)−𝜃0(1− 𝜏)𝛿21(𝑡− 𝜏)− 𝑏𝛿22(𝑡) < 0,

которое можно представить в форме

[︁
𝛿1(𝑡) 𝛿1(𝑡− 𝜏) 𝛿2(𝑡)

]︁
𝑊

⎡⎢⎢⎢⎣
𝛿1(𝑡)

𝛿1(𝑡− 𝜏)

𝛿2(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎦ < 0,

где

𝑊 =

⎡⎢⎢⎢⎣
2(1 − 𝐶 − 𝜃1 + 0.5𝜃0) 𝜃2 − 𝐶 0

𝜃2 − 𝐶 −𝜃0(1 − 𝜏) 0

0 0 −𝑏

⎤⎥⎥⎥⎦ ≺ 0.

46



Задача сводится к разрешимости следующего линейного матричного неравен-

ства ⎡⎣2(1 − 𝐶 − 𝜃1 + 0.5𝜃0) 𝜃2 − 𝐶

𝜃2 − 𝐶 −𝜃0(1 − 𝜏)

⎤⎦ ≺ 0. (3.23)

Нужно подобрать параметры управления 𝜃0, 𝜃1, 𝜃2, чтобы матрица (3.23) бы-

ла отрицательно определена. Для решения полученного матричного неравенства

используем критерий Сильвестра. Так как 𝜃0 > 0 и 𝜏 6 𝑑 < 1, то нижний глав-

ный минор матрицы (3.23) отрицателен. Значит эта матрица отрицательно опре-

делена тогда и только тогда, когда ее определитель положителен, т.е. параметры

управления должны удовлетворять следующему неравенству

−2(1 − 𝐶 − 𝜃1 + 0.5𝜃0)𝜃0(1 − 𝑑) − (𝜃2 − 𝐶)2 > 0,

которое можно привести к виду

−(1 − 𝑑)𝜃20 + 2(1 − 𝑑)(𝜃1 + 𝐶 − 1)𝜃0 − (𝜃2 − 𝐶)2 > 0.

Это неравенство выполнено для некоторого положительного 𝜃0, когда следую-

щее квадратное уравнение имеет вещественные корни

− (1 − 𝑑)𝜃20 + 2(1 − 𝑑)(𝜃1 + 𝐶 − 1)𝜃0 − (𝜃2 − 𝐶)2 = 0, (3.24)

и имеет место следующее неравенство по теореме Виета

𝜃1 + 𝐶 − 1 > 0. (3.25)

Таким образом, дискриминант уравнения (3.24) должен быть положительным

4(1 − 𝑑)2(𝜃1 + 𝐶 − 1)2 − 4(1 − 𝑑)(𝜃2 − 𝐶)2 > 0. (3.26)

Учитывая формулу (3.25), представим неравенство (3.26) в виде

𝜃1 >
|𝜃2 − 𝐶|√

1 − 𝑑
− 𝐶 + 1. (3.27)
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Если параметры управления 𝜃1, 𝜃2 удовлетворяют полученному неравенству

(3.27), то производная функционала Ляпунова-Красовского (3.22) неположитель-

на, т.е. цель управления (3.19) достигается.

Таким образом, можно сформулировать следующую теорему

Теорема 3.3. Пусть задержка 𝜏 – медленно-меняющаяся дифференцируемая

функция в системе (3.16), т.е. 𝜏 6 𝑑 < 1. Тогда управление 𝐼(𝑡) в форме (3.20),

где параметры 𝜃1 > 0 и 𝜃2 удовлетворяют неравенству (3.27), а 𝛿1, 𝛿2 выража-

ются формулами (3.17), обеспечивает цель управления (3.19).

Теперь проведем моделирование работы предложенного алгоритма. Для на-

чала рассмотрим поведение двух систем (3.16) без управления (𝐼(𝑡) = 0). Рас-

смотрим систему со следующими параметрами 𝑎 = 0.7, 𝑏 = 0.1, 𝐶 = 1, 𝜀 = 0.1,

𝜏(𝑡) = 3 + 1/2 cos(𝑡). На рис. 3.6 представлена динамика такой системы. Оче-

видно, что системы не синхронизированы (см. рис. 3.6(a) и (b), где представлена

динамика активаторов и ингибиторов, соответственно, и рис. 3.6(c), где пред-

ставлена динамика ошибки синхронизации активаторов, а также рис. 3.6(d) с

изображением фазовой плоскости).

Для того чтобы синхронизировать две системы ФХН (3.16) применим ал-

горитм управления в форме (3.20) с параметрами 𝜃1 = 5, 𝜃2 = 1. На рис. 3.7

представлены результаты моделирования. После переходного периода примерно

в 20 единиц времени две системы достигают желаемого синхронного состояния

(см. динамику активаторов и ингибиторов на рис. 3.7(a) и (b), соответственно, а

также динамику их разницы на рис. 3.7(c) и (d)). Таким образом, цель управле-

ния достигается. Отметим, что управление 𝐼(𝑡) ограничено и стремится к нулю

при 𝑡→ ∞ (см. рис. 3.7(f)).

3.3.2 Общий случай

В случае, если задержка не является медленно-меняющейся функцией, нужно

применять другой подход для управления синхронизацией. Предположим те-
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Рис. 3.6: Поведение двух связанных систем ФХН с медленно-менющейся

задержкой (3.16) без управления. Зеленой линией обозначена первая система, а

красной – вторая. (a) и (b): динамика активаторов и ингибиторов,

соответственно; (c): разница между значениями активаторов; и (d): фазовая

плоскость. Параметры системы: 𝑎 = 0.7, 𝑏 = 0.1, 𝐶 = 1, 𝜀 = 0.1,

𝜏(𝑡) = 3 + 1/2 cos(𝑡). Начальные условия: 𝑢1(𝑡) = cos(𝑡), 𝑣1(𝑡) = sin(𝑡),

𝑢2(𝑡) = − cos(𝑡), 𝑣2(𝑡) = − sin(𝑡) при 𝑡 ∈ [−𝜏, 0].
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Рис. 3.7: Управление синхронизацией в двух связанных системах ФХН (3.16) с

помощью алгоритма в форме (3.20). (a) и (b): динамика активаторов и

ингибиторов, соответственно; (c) и (d): разница между значениями активаторов

и ингибиторов, соотвественно; (e): фазовая плоскость; и (f): динамика

управления. Параметры системы: 𝜃1 = 5, 𝜃2 = 1. Остальные параметры и

начальные условия такие же, как и на рис. 3.6.
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перь, что в системе (3.16) функция задержки 𝜏(𝑡) – произвольная. Выберем та-

кой же закон управления (3.20), как и в предыдущем разделе 3.3.1, и рассмотрим

уравнения замкнутой системы (3.21). Для исследования устойчивости этой си-

стемы введем следующую функцию Ляпунова

𝑉 (z(𝑡)) =
1

2

(︀
𝜀𝛿21(𝑡) + 𝛿22(𝑡)

)︀
,

где z = (𝛿1, 𝛿2). Для получения независимых от задержки условий экспоненци-

альной устойчивости системы (3.21) используем неравенство Халаная (1.9)

Hal 6 (1 − 𝐶 − 𝜃1)𝛿
2
1(𝑡) − 𝜙(𝑡)𝛿21(𝑡) − 𝑏𝛿22(𝑡) + (𝜃2 − 𝐶)𝛿1(𝑡)𝛿1(𝑡− 𝜏)+

+ 𝑞(1 + 𝑜)(𝜀𝛿21(𝑡) + 𝛿22(𝑡)) − 𝑞(𝜀𝛿21(𝑡− 𝜏) + 𝛿22(𝑡− 𝜏)) 6 0,

где 𝑞 > 0, а 𝑜 > 0 – некоторая малая величина. Разрешимость следующего

линейного матричного неравенства гарантирует для достаточно малого 𝑜 > 0

выполнение неравенства Халаная Hal 6 0, а значит и экспоненциальную устой-

чивость системы (3.21)⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 − 𝐶 − 𝜃1 + 𝑞𝜀 0 (𝜃2 − 𝐶)/2 0

0 𝑞 − 𝑏 0 0

(𝜃2 − 𝐶)/2 0 −𝑞𝜀 0

0 0 0 −𝑞

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ≺ 0.

Это неравенство эквивалентно следующему⎡⎢⎢⎢⎣
1 − 𝐶 − 𝜃1 + 𝑞𝜀 0 (𝜃2 − 𝐶)/2

0 𝑞 − 𝑏 0

(𝜃2 − 𝐶)/2 0 −𝑞𝜀

⎤⎥⎥⎥⎦ ≺ 0. (3.28)

Используя критерий Сильвестра, получим, что для разрешимости матрично-

го неравенства (3.28) должны быть выполнены неравенства⎧⎪⎨⎪⎩𝑞 − 𝑏 < 0,

−(𝑞 − 𝑏)𝑞𝜀(1 − 𝐶 − 𝜃1 + 𝑞𝜀) − (𝜃2 − 𝐶)2(𝑞 − 𝑏)/4 < 0,
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которые можно привести к виду⎧⎪⎨⎪⎩0 < 𝑞 < 𝑏,

−4𝑞𝜀(1 − 𝐶 − 𝜃1 + 𝑞𝜀) > (𝜃2 − 𝐶)2.
(3.29)

Таким образом, имеет место следующая теорема

Теорема 3.4. Пусть в системе (3.16) задержка 𝜏(𝑡) – произвольная функция.

Алгоритм управления в форме (3.20) с параметрами, удовлетворяющими нера-

венствам (3.29) и 𝛿1, 𝛿2 равными (3.17), обеспечивает цель управления (3.19).

Если выполнено неравенство (1 − 𝐶 + 𝑞𝜀) < 0 для 𝑞 ∈ (0, 𝑏), то можно

использовать управление в форме (3.20) с параметром 𝜃1 = 0, т.е. для кусочно-

постоянной задержки 𝜏(𝑡) (3.14) алгоритм управления – дискретный.

Следствие 3.2. Если выполнено неравенство Θ = −4𝑞𝜀(1 − 𝐶 + 𝑞𝜀) > 0 для

𝑞 ∈ (0, 𝑏) системы (3.13), то дискретный алгоритм управления в форме

𝐼(𝑡) = 𝜃2(𝑢1(𝑡𝑘) − 𝑢2(𝑡𝑘)), 𝑡𝑘 6 𝑡 < 𝑡𝑘+1, (3.30)

где (𝜃2 − 𝐶)2 < Θ, обеспечивает синхронизацию систем (3.13).

Отметим, что при 𝑏 = 0 линейное матричное неравенство (3.28) неразреши-

мо.

Рассмотрим две связанные системы ФХН (3.13) с дискретной связью, где си-

ла связи 𝐶 = 3, а шаг дискретизации 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = ℎ̄ = 5. Из рис. 3.5 видно, что

теорема 1.4 не гарантирует синхронизацию систем для таких параметров. На

рис. 3.8 представлена динамика системы (3.13). Очевидно, что системы не син-

хронизированы (см. рис. 3.8(a) и (b), где представлена динамика активаторов и

ингибиторов, соответственно, и рис. 3.8(c), где представлена динамика ошибки

синхронизации активаторов, а также рис. 3.8(d) с изображением фазовой плос-

кости).

Для того чтобы синхронизировать две системы ФХН (3.13) используем дис-

кретный алгоритм управления в форме (3.30) с параметрами 𝜃2 = 1, 𝑞 = 0.5.
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Рис. 3.8: Поведение двух связанных систем ФХН с дискретной связью (3.13)

без управления. Зеленой линией обозначена первая система, а красной – вторая.

(a) и (b): динамика активаторов и ингибиторов, соответственно; (c): разница

между значениями активаторов; и (d): фазовая плоскость. Параметры системы:

𝑎 = 0.7, 𝑏 = 0.8, 𝐶 = 3, 𝜀 = 0.1, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = ℎ̄ = 5. Начальные условия:

𝑢1(0) = 1, 𝑣1(0) = 1, 𝑢2(0) = −1, 𝑣2(0) = −1.
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Рис. 3.9: Управление синхронизацией в двух связанных системах ФХН (3.13) с

помощью дискретного алгоритма в форме (3.30). (a) и (b): динамика

активаторов и ингибиторов, соответственно; (c) и (d): разница между

значениями активаторов и ингибиторов, соотвественно; (e): фазовая плоскость;

и (f): динамика управления. Параметры системы: 𝑞 = 0.5, 𝜃2 = 1. Остальные

параметры и начальные условия такие же, как и на рис. 3.8.
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На рис. 3.9 приведены результаты моделирования. После переходного периода

примерно в 60 единиц времени две системы достигают желаемого синхронного

состояния (см. динамику активаторов и ингибиторов на рис. 3.9(a) и (b), соответ-

ственно, а также динамику их разницы на рис. 3.9(c) и (d)). Таким образом, цель

управления достигается. Отметим, что управление 𝐼(𝑡) ограничено и стремится

к нулю при 𝑡→ ∞ (см. рис. 3.9(f)).
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Глава 4

Управление синхронизацией

в сетях систем

ФитцХью-Нагумо

4.1 Синхронизация в неоднородных сетях систем

ФитцХью-Нагумо

В этом разделе исследуются условия синхронизации неоднородной сети систем

ФХН. Будет показано, что сила связи является ключевым параметром для син-

хронизируемости сети. Сфокусируемся на случае с нулевой задержкой 𝜏(𝑡) ≡ 0,

чтобы упростить решение поставленной задачи. Рассмотрим сеть неоднородных

систем ФХН, описываемую уравнениями

𝜀𝑢̇𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) −
𝑢3𝑖 (𝑡)

3
− 𝑣𝑖(𝑡) + 𝐶

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐺𝑖𝑗[𝑢𝑗(𝑡) − 𝑢𝑖(𝑡)],

𝑣̇𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) − 𝑏𝑣𝑖(𝑡) + 𝑎𝑖,

(4.1)

где 𝐶 – сила связи между узлами, G = (𝐺𝑖𝑗) – матрица смежности, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 .

Предположим, что значения пороговых параметров 𝑎𝑖 лежат в некотором отрез-

ке, т.е. |𝑎𝑖 − 𝑎𝑗| 6 𝜎, ∀𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 .
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Предположим, что граф связей Γ сети (4.1) связный и неориентированный,

т.е. его матрица смежности G = (𝐺𝑖𝑗) симметричная. Сложим все первые и вто-

рые уравнения системы (4.1), соответственно, и разделим на 𝑁 , тогда получим

среднюю траекторию, описываемую уравнениями

𝜀 ˙̄𝑢(𝑡) = 𝑢̄(𝑡) − 𝜓(𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑁(𝑡)) − 𝑣(𝑡),

˙̄𝑣(𝑡) = 𝑢̄(𝑡) − 𝑏𝑣(𝑡) + 𝑎̄,
(4.2)

где

𝑢̄ =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗, 𝑣 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣𝑗, 𝑎̄ =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗,

𝜓(𝑢1, . . . , 𝑢𝑁) =
1

3𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑢3𝑗 .

(4.3)

Если сеть (4.1) синхронизирована, то 𝜓 = 𝑢̄3/3.

Вычтем первое уравнение системы (4.2) из первого уравнения системы (4.1),

а второе из второго, соответственно, и получим

𝜀[𝑢̇𝑖(𝑡) − ˙̄𝑢(𝑡)] = 𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡) − 𝑢3𝑖 (𝑡)

3
+ 𝜓(𝑡) − 𝑣𝑖(𝑡) + 𝑣(𝑡)+

+ 𝐶
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐺𝑖𝑗[𝑢𝑗(𝑡) − 𝑢𝑖(𝑡)],

𝑣̇𝑖(𝑡) − ˙̄𝑣(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡) − 𝑏[𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣(𝑡)] + 𝑎𝑖 − 𝑎̄.

(4.4)

Так как рассматривается неоднородная сеть, то цель управления можно опре-

делить как

|𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)| 6 ∆1, |𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣(𝑡)| 6 ∆2, при 𝑡 > 𝑡*, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (4.5)

где ∆1, ∆2 – уровни точности, которые определим позднее.

Для анализа устойчивости системы (4.4) введем следующую функцию Ляпу-

нова

𝑉 (z(𝑡)) =
1

2

𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
𝜀[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)]2 + [𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣(𝑡)]2

)︀
,
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где z = (𝑢1, 𝑣1, . . . , 𝑢𝑁 , 𝑣𝑁). Найдем ее производную в силу системы (4.4) и

сделаем некоторые преобразования, учитывая формулы (4.3)

𝑉̇ (z(𝑡)) =
𝑁∑︁
𝑖=1

{︂
[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)]

[︂
𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡) − 𝑢3𝑖 (𝑡)

3
+ 𝜓(𝑡) − 𝑣𝑖(𝑡) + 𝑣(𝑡)+

+ 𝐶
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐺𝑖𝑗[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢𝑗(𝑡)]

]︂
+

+ [𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣(𝑡)] (𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡) − 𝑏[𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣(𝑡)] + 𝑎𝑖 − 𝑎̄)

}︂
=

= −
𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)][𝑢3𝑖 (𝑡)/3 − 𝜓(𝑡)] +
𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)]2+

+ 𝐶
𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)]
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐺𝑖𝑗[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢𝑗(𝑡)]−

−
𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
𝑏[𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣(𝑡)]2 − [𝑎𝑖 − 𝑎̄][𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣(𝑡)]

)︀
. (4.6)

Используя обозначения (4.3), получим следующее выражение

𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)] = 0. (4.7)

Рассмотрим первую сумму в выражении (4.6). Используя полученное выражение

(4.7), добавим слагаемое 𝑢̄3(𝑡)/3
∑︀𝑁

𝑖=1[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)] = 0 в уравнение (4.6), тогда

первую сумму в этом уравнении можно представить как

−
𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡)−𝑢̄(𝑡)][𝑢3𝑖 (𝑡)/3−𝜓(𝑡)] = 𝜓(𝑡)
𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡)−𝑢̄(𝑡)]−1

3

𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡)−𝑢̄(𝑡)]𝑢3𝑖 (𝑡)+

+
1

3

𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)]𝑢̄3(𝑡) = −1

3

𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)]2[𝑢2𝑖 (𝑡) + 𝑢𝑖(𝑡)𝑢̄(𝑡) + 𝑢̄2(𝑡)] 6 0.

Она неположительна и равна нулю при 𝑢𝑖(𝑡) = 𝑢̄(𝑡), ∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , следователь-

но, ее можно опустить.
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Сумму второго и третьего членов в уравнении (4.6) можно представить в

следующем виде

𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)]2 + 𝐶
𝑁∑︁
𝑖=1

[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)]
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐺𝑖𝑗[𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢𝑗(𝑡)] =

=
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) −
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑢𝑗(𝑡) − 𝐶
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖𝑢
2
𝑖 (𝑡) + 𝐶

𝑁∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐺𝑖𝑗𝑢𝑖(𝑡)𝑢𝑗(𝑡) =

=
(︁
𝑢1(𝑡) · · · 𝑢𝑁(𝑡)

)︁[︂ 1

𝑁
𝐿(Γ0) − 𝐶𝐿(Γ)

]︂⎛⎜⎜⎜⎝
𝑢1(𝑡)

...

𝑢𝑁(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑛𝑖 – степень 𝑖й вершины графа,

𝐿(Γ0) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑁 − 1 −1 · · · −1

−1 𝑁 − 1 · · · −1
... ... . . . ...

−1 −1 · · · 𝑁 − 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐿(Γ0) – матрица Лапласа полного графа Γ0, который, очевидно, является связ-

ным и неориентированным, и

𝐿(Γ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑛1 −𝐺12 · · · −𝐺1𝑁

−𝐺21 𝑛2 · · · −𝐺2𝑁

... ... . . . ...

−𝐺𝑁1 −𝐺𝑁2 · · · 𝑛𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐿(Γ) – матрица Лапласа графа связей Γ, который тоже является связным и неори-

ентированным по предположению.

Четвертая сумма в уравнении (4.6) отрицательна при |𝑣𝑖(𝑡)−𝑣(𝑡)| > |𝑎𝑖− 𝑎̄|/𝑏

для всех 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . Имеет место неравенство |𝑎𝑖 − 𝑎̄| 6 𝜎 по предположению.

Значит уровень точности ∆2 равен 𝜎/𝑏. Из второго уравнения системы (4.4),

получим, что второй уровень точности ∆1 равен 2𝜎.
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Таким образом, мы свели задачу синхронизируемости сети (4.1) к разреши-

мости линейного матричного неравенства[︂
1

𝑁
𝐿(Γ0) − 𝐶𝐿(Γ)

]︂
⪯ 0. (4.8)

Минимальное собственное число матрицы Лапласа равно 0 (см. раздел 1.5).

Все остальные собственные числа матрицы Лапласа полного графа 𝐿(Γ0) равны

𝑁 [31]. Таким образом, имеют место неравенства

𝐿(Γ0) ⪯ 𝑁𝐼𝑛, 𝐿(Γ) ⪰ 𝜆2(Γ)𝐼𝑛,

где 𝜆2(Γ) – алгебраическая связность графа Γ, а

𝐼𝑛 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 . . . 0

0 1 . . . 0
... ... . . . ...

0 0 . . . 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Значит, если выполнено неравенство

𝐼𝑛 ⪯ 𝐶𝜆2(Γ)𝐼𝑛,

то будет выполнено и неравенство (4.8). В свою очередь, полученное матричное

неравенство разрешимо, если 𝐶 > 1/𝜆2(Γ).

Таким образом, если выполнено неравенство 𝐶 > 1/𝜆2(Γ), то линейное мат-

ричное неравенство (4.8) разрешимо, а, значит, цель управления (4.5) достигает-

ся.

Имеет место следующая теорема

Теорема 4.1. Пусть граф связей Γ неоднородной сети систем ФХН (4.1) неори-

ентированный и связный. Также пусть значения пороговых параметров 𝑎𝑖 ле-

жат в некотором отрезке, т.е. |𝑎𝑖 − 𝑎𝑗| 6 𝜎, ∀𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 . Если выполнено

неравенство 𝐶 > 1/𝜆2(Γ), где 𝜆2(Γ) – алгебраическая связность графа связей Γ,

то цель управления (4.5) достигается с уровнями точности ∆1 = 2𝜎, ∆2 = 𝜎/𝑏.
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Данный результат является обобщением теоремы 3.1 для сети из 𝑁 узлов со

связным неориентированным графом.

Имеет место следующее неравенство 𝜆2(Γ) 6 𝛿(Γ) [39], где 𝛿(Γ) – минималь-

ная степень вершины графа связей Γ.

Следствие 4.1. Пусть значения пороговых параметров 𝑎𝑖 системы (4.1) лежат

в некотором отрезке, т.е. |𝑎𝑖 − 𝑎𝑗| 6 𝜎, ∀𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , и граф связей сети

(4.1) – неориентированный и связный. Если выполнено неравенство 𝐶 > 1/𝛿(Γ),

где 𝛿(Γ) – минимальная степень вершины графа связей Γ, то цель управления

(4.5) достигается с уровнями точности ∆1 = 2𝜎, ∆2 = 𝜎/𝑏.

4.2 Управление синхронизацией в неоднородных

сетях систем ФитцХью-Нагумо

Если для рассматриваемой сети систем ФХН неравенство 𝐶 > 1/𝛿(Γ) не выпол-

нено, то можно добавить дополнительные связи ко всем узлам, чтобы обеспе-

чить его выполнение. Это можно сделать с помощью добавления одинакового

для всех узлов внешнего стимула 𝐼(𝑡). Для этой цели можно использовать ал-

горитм управления средним, т.е. добавить член 𝐼(𝑡) = 1
𝑁

∑︀𝑁
𝑖=1 𝑢𝑖(𝑡) к каждому

узлу, что было сделано, например, в работах [98, 99]. Однако такой закон тре-

бует наличия обратных связей, поэтому вместо него мы можем использовать

управление в форме

𝐼(𝑡) = 𝛾𝑢(𝑡), (4.9)

где 𝛾 – коэффициент усиления, а 𝑢 – значение активатора системы мастера,

которая описывается следующими уравнениями

𝜀𝑢̇(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑢3(𝑡)

3
− 𝑣(𝑡),

𝑣̇(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑏𝑣(𝑡) + 𝑎.

(4.10)
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С помощью выбора параметров 𝑎, 𝑏 можно регулировать поведение сети. Напри-

мер, если сеть находилась в возбудимом режиме, то путем добавления внешне-

го стимула, описываемого уравнениями (4.9), (4.10) с колебательным режимом,

можно перевести всю сеть в колебательный режим.

Для применения предложенного алгоритма управления рассмотрим неодно-

родное кольцо систем ФХН

𝜀𝑢̇𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) −
𝑢𝑖(𝑡)

3

3
− 𝑣𝑖(𝑡) + 𝐶

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐺𝑖𝑗[𝑢𝑗(𝑡) − 𝑢𝑖(𝑡)] + 𝐼(𝑡),

𝑣𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) − 𝑏𝑣𝑖(𝑡) + 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

(4.11)

где матрица смежности G = (𝐺𝑖𝑗) имеет вид

G =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 1

1 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1

1 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4.12)

Для моделирования рассмотрим сеть из 𝑁 = 500 узлов. Пусть 𝐶 = 0.1, 𝑏 = 0.1,

𝜀 = 0.01, 𝑎𝑖 – пороговые параметры, имеющие нормальное распределение со

средним 𝜇 = 1 и стандартным отклонением 𝜎 = 0.1 и принадлежащие отрезку

𝑎𝑖 = 𝜇 ± 𝜎. Без управления сеть не синхронизируется, что можно увидеть на

рис. 4.1. Очевидно, что нет синхронизации между значениями активаторов и

ингибиторов.

Для синхронизации сети используем алгоритм управления в форме (4.9),

(4.10). Результат показан на рис. 4.1: цель управления досигнута, и синхрони-

зация имеет место как для активаторов (см. рис. 4.1(a)), так и для ингибиторов

(см. рис. 4.1(b)).
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Рис. 4.1: Поведение кольцевой сети из 500 систем ФХН (4.11), (4.12) без

управления (𝐼(𝑡) = 0). (a) и (b): динамика активаторов и ингибиторов всех

узлов, соответственно. Параметры системы: 𝑁 = 500, 𝐶 = 0.1, 𝑏 = 0.1,

𝜀 = 0.01. Пороговые параметры 𝑎𝑖 имеют нормальное распределение со

средним 𝜇 = 1 и стандартным отклонением 𝜎 = 0.1 и принадлежат отрезку

𝑎𝑖 = 𝜇± 𝜎. Начальные условия: 𝑢𝑖(0) = 0, 𝑣𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 .
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Рис. 4.2: Управление синхронизацией в кольцевой сети из 500 систем

ФХН (4.11), (4.12) с помощью внешнего стимула 𝐼(𝑡) (4.9), (4.10). (a) и (b):

динамика активаторов и ингибиторов всех узлов, соответственно. Параметры

системы: 𝛾 = 0.3, 𝑎 = 0.9, 𝑏 = 0. Остальные параметры и начальные условия

такие же как на рис. 4.1.
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4.3 Синхронизация кольца связанных систем

ФитцХью-Нагумо с помощью настройки силы

связи

Здесь рассматривается обобщение алгоритма, предложенного в разделе 3.1.3

на случай однонаправленного кольца из систем ФХН. Рассмотрим сеть систем

ФХН из 𝑁 узлов (4.1), где матрица смежности G имеет следующую форму

G =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... . . . . . . ...

0 0 . . . . . . 1

1 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4.13)

Подход основан на том, чтобы синхронизировать два узла в кольце; в этом

случае другие узлы также синхронизируются. Такая же идея используется для

управления движением волны в цепи маятников [43]. Однако, есть ограничение

для использования этого подхода, установленное в ходе моделирования: узлы с

самым большим и с самым маленьким пороговым параметром в сети должны

быть соседними.

Предположим, что 𝑘 – узел с самым большим пороговым параметром, а 𝑙 – с

самым маленьким, т.е.

𝑎𝑘 = max
𝑖=1,...,𝑁

𝑎𝑖, 𝑎𝑙 = min
𝑖=1,...,𝑁

𝑎𝑖,

и они являются соседними, т.е. 𝑘 = (𝑙 + 1) mod 𝑁 или 𝑘 = (𝑙 − 1) mod 𝑁 .

Используем закон управления из раздела 3.1.3 (3.12) для синхронизации этих

двух узлов. Тогда он будет выглядеть следующим образом

𝐶̇(𝑡) = 𝛾 [𝑢𝑘(𝑡) − 𝑢𝑙(𝑡) + 𝑎𝑘 − 𝑎𝑙] [𝑢𝑘(𝑡) − 𝑢𝑙(𝑡)] , (4.14)

где 𝛾 – коэффициент усиления. Заметим, что закон изменения силы связи будет

одинаковым между каждыми соединенными узлами в кольце. Как и в разде-

65



ле 3.1.3, управление (4.14) обеспечивает приближенную синхронизацию

𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢𝑗(𝑡) ≈ −𝑎𝑖 + 𝑎𝑗,

𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣𝑗(𝑡) ≈ 𝑐𝑖,

при 𝑡 > 𝑡*, где 𝑐𝑖 – константы, и 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 .

На рис. 4.3 представлены результаты моделирования поведения десяти си-

стем ФХН, где настройка силы связи производится по закону (4.14). Можно

заметить, что после переходного периода примерно в 80 единиц времени узлы

синхронизируются в колебательном режиме (см. рис. 4.3(a) и (b), где показа-

на динамика активаторов и ингибиторов, соответственно). Таким образом, цель

управления достигается.

Мы рассмотрели случай, когда узлы с самым большим и самым маленьким

пороговым параметром являются соседями. Если для рассматриваемой системы

это неверно, то закон управления (4.14) не даст результата. Однако, если управ-

лять каждой силой связи отдельно, то можно достичь цели управления. Тогда

кольцевую сеть систем ФХН можно описать уравнениями

𝜀𝑢̇𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) −
𝑢3𝑖 (𝑡)

3
− 𝑣𝑖(𝑡) + 𝐶𝑖(𝑡)[𝑢(𝑖+1) mod 𝑁(𝑡) − 𝑢𝑖(𝑡)],

𝑣𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡) − 𝑏𝑣𝑖(𝑡) + 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

(4.15)

где 𝐶𝑖(𝑡) – сила связи с узлом 𝑖. Далее, как и для случая двух узлов 3.1.3, при-

меняя алгоритм скоростного градиента к системе (4.15) с целевой функцией

𝑄(z(𝑡)) =
𝜀

2

𝑁∑︁
𝑖=1

[︀
𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢(𝑖+1) mod 𝑁(𝑡) + 𝑎𝑖 − 𝑎(𝑖+1) mod 𝑁

]︀2
,

где z = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑁) можно получить следующий закон управления

𝐶𝑖(𝑡) = 𝛾
[︀
𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢(𝑖+1) mod 𝑁(𝑡)

]︀
×
[︀
2𝑢𝑖(𝑡) − 𝑢(𝑖−1) mod 𝑁(𝑡)−

− 𝑢(𝑖+1) mod 𝑁(𝑡) + 2𝑎𝑖 − 𝑎(𝑖−1) mod 𝑁(𝑡) − 𝑎(𝑖+1) mod 𝑁(𝑡)
]︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (4.16)

где 𝛾 – коэффициент усиления.
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Рис. 4.3: Управление синхронизацией в кольце из десяти систем ФХН (4.1) с

матрицей смежности (4.13) с помощью настройки силы связи, одинаковой для

всех узлов, в виде (4.14). (a) и (b): динамика активаторов и ингибиторов всех

узлов, соответственно. Параметры системы: 𝑁 = 10, 𝜀 = 0.1, 𝑏 = 0.1, 𝛾 = 100.

Пороговые параметры 𝑎𝑖 выбраны случайно из отрезка [0.8, 1.1], тогда как

наибольший пороговый параметр, здесь 𝑎1, равен 1.1, а наименьший, здесь 𝑎2,

равен 0.8. Начальные условия: 𝑢𝑖(0) = 0, 𝑣𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 .
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Рис. 4.4: Управление синхронизацией в кольце из десяти систем ФХН (4.15) с

помощью настройки силы связи (4.16). (a) и (b): динамика активаторов и

ингибиторов всех узлов, соответственно. Параметры системы: 𝛾 = 1.

Остальные параметры и начальные условия такие же, как на рис. 4.3.
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На рис. 4.4 приведены результаты моделирования поведения системы (4.15)

с законом управления (4.16). Цель управления достигается, и синхронизация

имеет место. Этот метод требует меньшего коэффициента усиления, чем алго-

ритм (4.14) и, более того, обеспечивает синхронизацию ингибиторов с прене-

брежимо малым сдвигом (см. рис. 4.4(b)).
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Заключение

В заключение перечислим основные научные результаты работы.

1. Получены неравенства, устанавливающие невозможность бифуркации

Андронова-Хопфа, для случая двух систем ФХН и для случая однонаправ-

ленного кольца систем ФХН с различными пороговыми параметрами. По-

казано, что, если неравенства выполнены, то траектории систем стремятся

к устойчивой предельной точке (Теоремы 2.1, 2.2) [20, 116].

2. Синтезированы алгоритмы управления синхронизацией двух систем ФХН

с различными пороговыми параметрами с помощью внешнего стимула и с

помощью настройки силы связи. Сформулированы теоремы о достижении

целей управления при управлении с помощью внешнего стимула (Теоре-

мы 3.1, 3.2) [20, 28, 84, 85].

3. Синтезированы алгоритмы управления синхронизацией двух систем ФХН

с переменной задержкой при помощи внешнего стимула. Cформулированы

теоремы о достижении цели управления (Теоремы 3.3, 3.4) [86, 87, 89].

4. Найдены оценки шага дискретизации в зависимости от силы связи, необ-

ходимые для синхронизации двух систем ФХН, в случае дискретной связи

между двумя системами [89].

5. Получено условие синхронизации неоднородной сети из систем ФХН со

связным неориентированным графом. Предложен алгоритм управления
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синхронизацией при помощи одинакового для всех узлов внешнего стиму-

ла и алгоритмы управления синхронизацией при помощи настройки силы

связи (Теорема 4.1) [7, 20, 28, 84, 88, 116].

71



Список рисунков

1.1 Динамика системы ФХН (1.1). Зеленой линией обозначен возбу-

димый режим, а красной линией – колебательный. (a): динамика

активатора; (b): фазовая плоскость. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1 Бифуркация Андронова-Хопфа двух связанных линеаризованных

систем ФХН (2.2); (a): малая сила связи 𝐶 (𝐶 = 0.3); (b): большая

сила связи (𝐶 = 5). Красным цветом обозначены области пара-

метров, для которых неравенство (2.6) выполнено, т.е. бифуркация

Андронова-Хопфа невозможна, и положение равновесия устойчи-

во. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.1 Поведение двух связанных систем ФХН (3.1) без управления

𝐼(𝑡) = 0. Зеленой линией обозначена первая система, а красной

– вторая. (a) и (b): динамика активаторов и ингибиторов, соответ-

ственно; (c): разница между значениями активаторов; (d): фазо-

вая плоскость. Параметры системы: 𝜀 = 0.1, 𝑎1 = 1.1, 𝑎2 = 0.7,

𝑏 = 0.1, 𝐶 = 0.1. Начальные условия: 𝑢1(0) = 0, 𝑣1(0) = 0,

𝑢2(0) = 0, 𝑣2(0) = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

72



3.2 Синхронизация двух связанных систем ФХН (3.1) при помощи

внешнего стимула (3.5) (неадаптивный случай). (a) и (b): динами-

ка активаторов и ингибиторов, соответственно; (c) и (d): разница

между значениями активаторов и ингибиторов, соответственно;

(e): фазовая плоскость; и (f): динамика управления. Параметры

системы: 𝛾 = 10. Остальные параметры и начальные условия та-

кие же, как и на рис. 3.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.3 Синхронизация двух связанных систем ФХН (3.1) при помощи

внешнего стимула (3.9) (адаптивный случай). (a) и (b): динами-

ка активаторов и ингибиторов, соответственно; (c) и (d): разница

между значениями активаторов и ингибиторов, соответственно;

(e): фазовая плоскость; и (f): динамика управления. Параметры

системы: 𝛾 = 10, 𝛾0 = 1, 𝐶 = −0.2. Остальные параметры и

начальные условия такие же, как и на рис. 3.1. . . . . . . . . . . . . 38

3.4 Синхронизация двух связанных систем ФХН (3.1) при помощи на-

стройки силы связи по алгоритму (3.12). (a) и (b): динамика акти-

ваторов и ингибиторов, соответственно; (c) и (d): разница между

значениями активаторов и ингибиторов, соответственно; (e): фа-

зовая плоскость; и (f): динамика силы связи. Параметры системы:

𝛾 = 3. Остальные параметры и начальные условия такие же, как

и на рис. 3.1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.5 Разрешимость линейных матричных неравенств по теореме 1.4

для системы (3.15) (зеленый цвет), и область синхронизации си-

стемы (3.15), полученная с помощью моделирования (красный

цвет). Параметры системы: 𝑏 = 0.8, 𝑎 = 0.7, 𝜀 = 0.1. . . . . . . . . . 44

73



3.6 Поведение двух связанных систем ФХН с медленно-менющейся

задержкой (3.16) без управления. Зеленой линией обозначена пер-

вая система, а красной – вторая. (a) и (b): динамика активаторов и

ингибиторов, соответственно; (c): разница между значениями ак-

тиваторов; и (d): фазовая плоскость. Параметры системы: 𝑎 = 0.7,

𝑏 = 0.1, 𝐶 = 1, 𝜀 = 0.1, 𝜏(𝑡) = 3 + 1/2 cos(𝑡). Начальные условия:

𝑢1(𝑡) = cos(𝑡), 𝑣1(𝑡) = sin(𝑡), 𝑢2(𝑡) = − cos(𝑡), 𝑣2(𝑡) = − sin(𝑡) при

𝑡 ∈ [−𝜏, 0]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.7 Управление синхронизацией в двух связанных системах

ФХН (3.16) с помощью алгоритма в форме (3.20). (a) и (b):

динамика активаторов и ингибиторов, соответственно; (c) и (d):

разница между значениями активаторов и ингибиторов, соот-

вественно; (e): фазовая плоскость; и (f): динамика управления.

Параметры системы: 𝜃1 = 5, 𝜃2 = 1. Остальные параметры и

начальные условия такие же, как и на рис. 3.6. . . . . . . . . . . . . 50

3.8 Поведение двух связанных систем ФХН с дискретной свя-

зью (3.13) без управления. Зеленой линией обозначена первая си-

стема, а красной – вторая. (a) и (b): динамика активаторов и ин-

гибиторов, соответственно; (c): разница между значениями акти-

ваторов; и (d): фазовая плоскость. Параметры системы: 𝑎 = 0.7,

𝑏 = 0.8, 𝐶 = 3, 𝜀 = 0.1, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = ℎ̄ = 5. Начальные условия:

𝑢1(0) = 1, 𝑣1(0) = 1, 𝑢2(0) = −1, 𝑣2(0) = −1. . . . . . . . . . . . . . 53

3.9 Управление синхронизацией в двух связанных системах

ФХН (3.13) с помощью дискретного алгоритма в форме (3.30).

(a) и (b): динамика активаторов и ингибиторов, соответственно;

(c) и (d): разница между значениями активаторов и ингибиторов,

соотвественно; (e): фазовая плоскость; и (f): динамика управле-

ния. Параметры системы: 𝑞 = 0.5, 𝜃2 = 1. Остальные параметры

и начальные условия такие же, как и на рис. 3.8. . . . . . . . . . . . 54

74



4.1 Поведение кольцевой сети из 500 систем ФХН (4.11), (4.12) без

управления (𝐼(𝑡) = 0). (a) и (b): динамика активаторов и ингиби-

торов всех узлов, соответственно. Параметры системы: 𝑁 = 500,

𝐶 = 0.1, 𝑏 = 0.1, 𝜀 = 0.01. Пороговые параметры 𝑎𝑖 имеют нор-

мальное распределение со средним 𝜇 = 1 и стандартным откло-

нением 𝜎 = 0.1 и принадлежат отрезку 𝑎𝑖 = 𝜇 ± 𝜎. Начальные

условия: 𝑢𝑖(0) = 0, 𝑣𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.2 Управление синхронизацией в кольцевой сети из 500 систем

ФХН (4.11), (4.12) с помощью внешнего стимула 𝐼(𝑡) (4.9), (4.10).

(a) и (b): динамика активаторов и ингибиторов всех узлов, соот-

ветственно. Параметры системы: 𝛾 = 0.3, 𝑎 = 0.9, 𝑏 = 0. Осталь-

ные параметры и начальные условия такие же как на рис. 4.1. . . . 64

4.3 Управление синхронизацией в кольце из десяти систем ФХН (4.1)

с матрицей смежности (4.13) с помощью настройки силы связи,

одинаковой для всех узлов, в виде (4.14). (a) и (b): динамика ак-

тиваторов и ингибиторов всех узлов, соответственно. Параметры

системы: 𝑁 = 10, 𝜀 = 0.1, 𝑏 = 0.1, 𝛾 = 100. Пороговые параметры

𝑎𝑖 выбраны случайно из отрезка [0.8, 1.1], тогда как наибольший

пороговый параметр, здесь 𝑎1, равен 1.1, а наименьший, здесь 𝑎2,

равен 0.8. Начальные условия: 𝑢𝑖(0) = 0, 𝑣𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . . . 67

4.4 Управление синхронизацией в кольце из десяти систем ФХН

(4.15) с помощью настройки силы связи (4.16). (a) и (b): динамика

активаторов и ингибиторов всех узлов, соответственно. Парамет-

ры системы: 𝛾 = 1. Остальные параметры и начальные условия

такие же, как на рис. 4.3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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62. Kiss, I. Z. Collective dynamics of chaotic chemical oscillators and the law of

large numbers / I. Z. Kiss, Y. Zhai, J. L. Hudson // Physical Review Letters. —

2002. — Vol. 88, Issue 23. — 238301.

63. Koch, C. Biophysics of computation: information processing in single neurons /

C. Koch. — Oxford: Oxford University Press, 1999. — 562 p.

64. Kuramoto, Y. Chemical oscillations, waves, and turbulence / Y. Kuramoto. —

New York: Dover Publications, 2003. — 176 p.
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