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4

ВВЕДЕНИЕ

1. Современное состояние проблемы

Корректный расчет макропараметров сильнонеравновесных тече-
ний, таких как течения за сильными ударными волнами, возникающими
при вхождении космического летательного аппарата в атмосферу плане-
ты, и течений в соплах — важная задача современной физической газовой
динамики. Повышение точности расчетов макропараметров позволяет бо-
лее корректно оценивать сопротивление и тепловые потоки у поверхности
летательного аппарата, что в свою очередь дает возможность лучше про-
ектировать тепловую защиту.

В сильнонеравновесных течениях смесей реальных газов необходим
учет релаксации внутренних степеней свободы, а также химической ре-
лаксации. Для моделирования чаще всего используют либо замкнутые си-
стемы уравнений переноса, полученные из кинетической теории, либо ме-
тод прямого статистического моделирования (ПСМ). Следует также от-
метить методы прямого численного решения уравнения Больцмана [3,4],
которые в настоящее время используются для решения лишь простей-
ших задач. Для получения замкнутых систем уравнений переноса часто
используются метод малого параметра [13, 49, 50] или моментные мето-
ды [17, 100, 164, 165]. Метод Энскога–Чепмена впервые был построен для
слабонеравновесных газов без внутренних степеней свободы [50, 83, 89].
Позднее метод был обобщен на смеси газов с внутренними степенями сво-
боды [49,174–176] и химическими реакциями [7,18,30,37–39,43,51].

Обобщенный метод Энскога–Чепмена строится на основании иерар-
хии времен релаксации, в рамках которой процессы делятся на быстрые
и медленные. Наиболее детальным является поуровневое приближение,
в рамках которого отдельно рассматриваются заселенности всех колеба-
тельных уровней. Однако в силу большого числа получающихся уравне-
ний (и, как следствие, высокой вычислительной сложности поуровневого
подхода), в реальных расчетах часто используются многотемпературные
приближения, в рамках которых считается, что заселенности колебатель-
ных уровней описываются квазистационарным распределением с колеба-
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тельной температурой, отличной от температуры газа.
В нулевом приближении метод Энскога–Чепмена позволяет полу-

чить замкнутую систему уравнений Эйлера, т.е. уравнения переноса
невязкой нетеплопроводной смеси газов; в первом приближении в рам-
ках метода Энскога–Чепмена система уравнений переноса соответству-
ет уравнениям Навье–Стокса [49, 50]. В поуровневом приближении урав-
нения переноса включают уравнения, описывающие изменение заселен-
ностей колебательных уровней в силу переходов колебательной энергии
и химических реакций, в многотемпературных приближениях уравнения
переноса содержат уравнения, описывающие изменение числа частиц ка-
ждого химического сорта за счет химических реакций, а также уравнения
релаксации колебательной энергии.

Для замыкания системы уравнений необходимы выражения для по-
токовых и релаксационных членов, в частности, для скорости физико-
химических процессов. При расчетах в многотемпературном приближе-
нии для описания скорости колебательной релаксации зачастую исполь-
зуется формула Ландау–Теллера [137], применимость которой в сильно-
неравновесных высокотемпературных течениях недостаточно обоснована
с теоретической точки зрения, особенно для молекул-ангармонических ос-
цилляторов. Формула Ландау–Теллера также использует значения вре-
мен релаксации, которые обычно рассчитываются на основе эксперимен-
тальных данных [144] и не дают корректного описания их поведения при
высоких температурах [61,98,106]. Однако формула Ландау–Теллера по-
прежнему широко используется для моделирования сильнонеравновес-
ных течений [46,81,170].

Изучение течений с колебательной неравновесностью важно для
многих приложений: в высотной аэродинамике [45–48,53,81,149], в физике
лазеров [14,15], при исследовании устойчивости течений [16,23,36,40,41].
При этом часто важен учет влияния колебательной релаксации на хи-
мическую релаксацию и наоборот; так, в работе [166] было показано,
что учет влияния реакции диссоциации на колебательную релаксацию
(за счет изменения числа молекул в системе) может приводить к двух-
кратному увеличению длины релаксационной зоны. Влияние колебатель-
ной релаксации на процесс диссоциации было впервые рассмотрено в
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работе [103], а роль диссоциации в процессе колебательной релаксации
впервые обсуждается в работах [45, 105, 143, 168]. Модель перекрестного
влияния между колебательной релаксацией и диссоциацией, предложен-
ная в работе [168] и известная как модель “CVDV” (coupled vibration-
dissociation-vibration) была позже обобщена на произвольные химические
реакции [118] (модель “CVCV” — coupled vibration-chemistry-vibration).
Модель влияния колебательного возбуждения на скорость диссоциации,
разработанная в [143, 168], известна как модель Тринора-Маррона и ши-
роко применяется на практике. К другим широко используемым мо-
делям диссоциации, учитывающим влияние колебательного возбужде-
ния, относятся эмпирическая модель Парка [151], модель Мачерета–
Фридмана [141], основанная на классической теории столкновений, и мо-
дель Кузнецова [24]. Подробный обзор CVDV и CVCV моделей можно
найти в [51].

Описанные выше модели не рассматривают эффекты, возникающие
в первом приближении метода Энскога–Чепмена, т.е. вязкие эффекты.
В работах [153, 154, 162, 163] впервые учтено влияние отклонения функ-
ции распределения частиц по скорости от максвелловской на скорость
химических реакций. В линейной термодинамике необратимых процес-
сов [88] в качестве скалярных сил вводятся сродство химических реакций
и дивергенция скорости; из принципа Кюри следует, что скорости ре-
акций должны быть линейными комбинациями сродства и дивергенции
скорости потока с соответствующими кинетическими коэффициентами.
В первом приближении метода Энскога–Чепмена выражения для скоро-
сти химических реакций, подтверждающие данную зависимость, впер-
вые получены Людвигом и Хейлем [32] для однотемпературных течений
диссоциирующих газов; позднее для газов с произвольными химически-
ми реакциями [2] и с учетом внутренних степеней свободы [97, 125]. В
работах [10, 33, 64, 131, 132] скорость физико-химических процессов рас-
сматривалась в многотемпературном приближении. В рамках поуровне-
вого подхода скорость реакций в вязких газах рассматривалась в рабо-
тах [126,132,135].

В упомянутых ранее работах [153, 162] изучается влияние не-
максвелловских распределений частиц по скорости на скорость хими-
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ческих реакций в первом и втором приближениях метода Энскога–
Чепмена, однако сами частицы считаются бесструктурными, и в работах
используются простейшие модели молекулярного взаимодействия. В ра-
ботах [119, 120] теория скорости химических реакций строится не в рам-
ках метода Энскога–Чепмена, а на основании введения приближенных
столкновительных инвариантов, и в нулевом (невязком) приближении в
однотемпературном случае получена зависимость скорости химических
реакций от дивергенции скорости потока, а также отмечено нарушение
закона действующих масс.

Видно, что вопросу исследования колебательно-химической релак-
сации в вязких газах посвящено небольшое число работ; более того, чис-
ленное моделирование проведено лишь в нескольких из них [64, 131] для
частных случаев (в обеих указанных работах рассматривается одноком-
понентный газ, колебательный спектр молекул моделируется гармониче-
ским осциллятором) с использованием упрощенных моделей для описа-
ния процесса колебательной релаксации. Полный алгоритм расчета в мно-
гокомпонентной смеси с учетом внутренних степеней свободы построен
только в рамках однотемпературного [97, 125] и поуровневого [126, 135]
подходов. Таким образом, вопрос о построении самосогласованной моде-
ли и алгоритмов расчета скорости физико-химических процессов в много-
температурных течениях смесей газов остается открытым. Применимость
упрощенных моделей колебательной и химической релаксации, роль пе-
рекрестных эффектов за счет взаимного влияния химии и релаксации
внутренней энергии в многокомпонентных многотемпературных смесях
вязких газов требуют систематического исследования.

Другим подходом к расчету течений разреженных газов являет-
ся метод прямого статистического моделирования (ПСМ), в рамках ко-
торого моделируется движение большого числа модельных частиц, ка-
ждая из которых соответствует нескольким реальным частицам га-
за [67, 70]. Для моделирования переходов вращательной и колебательной
энергии молекул в методе ПСМ обычно используется модель Ларсена–
Боргнакке [67,73]. Однако применимость данной модели ограничена при-
менимостью используемых выражений для вращательных и колебатель-
ных столкновительных чисел. В случае колебательной релаксации для



8

расчета колебательных столкновительных чисел используются те же мо-
дели, что и для расчета времен колебательной релаксации, входящих в
формулу Ландау–Теллера, и, как следствие, обладающие теми же недо-
статками. Несмотря на развитие вычислительной техники, позволяющей
использовать поуровневые сечения физико-химических процессов в мето-
де ПСМ, реализации более точных поуровневых моделей колебательных
переходов в методе ПСМ посвящено относительно небольшое число ра-
бот [75, 79, 80, 95, 117, 123, 138, 139, 171, 172, 178, 183], а влияние поуровне-
вых моделей на двумерное обтекание тел рассматривается еще в меньшем
числе работ [75, 95, 117, 138, 139], при этом в перечисленных работах рас-
сматриваются только течения азота и не исследуется роль многокванто-
вых переходов. Таким образом, моделирование скорости колебательной
релаксации в методе ПСМ на основе современных данных о сечениях
неупругих процессов также является актуальной задачей.

2. Общая характеристика и структура работы

Проектирование современных высокоскоростных летательных аппа-
ратов требует детального исследования их аэротермодинамических ха-
рактеристик при полетах со сверх- и гиперзвуковыми скоростями. Из-
вестно, что в таких условиях перед лобовой поверхностью аппарата обра-
зуется сильная головная ударная волна, в результате газ в области точки
торможения находится в состоянии, далеком от термического и химиче-
ского равновесия. В разреженных газах зоны колебательной и химиче-
ской неравновесности могут быть сравнимы с характерными масштаба-
ми течения; эффекты реального газа могут заметно влиять на парамет-
ры течения и тепловые потоки на поверхности аппарата. В связи с этим
важно исследовать влияние колебательной релаксации, а также совмест-
ное влияние колебательной релаксации и диссоциации на аэротермоди-
намические характеристики аппарата. Экспериментальные исследования
в условиях гиперзвукового полета достаточно сложны, поэтому основ-
ным инструментом в настоящее время является численное моделирова-
ние неравновесных течений, требующее разработки современных точных
моделей скорости физико-химических процессов в вязких газах.

Таким образом, актуальность темы в первую очередь обусловлена
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необходимостью точного расчета газодинамических параметров сильно-
неравновесных течений для корректного моделирования полетов с ги-
перзвуковой скоростью и входа космических летательных аппаратов в
атмосферу планет. Кроме того, для инженерных приложений актуаль-
ной является оценка границ применимости упрощенных моделей скорости
физико-химических процессов, обычно применяемых при расчете нерав-
новесных течений. Правильное описание скорости физико-химической ре-
лаксации также важно для моделирования процессов в активной сре-
де газодинамических лазеров, потоков в соплах реактивных двигателей,
течений в высокоэнтальпийных ударных трубах. Построение самосогла-
сованной модели скорости физико-химических процессов, учитывающей
эффекты реального вязкого газа, необходимо и для повышения точности
интерпретации экспериментальных данных по определению коэффициен-
тов скорости неравновесных процессов.

Цель работы:

1. Построение замкнутой самосогласованной модели скорости физико-
химических процессов в смесях вязких газов с учетом колебательной
и химической неравновесности.

2. Исследование влияния параметров газа, ангармоничности молеку-
лярных колебаний и степени отклонения от равновесия на скорость
физико-химических процессов в смесях вязких газов.

3. Изучение скорости физико-химической релаксации в течениях за
ударными волнами и в соплах, оценка роли перекрестных эффек-
тов, связанных с взаимным влиянием колебательной релаксации и
диссоциации.

4. Установление пределов применимости существующих моделей
физико-химической релаксации.

5. Реализация поуровневых моделей колебательной релаксации в ме-
тоде прямого статистического моделирования (ПСМ), исследование
их влияния на параметры газа в задаче двумерного обтекания тел.

Достоверность результатов обеспечена
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- применением строгих подходов кинетической теории газов;

- использованием современных моделей межмолекулярного взаимо-
действия для расчета интегралов столкновений, вероятностей пере-
ходов и коэффициентов скорости физико-химических процессов;

- согласованием результатов расчетов с экспериментальными данны-
ми и расчетами других авторов.

Научная новизна работы:

- построена замкнутая самосогласованная модель и разработан алго-
ритм расчета скорости физико-химических процессов в смесях вяз-
ких газов с колебательной и химической неравновесностью в много-
температурном приближении, учтены перекрестные эффекты меж-
ду различными физико-химическими процессами и влияние дивер-
генции скорости потока на скорость физико-химической релаксации;

- получен аналог формулы Ландау–Теллера для скорости колебатель-
ной релаксации, дающий лучшее согласие с результатами точных
расчетов в условиях сильной колебательной неравновесности;

- на основании кинетической теории газов разработан метод расчета
времени колебательной релаксации, дающий корректное описание
его поведения при высоких температурах; метод позволяет рассчи-
тывать время колебательной релаксации для любых квазистацио-
нарных распределений молекул по уровням колебательной энергии
и может применяться как для гармонических, так и ангармониче-
ских колебаний;

- проведено систематическое исследование скорости физико-
химической релаксации в многотемпературных течениях смесей
вязких газов в широком диапазоне условий; впервые проведены
оценки перекрестных эффектов между колебательной релаксацией
и диссоциацией в вязком газе; оценено влияние ангармоничности
колебаний, состава смеси, степени отклонения от равновесия на
скорость физико-химических процессов;
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- в рамках метода ПСМ изучено влияние поуровневых моделей коле-
бательных переходов на параметры газа при обтекании двумерных
тел; исследована роль многоквантовых переходов в процессе коле-
бательной релаксации пространственно однородного газа и при об-
текании двумерных тел.

Научная ценность диссертации состоит в следующем:

- построена самосогласованная теоретическая модель скорости
физико-химических процессов в вязких неравновесных течениях
смесей газов в многотемпературном приближении; в вязких газах
обнаружены перекрестные эффекты между скоростями различных
неравновесных физико-химических процессов и диагональными чле-
нами тензора напряжений; для многотемпературных течений дока-
заны соотношения взаимности Онзагера–Казимира для кинетиче-
ских коэффициентов при скалярных термодинамических силах;

- исследована скорость физико-химических процесов в различных
смесях при различных неравновесных условиях; оценено взаимное
влияние колебательной релаксации и диссоциации; изучено влияние
ангармоничности колебаний на скорость релаксации в первом при-
ближении метода Энскога–Чепмена;

- исследовано влияние многоквантовых колебательных переходов на
обтекание двумерных тел.

Практическая значимость диссертации состоит в следующем:

- разработаны и реализованы алгоритмы расчета скорости физико-
химической релаксации в вязких газах в многотемпературном при-
ближении;

- получено обобщение формулы Ландау–Теллера на случай сильной
колебательной неравновесности; уточненная формула может быть
рекомендована для проведения инженерных расчетов;

- реализован метод расчета времени колебательной релаксации;

- реализованы поуровневые модели колебательной релаксации в ме-
тоде ПСМ;
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- установлены пределы применимости упрощенных моделей времени
колебательной релаксации и скорости диссоциации, даны рекомен-
дации по выбору моделей в различных неравновесных условиях.

Положения, выносимые на защиту:

1. Замкнутая самосогласованная модель скорости физико-химических
процессов в течениях смесей вязких газов с колебательной и хи-
мической неравновесностью в многотемпературном приближении с
учетом ангармоничности молекулярных колебаний.

2. Обобщение формулы Ландау–Теллера для условий сильной колеба-
тельной неравновесности и оценка пределов применимости ориги-
нальной и обобщенной формул.

3. Алгоритм расчета времени колебательной релаксации в газе с про-
извольными квазистационарными распределениям; результаты рас-
чета времени колебательной релаксации в азоте и кислороде с ис-
пользованием современных моделей сечений неупругих процессов
для гармонических и ангармонических колебаний.

4. Результаты исследования взаимного влияния колебательной релак-
сации, химических реакций и сжимаемости газа в вязких неравно-
весных течениях смесей газов за ударными волнами и в соплах; сжи-
маемость газа (дивергенция скорости потока) слабо влияет на ско-
рость релаксации; поправки первого порядка к скорости физико-
химических процессов в кислороде играют более важную роль, чем
в азоте; перекрестные эффекты в расширяющихся течениях прене-
брежимо малы.

5. Программная реализация поуровневых моделей колебательной ре-
лаксации в методе прямого статистического моделирования. Резуль-
таты расчета обтекания двумерных тел с использованием поуровне-
вых моделей.

Апробация результатов. Результаты, представленные в диссерта-
ции, докладывались на следующих Всероссийских и международных кон-
ференциях:
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1. Всероссийская конференция с участием иностранных ученых “Со-
временные проблемы динамики разреженных газов” (Новосибирск,
2013);

2. 29 Международный симпозиум по динамике разреженного газа (Ки-
тай, 2014);

3. 8-я Всероссийская школа-семинар “Аэротермодинамика и физиче-
ская механика классических и квантовых систем” (Москва, 2014);

4. Международная конференция по механике “Седьмые Поляховские
чтения” (Санкт-Петербург, 2015);

5. XXIII Всероссийский семинар с международным участием по струй-
ным, отрывным и нестационарным течениям (Новосибирск, 2015);

6. 9-я Всероссийская школа-семинар “Аэротермодинамика и физиче-
ская механика классических и квантовых систем” (Москва, 2015);

7. 30 Международный симпозиум по динамике разреженного газа (Ка-
нада, 2016);

8. 10-я Всероссийская школа-семинар “Аэротермодинамика и физиче-
ская механика классических и квантовых систем” (Москва, 2016).

Результаты также докладывались на научных семинарах кафедры
гидроаэромеханики Санкт-Петербургского государственного университе-
та.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в ра-
ботах [1*]-[14*] (см. Приложение), из них 8 ([1*]-[8*]) в журналах, вхо-
дящих в перечень рецензируемых научных журналов, рекомендованных
ВАК.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
4 глав, заключения, приложения и списка литературы из 183 наимено-
ваний. Общий объем диссертации составляет 147 страниц, включая 32
рисунка и 8 таблиц.
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Г л а в а 1

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СКОРОСТИ
НЕРАВНОВЕСНЫХ ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИХ
ПРОЦЕССОВ В ВЯЗКИХ ТЕЧЕНИЯХ ГАЗОВ

1.1. Кинетические уравнения для функции
распределения

Пусть fcij(r,u, t) — одночастичная функция распределения по ско-
ростям молекул смеси разреженных газов химического сорта c , находя-
щихся на i -м колебательном и j -м вращательном уровнях, определяемая
как математическое ожидание числа частиц химического сорта c , нахо-
дящихся на i -м колебательном и j -м вращательном уровнях, в объеме
фазового пространства (r, r + dr) , (u,u + du) в момент времени t . На
основании функции распределения можно определить макроскопические
переменные, характеризующие течение смеси газов. Заселенность колеба-
тельного уровня i молекул сорта c в расчете на единицу объема опреде-
ляется следующим образом:

nci(r, t) =
∑
j

∫
fcij(r,u, t)duc, (1.1)

где uc — скорость молекул сорта c . Здесь c = 1, . . . , L , i = 0, . . . , Lc ,
j = 0, . . . , Lci , L — число химических компонентов смеси, Lc — число
колебательных уровней молекулы сорта c , Lci — число вращательных
уровней молекулы сорта c , находящейся на i -м колебательном уровне.
Числовая плотность молекул сорта c выражается соотношением

nc(r, t) =
∑
ij

∫
fcij(r,u, t)duc =

∑
i

nci, (1.2)

а числовая плотность смеси газов

n(r, t) =
∑
cij

∫
fcij(r,u, t)duc =

∑
c

nc. (1.3)
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Массовая плотность частиц сорта c задается формулой

ρc(r, t) =
∑
ij

mc

∫
fcij(r,u, t)duc = mcnc, (1.4)

где mc — масса частиц сорта c . Массовая плотность смеси определяется
как

ρ(r, t) =
∑
cij

mc

∫
fcij(r,u, t)duc =

∑
c

ρc. (1.5)

Макроскопическая скорость газа v(r, t) представляется в виде

ρv(r, t) =
∑
cij

mc

∫
ucfcij(r,u, t)duc. (1.6)

Полная энергия в расчете на единицу массы выражается соотношением

U(r, t) = Etr + Erot + Evibr + Ef , (1.7)

где Etr , Erot , Evibr , Ef — поступательная, вращательная, колебательная
энергии и энергия образования в расчете на единицу массы, определяемые
как

ρEtr =
∑
cij

∫
mcc

2
c

2
fcij(r,u, t)duc, (1.8)

ρErot =
∑
cij

εcij

∫
fcij(r,u, t)duc, (1.9)

ρEvibr =
∑
cij

εci

∫
fcij(r,u, t)duc =

∑
ci

εcinci, (1.10)

ρEf =
∑
cij

εc

∫
fcij(r,u, t)duc =

∑
c

εcnc. (1.11)

Здесь cc — собственная скорость частиц сорта c , задаваемая соотноше-
нием cc = uc − v ; εcij — энергия j -го вращательного уровня молекулы
сорта c , находящейся на i -м колебательном уровне; εci — энергия i -го
колебательного уровня молекулы сорта c ; εc — энергия образования ча-
стиц сорта c .

Введем также удельную колебательную энергию молекулярного
сорта c :

ρcEvibr,c =
∑
ij

εci

∫
fcij(r,u, t)duc =

∑
i

εcinci. (1.12)
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Определим теперь потоковые члены. Скорость диффузии Vc частиц
сорта c определяется выражением

ncVc(r, t) =
∑
ij

∫
ccfcij(r,u, t)duc. (1.13)

Благодаря (1.6), скорости диффузии удовлетворяют соотношению∑
c

ρcVc = 0. (1.14)

Тензор напряжений задается формулой

P(r, t) = −
∑
cij

∫
mcccccfcij(r,u, t)duc, (1.15)

где cccc — тензор второго ранга, составленный из произведений компо-
нент вектора собственной скорости cc . Поток полной энергии выражается
соотношением

q(r, t) =
∑
cij

∫ (
mcc

2
c

2
+ εcij + εci + εc

)
ccfcij(r,u, t)duc. (1.16)

В отсутствии массовых сил система кинетических уравнений для
функции распределения дается уравнением Больцмана, которое может
быть записано в форме уравнения Ванг Чанг–Уленбека [176]:

∂fcij
∂t

+ uc · ∇fcij = Jcij, c = 1, . . . , L, i = 0, . . . , Lc, j = 0, . . . , Lci. (1.17)

Здесь Jcij — интегральный столкновительный оператор, который пред-
ставляется в виде суммы операторов, соответствующих различным типам
столкновений:

Jcij = Jel
cij + J int

cij + J2⇄2
cij + J2⇄3

cij , (1.18)

Jel
cij , J int

cij , J2⇄2
cij , J2⇄3

cij — операторы, описывающие соответственно упру-
гие столкновения (при которых происходит изменение только поступа-
тельной энергии частиц), неупругие столкновения (при которых меняется
внутренняя энергия частиц), бимолекулярные химические реакции (при
которых меняются химические сорта сталкивающихся частиц) и реакции
диссоциации–рекомбинации. Введем также оператор химических реакций
соотношением

Jreact
cij = J2⇄2

cij + J2⇄3
cij . (1.19)
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Оператор неупругих столкновений J int
cij может быть записан следующим

образом

J int
cij =

∑
d

∑
ki′k′

∑
lj′l′

∫ (
fci′j′fdk′l′

scijs
d
kl

sci′j′s
d
k′l′

− fcijfdkl

)
gσi′j′k′l′

cd,ijkld
2Ωdud, (1.20)

где scij — статистический вес внутреннего состояния молекулы с внут-
ренней энергией εcij = εcij + εci , g — величина относительной скорости
сталкивающихся частиц g = uc − ud , σi

′j′k′l′

cd,ijkl — дифференциальное се-
чение столкновения частиц химических сортов c и d , находящихся до
столкновения на i -м и k -м колебательных и j -м и l -м вращательном
уровнях соответственно; i′ , k′ и j′ , l′ — колебательные и вращатель-
ные уровни частиц после столкновения; d2Ω — телесный угол, в котором
оказывается относительная скорость частиц после столкновения. Функ-
ции распределения после столкновения fci′j′ , fdk′l′ зависят от скоростей
частиц после столкновения (u′

c и u′
d , соответственно). Оператор упругих

столкновений Jel
cij представляет собой частный случай введенного опера-

тора J int
cij при i′ = i , j′ = j , k′ = k , l′ = l .
Оператор бимолекулярных химических реакций имеет вид

J2⇄2
cij =

∑
dc′d′

∑
ki′k′

∑
lj′l′

∫ (
fc′i′j′fd′k′l′

scijs
d
kl

sci′j′s
d
k′l′

(
mcmd

mc′md′

)3

− fcijfdkl

)
×

× gσc
′d′,i′j′k′l′

cd,ijkl d2Ωdud, (1.21)

где c′ и d′ — химические сорта частиц после столкновения, σc′d′,i′j′k′l′cd,ijkl —
сечение реакции.

Оператор реакций диссоциации–рекомбинации имеет вид

J2⇄3
cij =

∑
d

∑
k

∑
l

∫ (
f ′dklfc′ff ′h3scij

(
mc

mc′mf ′

)3

− fcijfdkl

)
×

× gσdiss
cij,ddudduc′duf ′du′

d, (1.22)

где c′ и f ′ обозначают сорта продуктов диссоциации, а σdisscij,d — сечение
реакции диссоциации (h — постоянная Планка).

1.1.1. Скорость медленных процессов

Пусть в смеси идут быстрые и медленные процессы с характерными
временами τrap и τsl соответственно, которые удовлетворяют соотноше-
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нию [37]
τrap ≪ τsl ∼ θ, (1.23)

где θ — характерное время изменения макроскопических параметров га-
за.

В предположении, что к быстрым процессам относятся упругие
столкновения, столкновения с обменами вращательной энергией и пере-
ходами вращательной энергии в поступательную (т.е. τel ∼ τrap ≪ τsl , где
τel — характерное время упругих столкновений, и τrot ∼ τrap ≪ τsl , где
τrot — время вращательной релаксации), оператор медленных процессов
Jsl
cij может быть представлен как сумма операторов отдельных неупругих
процессов [125,128]:

Jsl
cij =

∑
γ

Nγ∑
r=1

νr,ciJ
γ,r
cij , (1.24)

где γ — тип неупругого медленного процесса (обмены колебательной
энергией, переходы колебательной энергии в поступательную, бимолеку-
лярные химические реакции, реакции диссоциации–рекомбинации), r —
конкретный процесс данного типа γ (для фиксированного r считаются
фиксированными химические сорта сталкивающихся частиц и их колеба-
тельные уровни до и после столкновения), Nγ — число процессов типа
γ , Jγ,r

cij — интегральный столкновительный оператор процесса r , νr,ci —
глобальный стехиометрический коэффициент:

νr,ci = ν
(p)
r,ci − ν

(r)
r,ci, (1.25)

ν
(p)
r,ci , ν

(r)
r,ci — стехиометрические коэффициенты продуктов и реагентов,

соответственно.
Скорость процесса r определяется следующим образом [125]:

ξ̇r =
1

Na

∑
j

∫
Jr
cijduc, (1.26)

а соответствующий коэффициент скорости процесса:

kr = Na

∑
jlj′l′

∫
fcijfdkl
ncindk

gσ̃rdudduc, (1.27)

где Na — число Авогадро, а σ̃r = σ̃r(g) — интегральное сечение процесса
r , определяемое как интеграл по телесному углу от соответствующего
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дифференциального сечения для столкновений с переходами внутренней
энергии и бимолекулярных химических реакций:

σ̃r(g) =

∫
σr(g,Ω)d

2Ω, (1.28)

и определяемое как интеграл по скоростям частиц после столкновения
для реакций диссоциации–рекомбинации:

σ̃r(g) =

∫
σr (g,uc′,uf ′,u′

d) duc′duf ′du′
d. (1.29)

Похожее представление интегрального оператора медленных про-
цессов и определения скорости реакций было предложено в [125] для слу-
чая однотемпературной смеси разреженных газов. В данной работе оно
обобщено на случай смеси газов с колебательной неравновесностью. Такое
представление позволяет детально изучать скорости отдельных медлен-
ных физико-химических процессов.

1.2. Модификация метода Энскога–Чепмена для
сильнонеравновесных течений

В настоящей работе для построения описания неравновесного тече-
ния смесей газов мы будем пользоваться методом Энскога–Чепмена [49,
84], модифицированным на случай газов с быстрыми и медленными про-
цессами [38]. Предполагая, что в смеси происходят быстрые и медленные
столкновительные процессы с характерными временами τrap и τsl соот-
ветственно, и переписывая систему кинетических уравнений (1.17) в без-
размерном виде при условии (1.23), получаем систему следующего вида:

∂fcij
∂t

+uc·∇fcij =
1

ε
Jrap
cij +J

sl
cij, c = 1, . . . , L, i = 0, . . . , Lc, j = 0, . . . , Lci, (1.30)

где ε = τrap/τsl ∼ τrap/θ — малый параметр, Jrap
cij , Jsl

cij — интеграль-
ные операторы быстрых и медленных процессов, соответственно. Реше-
ние системы уравнений (1.30) строится в виде обобщенного ряда Энскога–
Чепмена по параметру ε [7]:

fcij(r,u, t) =
∑
r

εrf
(r)
cij

(
u, ρλ,∇ρλ,∇2ρλ, . . .

)
. (1.31)
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Таким образом, пространственная и временная зависимость коэффициен-
тов ряда определяется макропараметрами ρλ(r, t) и их градиентами всех
порядков. Представление функции распределения в виде (1.31) наклады-
вает ограничения на значения градиентов параметров ρλ . Здесь макро-
параметры ρλ (r, t) выбираются в соответствии с аддитивными инвари-
антами наиболее частых столкновений [38]. Аддитивные инварианты —
величины, удовлетворяющие микроскопическим законам сохранения при
столкновении частиц. Эти инварианты являются независимыми собствен-
ными функциями линеаризованного оператора столкновений, соответ-
ствующими нулевому собственному значению. Система аддитивных инва-
риантов включает микроскопические признаки, сохраняющиеся при лю-
бом столкновении: масса ψ(1)

cij = mc , импульс ψ(2,3,4)
cij = mcucx,mcucy,mcucz ,

полная энергия ψ
(5)
cij = mcu

2
c/2 + εcij + εc и дополнительные инварианты

наиболее частых столкновений ψ̃
(µ)
cij .

Макропараметры ρλ вводятся через аддитивные инварианты по сле-
дующим формулам:

ρλ (r, t) =
∑
cij

∫
ψ
(λ)
cij fcij (r,u, , t) duc, λ = 1..5, (1.32)

ρ̃µ (r, t) =
∑
cij

∫
ψ̃
(µ)
cij fcij (r,u, t) duc, µ = 1..M. (1.33)

Макропараметры ρλ (λ = 1..5 ) представляют собой плотность газа, мак-
роскопическую скорость и полную энергию, ρ̃µ (µ = 1..M ) являются до-
полнительными макропараметрами. Система уравнений для макропара-
метров получается из уравнений (1.30) после умножения на аддитивные
инварианты, интегрирования по скоростям и суммирования по c, i, j и
содержит не только уравнения сохранения:

∂ρλ
∂t

+
∑
cij

∫
ψ
(λ)
cijuc · ∇fcijduc = 0, λ = 1..5, (1.34)

но и уравнения релаксации
∂ρ̃µ
∂t

+
∑
cij

∫
ψ̃
(µ)
cij uc · ∇fcijduc =

∑
cij

∫
ψ̃
(µ)
cij J

sl
cijduc, µ = 1..M. (1.35)

Правые части (1.35) характеризуют изменение макроскопических вели-
чин ρ̃µ за счет медленных (неравновесных процессов), т.е. их релаксацию
к состоянию равновесия.
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Условия нормировки метода Энскога–Чепмена:∑
cij

∫
ψ
(λ)
cij f

(0)
cij duc = ρλ, λ = 1..5, (1.36)

∑
cij

∫
ψ
(λ)
cij f

(r)
cij duc = 0, r ≥ 1, λ = 1..5, (1.37)

∑
cij

∫
ψ̃
(µ)
cij f

(0)
cij duc = ρ̃µ, µ = 1..M, (1.38)

∑
cij

∫
ψ̃
(µ)
cij f

(r)
cij duc = 0, r ≥ 1, µ = 1..M. (1.39)

Функция распределения нормируется относительно макропараметров, со-
ответствующих аддитивным инвариантам наиболее частых столкновений.
Таким образом, функция распределения нулевого приближения целиком
определяет набор макроскопических параметров газа, а приближения бо-
лее высоких порядков не вносят вклада в определяющие макропарамет-
ры.

В каждом приближении метода Энскога–Чепмена для отыскания
функции распределения f

(r)
cij решаются интегральные уравнения; в дан-

ной работе мы ограничиваемся рассмотрением 0-го и 1-го приближения.
Для случая многотемпературного описания течений данная процедура
нахождения функции распределения f (r)cij описана в следующих разделах.

1.3. Скорости медленных процессов в
многокомпонентной неравновесной смеси
разреженных газов в многотемпературном

приближении

В данном разделе строится модель скорости реакций в многокомпо-
нентных смесях разреженных газов в многотемпературном приближении.

1.3.1. Внутренняя энергия молекул

Молекулы и атомы обладают внутренней структурой и соответству-
ющей внутренней энергией. В работе не рассматривается электронное воз-
буждение, и поэтому атомы считаются бесструктурными частицами, а
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молекулы предполагаются находящимися в основном электронном состо-
янии. Вращательная энергия молекул в простейшем приближении счита-
ется не зависящей от колебательной энергии молекул (модель жесткого
ротатора) и задается следующим образом:

εcij = εcj =
j(j + 1)h2

8π2Ic
= hcBcj(j + 1), (1.40)

где Ic — момент инерции молекулы химического сорта c относительно
оси вращения, c — скорость света, Bc

e — спектроскопическая постоянная.
Многотемпературное приближение, используемое в работе, предполагает
модель жесткого ротатора, поэтому более сложные модели, учитывающие
зависимость вращательной энергии от колебательной, здесь не рассмат-
риваются, и справедливо равенство εcij = εcj .

Колебательная энергия считается независимой от вращательного
уровня. Простейшие потенциалы взаимодействия, экспоненциальный по-
тенциал и потенциал Морзе, соответствуют моделям гармонического и
ангармонического осцилляторов. Модель ангармонического осциллятора
дает следующее выражение для энергий колебательных уровней:

εi
hc

= ωc
e

(
i+

1

2

)
− ωc

ex
c
e

(
i+

1

2

)2

+ . . . , (1.41)

где ωc
e , ωc

ex
c
e — спектроскопические постоянные. Модель гармоническо-

го осциллятора является частным случаем модели ангармонического ос-
циллятора и приписывает следующие значения энергии колебательным
уровням:

εi
hc

= ωc
e

(
i+

1

2

)
. (1.42)

Так как точка отсчета энергии является произвольной, то энергию коле-
бательных уровней можно отсчитывать не от дна потенциальной ямы, а
от энергии нулевого колебательного уровня. В таком случае выражение
для колебательной энергии, рассчитанной по модели ангармонического
осциллятора, принимает вид

εi
hc

= ωc
e (1− αc) i− ωc

eαci
2, (1.43)

где αc = ωc
ex

c
e/ω

c
e — коэффициент ангармоничности. Также можно опре-

делить частоту колебаний:
νc = cωc

e. (1.44)
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Для модели гармонического осциллятора выражение для колебательной
энергии в случае ее отсчета от энергии нулевого колебательного уровня
имеет вид

εi
hc

= ωc
ei. (1.45)

В рамках многотемпературного приближения энергия колебательных
уровней отсчитывается от энергии нулевого колебательного уровня.

Наиболее достоверные данные о спектроскопических постоянных
даны в [11,12,82]. В таблице 1.1 приведены спектроскопические константы
для основных электронных состояний молекул азота и кислорода.

c ωc
e ωc

ex
c
e Bc Dc/hc

N2 2358.57 14.32 1.998 78710
O2 1580.19 11.98 1.445 41260

Таблица 1.1. Спектроскопические постоянные основных электронных состояний моле-
кул азота и кислорода [82,142]; размерность всех величин — см −1 .

Число колебательных уровней Lc молекулы сорта c рассчитывается
исходя из условия

εcLc
≤ Dc, εcLc+1 > Dc, (1.46)

где εcLc
— энергия колебательного уровня Lc , Dc — энергия диссоциации

молекулы химического сорта c . Значения величины Dc/hc приведены в
таблице 1.1. Из аналогичного соотношения рассчитывается число враща-
тельных уровней RLc :

εcRLc
≤ Dc, εcRLc+1 > Dc, (1.47)

где εcRLc
— энергия вращательного уровня RLc . Для молекул азота имеем

199 вращательных уровней, для молекул кислорода — 171. Если спектр
колебательной энергии молекул считается гармоническим, молекулы азо-
та имеют 33 колебательных уровня, а молекулы кислорода — 26; в случае,
если спектр молекул считается ангармоническим, молекулы азота имеют
47 колебательных уровней, а молекулы кислорода — 36.
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1.3.2. Физико-химические процессы и иерархия характерных
времен

Рассмотрим течение многокомпонентной смеси газов со следующи-
ми физико-химическими процессами, протекающими при столкновениях
частиц:

- обмены поступательной энергией:

Acij(uc) + Adkl(ud) ⇄ Acij(u′
c) + Adkl(u′

d), (1.48)

- обмены вращательной энергией:

Acij(uc) + Adkl(ud) ⇄ Acij′(u′
c) + Adkl′(u′

d), (1.49)

- обмены колебательной энергией:

Acij(uc) + Adkl(ud) ⇄ Aci′j′(u′
c) + Adk′l′(u′

d), (1.50)

- бимолекулярные химические обменные реакции:

Acij(uc) + Adkl(ud) ⇄ Ac′i′j′(u′
c) + Ad′k′l′(u′

d), (1.51)

- реакции диссоциации–рекомбинации:

Acij(uc) + Adkl(ud) ⇄ Ac′(u′
c) + Af ′(u′

f) + Adkl(u′
d). (1.52)

Выделим также отдельные частные случаи обменов колебательной энер-
гией (1.50):

- VV 1 -обмены колебательной энергией между молекулами одного
сорта:

c = d, (1.53)

- VV 2 -обмены колебательной энергией между молекулами разных
сортов:

c ̸= d, (1.54)

- VT-переходы колебательной энергии в поступательную:

k′ = k, l′ = l. (1.55)
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Многотемпературное описание течения газа справедливо, если характер-
ные времена приведенных процессов удовлетворяют следующему соотно-
шению:

τel < τrot < τV V1
≪ τV V2

< τV T < τreact ∼ θ, (1.56)

где τV V1
— среднее время между столкновениями с VV 1 -обменами ко-

лебательной энергией, τV V2
— среднее время между столкновениями с

VV 2 -обменами колебательной энергией, τV T — время VT релаксации,
τreact — время химической релаксации.

При данной иерархии времен релаксации система аддитивных инва-
риантов быстрых процессов, помимо обычного набора инвариантов, соот-
ветствующего законам сохранения массы, количества движения и энер-
гии:

ψ
(1)
cij = mc, ψ

(2,3,4)
cij = mcucx,mcucy,mcucz, ψ

(5)
cij = mcu

2
c/2 + εcij + εc, (1.57)

включают в себя величины αc , не зависящие от скорости и внутренней
энергии и произвольно зависящие от химического сорта c :

ψ
(µ)
cij = αc, µ = 1, . . . , L, (1.58)

а также число колебательных квантов в каждом молекулярном сорте

ψ
(µ)
cij = i, µ = L+ 1, . . . , L+ Lm, (1.59)

где Lm — число молекулярных компонентов в смеси. Инварианты αc

(чаще всего их полагают равными 1) отражают тот факт, что химические
реакции в быстром процессе заморожены, а инварианты (1.59) — что при
VV 1 столкновениях сохраняется общее число колебательных квантов в
системе, то есть m -квантовые VV 1 -обмены имеют вид

Ac(i) + Ac(k) = Ac (i±m) + Ac (k ∓m) . (1.60)

Существование инварианта (1.59) было впервые отмечено в [169] для слу-
чая однокомпонентного газа.

Если пренебречь ангармоничностью колебательного спектра, то ин-
вариант (1.59) может быть заменен на инвариант

ψ
(µ)
cij = εci , µ = L+ 1, . . . , L+ Lm, (1.61)
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так как для гармонического осциллятора в силу равноудаленности энер-
гий колебательных уровней справедливо соотношение

εci + εck = εci±m + εck∓m. (1.62)

В этом случае VV 1 обмен является строго резонансным, и в быстрых
процессах колебательные степени свободы не обмениваются энергией с
другими модами.

1.3.3. Система уравнений для макропараметров

Оператор быстрых процессов в многотемпературном приближении
представляет собой сумму операторов упругих столкновений, столкнове-
ний с обменами вращательной энергией и VV 1 -обменов:

Jrap
cij = Jel

cij + Jrot
cij + JV V1

cij , (1.63)

а оператор медленных процессов содержит операторы столкновений с
VV 2 -обменами колебательной энергией, VT-переходами, бимолекулярны-
ми химическими реакциями и реакциями диссоциации–рекомбинации:

Jsl
cij = JV V2

cij + JV T
cij + J2⇄2

cij + J2⇄3
cij . (1.64)

На основании аддитивных инвариантов быстрых процессов (1.57), (1.58),
(1.59) имеем следующий набор макропараметров, являющихся функция-
ми координат r и времени t : числовая плотность частиц сорта c — nc ,
макроскопическая скорость газа — v , температура газа — T , среднее
число колебательных квантов в расчете на единицу массы в молекулах
сорта c — Wc , определяемое как

ρcWc =
∑
ij

i

∫
fcijduc. (1.65)

Функция распределения нормируется относительно данных макропара-
метров, условия нормировки (1.36)–(1.39) принимают вид∑

ij

∫
fcijduc =

∑
ij

∫
f
(0)
cij duc = nc, c = 1, . . . , L, (1.66)

∑
cij

mc

∫
ucfcijduc =

∑
cij

mc

∫
ucf

(0)
cij duc = ρv, (1.67)
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∑
cij

∫ (
mcc

2
c

2
+ εci + εcj + εc

)
fcijduc =

=
∑
cij

∫ (
mcc

2
c

2
+ εci + εcj + εc

)
f
(0)
cij duc =

3

2
nkT + Erot + Evibr + Ef , (1.68)

∑
ij

i

∫
fcijduc =

∑
ij

i

∫
f
(0)
cij duc = ρcWc. (1.69)

Замкнутую систему уравнений переноса и релаксации получаем,
умножая уравнение (1.30) на аддитивные инварианты ψcij , интегрируя
по скорости, и суммируя по колебательным и вращательным уровням (в
случае инвариантов количества движения и полной энергии также про-
изводим суммирование по химическим сортам). В результате имеем:

dnc
dt

+ nc∇ · v+∇ · (ncVc) = Rreact
c , c = 1, . . . , L, (1.70)

ρ
dv
dt

= ∇ ·P, (1.71)

ρ
dU

dt
= −∇ · q+P : ∇v, (1.72)

ρc
dWc

dt
+∇ · qw,c = Rw

c −WcmcR
react
c +Wc∇ · (ρcVc), c = 1, . . . , Lm. (1.73)

Уравнение неразрывности
dρ

dt
+ ρ∇ · v = 0 (1.74)

является следствием уравнений (1.70) и получается, если умножить (1.70)
на mc и просуммировать по c .

В уравнении (1.73) qw,c — поток числа колебательных квантов мо-
лекул сорта c , определяемый как

qw,c =
∑
ij

i

∫
ccfcijduc, (1.75)

релаксационные члены Rreact
c (описывающие изменение числа частиц сор-

та c за счет химических реакций), Rw
c (описывающие изменение числа

колебательных квантов молекул сорта c вследствие всех медленных про-
цессов) определяются как

Rw
c =

∑
ij

i

∫
Jsl
cijduc, Rreact

c =
∑
ij

∫
Jreact
cij duc. (1.76)
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Произведем разбиение оператор медленных процессов согласно (1.24):

Jsl
cij =

NV V2∑
r=1

νr,ciJ
V V2,r
cij +

NV T∑
r=1

νr,ciJ
V T,r
cij +

N2⇄2∑
r=1

νr,ciJ
2⇄2,r
cij +

N2⇄3∑
r=1

νr,ciJ
2⇄3,r
cij , (1.77)

а также введем для удобства следующие множества различных типов мед-
ленных процессов:

V = {V V2, V T}, R = {2 ⇄ 2, 2 ⇄ 3}, VR = {V V2, V T, 2 ⇄ 2, 2 ⇄ 3}.
(1.78)

С учетом определения скорости медленных процессов (1.26), релаксаци-
онные члены (1.76) можно переписать в следующем виде [128]:

Rreact
c = Na

∑
i

∑
γ∈R

Nγ∑
r=1

νr,ciξ̇γ,r, (1.79)

Rw
c = Na

∑
i

i
∑
γ∈VR

Nγ∑
r=1

νr,ciξ̇γ,r = Na

∑
γ∈VR

Nγ∑
r=1

∆iξ̇γ,r, (1.80)

где ∆i = i′ − i , i′ — колебательный уровень после столкновения.
Система уравнений (1.70)-(1.72) представляет собой систему урав-

нений гидродинамики, которая включает уравнения изменения числовых
плотностей в силу химических реакций, уравнение движения, уравне-
ние переноса энергии. Эта система дополняется уравнениями релаксации
(1.73), которые включают в себя члены, связанные с диффузией колеба-
тельных квантов и диффузией частиц разных химических сортов. Также
уравнения (1.73) включают в себя релаксационные члены Rw

c , Rreact
c , ко-

торые описывают изменение числа колебательных квантов в системе за
счет переходов колебательной энергии и химических реакций.

1.3.4. Нулевое приближение

В нулевом приближении метода Энскога–Чепмена функция распре-
деления представляет собой распределение Тринора [169], обобщенное на
случай произвольной смеси [85]:

f
(0)
cij =

( mc

2πkT

)3/2 nc
Z int
c

scij exp
(
−mcc

2
c

2kT
−
εcij
kT

− λci

)
, (1.81)
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Здесь scij — статистический вес состояния молекулы, находящейся на i -м
колебательном и j -м вращательном уровнях, k — постоянная Больцма-
на, Z int

c — неравновесная статистическая сумма по внутренним степеням
свободы, и

λc =
εc1
k

(
1

T c
1

− 1

T

)
, (1.82)

T c
1 — температура первого колебательного уровня молекул сорта c , вво-
димая по аналогии с [169] на основании отношения заселенностей первого
и нулевого колебательных уровней:

nc1
nc0

=
sc1
sc0
exp

(
− εc1
kT c

1

)
, (1.83)

где sci — статистический вес колебательного уровня i . Отметим, что для
двухатомных молекул sci = 1 , поэтому в дальнейшем sci будем опускать.

Статистическая сумма по внутренним степеням свободы определя-
ется как

Zint
c = Zrot

c Zvibr
c , Zrot

c =
∑
j

scj exp
(
−
εcj
kT

)
, Zvibr

c =
∑
i

exp
(
− εci
kT

− λci

)
.

(1.84)
На основании вида функции распределения (1.81) заселенности колеба-
тельных уровней вычисляются следующим образом:

nci(T, T
c
1 ) =

nc
Zvibr
c (T, T c

1 )
exp

(
−ε

c
i − iεc1
kT

− iεc1
kT c

1

)
. (1.85)

Подставим функцию распределения нулевого приближения в инте-
гральные операторы медленных процессов. С учетов микроскопических
законов сохранения получим следующее представление оператора процес-
са r :

J
r(0)
cij = Γr

∑
lj′l′

∫
f
(0)
cij f

(0)
dklgσ̃rdud. (1.86)

В случае VT-переходов необходимо опустить суммирование по l′ , а в слу-
чае реакций диссоциации–рекомбинации — по j′l′ . Величины Γr опреде-
ляются в виде

Γr = 1− exp
(
Ar

kT

)
, (1.87)
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где Ar — аналоги сродства химических реакций, обобщенные на случай
колебательной неравновесности [132]. Величины Ar определяются следу-
ющим образом:

AV V2,r = ∆iεc1

(
1− T

T c
1

)
+∆kεd1

(
1− T

T d
1

)
, (1.88)

AV T,r = ∆iεc1

(
1− T

T c
1

)
, (1.89)

A2⇄2,r =
3

2
kT ln mcmd

mc′md′
+ kT ln Z

int
c Zint

d

Zint
c′ Z

int
d′

− kT ln ncnd
nc′nd′

+

+ εc′ + εd′ − εc − εd + εc
′

0 + εd
′

0 − εc0 − εd0+

+ iεc1

(
T

T c
1

− 1

)
+ kεd1

(
T

T d
1

− 1

)
− i′εc

′

1

(
T

T c′
1

− 1

)
− k′εd

′

1

(
T

T d′
1

− 1

)
, (1.90)

A2⇄3,r =
3

2
kT ln mc

mc′,amf ′,a
− 3

2
ln(2πkT ) + 3kT lnh+ kT lnZ int

c −

− kT ln nc
nc′,anf ′,a

+ εc′,a + εf ′,a − εc − εc0 + iεc1

(
T

T c
1

− 1

)
, (1.91)

где c′, a и f ′, a обозначают атомарные продукты реакций диссоциации,
а εc0 = 1

2hνc −
1
4hνcαc — энергия нулевого колебательного уровня, рассчи-

танная по формуле (1.41).
Подставляя функцию распределения (1.81) в выражения для тепло-

вого потока, скоростей диффузии, потока числа колебательных квантов
и тензора напряжений, имеем:

q(0) = 0, V(0)
c = 0, q(0)w,c = 0, P(0) = −pU, (1.92)

где p = nkT , U — единичный тензор.
Таким образом, уравнения переноса в нулевом (невязком) прибли-

жении метода Энскога–Чепмена принимают вид
dnc
dt

+ nc∇ · v = Rreact(0)
c , c = 1, . . . , L, (1.93)

ρ
dv
dt

= −∇p, (1.94)

ρ
dU

dt
= −p∇ · v, (1.95)
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ρc
dWc

dt
= Rw(0)

c −WcmcR
react(0)
c , c = 1, . . . , Lm. (1.96)

Система содержит уравнение движения Эйлера (1.94) и уравнение
энергии (1.95), дополненные уравнениями многотемпературной химиче-
ской кинетики (1.93) и релаксационными уравнениями (1.96) для числа
колебательных квантов молекулярных сортов.

Скорость процессов в нулевом приближении линейно зависит от ве-
личины Γr :

ξ̇(0)r = Γrk(0)r

L∏
c=1

Lc∏
i=1

(
nci
Na

)ν
(r)
r,ci

(1.97)

и от коэффициента скорости соответствующей реакции k
(0)
r , получаемой

подстановкой функции распределения (1.81) в определение (1.27). Оче-
видно, что для функции распределения (1.81) выражение (1.97) отлича-
ется от закона действующих масс, так как скорость реакции зависит не
только от температуры газа T , но и от температуры первого колебатель-
ного уровня T c

1 (через заселенности колебательных уровней). Когда те-
чение достигает колебательного равновесия (т.е. T = T c

1 ), распределение
заселенностей колебательных уровней становится равновесным Больцма-
новским, и уравнение (1.97) сводится к закону действующих масс.

Подставляя функцию распределения нулевого приближения в выра-
жения для удельной полной энергии U и среднего числа колебательных
квантов Wc , имеем

ρU =
3

2
nkT +

Lm∑
c=1

ρcErot,c(T ) +

Lm∑
c=1

ρcEvibr,c(T, T
c
1 ) +

L∑
c=1

ρcEf,c = ρU(nc, T, T
c
1 ),

(1.98)
Evibr,c(T, T

c
1 ) =

1

ρc

∑
i

εcinci =
1

mcZvibr
c (T, T c

1 )

∑
i

εci exp
(
−ε

c
i − iεc1
kT

− iεc1
kT c

1

)
,

(1.99)
Wc(T, T

c
1 ) =

1

ρc

∑
i

inci =
1

mcZvibr
c (T, T c

1 )

∑
i

i exp
(
−ε

c
i − iεc1
kT

− iεc1
kT c

1

)
.

(1.100)
Отсюда видно, что макроскопические уравнения переноса (1.70)-(1.73) мо-
гут быть переписаны в переменных nc , v , T и T c

1 вместо nc , v , U , Wc ,
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на основании следующих выражений:

dU =
L∑

c=1

∂U

∂nc
dnc +

∂U

∂T
dT +

Lm∑
c=1

∂U

∂T c
1

dT c
1 , (1.101)

dWc =
∂Wc

∂T
dT +

∂Wc

∂T c
1

dT c
1 . (1.102)

Вычисляя производные, получаем, что

∂U

∂nc
=

3kT

2ρ
− 3nkTmc

2ρ2
+

⟨
εcj
⟩
rot

ρ
− ρc
ρ2
⟨
εcj
⟩
rot

+

+
⟨εci⟩vibr
ρ

− ρc
ρ2

⟨εci⟩vibr +
εc
ρ
− ρc
ρ2
εc, (1.103)

∂U

∂T
=

1

ρ

3

2
nk +

Lm∑
c=1

ρc
ρ

∂Erot,c

∂T
+

Lm∑
c=1

ρc
ρ

∂Evibr,c

∂T
, (1.104)

∂U

∂T c
1

=
ρc
ρ

∂Evibr,c

∂T c
1

, (1.105)

∂Erot,c

∂T
=

1

mckT 2

(⟨(
εcj
)2⟩

rot
−
⟨
εcj
⟩2
rot

)
, (1.106)

∂Evibr,c

∂T
=

1

mckT 2

(⟨
(εci)

2
⟩
vibr

− ⟨εci⟩
2
vibr + εc1 ⟨i⟩vibr ⟨ε

c
i⟩vibr − εc1 ⟨iεci⟩vibr

)
,

(1.107)
∂Evibr,c

∂T c
1

=
εc1

mck (T c
1 )

2 (⟨iε
c
i⟩vibr − ⟨i⟩vibr ⟨ε

c
i⟩vibr) , (1.108)

∂Wc

∂T
=

1

mckT 2

(
⟨iεci⟩vibr − εc1

⟨
i2
⟩
vibr

− ⟨i⟩vibr ⟨ε
c
i⟩vibr + εc1 ⟨i⟩

2
vibr

)
, (1.109)

∂Wc

∂T c
1

=
εc1

mck (T c
1 )

2

(⟨
i2
⟩
vibr

− ⟨i⟩2vibr
)
, (1.110)

где угловые скобки означают операции осреднения по вращательной и
колебательной энергиям, которые определяются следующим образом:

⟨ζj⟩rot =
1

Zrot
c

∑
j

scjζj exp
(
−
εcj
kT

)
, (1.111)

⟨ζi⟩vibr =
1

Zvibr
c

∑
i

sciζi exp
(
−ε

c
i − iεc1
kT

− iεc1
kT c

1

)
. (1.112)

Таким образом, видно, что наборы макроскопических переменных
(nc , v , U , Wc ) и (nc , v , T , T c

1 ) эквивалентны.
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Релаксационные уравнения (1.96) отличаются от обычно применяе-
мого в вычислительной аэродинамике уравнения релаксации колебатель-
ной энергии, т.к. в случае ангармонического колебательного спектра инва-
риантом является именно число колебательных квантов. Релаксационные
члены R

w(0)
c , Rreact(0)

c также учитывают изменение числа колебательных
квантов в системе за счет химических реакций. При этом стоит отме-
тить, что уравнения (1.96) выведены из строгих определений кинетиче-
ской теории и не делают предположений относительно вида релаксацион-
ных членов Rw(0)

c , Rreact(0)
c . Таким образом, связь колебательной релакса-

ции и химических реакций вводится естественным образом и не требует
дополнительных предположений, привлекаемых в феноменологических
моделях [118,143]. С учетом представления (1.97) для скорости реакций в
нулевом приближении метода Энскога–Чепмена, релаксационные члены
представляют собой линейные функции коэффициентов скорости реак-
ций. Различные модели коэффициентов скорости колебательных перехо-
дов и химических реакций рассматриваются в разделе 2.2.

1.3.5. Первое приближение. Интегральные уравнения

Поправка первого порядка к функции распределения представля-
ется в виде f

(1)
cij = f

(0)
cij ϕcij , где функция ϕcij — решение интегрального

уравнения
−
∑
d

ncndIcijd(ϕ) = Df
(0)
cij − J

sl(0)
cij . (1.113)

Здесь Icijd — линеаризованный оператор быстрых процессов, в многотем-
пературном приближении определяемый [38]:

Icijd(φ) =
1

ncnd

∑
kli′j′k′l′

∫
f
(0)
cij f

(0)
dkl (φcij + φdkl − φci′j′ − φdk′l′)×

× gσi′j′k′l′

cd,ijkld
2Ωdud, (1.114)

Df
(0)
cij — дифференциальный оператор, вычисляемый следующим обра-

зом:

Df
(0)
cij = f

(0)
cij

(
d ln f (0)cij

dt
+ cc · ∇f (0)cij −

dv
dt

∇cc ln f
(0)
cij −

(
∇cc ln f

(0)
cij

)
cc : ∇v

)
.

(1.115)
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Вычисляя дифференциальный оператор с учетом уравнений перено-
са в невязком случае, получаем, что поправка первого порядка к функции
распределения может быть представлена в виде функции, зависящей от
градиентов макропараметров:

f
(1)
cij =

f
(0)
cij

n

(
−Acij · ∇ lnT −

Lm∑
d=1

Ad(1)
cij · ∇ lnT d

1 −
L∑

d=1

Dd
cij · dd −Bcij : ∇v−

− Fcij∇ · v−
∑
γ∈VR

∑
r

Gγ,r
cijΓ

γ,r

)
. (1.116)

Здесь dc — диффузионные термодинамические силы:

dc = ∇
(nc
n

)
+

(
nc
n

− ρc
ρ

)
∇ ln p, (1.117)

а функции Acij , Ad(1)
cij , Bcij , Dd

cij , Fcij , Gγ,r
cij , γ ∈ VR — неизвестные

функции, зависящие от собственной скорости и макропараметров. Стоит
отметить, что подобное представление поправки первого порядка отлича-
ется от обычного, приведенного в [38], так как вместо одной функции Gcij

здесь имеем четыре суммы, которые в явном виде включают величины
ΓV V2,r , ΓV T,r , Γ2⇄2,r , Γ2⇄3,r .

Интегральные уравнения для функций A , Ad(1) , B , Dd , F , Gγ,r

получаем, подставляя выражение для поправки первого порядка (1.116)
в уравнение (1.113) и приравнивая коэффициенты при градиентах соот-
ветствующих макропараметров в левых и правых частях. Уравнения для
функций A , Ad(1) , B , Dd и алгоритмы их решения подробно обсужда-
ются в [38]. Для вычисления поправок к скорости неравновесных процес-
сов нам необходимы функции F , Gγ,r , для которых имеем следующие
уравнения [27,38,128]:

∑
d

ncnd
n2

Icijd (F ) =
1

n
f
(0)
cij

(
mcc

2
c

3kT
− 1 +

p

T c
1Φ0

∂Wc

∂T

(
∂Wc

∂T c
1

)−1 [
iεc1
kT c

1

]′
−

− p

TΦ0

(
mcc

2
c

2kT
− 3

2
+

[
εcj
kT

]′
+

[
εci − iεc1
kT

]′))
, (1.118)

∑
d

ncnd
n2

Icijd (G
γ,r) =

1

n
f
(0)
cijΦ

γ,r
cij , r = 1, . . . , Nγ, γ ∈ VR. (1.119)
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Здесь [ζij]
′
= ζij−⟨ζij⟩ , ⟨ζij⟩ означает операцию осреднения по внутренней

энергии:
⟨ζij⟩ =

1

Zint
c

∑
ij

scijζij exp
(
−
εcij
kT

− λci

)
. (1.120)

Функции Φγ,r
cij для различных типов медленных процессов определяются

следующими выражениями:

Φγ,r
cij = −Na

Hcij

Φ0

Lm∑
d=1

∑
k

k

ρd

∂U

∂T d
1

(
∂Wd

∂T d
1

)−1

KV T
dk,r +

+ Na

[
iεc1
kT c

1

]′
1

T c
1

(
∂Wc

∂T c
1

)−1∑
k

k

ρc
KV T

ck,r − J̃V T,rc, γ ∈ V (1.121)

Φγ,r
cij = −Na

Hcij

Φ0

Lm∑
d=1

∑
k

k −Wdmd

ρd

∂U

∂T d
1

(
∂Wd

∂T d
1

)−1

Kγ
dk,r−

−Na
Hcij

Φ0

L∑
d=1

∑
k

∂U

∂nd
Kγ

dk,r +Na

[
iεc1
kT c

1

]′
1

T c
1

(
∂Wc

∂T c
1

)−1∑
k

k −Wcmc

ρc
Kγ

ck,r+

+
Na

nc

∑
k

Kγ
ck,r − J̃γ,rc, γ ∈ R. (1.122)

Здесь J̃γ,rc = νr,ci
∑

lj′l′

∫
f
(0)
dklgσ̃

γ
r dud (в случае γ = 2 ⇄ 3 суммирование по

j′ , l′ опускается), а функции Φ0 , Kγ
ci,r , Hcij задаются формулами:

Φ0 =
∂U

∂T
−

Lm∑
c=1

∂U

∂T c
1

∂Wc

∂T

(
∂Wc

∂T c
1

)−1

, (1.123)

Kγ
ci,r = νr,cik

(0)
f,γ r

L∏
d=1

Ld∏
k=1

(
ndk
Na

)ν
(r)
r,dk

, γ ∈ VR, (1.124)

Hcij =
1

T

−3

2
+
mcc

2
c

2kT
+

[(
εcij − iεc1

)
kT

]′−
[
iεc1
kT c

1

]′
1

T c
1

∂Wc

∂T

(
∂Wc

∂T c
1

)−1

.

(1.125)
Из условий нормировки (1.66), (1.68), (1.69) получаем дополнитель-

ные соотношения для функций F , Gγ,r , обеспечивающие единственность
решения [38,128]: ∑

ij

∫
f
(0)
cij Fcijduc = 0, c = 1, ..., L, (1.126)
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∑
cij

∫
f
(0)
cij

(
mcc

2
c

2
+ εcij

)
Fcijduc = 0, r = 1, ..., Nγ, γ ∈ VR, (1.127)

∑
ij

i

∫
f
(0)
cij Fcijduc = 0, c = 1, ..., Lm, r = 1, ..., Nγ, γ ∈ VR. (1.128)

∑
ij

∫
f
(0)
cijG

γ, r
cij duc = 0, c = 1, ..., L, r = 1, ..., Nγ, γ ∈ VR, (1.129)

∑
cij

∫
f
(0)
cij

(
mcc

2
c

2
+ εcij

)
Gγ, r

cij duc = 0, r = 1, ..., Nγ, γ ∈ VR, (1.130)

∑
ij

i

∫
f
(0)
cijG

γ, r
cij duc = 0, c = 1, ..., Lm, r = 1, ..., Nγ, γ ∈ VR. (1.131)

Полученные в данной работе интегральные уравнения (1.119) явля-
ются новыми и отличаются от приведенных в [38] тем, что позволяют
отдельно рассчитывать вклад каждого медленного процесса в функцию
распределения. Аналогичное представление было получено в [125] в од-
нотемпературном случае и учитывает только медленные химические ре-
акции.

1.3.6. Скорости неравновесных процессов в первом приближе-
нии

Подставляя функцию распределения первого приближения в опре-
деление скорости реакций (1.26) и упрощая, получаем следующую фор-
мулу, определяющую поправки первого порядка к скорости медленных
процессов [27,128,132]:

ξ̇r,γ − ξ̇(0)r,γ =
1

Na

[Gγ,r, F ]∇ · v+
∑
β,s

[
Gγ,r, Gβ,s

]
Γβ,s

 . (1.132)

Здесь квадратные скобки означают интегральные скобки от сечений быст-
рых процессов, определяемые на основании линеаризованного оператора
(1.114). В многотемпературном приближении они имеют вид [38]:

[A,B] =
∑
cd

ncnd
n2

(
[A,B]′cd + [A,B]′′cd

)
, (1.133)
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[A,B]′cd =
1

2ncnd

∑
ijkli′j′k′l′

∫
f
(0)
cij f

(0)
dkl (Bcij −Bci′j′)×

× (Acij − Aci′j′) gσ
i′j′k′l′

cd,ijkld
2Ωducdud, (1.134)

[A,B]′′cd =
1

2ncnd

∑
ijkli′j′k′l′

∫
f
(0)
cij f

(0)
dkl (Bcij −Bci′j′)×

× (Adkl − Adk′l′) gσ
i′j′k′l′

cd,ijkld
2Ωducdud. (1.135)

Выражение (1.132) имеет одинаковый структурный вид с форму-
лой для вязких поправок к скорости химических реакций в однотем-
пературном приближении, полученной в [125]. Отличие состоит в том,
что в полученной в данной работе формуле учитывается колебательная
неравновесность смеси, и выражение (1.132) справедливо для скорости
как медленных переходов и обменов колебательной энергии, так и для
скорости химических реакций. Видно, что скорости реакций в первом
приближении метода Энскога–Чепмена зависят от дивергенции скоро-
сти, и при этом медленные процессы в вязких течениях не являются
независимыми; возникают перекрестные эффекты за счет суммы по всем
медленным процессам

∑
β,s

[
Gγ,r, Gβ,s

]
Γβ,s . Следует отметить, что боль-

шинство существующих моделей физико-химической релаксации не учи-
тывает эти эффекты, влияние колебательного возбуждения на скорости
физико-химических процессов обычно моделируется путем введения по-
луэмпирических поправок.

Вязкие поправки к скоростям реакций также связаны с поправкой
первого порядка к нормальным напряжениями (диагональными компо-
нентами тензора напряжений). Подставляя функцию распределения пер-
вого приближения в выражение для тензора напряжений (1.15) и упро-
щая, имеем

p+ π = kT
∑
γ,r

[F,Gγ,r] Γγ,r + kT [F, F ]∇ · v, (1.136)

где π — диагональная компонента тензора напряжений в вязком случае.
Эта поправка содержит два кинетических коэффициента [38]: объемную
вязкость

ζ = kT [F, F ] (1.137)
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и релаксационное давление

prel = kT
∑
rβ

[
F,Gβ,r

]
Γβ,r. (1.138)

Объемная вязкость возникает в течениях с быстрыми неупругими процес-
сами [9,38,49], в то время как релаксационное давление вызвано наличием
как быстрых, так и медленных неупругих столкновений в газе [9,22]. Ре-
лаксационное давление впервые было обнаружено в [34]. В работах [31] ре-
лаксационное давление изучалось при помощи метода Энскога–Чепмена
в газе с медленными химическими реакциями, в [133] также рассматри-
валось влияние электронного возбуждения на релаксационное давление
и объемную вязкость.

В работах [130, 133, 136] показано, что в высокотемпературных вы-
сокоэнтальпийных течениях роль релаксационного давления мала. Так, в
работе [133] в однотемпературном приближении в бинарной смеси азота
N2/N рассматривалось релаксационное давление, обусловленное медлен-
ными реакциями диссоциации-рекомбинации. Было показано, что в слу-
чае, если пренебречь электронным возбуждением, релаксационное дав-
ление не превышает 7% от величины гидростатического (определяемо-
го как p = nkT ) давления. Учет электронного возбуждения увеличива-
ет вклад релаксационного давления до 15-20% при низких температурах
(T < 5000K ). Релаксационное давление за счет медленных VT-переходов
в условиях сильной колебательной неравновесности не превышает 2-3%
от гидростатического давления [136]. В условиях, когда гидростатиче-
ское давление меньше атмосферного, вклад релаксационного давления в
нормальные напряжения существенно меньше, чем вклад объемной вяз-
кости [133]. Таким образом, при решении задач гиперзвуковой высотной
аэродинамики релаксационным давлением можно пренебречь.

Интересно отметить, что в [62] релаксационное давление было выве-
дено на основании уравнений расширенной термодинамики и было пока-
зано, что оно может играть существенную роль в стационарной задаче о
теплопереносе. Также в указанной работе обсуждается возможность экс-
периментального измерения релаксационного давления. Релаксационное
давление может быть получено и в рамках моментных методов [155,182].
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Вводя обозначения

lv,γ,r = − [F,Gγ,r] , lvv = kT [F, F ] ,

lγ,r,v = − [Gγ,r, F ] , lγ,r,β,s =

[
Gγ,r, Gβ,s

]
kT

, (1.139)

выражения (1.136), (1.132) можно переписать в виде

π + p = −kT
∑
γ,r

lv,γ,rΓ
γ,r + lv,v∇ · v, (1.140)

Naξ̇
(1)
r,γ = kT

∑
β,s

lγ,r,β,sΓ
β,s − lγ,r,v∇ · v. (1.141)

Из представленных формул видно, что скалярные потоковые члены
выражаются через обобщенные термодинамические силы Γγ,r и дивер-
генцию скорости ∇·v . Дивергенция скорости часто рассматривается как
термодинамическая сила; в то время как функции Γγ,r являются более об-
щими, чем сродство химических реакций, которое вводится как скалярная
сила в линейной термодинамике необратимых процессов [88]; последнее
получается из Γγ,r путем линеаризации в условиях слабого отклонения
от термохимического равновесия, когда справедливо неравенство∣∣∣∣Ar

kT

∣∣∣∣≪ 1, (1.142)

и, следовательно,
Γr ≈ −Ar

kT
. (1.143)

Также стоит отметить, что полученные в данной работе выражения для
Ar содержат информацию не только о химических реакциях, но и о пе-
реходах колебательной энергии.

С учетом симметрии интегральных скобок [49]

lv,γ,r = lγ,r,v, lγ,r,β,s = lβ,s,γ,r (1.144)

можно легко показать, что поправки первого порядка к скоростям ре-
акций и нормальным напряжениям удовлетворяют соотношениям взаим-
ности Онзагера–Казимира [88], даже в случае сильных отклонений от
термо-химического равновесия, когда π и ξ̇r,γ нелинейны по отношению
к сродствам химических реакций.
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1.3.7. Алгоритм расчета скорости неравновесных процессов в
вязком газе

Для численного расчета поправок первого порядка к скоростям мед-
ленных процессов неизвестные функции Gγ,r

cij раскладываются в ряды по
полиномам Сонина S(q)

1/2 от безразмерной собственной скорости mcc
2
c/2kT

и Вальдмана–Трубенбахера P
(p)
ij от комбинаций безразмерных враща-

тельных и колебательных энергий [38, 128], которые определяются сле-
дующим образом:

S
(q)
1/2(x) =

q∑
p=0

Γ
(
1
2 + q + 1

)
(q − p)!p!Γ

(
1
2 + p+ 1

)(−x)p, (1.145)

P
(p)
ij

(
ζcij
kT

)
= −

ζcij
kT

P
(p−1)
ij +

p−1∑
q=0

⟨
ζcij
kTP

(p−1)
ij P

(q)
ij

⟩
int⟨

P
(q)2
ij

⟩
int

P
(q)
ij . (1.146)

В частности,

S
(0)
1/2(x) = 1, S

(1)
1/2(x) =

3

2
− x, (1.147)

P
(0)
ij (ζij) = 1, P

(1)
ij (ζij) = ⟨ζij⟩ − ζij, (1.148)

где ζij — произвольная функция колебательных уровней i и вращатель-
ных уровней j .

Полиномы Сонина S
(q)
1/2 удовлетворяют следующему условию орто-

гональности [49]:∫
x1/2 exp(−x)S(p)

1/2(x)S
(q)
1/2(x)dx =

Γ(3/2 + p)

p!
δpq, (1.149)

где δpq — дельта Кронекера. Полиномы Вальдмана–Трубенбахера также
удовлетворяют соотношениям ортогональности, а именно⟨

P
(p)
ij P

(q)
ij

⟩
=

⟨(
P

(p)
ij

)2⟩
δpq = ∥P (p)∥2. (1.150)

Функции Gγ,r
cij раскладываются в ряды следующего вида:

Gγ,r
cij =

∑
qp

gγ,rc,qpS
(q)
1/2

(
mcc

2
c

2kT

)
P

(p)
ij

(
Y γ,r
ij

)
, γ ∈ VR, (1.151)
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где аргументы полиномов Вальдмана–Трубенбахера выбираются в соот-
ветствии с правыми частями интегральных уравнений (1.119):

Y γ,r
ij =

εcij − iεc1
kT

− iεc1
kT c

1

T

T c
1

(
∂Wc

∂T c
1

)−1
(
∂Wc

∂T
+
Mγ

2,cr

Mγ
1,r

Φ0

)
, γ ∈ VR. (1.152)

Здесь введены обозначения

Mγ
1,r =

Lm∑
d=1

∑
k

k

ρd

∂U

∂T d
1

(
∂Wd

∂T d
1

)−1

Kγ
dk,r, γ ∈ V , (1.153)

Mγ
2,cr =

∑
k

k

ρc
Kγ

ck,r, γ ∈ V , (1.154)

Mγ
1,r =

Lm∑
d=1

∑
k

k −Wdmd

ρd

∂U

∂T d
1

(
∂Wd

∂T d
1

)−1

Kγ
dk,r +

L∑
d=1

∑
k

∂U

∂nd
Kγ

dk,r, γ ∈ R,

(1.155)
Mγ

2,cr =
∑
k

k −Wcmc

ρc
Kγ

ck,r, γ ∈ R. (1.156)

В случае однокомпонентного газа с медленными VT-переходами, аргу-
мент полиномов Вальдмана–Трубенбахера Y V T,r

ij совпадает с приведен-
ным в [134].

Системы линейных уравнений для нахождения коэффициентов раз-
ложения gγ,rc,qp получаем, умножая уравнения (1.119) на величину

Qqp,γ,r
cij = S

(q)
1/2

(
mcc

2
c

2kT

)
P

γ,r(p)
ij , (1.157)

затем интегрируя по uc и суммируя по i и j . Это дает следующие си-
стемы уравнений:∑

d

∑
q′p′

βcd,γ,r
qq′pp′ g

γ,r
d,q′p′ =

nc
n

NaM
γ
1,r

Φ0T

(
3

2
δq1δp0 + δq0δp1∥P γ,r(p)∥2

)
−

− 1

n

∑
ij

∫
Qqp,γ,r

cij f
(0)
cij J̃γ,rcduc, γ ∈ V , (1.158)

∑
d

∑
q′p′

βcd,γ,r
qq′pp′ g

γ,r
d,q′p′ =

nc
n

NaM
γ
1,r

Φ0T

(
3

2
δq1δp0 + δq0δp1∥P γ,r(p)∥2

)
+
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+
Na

n

∑
k

Kγ
ck,rδq0p0 −

1

n

∑
ij

∫
Qqp,γ,r

cij f
(0)
cij J̃γ,rcduc, γ ∈ R. (1.159)

Интегральные скобки βcd,γ,r
qq′pp′ вводятся по аналогии с [38]:

βcd,γ,r
qq′pp′ = δcd

∑
b

ncnb
n2

[
Qqp,γ,r, Qq′p′,γ,r

]′
cb
+
ncnd
n2

[
Qqp,γ,r, Qq′p′,γ,r

]′′
cd
, γ ∈ VR.

(1.160)
При p = q = 0 системы уравнений (1.158), (1.159) не являются ли-

нейно независимыми и должны быть дополнены уравнениями, следую-
щими из условий нормировки (1.129) - (1.131) и обеспечивающими един-
ственность решения:

gγ,rc,00 = 0, r = 1, ..., Nγ, γ ∈ VR, (1.161)

∑
c

nc
n

(
3

2
gγ,rc,10 + ∥P γ,r(p)∥2gγ,rc,01

)
= 0, r = 1, ..., Nγ, γ ∈ VR. (1.162)

Рассматривая только члены низшего порядка в разложении (1.151): p =

q = 0 , p = 0, q = 1 , p = 1, q = 0 , линейные системы (1.158), (1.159) с
учетом (1.161) могут быть переписаны в следующем виде:

∑
d

(
βcd,γ,r
1100 g

γ,r
d,10 + βcd,γ,r

1001 g
γ,r
d,01

)
=

3

2

nc
n

NaM
γ
1,r

Φ0T
−

− 1

n

∑
ij

∫
Q10,γ,r

cij f
(0)
cij J̃γ,rcduc, (1.163)

∑
d

(
βcd,γ,r
0110 g

γ,r
d,10 + βcd,γ,r

0011 g
γ,r
d,01

)
=

nc
n

NaM
γ
1,r

Φ0T
∥P γ,r(p)∥2 −

− 1

n

∑
ij

∫
Q01,γ,r

cij f
(0)
cij J̃γ,rcduc. (1.164)

Введем обобщенные операторы осреднения [38] для различных ти-
пов процессов:

⟨F ⟩rapcd =

(
kT

2πmcd

)1/2 ∑
iki′k′

∑
jlj′l′

scijs
d
kl

Zint
c Zint

d

∫
Fg30×

× exp
(
−g20 − Ec

ij − Ed
kl − λci− λdk

)
σi

′j′k′l′

cd,ijkld
2Ωdg0, (1.165)
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⟨F ⟩γ,rcd =

(
kT

2πmcd

)1/2∑
jlj′l′

scijs
d
kl

Z int
c Z int

d

∫
Fg30×

× exp
(
−g20 − E c

ij − Ed
kl − λci− λdk

)
σrd

2Ωdg0, γ = V V2, V T, 2 ⇄ 2,

(1.166)

⟨F ⟩2⇄3,r
cd =

(
kT

2πmcd

)1/2∑
jl

scijs
d
kl

Z int
c Zint

d

∫
Fg30×

× exp
(
−g20 − Ec

ij − Ed
kl − λci− λdk

)
σrdg0. (1.167)

Здесь mcd = mcmd/ (mc +md) — приведенная масса, g0 =
√
mcd/2kTg —

безразмерная относительная скорость, Ec
ij = εcij/kT .

Столкновительные интегралы (Ω -интегралы), необходимые для ре-
шения систем (1.163), (1.164), определяются следующим образом:

Ω
(1,1)
cd =

⟨
g20 − g0g

′
0 cosχ

⟩rap
cd
, (1.168)

Ωγ,r(l)
c

′
=
⟨
g2l0
⟩γ,r
c
, (1.169)

Ωγ,r(l,m)
c,ν

′
=
⟨
νr,cig

2l
0

(
P

γ,r(p)
ij

)m⟩γ,r
c
, (1.170)

где g′0 — безразмерная относительная скорость частиц после столкнове-
ния, χ = χcd (b, g) — угол рассеяния, зависящий от относительной скоро-
сти частиц g и прицельного параметра b .

Интегралы в правых частях уравнений (1.163), (1.164) могут быть
переписаны через операторы осреднения:

1

n

∑
ij

∫
Q10,γ,r

cij f
(0)
cij J̃γ,rcduc = 12

ncnd
n

mcd

mc

(
Ωγ,r(0,0)

c,ν

′ − 2

3
Ωγ,r(1,0)

c,ν

′
)
, (1.171)

1

n

∑
ij

∫
Q01,γ,r

cij f
(0)
cij J̃γ,rcduc = 8

ncnd
n

Ωγ,r(0,1)
c,ν

′
. (1.172)

Для коэффициента скорости реакции в нулевом приближении также име-
ем

k(0)r = 8Ωγ,r(0)
c . (1.173)

Вводя следующие обозначения

xc =
nc
n
, ∆Ecd = ∆Ec +∆Ed, ∆Ec = Ec

i′j′ −Ec
ij, ∆Ed = Ed

k′l′ −Ed
kl, (1.174)
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где штрихованные величины — величины после столкновения, после
упрощения можем записать интегральные скобки βcd,γ,r

qq′pp′ в следующем ви-
де [38,128]:

βcd,γ,r
1100 = −16xcxd

mcmd

(mc +md)
2Ω

(1,1)
cd +

+ 4xcxd
mcmd

(mc +md)
2

⟨
2∆Ecd + (∆Ecd)2

⟩rap
cd
, c ̸= d (1.175)

βcc,γ,r
1100 = 2x2c

⟨
(∆Ecc)2

⟩rap
cc

+

+
∑
b̸=c

[
16xcxb

mcmb

(mc +mb)
2Ω

(1,1)
cb + 4xcxb

m2
b

(mc +mb)
2

⟨
−2∆Ecb + (∆Ecb)2

⟩rap
cb

]
,

(1.176)

βcd,γ,r
0110 = −4xcxd

md

mc +md
⟨∆Ed∆Ecd⟩rapcd , c ̸= d (1.177)

βcc,γ,r
0110 = −4

∑
b̸=c

xcxb
mb

mc +mb
⟨∆Ec∆Ecb⟩rapcb − 4x2c ⟨∆Ec∆Ecc⟩rapcc , (1.178)

βcd,γ,r
0011 = 0, c ̸= d (1.179)

βcc,γ,r
0011 = 4

∑
b ̸=c

xcxb

⟨
(∆Ec)2

⟩
cb
+ 2x2c

⟨
(∆Ecc)2

⟩rap
cc
. (1.180)

Видно, что величины βcd,γ,r
qq′pp′ не зависят от конкретной реакции γ, r

и, следовательно, могут быть обозначены βcd
qq′pp′ . Остальные скобки рас-

считываются из условия симметрии [38]:

βcd,γ,r
qq′pp′ = βcd,γ,r

q′qp′p . (1.181)

Наконец, переписывая аргументы полиномов Вальдмана–
Трубенбахера Y γ,r

ij в виде:

Y γ,r
ij =

εcij
kT

− iFγ,r, Fγ,r =
εc1
kT

+
εc1
kT c

1

T

kT c
1

(
∂Wc

∂T

)−1
(
∂Wc

∂T
+
Mγ

2,cr

Mγ
1,r

Φ0

)
,

(1.182)
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интегральные скобки [F,Gγ,r] ,
[
Gγ,r, Gβ,s

]
, необходимые для расчета вяз-

ких поправок к скоростям медленных процессов, логично выразить через
коэффициенты разложения функций Gγ,r следующим образом:

[F,Gγ,r] =
∑
c

nc
n

{
−gγ,rc,10+

p

ρTΦ0
gγ,rc,01

[(
(Fγ,r)2 −Fγ,rF ′

) (
< i >2 − < i2 >

)
+

+ (Fγ,r −F ′)

(⟨
iεci
kT

⟩
−
⟨
εci
kT

⟩
< i >

)]}
, (1.183)

где F ′ = εc1
kT + ∂W

∂T

(
∂W
∂T c

1

)−1
εc1
kT c

1

T
T c
1
;

[
Gγ,r, Gβ,s

]
=
∑
c

nc
n

{
gβ,sc,01

NaM
γ
1,r

TΦ0

[((
Fβ,s

)2 −Fβ,sFγ,r
) (
< i >2 − < i2 >

)
+

+
(
Fβ,s −Fγ,r

)(⟨ iεci
kT

⟩
−
⟨
εci
kT

⟩
< i >

)]
−

− nd

[
12gβ,sc,10

mcd

mc

(
Ωγ,r(0,0)

c,ν

′ − 2

3
Ωγ,r(1,0)

c,ν

′
)
+ 8gβ,sc,01

⟨
νr,ciP

β,s(1)
ij

⟩γ,r
c

]}
, (1.184)

а химические сорта частиц c , d определяются реакцией (γ, r) .
Таким образом, построен алгоритм вычисления вязких поправок к

скоростям реакций в многотемпературном приближении. В отличие от
метода, изложенного в [38], вместо одной системы линейных уравнений
для коэффициентов разложения функции Gcij получаем NV V2

+ NV T +

N2⇄2 +N2⇄3 систем для определения коэффициентов разложения функ-
ций Gγ,r

cij , что ведет к увеличению количества расчетов. Однако на прак-
тике основную сложность представляет не процедура решения линейных
систем (1.158)-(1.159), а вычисление интегралов (1.171), (1.172). Это обу-
словлено тем, что большинство моделей сечений медленных процессов
не позволяют аналитически вычислить указанные интегралы. Соответ-
ственно, для вычисления скорости медленных процессов при заданных
значениях числовых плотностей, температуры и колебательных темпе-
ратур необходим численный расчет большого числа интегралов, а затем
решение большого числа линейных систем. С другой стороны, как уже
говорилось ранее, подобный подход позволяет детально изучать скорости
отдельных медленных процессов и их взаимное влияние.
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1.4. Скорости неравновесных процессов в
многокомпонентной смеси молекул с

гармоническим колебательным спектром

В данном разделе строится модель скорости неравновесных физико-
химических процессов в многокомпонентных смесях разреженных газов
в многотемпературном приближении для случая, когда молекулы имеют
гармонический колебательный спектр. Такое предположение позволяет
существенно упростить модель скорости реакций в первом приближении
метода Энскога–Чепмена [129], а также построить обобщение широко ис-
пользуемой формулы Ландау–Теллера. В случае, когда молекулы имеют
гармонический колебательный спектр, т.е. справедливо следующее вы-
ражение для колебательной энергии (которая отсчитывается от энергии
нулевого уровня):

εi
hc

= ωc
ei, (1.185)

дополнительным аддитивным инвариантом является не число колеба-
тельных квантов, а колебательная энергия (1.61). Уравнение релаксации,
соответствующее этому инварианту, имеет вид

ρc
dEvibr,c

dt
+∇·qvibr,c = Rvibr

c −Evibr,cmcR
react
c +Evibr,c∇· (ρcVc), c = 1, . . . , Lm,

(1.186)
где поток колебательной энергии qvibr,c равен∑

ij

εci

∫
ccfcijduc, (1.187)

а релаксационный член Rvibr
c определяется как

Rvibr
c =

∑
ij

εci

∫
Jsl
cijduc. (1.188)

Уравнения (1.186) могут быть получены из более общих уравнений (1.73)
умножением их на величину εc1 (в силу равенства εci = iεc1 ). Эти уравне-
ния представляют собой уравнения релаксации колебательной энергии.

Условия нормировки функции распределения (1.69) заменяются на
следующие: ∑

ij

εci

∫
fcijduc =

∑
ij

εci

∫
f
(0)
cij duc = ρcEvibr,c. (1.189)
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Величина Rvibr
c может быть выражена через скорости реакций и

обменов колебательной энергией

Rvibr
c = Na

∑
i

εci
∑
γ∈VR

Nγ∑
r=1

νr,ciξ̇γ,r = Na

∑
γ∈VR

Nγ∑
r=1

∆εci ξ̇γ,r, (1.190)

где ∆εci = εci′ − εci , i′ — колебательный уровень после столкновения.

1.4.1. Нулевое приближение метода Энскога–Чепмена

Функция распределения в нулевом приближении имеет вид

f
(0)
cij =

( mc

2πkT

)3/2 nc
Z int
c

scij exp
(
−mcc

2
c

2kT
−

εcj
kT

− εci
kT c

v

)
(1.191)

и представляет собой комбинацию распределений Максвелла–Больцмана
с температурой газа T по скорости и вращательной энергии и распределе-
ния Больцмана по колебательной энергии с колебательной температурой
T c
v , отличной от температуры T . Статистическая сумма по колебатель-
ным степеням свободы имеет вид

Zvibr
c =

∑
i

exp
(
− εci
kT c

v

)
, (1.192)

а заселенности колебательных уровней даются соотношением

nci =
nc
Zvibr
c

exp
(
− εci
kT c

v

)
. (1.193)

Величины Aγ,r , определяемые в общем случае выражениями (1.88)-(1.91),
для модели гармонического осциллятора принимают вид [129]

AV V2,r = ∆εci

(
1− T

T c
v

)
+∆εdk

(
1− T

T d
v

)
, (1.194)

AV T,r = ∆εci

(
1− T

T c
v

)
, (1.195)

A2⇄2,r =
3

2
kT ln mcmd

mc′md′
+ kT ln Z

int
c Zint

d

Zint
c′ Z

int
d′

− kT ln ncnd
nc′nd′

+ εc′ + εd′ − εc − εd+

+ εci

(
T

T c
v

− 1

)
+ εdk

(
T

T d
v

− 1

)
− εc

′

i′

(
T

T c′
v

− 1

)
− εd

′

k′

(
T

T d′
v

− 1

)
, (1.196)
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A2⇄3,r =
3

2
kT ln mc

mc′,amf ′,a
− 3

2
kT ln(2πkT ) + 3kT lnh+ kT lnZint

c −

− kT ln nc
nc′,anf ′,a

+ εc′,a + εf ′,a − εc + εci

(
T

T c
v

− 1

)
. (1.197)

При этом величина дефекта резонанса колебательной энергии ∆εci
не зависит от номера колебательного уровня, так для молекул с гармони-
ческим колебательным спектром возможны только одноквантовые пере-
ходы:

∆εci = ∆εc = ±hνc. (1.198)

1.4.2. Формула Ландау–Теллера для скорости колебательной ре-
лаксации

Для описания скорости колебательной релаксации в силу медленных
VT-переходов часто используется формула Ландау–Теллера [137], кото-
рая изначально была получена для однокомпонентного молекулярного
газа и имела следующий вид:

dEvibr

dt
=
Eeq

vibr(T )− Evibr

τV T
. (1.199)

Здесь Eeq
vibr — равновесное значение колебательной энергии, τV T — время

VT релаксации, являющееся функцией давления и температуры. Данное
выражение было получено в [137] в условиях слабых отклонений от рав-
новесия и в предположении о гармоническом колебательном спектре, а
также о линейной зависимости вероятностей колебательных переходов от
номера колебательного уровня.

В настоящее время при моделировании неравновесных многокомпо-
нентных течений используется аналог выражения (1.199) для определе-
ния релаксационного члена, описывающего скорость изменения колеба-
тельной энергии в силу медленных VT-переходов [47,159]:

Rvibr,V T
c = ρc

Eeq
vibr,c(T )− Evibr,c(T

c
v )

τV T
c

, (1.200)

где Eeq
vibr,c (T ) — равновесная удельная колебательная энергия, а τV T

c —
время VT релаксации молекул сорта c .
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Несмотря на то, что формула (1.199) была получена в условиях сла-
бого отклонения от равновесия, она часто применяется при моделирова-
нии течений с сильной колебательной неравновесностью [20, 44, 46–48, 81,
159] в силу своей простоты. В работе [161] на основании сравнения с экс-
периментальными данными авторы утверждают, что формула Ландау–
Теллера пригодна только при температурах ниже 8000K, при этом при
температурах выше 5000K она недооценивает скорость колебательной
релаксации.

Выведем аналог этой формулы из строгого определения для скоро-
сти колебательной релаксации за счет VT-переходов Rvibr,V T

c

Rvibr,V T
c = Rvibr

c =
∑
ij

εci

∫
JV T
cij duc. (1.201)

Подставляя в данное определение функцию распределения нулевого при-
ближения, с учетом гармонического спектра и выражения (1.97) для ско-
рости реакций, имеем

Rvibr,V T (0)
c =

1

Na

NV T∑
r=1

∆εciΓ
V T,rk

(0)
f,V T,rncindk =

=

NV T∑
r=1

∆εciΓ
V T,r

∑
jlj′l′

∫
f
(0)
cij f

(0)
dklgσ̃f,V T,rdudduc. (1.202)

Введем время время VT релаксации τV T
cd для столкновений молекул

сорта c с частицами сорта d [38,90]:
1

τV T
cd

=
4kn

mccv,c

⟨(
∆Evibr

c

)2⟩V T

cd
, (1.203)

где ∆Evibr
c = (εci′ − εci) /kT , угловые скобки означают операцию осреднения

по VT-переходам, определяемую выражением (1.166), cv,c — удельная
теплоемкость колебательных степеней молекулы сорта c , определяемая
как

cv,c =
∂Evibr,c

∂T c
v

. (1.204)

Предположим малые отклонения от колебательного равновесия, т.е.
малость разности обратных температур 1

T c
v
− 1

T , что эквивалентно∣∣∣∣AV T,r

kT

∣∣∣∣≪ 1. (1.205)
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Тогда, раскладывая величину ΓV T,r в степенной ряд и сохраняя только
линейные члены, имеем

ΓV T,r ≈ εci

(
1− T

T c
v

)
. (1.206)

Подставляя (1.206) в формулу (1.202), с учетом времени колебательной
релаксации τV T

cd (1.203), можно получить следующее выражение для ско-
рости колебательной релаксации R

V T (0)
c :

Rvibr,V T (0)
c =

T

T c
v

(T − T c
v ) ρccv,c

∑
d

nd
nτV T

cd

. (1.207)

Если считать теплоемкость колебательных степеней свободы посто-
янной величиной, выражение (1.207) принимает вид

Rvibr,V T (0)
c =

T

T c
v

(Ec,eq
vibr − Ec

vibr) ρc
∑
d

nd
nτV T

cd

. (1.208)

Если считать, что время VT релаксации не зависит от сорта парт-
нера по столкновению ( τV T

cd = τV T
c , ∀d ), или ввести время VT релаксации

молекул сорта c следующим образом:
1

τV T
c

=
∑
d

nd
nτV T

cd

, (1.209)

выражение (1.208) сводится к следующему виду

Rvibr,V T (0)
c =

T

T c
v

ρc
Ec,eq

vibr − Ec
vibr

τV T
c

. (1.210)

Видно, что формула (1.210) отличается от исходной формулы
Ландау–Теллера (1.200) наличием множителя T/T c

v . Покажем, что это
различие обусловлено разными определениями времени V T -релаксации,
использованных при выводе выражений (1.210) и (1.200). Рассмотрим для
простоты однокомпонентную смесь и будем опускать индекс c , означаю-
щий химический сорт частиц. Формула (1.200) выведена в предположе-
нии, что молекулы имеют бесконечное число колебательных уровней [15].
Для таких молекул справедливы следующие выражения

cv =
k

m

(
hν

kTv

)2 exp
(

hν
kTv

)
(
exp

(
hν
kTv

)
− 1
)2 , (1.211)
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Zvibr =
exp

(
hν
kTv

)
exp

(
hν
kTv

)
− 1

. (1.212)

Величина ∆Evibr
c для модели гармонического осциллятора имеет вид

∆Evibr
c =

(
hν

kT

)2

. (1.213)

Будем предполагать, что сечения VT-переходов не зависят от 1) вра-
щательных уровней сталкивающихся частиц, 2) колебательного уровня
партнера по столкновению, а также что для интегральных сечений VT-
переходов с колебательного уровня i на колебательный уровень i − 1

σ̃V T,i,i−1 справедливо выражение

σ̃V T,i,i−1 = iσ̃elP10, (1.214)

где σ̃el — сечение упругого столкновения, а P10 — вероятность перехода
с колебательного уровня i на колебательный уровень i − 1 . Определим
частоту упругих столкновений Z как

Z = 4n

(
kT

2πmcd

)1/2 ∫
g30 exp

(
−g20

)
σeld

2Ωdg0. (1.215)

Введем второе определение времени VT релаксации, совпадающее с тем,
которое используется при выводе формулы Ландау–Теллера [15]:

1

τV T ′ = ZP10

(
1− exp

(
−hν

kT

))
. (1.216)

С учетом всех приведенных выражений величину τV T , определяе-
мую выражением (1.203), можно представить в следующем виде

1

τV T
=

(
Tv
T

)2 1− exp
(
− hν

kT

)
1− exp

(
− hν

kTv

) 1

τV T ′ . (1.217)

Наконец, предполагая, что

kT ≫ hν, kTv ≫ hν, (1.218)

получаем что выражение (1.217) сводится к следующему
1

τV T
=
Tv
T

1

τV T ′ . (1.219)
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С учетом соотношения (1.219), выражение (1.210) можно свести к
исходной формуле Ландау–Теллера (1.200). Таким образом, применение
формулы Ландау–Теллера корректно при следующих предположениях:
(1) молекулы имеют гармонический колебательный спектр и имеют беско-
нечное число колебательных уровней; (2) имеет место слабое отклонение
от равновесия (1.205); и (3) удельные теплоемкости колебательных сте-
пеней свободы являются постоянными величинами. При использовании
формулы (1.200) в расчетах сильнонеравновесных течений следует учи-
тывать границы ее применимости, особенно при моделировании расши-
ряющихся течений, где ангармоничность колебательного спектра играет
существенную роль, и отношение T c

v/T становится большим. Выраже-
ние (1.200) также не учитывает вязкие эффекты: перекрестное влияние
реакций и зависимость скорости медленных процессов от дивергенции
скорости [128, 129], и потому его применение для моделирования вязких
течений является некорректным с теоретической точки зрения.

В [128, 129] показано, что формула (1.207) дает лучшее согласие с
результатами расчетов релаксационных членов по определению (1.190),
нежели обычная модель Ландау–Теллера (1.200). В [28, 127] также пока-
зано, что модификация модели Ландау–Теллера при применении к рас-
четам течений за сильными ударными волнами дает лучшее согласие с
экспериментальными данными и результатами расчетов по строгим ки-
нетическим моделям. Таким образом, формула (1.207), полученная в дан-
ной работе, может быть использована вместо формулы Ландау–Теллера
в расчетных программах в силу ее простоты и более высокой точности в
условиях сильной неравновесности.

Отметим, что соотношение (1.219), полученное в данной рабо-
те, показывает, что использование в модификации формулы Ландау–
Теллера времен релаксации, рассчитанных по определению (1.216), явля-
ется некорректным. Аналогично, использование времен релаксации, рас-
считанных по определению (1.203), в исходной формуле Ландау–Теллера,
также некорректно.
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1.4.3. Первое приближение метода Энскога–Чепмена

Предположение о гармоническом колебательном спектре позволя-
ет упростить правые части интегральных уравнений для функций Gγ,r

cij

(1.119):

Φγ,r
cij = −Na

Hcj

cu

Lm∑
d=1

∆εd

ρd
ξ̇(0)γ,r +Na

[
εci
kT c

v

]′

vibr

1

T c
v

c−1
v,c

∆εc

ρc
ξ̇(0)γ,r − J̃γ,rc, γ ∈ V

(1.220)

Φγ,r
cij = −Na

Hcj

cu

Lm∑
d=1

∆εd − νr,dEvibr,dmd

ρd
ξ̇(0)γ,r −Na

Hcj

cu

L∑
d=1

νr,d
∂U

∂nd
ξ̇(0)γ,r+

+Na

[
εci
kT c

v

]′

vibr

1

T c
v

c−1
v,c

∆εc − νr,cEvibr,cmc

ρc
ξ̇(0)γ,r +

Na

nc
νr,cξ̇

(0)
γ,r − J̃γ,rc, γ ∈ R.

(1.221)

Здесь [ζj]
′

rot = ζj − ⟨ζj⟩rot , [ζi]
′

vibr = ζi − ⟨ζi⟩vibr , где операция осреднения
по вращательному спектру определяется выражением (1.111), а опера-
ция осреднения по колебательному спектру для модели гармонического
осциллятора имеет вид:

⟨ζi⟩vibr =
1

Zvibr
c

∑
i

sciζi exp
(
− εci
kT c

v

)
. (1.222)

Фукнция Hcj определяется следующим образом:

Hcj =
1

T

(
−3

2
+
mcc

2
c

2kT
+

[
εcj
kT

]′

rot

)
. (1.223)

Условия нормировки (1.131) принимают вид∑
ij

εci

∫
f
(0)
cijG

γ, r
cij duc = 0, c = 1, ..., Lm, r = 1, ..., Nγ, γ ∈ VR. (1.224)

Для численного расчета поправок первого порядка к скоростям
реакций функции Gγ,r

cij раскладываем в ряды по полиномам Сонина и
Вальдмана–Трубенбахера:

Gγ,r
cij =

∑
qp

gγ,rc,qpS
(q)
1/2

(
mcc

2
c

2kT

)
P

(p)
ij

(
εcj
kT

+
εci
kT c

v

)
, γ ∈ VR. (1.225)
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Системы линейных уравнений для коэффициентов gγ,rc,qp выводятся ана-
логично случаю, когда молекулы имеют ангармонический колебательный
спектр, и имеют вид∑
d

∑
q′p′

βcd,γ,r
qq′pp′ g

γ,r
d,q′p′ =

nc
n

(
3

2
δq1δp0M

γ,r
1 + δq0δp1

(
Mγ,r

1

mc

k
crot,c −Mγ,r

2,c

mc

k
cv,c

))
−

− 1

n

∑
ij

∫
Qqp,γ,r

cij f
(0)
cij J̃γ,rcduc, γ ∈ V , (1.226)

∑
d

∑
q′p′

βcd,γ,r
qq′pp′ g

γ,r
d,q′p′ =

nc
n

(
3

2
δq1δp0M

γ,r
1 + δq0δp1

(
Mγ,r

1

mc

k
crot,c −Mγ,r

2,c

mc

k
cv,c

))
+

+ δq0p0
Na

nc
νr,cξ

(0)
γ,r −

1

n

∑
ij

∫
Qqp,γ,r

cij f
(0)
cij J̃γ,rcduc, γ ∈ R, (1.227)

где crot,c — удельная теплоемкость вращательных степеней свободы мо-
лекулярного сорта c , определяемая как

crot,c =
∂Erot,c

∂T
, (1.228)

а функции Mγ,r
1 , Mγ,r

2,c даются следующими выражениями:

Mγ,r
1 =

Na

Tcu

Lm∑
d=1

∆εd

ρd
ξ(0)γ,r, γ ∈ V , (1.229)

Mγ,r
1 =

Na

Tcu

Lm∑
d=1

∆εd − νr,dEvibr,dmd

ρd
ξ(0)γ,r+

Na

Tcu

L∑
d=1

νr,d
∂U

∂nd
ξ(0)γ,r, γ ∈ R, (1.230)

Mγ,r
2,c =

Na

T c
v

c−1
v,c

∆εc

ρc
ξ(0)γ,r, γ ∈ V , (1.231)

Mγ,r
2,c =

Na

T c
v

c−1
v,c

∆εc − νr,dEvibr,cmc

ρc
ξ(0)γ,r, γ ∈ R. (1.232)

Уравнения (1.158), (1.159) должны быть дополнены условиями нор-
мировки (1.161) и∑

c

nc
n

(
3

2
gγ,rc,10 +

mc

k
crot,cg

γ,r
c,01 +

mc

k
cv,cg

γ,r
c,01

)
= 0, r = 1, ..., Nγ, γ ∈ VR.

(1.233)
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Рассматривая только члены низшего порядка в разложении (1.225):
p = q = 0 , p = 0, q = 1 , p = 1, q = 0 , линейные системы (1.226), (1.227) с
учетом (1.161) удается переписать в следующем упрощенном виде:∑

d

(
βcd,γ,r
1100 g

γ,r
d,10 + βcd,γ,r

1001 g
γ,r
d,01

)
=

nc
n

3

2
Mγ,r

1 −

− 1

n

∑
ij

∫
Q10,γ,r

cij f
(0)
cij J̃γ,rcduc, (1.234)

∑
d

(
βcd,γ,r
0110 g

γ,r
d,10 + βcd,γ,r

0011 g
γ,r
d,01

)
=
nc
n

(
Mγ,r

1

mc

k
crot,c −Mγ,r

2,c

mc

k
cv,c

)
+

− 1

n

∑
ij

∫
Q01,γ,r

cij f
(0)
cij J̃γ,rcduc. (1.235)

Интегральные скобки [F,Gγ,r] ,
[
Gγ,r, Gβ,s

]
выражаются через коэф-

фициенты разложения функций Gγ,r
cij следующим образом:

[F,Gγ,r] =
∑
c

nc
n

(
−gγ,rc,10 −

p

ρTcu
gγ,rc,01

mc

k
cv,c

)
, (1.236)

[
Gγ,r, Gβ,s

]
=
∑
c

nc
n

{
− gβ,sc,01

mc

k
cv,c

(
Mγ,h

1,r +Mγ,h
2,cr

)
−

−nd
[
12gβ,sc,10

mcd

mc

(
Ωγ,r(0,0)

c,ν

′−2

3
Ωγ,r(1,0)

c,ν

′
)
+8gβ,sc,01

⟨
νr,ciP

(1)
ij

(
εcj
kT

+
εci
kT c

v

)⟩γ,r

c

]}
.

(1.237)
Видно, что полученные в данной работе уравнения для случая гар-

монического колебательного спектра проще, чем в общем случае. Осно-
вания полиномов Вальдмана–Трубенбахера являются одинаковыми для
всех реакций; часть величин, входящих в правые части линейных систем
(1.226)-(1.227) также проще, чем в случае ангармонического колебатель-
ного спектра (в силу упрощения выражений для производных полной
энергии по T и T c

v ).

1.5. Выводы главы 1

В данной главе в рамках многотемпературного описания построе-
на самосогласованная модель скорости неравновесных процессов в невяз-
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ком (нулевом) и вязком (первом) приближениях обобщенного метода
Энскога–Чепмена. Получены выражения для скорости реакций в невяз-
ких течениях через интегралы по сечениям соответствующих процессов.
В вязких течениях получены выражения для скорости реакций через
решения линейных систем. Показана зависимость скорости неравновес-
ных процессов в вязких газах от дивергенции скорости потока и нали-
чие перекрестных эффектов между различными медленными физико-
химическими процессами. Получены упрощенные линейные системы для
случая течений с молекулами с гармоническими колебательными спек-
трами.

Для течений, в которых колебательные спектры молекул модели-
руются гармоническими осциллятором, из строгих формул кинетиче-
ской теории для скорости колебательной релаксации выведена форму-
ла Ландау–Теллера. Указаны условия, при которых формула Ландау–
Теллера строго обоснована с точки зрения кинетической теории и получе-
но обобщение формулы Ландау–Теллера на случай сильных отклонений
от равновесия, а также введено определение времен VT релаксации на
основе кинетической теории.
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Г л а в а 2

РАСЧЕТ ИНТЕГРАЛОВ ПО СЕЧЕНИЯМ
БЫСТРЫХ И МЕДЛЕННЫХ ПРОЦЕССОВ

2.1. Расчет интегралов по сечениям быстрых
процессов

Для расчета интегральных скобок βcd,γ,r
qq′p′ необходимо вычислить сле-

дующие величины:

- Ω
(1,1)
cd

- Ω
(2,2)
cd (для расчета времени вращательной релаксации)

-
⟨
(∆Ec)2

⟩rap
cd

-
⟨
∆Ec∆̃Ed

⟩rap
cd
.

Тильда введена для того, чтобы отличить один из партнеров при столк-
новении в случае, когда сталкиваются частицы одинаковых химических
сортов ( c = d ).

Так как колебательные обмены при столкновениях молекул разных
химических сортов являются медленным процессом, имеем, что⟨

(∆Ec)2
⟩rap
cd

=
⟨(

∆Erot
c

)2⟩rap
cd
, c ̸= d, (2.1)⟨

∆Ec∆̃Ed
⟩rap
cd

=
⟨
∆Erot

c ∆̃Erot
d

⟩rap
cd
, c ̸= d, (2.2)

где ∆Erot
c = εcj′ − εcj .

В случае, если рассматривается модель гармонического осциллято-
ра, в силу того, что быстрые обмены колебательной энергией являются
резонансными, также имеем⟨

(∆Ec)2
⟩rap
cc

=
⟨(

∆Erot
c

)2⟩rap
cc
, (2.3)⟨

∆Ec∆̃Ec
⟩rap
cc

=
⟨
∆Erot

c ∆̃Erot
d

⟩rap
cc
. (2.4)
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2.1.1. Расчет Ω
(1,1)
cd , Ω

(2,2)
cd

При расчете величин Ω
(1,1)
cd , Ω(2,2)

cd будем считать, что сечения столк-
новения не зависят от внутренней энергии сталкивающихся частиц [38].
Данное предположение не совсем корректно, т.к. диаметры молекул (а
следовательно, и сечения столкновения) увеличиваются с ростом колеба-
тельного уровня [99,112,117]. Однако данный эффект слабо влияет на зна-
чения коэффициентов переноса, получаемых при расчетах по реальным
данным [126]. В частности, это обусловлено либо низкой заселенностью
высоких колебательных уровней, характерной для задач гиперзвуковой
аэродинамики, либо низкой температурой газа в задачах о расширающих-
ся течениях, где заселенность верхних колебательных уровней высока.

Таким образом, предполагая сечения упругими, имеем, что столк-
новительный интеграл Ω

(l,r)
cd определяется следующим выражением [49]

Ω
(l,r)
cd =

(
kT

2πmcd

)1/2 ∫ ∞

0

exp
(
−g20

)
g2r+3
0 Q

(l)
cddg0, (2.5)

где среднее сечение рассеяния Q
(l)
cd равно

Q
(l)
cd = 2π

∫ (
1− coslχcd(b, γ)

)
bdb. (2.6)

Простейшей моделью для расчета столкновительных интегралов яв-
ляется модель твердых сфер, описываемая следующим потенциалом вза-
имодействия:

φ(r) =

∞, σcd < r,

0, σcd > r,
(2.7)

где r — расстояние между центрами масс сталкивающихся частиц, σcd —
диаметр столкновения, обычно принимаемый равным σcd = 1/2 (σc + σd) ,
где σc — диаметр частицы химического сорта c .

Модель твердых сфер позволяет аналитически вычислить столкно-
вительные интегралы любого порядка, и для Ω

(l,r)
cd имеем

(
Ω

(l,r)
cd

)
r.s.

=

(
kT

πmcd

)1/2
(r + 1)!

2

[
1− 1 + (−1)−l

2(l + 1)

]
πσ2cd, (2.8)
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однако данное выражение является грубой оценкой и дает завышен-
ные значения, особенно при высоких температурах. Обобщениями моде-
ли твердых сфер являются модели переменных твердых сфер (Variable
Hard Sphere, VHS) [67] и переменных мягких сфер (Variable Soft Sphere,
VSS) [122], обе из которых предполагают зависимость диаметра столкно-
вения σcd от энергии относительного движения частиц, модель VSS также
учитывает неизотропное рассеяние частиц после столкновения. Данные
модели широко используются в методе прямого статистического модели-
рования (ПСМ), известном также как метод Direct Simulation Monte Carlo
(DSMC). Они позволяют рассчитать величины Ω

(1,1)
cd и Ω

(2,2)
cd . Модель VSS

дает следующее выражение для величины Q
(l)
cd :

Q
(l)
cd = C

(l,l)
V SSg

−2ω
(l,l)
V SS

0 T−ω
(l,l)
V SS , l = 1, 2, (2.9)

где C(l,l)
V SS , ω

(l,l)
V SS — параметры модели. Значения параметров для бинар-

ных смесей азота и кислорода представлены в таблице 2.1. Такое вы-
ражение позволяет вычислить столкновительные интегралы Ω

(1,1)
cd , Ω(2,2)

cd

аналитически:

Ω
(1,1)
cd = C

(1,1)
V SS

Γ
(
3− ω

(1,1)
V SS

)
2

(
kT

2πmcd

)1/2

T−ω
(1,1)
V SS , (2.10)

Ω
(2,2)
cd = C

(2,2)
V SS

Γ
(
4− ω

(2,2)
V SS

)
2

(
kT

2πmcd

)1/2

T−ω
(2,2)
V SS . (2.11)

Взаимодействие C
(1,1)
V SS , Å2 ω

(1,1)
V SS C

(2,2)
V SS , Å2 ω

(2,2)
V SS

N2, N2 241.4 0.274 142.5 0.231
N2, N 215.4 0.295 165.4 0.276
N , N 274.3 0.357 212.9 0.335
O2, O2 160.6 0.224 103.9 0.198
O2, O 103.7 0.211 78.5 0.199
O, O 96.2 0.239 73.3 0.225

Таблица 2.1. Постоянные модели VSS [122].

При низких температурах для взаимодействия нейтральных ча-
стиц достоверные результаты дает широко используемый потенциал
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Леннарда–Джонса [13, 49], который включает в себя силы притяжения
и отталкивания и имеет вид

φ(r) = 4
ε

k

[(σ
r

)12
−
(σ
r

)6]
, (2.12)

где σ , ε — параметры взаимодействия. Данные о σ , ε можно найти, на-
пример, в [114]. При высоких температурах потенциал Леннарда–Джонса
некорректно описывает закон взаимодействия, и можно применять для
расчетов потенциал Борна–Майера, имеющий вид [86]

φ(r) = φ0 exp(−βr). (2.13)

Данные о параметрах φ0 , β могут быть найдены в [86,156].
В данной работе для расчетов используется один из наиболее точных

потенциалов, пригодный в широком диапазоне температур, представлен-
ный в [78]:

φ(r) = ε0

[
m

n(x)−m

(
1

x

)n(x)

− n(x)

n(x)−m

(
1

x

)m
]
, (2.14)

где x = r/re , n(x) = β+4x2 , и для столкновения нейтрально заряженных
частиц имеем m = 6 .

На основе расчетов, проведенных по данному потенциалу, в [78]
представлена также и аппроксимационная формула для приведенных
столкновительных интегралов, имеющая следующий вид:

lnΩ(l,r)∗
cd = [α1(β) + α2(β)x]×

× exp [(x− α3(β)) /α4(β)]

exp [(x− α3(β)) /α4(β)] + exp [(α3(β)− x) /α4(β)]
+

+ α5
exp [(x− α6(β)) /α7(β)]

exp [(x− α6(β)) /α7(β)] + exp [(α6(β)− x) /α7(β)]
, (2.15)

где x = lnT∗ = ln kT
ε0
, αi(β) =

∑2
j=0 cjβ

j .
Здесь Ω(l,r)∗ — приведенный столкновительный интеграл, опреде-

ляемый как
Ω

(l,r)∗
cd =

Ω
(l,r)
cd(

Ω
(l,r)
cd

)
r.s.

. (2.16)
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Взаимодействие β ε0, мэВ re, Å
N2, N2 8.07 11.443 8.829
N2, N 6.94 8.424 3.715
N , N 6.61 6.432 3.583
O2, O2 8.14 11.972 3.780
O2, O 7.26 7.978 3.621
O, O 6.90 5.763 3.423

Таблица 2.2. Параметры потенциала (2.14).

Ω
(1,1)∗
cd c0 c1 c2

α1 7.884756e-01 -2.438494e-02
α2 -2.952759e-01 -1.744149e-03
α3 5.020892e-01 4.316985e-02
α4 -9.042460e-01 -4.017103e-02
α5 -3.373058 2.458538e-01 -4.850047e-03
α6 4.161981 2.202737e-01 -1.718010e-02
α7 2.462523 3.231308e-01 -2.281072e-02

Ω
(2,2)∗
cd c0 c1 c2

α1 7.898524e-01 -2.114115e-02
α2 -2.998325e-01 -1.243977e-03
α3 7.077103e-01 3.583907e-02
α4 -8.946857-01 -2.473947e-02
α5 -2.958969 2.303358e-01 -5.226562e-03
α6 4.348412 1.920321e-01 -1.496557e-02
α7 2.205440 2.567027e-01 -1.861359e-02

Таблица 2.3. Параметры в формуле (2.15) для взаимодействия нейтральных частиц при
l = r = 1 и l = r = 2 [78].

Значения параметров β , ε0 , c0 , c1 , c2 , необходимые для расчета
приведенных Ω

(1,1)∗
cd , Ω

(2,2)∗
cd интегралов в бинарных смесях кислорода и

азота приведены в таблицах 2.2, 2.3.
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2.1.2. Время вращательной релаксации

Будем считать, что быстрые обмены вращательной и колебательной
энергией являются независимыми. Введем время вращательной релакса-
ции молекулы сорта c при столкновении с частицей сорта d следующим
образом [38,90,145]:

1

τ rotcc

=
2kn

mccrot,c

⟨(
∆Erot

cc

)2⟩
cc
,

1

τ rotcd

=
4kn

mccrot,c

⟨
∆Erot

c ∆Erot
cd

⟩
cd
. (2.17)

Введем также число столкновений, необходимое для установления вра-
щательного равновесия в молекулах сорта c при их столкновениях с ча-
стицами сорта d :

ζrotcd =
4

π

pτ rotcd

ηcd
, (2.18)

где ηcd определяется как
ηcd =

5

8

kT

Ω
(2,2)
cd

. (2.19)

Будем считать, что необходимое для установления равновесия по
вращательным степеням свободы число столкновений ζrotcd не зависит от
химического сорта партнера, т.е. ζrotcd = ζrotc , и будем для его расчета
использовать формулу Паркера [152]:

ζrotc (T ) =
ζ∞c

Fc (T )
, (2.20)

где функция Fc(T ) определяется следующим выражением:

Fc(T ) = 1 +
π3/2

2

(
kT

εc

)−1/2

+

(
π2

4
+ 2

)(
kT

εc

)−1

+ π3/2
(
kT

εc

)−3/2

, (2.21)

здесь εc — глубина потенциальной ямы, в качестве которой можно ис-
пользовать соответствующие значения параметров потенциала Леннарда-
Джонса. Для молекул кислорода и азота имеем εN2

/k = 97.5 , εO2
/k =

107.4 ; ζ∞N2
= 15.9 и ζ∞O2

= 20.7 [17].

2.1.3. Расчет интегралов по сечениям VV 1 обменов

Если учитывать ангармоничность колебательного спектра молекул,
необходим расчет интегралов вида (1.165) по сечениям быстрых VV 1 об-
менов ( c = d ). Будем считать, что сечения не зависят от вращательных
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уровней молекул (σi′j′k′l′cd,ijkl = σi
′k′

cd,ik ), и интегральные сечения, определяемые
выражением (1.28), представимы в следующем виде:

σ̃i
′k′

cd,ik = P i′k′

cd,ikσ̃cd,el, (2.22)

где P i′k′

cd,ik — вероятность VV 1 -обмена при столкновении молекулы сор-
та c , находившейся на i -м колебательном уровне, с молекулой сорта d ,
находившейся на k -м колебательном уровне, в результате которого мо-
лекула сорта c перешла на колебательный уровень i′ , а молекула сорта
d — на колебательный уровень k′ ; σ̃cd,el — интегральное сечение упру-
гого столкновения. Для модели твердых сфер σ̃cd,el = πσ2

cd . Модель VSS
также дает выражение для σ̃cd,el :

σ̃cd,el(g) = Ctot
V SS

(
mcdg

2

2k

)−ωtot
V SS

, (2.23)

значения параметров Ctot
V SS , ωtot

V SS приведены в таблице 2.4. Вероятность

Взаимодействие Ctot
V SS, Å2 ωtot

V SS

N2, N2 216.1 0.235
N2, N 240.3 0.275
N , N 306.8 0.328
O2, O2 155.6 0.201
O2, O 114.7 0.199
O, O 106.9 0.225

Таблица 2.4. Постоянные модели VSS для упругого сечения [122]

P i′k′

cd,ik может быть рассчитана на основе модели нагруженного гармони-
ческого осциллятора (Forced Harmonic Oscillator, FHO) [55–57]. Эта мо-
дель позволяет учесть ангармоничность колебательного спектра и дает
хорошее согласие с результатами квазиклассических траекторных расче-
тов. Модель дает следующее выражение для VV обменов колебательной
энергией (также пригодное для расчета вероятностей медленных VV 2 -
обменов):

P i′k′

cd,ik(g) =
n
(1)
s n

(2)
s

(s!)2
(ρξ)

s exp

−
2
(
n
(1)
s

)1/s (
n
(2)
s

)1/s
s+ 1

ρξ

 , (2.24)
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где ρξ определяется следующим образом:

ρξ = SV V
Ω2

ω1ω2 sinh2
(
2Ω
αv

) , (2.25)

где
SV V = 0.04, n(1)s =

max(i, i′)!
min(i, i′)! , n(2)s =

max(k, k′)!
min(k, k′)! , (2.26)

Ω = |ω1 − ω2|, (2.27)

ω1 =
|εci − εci′|
|i− i′|

, ω2 =
|εdk − εdk′|
|k − k′|

, (2.28)

g =
1

2

g +
√

2
εci − εci′ + εdk − εdk′

mcd
+ g2

 . (2.29)

Если величина под корнем в формуле (2.29) меньше 0, то такое столкно-
вение невозможно в силу закона сохранения энергии, и его вероятность
считается равной 0. Параметр α потенциала взаимодействия для молекул
азота и кислорода берется равным 4 Å−1 .

Также, в качестве сечений быстрых VV 1 обменов могут быть ис-
пользованы сечения, полученные путем применения обратного преобра-
зования Лапласа к результатам квазиклассических траекторных расче-
тов [5, 63].

Более простой моделью является модель, основанная на теории
Шварца, Славского и Герцфельда (SSH) [52], изначально полученная для
молекул с гармоническим колебательным спектром. Позже модель бы-
ла обобщена на случай молекул с ангармоническим колебательным спек-
тром [51,76]. В большинстве работ даны выражения лишь для коэффици-
ентов скорости VV 1 обменов, выражения для самих вероятностей приве-
дены только в [52] для случая молекул с гармоническим колебательным
спектром.

Недостатком теории SSH является ее невысокая точность при описа-
нии колебательных переходов на верхних колебательных уровнях, а так-
же при моделировании переходов колебательной энергии при столкно-
вениях с большой относительной скоростью [58]. В данной работе для
расчетов была использована модель FHO в силу ее точности.
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2.2. Расчет интегралов по сечениям медленных
процессов

Для решения линейных систем (1.163)-(1.164) (или, в случае молекул
с гармоническим колебательным спектром, систем (1.234)-(1.235)) необ-
ходимо вычислить коэффициенты скорости реакций, а также интегралы
более высокого порядка, определяемые формулами (1.171), (1.172), по се-
чениям VV 2 -обменов колебательной энергией, VT-переходов колебатель-
ной энергии в поступательную, бимолекулярных химических реакций и
реакций диссоциации–рекомбинации. В то время как существует большое
количество моделей для коэффициентов скорости перечисленных процес-
сов, для их сечений (в особенности, для сечений обменных химических
реакций) в литературе данных намного меньше. Для вероятностей VV 2

процессов может быть использована описанная ранее модель нагружен-
ного гармонического осциллятора.

Далее в работе изучаются однокомпонентные газы и бинарные сме-
си атомов и молекул, в которых отсутствуют VV 2 -обмены колебательной
энергией и бимолекулярные обменные реакции. Для нахождения сече-
ний бимолекулярных реакций может быть использован подход, основан-
ный на обратном преобразовании Лапласа и впервые предложенный в
работе [42]. Этот метод может быть применен к коэффициентам скорости
обменных реакций, полученных из траекторных расчетов, или к коэф-
фициентам скорости на основании моделей, учитывающих колебательное
возбуждение сталкивающихся частиц, таких как модель Варнатца [177].

2.2.1. Модели обменов колебательной энергией

В данной работе для расчета сечений VT-переходов использовалась
модель нагруженного гармонического осциллятора [56], дающая следу-
ющее выражение для вероятности перехода P i′

cd,i (вероятности того, что
молекула сорта c при столкновении с частицей сорта d перейдет с i -го
колебательного на i′ -й колебательный уровень):

P i′

cd,i(g) =
ns
(s!)2

εs exp
(
−2n(1/s)s

ε

s+ 1

)
, (2.30)
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где

ε = SV T
2π2ωm2

cd

µh sinh2
(
πω
βv

)
β2
, (2.31)

g =
1

2

(
g +

√
2
εi − εi′

mcd
+ g2

)
, (2.32)

s = |i− i′|, ns =
max(i, i′)!
min(i, i′)! , SV T =

1

πs
, ω =

|εi − εi′|
ℏ

. (2.33)

Для расчета сечений упругих столкновений использовалась модель VSS.
В случае смеси с молекулами разных сортов для моделирования

медленных VV 2 обменов колебательной энергией также может быть ис-
пользована модель SSH.

Также для расчета сечений VV 2 и VT процессов может быть ис-
пользован упомянутый ранее подход, основанный на применении обрат-
ного преобразования Лапласа к данным квазиклассических траекторных
расчетов.

2.2.2. Модели диссоциации

Простейшие модели сечений диссоциации предполагают, что его
можно представить в виде

σ̃disscd,i = P diss
cd,i σ̃cd,el, (2.34)

где P diss
cd,i — вероятность диссоциации молекулы химического сорта c ,

находящейся на i -м колебательном уровне, при столкновении с частицей
химического сорта d . Простейшая модель для P diss

cd,i имеет следующий
вид:

P diss
cd,i (g) =

0, mcdg
2

2 < Dc,

1, mcdg
2

2 ≥ Dc,
(2.35)

и означает, что диссоциация не происходит, если энергия относительного
движения частиц меньше энергии диссоциации Dc молекулы сорта c . В
случае, если в качестве модели сечений упругих столкновений σcd,el бе-
рется модель твердых сфер, данная модель диссоциации так же известна
как модель твердых сфер. Существенным ее недостатком является то,
что она не учитывает зависимость вероятности диссоциации от уровня
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колебательной энергии. Наиболее простой способ учесть колебательное
состояние диссоциирующей частицы — обобщить (2.35) в виде:

P diss
cd,i (g) =

0, mcdg
2

2 + εci < Dc,

1, mcdg
2

2 + εci ≥ Dc.
(2.36)

Также можно учитывать только вклад поступательной энергии вдоль ли-
нии центра масс:

P diss
cd,i (g) =

0, mcdg
2

2 + εci < Dc,

1− Dc
mcdg

2

2

, mcdg
2

2 + εci ≥ Dc.
(2.37)

Если вязкими поправками к скоростям реакций пренебречь, то необ-
ходимо только вычисление интегралов вида (1.173), определяющих коэф-
фициенты скорости реакций. На практике обычно используют полуэм-
пирические выражения для величин kr . К наиболее используемым моде-
лям относятся модели Аррениуса, Парка, Тринора–Маррона и Мачерета–
Фридмана.

Дадим краткое описание этих моделей, так как далее результаты
расчетов скорости реакций с учетом и без учета вязких эффектов будем
сравнивать именно с ними.

Реакция A, м3/с n

N2 +N2 → 2N +N2 4.1 × 10−12 -0.62
N2 +N → 3N 1 × 10−11 0 -0.68

O2 +O2 → 2O +O2 5.33 × 10−11 -1.0
O2 +O → 3O 1.5 × 10−10 -1.05

Таблица 2.5. Постоянные модели Аррениуса [157].

Простейшей моделью для коэффициента скорости диссоциации яв-
ляется модель Аррениуса, которая дает следующий вид kdissc :

kdissc = AT n exp
(
−Dc

kT

)
, (2.38)

где A , n — параметры модели. Модель Аррениуса не учитывает влия-
ние колебательного возбуждения на коэффициент скорости диссоциации,
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поэтому область ее применения ограничена течениями со слабой термиче-
ской неравновесностью [143]. Для реакций диссоциации в бинарных сме-
сях азота и кислорода параметры A и n приведены в таблице 2.5.

Модель Парка для многотемпературных течений является обобще-
нием модели Аррениуса и учитывает колебательную неравновесность пу-
тем введения фиктивной температуры Tx вместо T [151]:

Tx =
√
TvT . (2.39)

Температура Tx может быть введена более общей формулой

Tx = T qT 1−q
v . (2.40)

Так, в [87] для реакций диссоциации азота предлагается брать q = 0.7

при T > Tv и q = 0.5 при T < Tv .
Модели Тринора–Маррона [143] и Мачерета–Фридмана [141] да-

ют выражения для коэффициента скорости диссоциации путем введения
неравновесного фактора:

kdissc = Z (T, T c
1 ) k

diss,eq
c , (2.41)

где kdiss,eqc — равновесный коэффициент скорости диссоциации, рассчи-
тываемый по модели Аррениуса (2.38).

Модель Тринора–Маррона дает следующее выражение для фактора
Z :

Z =
Zc
vibr,eq(T )

Zc
vibr,eq (−U)Zc

vibr(T, T
c
1 )

∑
i

sci exp
(
iεc1
k

(
1

T
− 1

T c
1

)
+

εci
kU

)
, (2.42)

Здесь U — параметр модели, имеющий размерность температуры и
характеризующий убывание скорости диссоциации с уменьшением ко-
лебательного уровня. Равновесная колебательная статистическая сумма
Zc
vibr,eq определяется как

Zc
vibr,eq(T ) =

∑
i

sci exp
(
− εci
kT

)
. (2.43)

При U = ∞ вероятности диссоциации со всех колебательных уровней
равны. Другими часто используемыми значениями U являются U =
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D/6k , U = 3T . Параметр U также может быть рассчитан по другим
моделям, имеющим различные пределы применимости. В [127] была пред-
ложена методика расчета параметра U на основании результатов квази-
классических траекторных расчетов, дающая результаты высокой точно-
сти для большого диапазона температур и колебательных уровней.

Модель Мачерета–Фридмана дает следующее выражение для фак-
тора Z для диссоциации молекулы с гармоническим спектром:

Z =
1− exp (−θcv/T c

v )

1− exp (−θcv/T )
(1− L) exp

(
−Dc

k

(
1

T c
v

− 1

T

))
+

+ L exp
(
−Dc

k

(
1

T c
a

− 1

T

))
, (2.44)

где
T c
a = αT c

v + (1− α)T, (2.45)

α =

(
mA

mA +mB

)2

, (2.46)

mA —масса диссоциирующей молекулы, mB —масса партнера по столк-
новению, θcv = hcωc

e/k , величина L для столкновения молекул с молеку-
лами определяется как

L =
2(1− α)

π2α3/4

(
kT

Dc

)3/2−n(
1 + k

5(1− α)T

2Dc

)
, (2.47)

а для столкновения молекул с атомами как

L =
9
√
π(1− α)

64

(
kT

Dc

)1/2−n(
1 + k

7(1− α)(1 +
√
α)T

2Dc

)
. (2.48)

Здесь n — параметр модели Аррениуса (2.38). Преимуществом модели
Мачерета является то, что она не содержит дополнительных полуэмпи-
рических параметров, и использует только спектроскопические данные о
молекулах и параметр n закона Аррениуса.

Также существуют выражения для коэффициентов скорости дис-
социации на основании аппроксимаций квантовомеханических и квази-
классических траекторных расчетов. Их преимуществом является высо-
кая точность; некоторые из моделей также дают выражения для сечений
диссоциации [123]. С помощью обратного преобразования Лапласа также
можно получить сечения диссоциации на основании квазиклассических
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траекторных расчетов [5, 29, 63, 133]. Недостатком траекторных расчетов
является сложность в моделировании столкновения двух молекул, и боль-
шинство моделей дают данные только для столкновений молекул с ато-
мами.

В данной работе для расчета сечений диссоциации использовалась
формула (2.37) для вероятности диссоциации совместно с моделью VSS
для расчета упругих сечений. Такая упрощенная модель применялась
в силу необходимости рассчитывать не только коэффициенты скорости
диссоциации, но и интегралы более высоких порядков по сечениям дис-
социации.

2.3. Расчет времен VT релаксации

Для применения формулы Ландау–Теллера (1.200) или ее обобще-
ния (1.207) необходима модель времен VT релаксации. В общем случае
они определяются согласно формуле (1.203) и зависят не только от темпе-
ратуры течения T , но и от температуры первого колебательного уровня
T c
1 (или, в случае молекул с гармоническим колебательным спектром, ко-
лебательной температуры T c

v ). Для их вычисления необходима модель
для сечений VT-переходов. В данной работе была использована модель
FHO совместно с моделью VSS (для расчета упругих сечений).

В вычислительной газодинамике часто используется эмпирическая
формула Милликена–Уайта [144], имеющая следующий вид:

lg
(
pτV T

cd

)
= 5 · 10−4µ

1/2
cd ϑ

4/3
c

(
T−1/3 − 0.015µ

1/4
cd

)
− 8.0, (2.49)

где 1/µcd = 1/µc + 1/µd — приведенная молярная масса (в г/моль), ϑc =
hνc/k — характеристическая колебательная температура, p —давление
в атмосферах. Зависимость

lg τV T
cd ∼ T−1/3, (2.50)

встречающаяся в формуле Милликена–Уайта и основанная на экспери-
ментальных данных, может также быть получена теоретическим путем
из релаксационного уравнения Ландау–Теллера [15,21].

Недостатком формулы Милликена–Уайта является ее непригод-
ность при высоких температурах: время VT релаксации оказывается
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меньше характерного времени упругих столкновений. Несоответствие
формулы Милликена–Уайта экспериментальным данными при высоких
температурах отмечалось, например, в [61]. Для избежания указанного
эффекта часто вводится поправка Парка [149], ограничивающая время
VT релаксации снизу. С ее учетом время VT релаксации представляется
в следующем виде:

τV T
cd = τV T,MW

cd + τPark
cd , (2.51)

где τV T,MW
cd — время VT релаксации, рассчитанное по формуле

Милликена–Уайта (2.49), а величина τPark
cd определяется как

τPark
cd =

(
4kT

πmcd

)−1/2
1

n

1

σ
, (2.52)

где σ — среднее сечение рассеяния, одинаковое для всех частиц и обычно
принимаемое равным 1 Å 2 .

Формула Милликена–Уайта может быть обобщена на случай моле-
кул с ангармоническим колебательным спектром [14]:

τV T,anh
cd = τV T,MW

cd

(
1− exp (−εc1/kT c

v + δ)

1− exp (−εc1/kT c
v )

)2

, (2.53)

величина δ при температурах T > 2000K определяется следующим об-
разом [25]:

δ =
4

3

0.32

β

√
mcd

T

εc1
k

ωc
ex

c
e

ωc
e − 2ωc

ex
c
e

. (2.54)

Здесь β — параметр потенциала взаимодействия в потенциале Борна–
Майера (2.13), выраженный в Å−1 , а приведенная масса mcd выражена
в а.е.м.

В [28, 127] было показано, что при расчетах течений за сильны-
ми ударными волнами использование в модифицированной формуле
Ландау–Теллера времен релаксации, рассчитанных по формуле (1.203),
приводит к хорошему согласию как с экспериментальными данными, так
и результатами расчетов на основании строгих выражений для релакса-
ционных членов в невязком случае (1.190), в то время как использование
модели Милликена–Уайта приводит к слишком быстрой колебательной
релаксации (в силу недооценки времен VT релаксации при высоких тем-
пературах). Другим недостатком формулы Милликена–Уайта является
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то, что она получена на основании экспериментальных данных в газах
при относительно низких температурах, где доля атомов пренебрежимо
мала, и как следствие, ее использование для расчета времен VT релакса-
ции при столкновениях молекул с атомами является некорректным.

Современные подходы к моделированию времен релаксации в основ-
ном построены на квазиклассических траекторных расчетах коэффициен-
тов скорости колебательных переходов [59,116,146,148,158]. На основании
рассчитанных коэффициентов либо решается система уравнений, описы-
вающая заселенности колебательных уровней [116], либо полученные ко-
эффициенты используются в методе ПСМ для моделирования неупругих
столкновений. В работе [158] отмечается, что такой подход может приво-
дить к нефизичным результатам, и корректное моделирование неупругих
столкновений в методе ПСМ требует информации о сечениях.

В работах [171,172] данные о потенциале взаимодействия частиц ис-
пользуются напрямую в методе ПСМ, без предварительного расчета се-
чений и коэффициентов скорости колебательных переходов. При модели-
ровании столкновения двух частиц решается система дифференциальных
уравнений молекулярной динамики [167]. Такой подход, хотя и является
затратным с вычислительной точки зрения, позволяет корректно моде-
лировать неупругие процессы в методе ПСМ [158].

На основании описанных подходов решаются модельные задачи о
колебательной релаксации, после чего может быть построена аппрокси-
мационная функция от макроскопических параметров для времени ко-
лебательной релаксации [59, 146]. Большинство указанных работ дают
близкие к формуле Милликена–Уайта значения времен VT релаксации
при низких температурах и существенно более высокие результаты при
высоких температурах. Стоит отметить результаты расчетов времен VT
релаксации при столкновениях молекул кислорода с атомами кислоро-
да, представленные в работе [59]. Коэффициенты скорости вращательных
и колебательных переходов рассчитывались на основании высокоточно-
го потенциала взаимодействия трех тел. Полученные на основании ре-
шения системы уравнений для заселенностей вращательных колебатель-
ных уровней времена VT релаксации имеют качественно иное поведение,
нежели τV T , вычисленные по формуле Милликена–Уайта: с уменьшением
температуры они уменьшаются. В работах [77,115], посвященных экспери-
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ментальному измерению времен VT релаксации в смесях молекулярного
и атомарного кислорода, также отмечалось несоответствие результатов
экспериментов формуле Милликена–Уайта. При высоких температурах
результаты, представленные в [59] дают сравнительно близкие значения
к временам релаксации, полученным в [106] на основании приближения
экспериментальных данных выражением Ландау–Теллера для времен ре-
лаксации.

Недостатками указанных подходов к моделированию времени коле-
бательной релаксации являются: 1) высокая вычислительная сложность;
2) требуется наличие достоверной потенциальной поверхности взаимо-
действия сталкивающихся частиц; 3) полученные результаты необходимо
аппроксимировать. Также моделирование взаимодействия двух молекул
на основании потенциальных поверхностей является сложной задачей, и
многие работы рассматривают лишь столкновения молекул с атомами.
Таким образом, предложенная в данной работе модель расчета времен
VT релаксации на основании выражения (1.203) более удобна для при-
менения в практических расчетах и пригодна в широком диапазоне тем-
ператур в силу хорошей точности модели нагруженного гармонического
осциллятора.

На рис. 2.1 показано сравнение времен VT релаксации для столкно-
вений молекул кислорода, рассчитанных на основе формулы Милликена–
Уайта (без и с поправкой Парка) и выражения (1.203), а также представ-
лены результаты экспериментальных измерений [106]. Видно, что расчет
времени VT релаксации по определению кинетической теории (1.203) при
низких температурах дает хорошее согласие как с экспериментальными
данными, так и с формулой Милликена–Уайта, при этом ангармонич-
ность колебательного спектра играет роль только при высоких темпера-
турах и дает большие значения времени колебательной релаксации по
сравнению с моделью гармонического осциллятора. При высоких темпе-
ратурах формула Милликена–Уайта дает заниженные значения времен
релаксации, даже с учетом поправки Парка, при этом выражение (1.203)
дает качественное согласие с результатами экспериментов, приведенных
в [106]. Рост времен VT релаксации при высоких температурах также
подтверждается и результатами траекторных расчетов [60].
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Рис. 2.1. Времена VT релаксации для столкновений молекул O 2 как функции темпера-
туры газа T
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Рис. 2.2. Времена VT релаксации для столкновений молекул O 2 с атомами O как функ-
ции температуры газа T

Из рис. 2.2-2.4 также видно, что выражение (1.203) дает хорошее
согласие с формулой Милликена–Уайта при низких температурах, а при
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Рис. 2.3. Времена VT релаксации для столкновений молекул N 2 как функции темпера-
туры газа T
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Рис. 2.4. Времена VT релаксации для столкновений молекул N 2 с атомами N как функ-
ции температуры газа T

высоких температурах формула Милликена–Уайта дает заниженные зна-
чения времен релаксации. Во всех случаях ангармоничность колебатель-
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Рис. 2.5. Времена VT релаксации, рассчитанные по формуле (1.203) для столкновений
различных частиц как функции температуры газа T .

ного спектра влияет на результаты расчетов только при высоких темпе-
ратурах. Также стоит отметить и влияние разности колебательной и по-
ступательной температур, которое не учитывается моделями Милликена–
Уайта и Парка.

Наконец, на рис. 2.5 приведено сравнение времен VT релаксации,
рассчитанных по определению (1.203), для столкновений различных ча-
стиц. Видно, что при низких температурах времена колебательной ре-
лаксации в азоте существенно выше, чем в кислороде. При этом вид-
но, что при низких температурах время колебательной релаксации при
столкновениях молекул кислорода с атомами кислорода, меньше, чем
при столкновениях молекул кислорода с молекулами кислорода. Подоб-
ный эффект качественно совпадает с экспериментальными результатами,
представленными в [77, 115]. При низких температурах время VT релак-
сации для столкновений молекул азота с атомами азота также меньше,
чем для столкновений молекул азота с молекулами азота. При высоких
температурах времена релаксации для различных столкновений имеют
один порядок, и время релаксации для столкновений O2 + O становится
больше, чем для столкновений O2 + O2 , что находится в качественном
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согласии с результатами траекторных расчетов [60].

2.4. Выводы главы 2

В данной главе произведен анализ различных моделей расчета
Ω

(l,r)
cd -интегралов, а также различных моделей сечений неупругих про-
цессов и коэффициентов скорости неупругих процессов. Проведен рас-
чет времен VT релаксации на основании данного в работе определения,
проведено сравнение с аппроксимациями экспериментальных данных, а
также с наиболее широко используемыми моделями (такими, как модель
Милликена–Уайта и поправка Парка). Показано немонотонное поведение
времен VT релаксации при высоких температурах, что находится в каче-
ственном согласии с результатами экспериментов и данными квазиклас-
сических траекторных расчетов. При этом анализ показывает, что широ-
ко используемая на практике формула Милликена–Уайта недооценивает
времена VT релаксации при высоких температурах, даже с учетом по-
правки Парка.
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Г л а в а 3

СКОРОСТЬ ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИХ
ПРОЦЕССОВ В СИЛЬНОНЕРАВНОВЕСНЫХ

ТЕЧЕНИЯХ

В данной главе на основе метода, развитого выше, исследуется ско-
рость физико-химических процессов в различных неравновесных течени-
ях газов в невязком и вязком приближениях.

3.1. Скорость колебательной релаксации в вязких
газах с учетом ангармоничности молекулярных

колебаний

В данном разделе рассматривается скорость колебательной релак-
сации в чистом молекулярном газе (азоте) при различных условиях. Рас-
сматривались только одноквантовые переходы колебательной энергии в
силу существенно меньшей вероятности многоквантовых переходов. Для
расчета сечений VV- и VT-процессов, а также коэффициентов скорости
VT-переходов использовалась модель нагруженного гармонического ос-
циллятора (FHO). Давление p = nkT в расчетах бралось равным 1 атм.
В чистом молекулярном газе с одноквантовыми переходами для расчета
вязких поправок для каждого фиксированного набора параметров T, T1, n
необходимо решение L линейных систем размера 2 × 2 , где L — число
колебательных уровней молекул газа. При этом в правые части линей-
ных систем входят интегралы по сечениям неупругих процессов, которые
невозможно вычислить аналитически; таким образом, расчет вязких по-
правок к скорости реакций представляет собой сложную с вычислитель-
ной точки зрения задачу. Для решения линейных систем использовался
метод LU-разложения, для вычисления интегралов по сечениям неупру-
гих процессов — квадратура Гаусса–Кронрода по 21 точкам.

На рис. 3.1 изображены относительные поправки первого порядка к
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Рис. 3.1. Отношение поправки первого порядка к скорости колебательного перехода к
соответствующей скорости колебательного перехода в нулевом (невязком) приближении
как функция температуры газа T при ∇ · v = 0 , T1 = 2000K (a) и ∇ · v = 0 , T1 =

6000K (b)

скорости различных колебательных переходов, определяемые как

δ = (ξ̇r − ξ̇(0)r )/ξ̇(0)r × 100%. (3.1)

Поправка дается как функция температуры газа T при различных значе-
ниях температуры первого колебательного уровня T1 . Дивергенция ско-
рости ∇·v принималась равной 0. Точка T = T1 отсутствует на графиках,
так как в силу определения величины ΓV T , скорость VT-перехода в нуле-
вом приближения ξ̇

(0)
r равна 0 при T = T1 , и, следовательно, величина δ

не может быть корректно определена в условиях колебательного равно-
весия. Видно, что поправки первого порядка к скорости реакций сильно
зависят как от температуры газа T , так и от величины отклонения от
колебательного равновесия, определяемой как 1−T/T1 . При низких зна-
чениях температуры T поправки первого порядка крайне малы, даже в
условиях сильной колебательной неравновесности. При этом учет ангар-
моничности колебаний приводит к большим относительным значениям
вязких поправок при сильном отклонении от колебательного равновесия
T = T1 .

На рис. 3.2 изображена относительная поправка первого порядка к
скорости колебательного перехода N2(1) +N2 → N2(0) +N2 как функция
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Рис. 3.2. Отношение поправки первого порядка к скорости колебательного перехода к
соответствующей скорости колебательного перехода N2(1)+N2 → N2(0)+N2 как функ-
ция температуры газа T при T1 = 6000K для различных фиксированных значений

дивергенции скорости

температуры T при различных фиксированных значениях дивергенции
скорости, температура первого колебательного уровня T1 бралась рав-
ной 6000K. Видно, что наличие дивергенции скорости может иметь зна-
чительное влияние на поправки первого порядка, но только вблизи точки
колебательного равновесия (T ≈ T1 ). Как и на предыдущем графике,
точка T = T1 отсутствует; резкое увеличение δ вблизи этой точки объ-
ясняется тем фактом что вблизи нее ξ̇(0)r → 0 , в то время как величина
ξ̇
(1)
r остается конечной.

На рис. 3.3 и 3.4 изображено отношение релаксационных членов Rw
N2

к скорости колебательной релаксации, рассчитанной по формуле Ландау–
Теллера (1.200), как функция температуры газа T и температуры первого
колебательного уровня T1 , соответственно. Релаксационные члены рас-
считывались с помощью модификации формулы Ландау–Теллера (1.207),
а также по формулам (1.80) и (1.190). Релаксационные члены, определяе-
мые формулами (1.200) и (1.207), поделены на величину εN2

1 , чтобы обес-
печить им ту же размерность, что у релаксационных членов Rw

N2
, опреде-

ляемых выражением (1.80); точка колебательного равновесия T = T1 на
графиках отсутствует, так как в ней все колебательные релаксационные
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Рис. 3.3. Отношение релаксационных членов, рассчитанных по различным моделям, к
релаксационным членам, рассчитанным по модели Ландау–Теллера (1.200) как функция

температуры газа T при T1 = 2000K (a) и T1 = 6000K (b)
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Рис. 3.4. Отношение релаксационных членов, рассчитанных по различным моделям, к
релаксационным членам, рассчитанным по модели Ландау–Теллера (1.200) как функция
температуры первого колебательного уровня T1 при T = 2000K (a) и T = 6000K (b)

члены равны 0, и их отношение не определено.
Видно, что формула Ландау–Теллера (1.200) существенно недооце-

нивает скорость колебательной релаксации при T > T1 (характерные
условия для течений за сильными ударными волнами) и переоценивает
ее при T < T1 (характерные условия для расширяющихся течений). При
этом модификация (1.207) формулы Ландау–Теллера дает лучшее согла-
сие с результатами расчетов релаксационных членов по строгим форму-
лам кинетической теории для молекул с гармоническим колебательным
спектром, что может быть объяснено наличием дополнительного множи-
теля T/Tv . При этом учет ангармоничности колебательного спектра при-
водит к более высоким значениям скорости колебательной релаксации по
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сравнению с моделью гармонического осциллятора.

Следует отметить, что вклад поправок первого порядка в скорость
колебательной релаксации мал в широком диапазоне условий, и играет
значительную роль только при высоких температурах и сильной колеба-
тельной неравновесности (см. рис. 3.3a).

Таким образом, поправки первого порядка к скорости колебатель-
ной релаксации могут быть существенными при условиях, характерных
для течений за сильными ударными волнами, что актуально для задач о
входе в планетарные атмосферы. Более подробно этот случай рассмотрен
в дальнейших разделах главы. При этом показано, что в случае прене-
брежения ангармоничностью колебаний, модификация формулы Ландау–
Теллера, полученная в данной работе, дает хорошее согласие с результа-
тами строгих расчетов, и может использоваться в реальных расчетах в
силу более высокой точности, чем исходная формула Ландау–Теллера,
особенно в условиях сильного отклонения от колебательного равновесия.

3.2. Скорость физико-химической релаксации в
двухкомпонентных реагирующих смесях атомов
и молекул с гармоническим колебательным

спектром

В данном разделе изучается скорость физико-химической релакса-
ции в бинарных смесях азота и кислорода: N2 /N и O2 /O ; считалось,
что молекулы имеют гармонический колебательный спектр. Исследуется
взаимное влияние VT релаксации и диссоциации в идеальном и вязком
газе. Для расчета сечений VT-процессов, а также коэффициентов скоро-
сти VT-переходов использовалась модель нагруженного гармонического
осциллятора (FHO); для расчета сечений диссоциации и коэффициентов
скорости диссоциации использовалась модель твердых сфер, учитываю-
щая колебательную энергию диссоциирующих молекул и вклад поступа-
тельной энергии вдоль линии центра масс (2.37).

В бинарной смеси с одноквантовыми VT-переходами для каждого
фиксированного набора параметров необходимо решение 2L линейных
систем размера 3 × 3 , где L — число колебательных уровней молекул
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газа. Алгоритмы вычисления правых частей систем и их решения исполь-
зовались те же, что и в чистом газе.

3.2.1. Влияние перекрестных эффектов на скорость физико-
химических процессов

Рассмотрим скорость физико-химической релаксации в бинарных
смесях азота и кислорода при различных соотношениях поступательной
и колебательной температур и составах смеси. При рассматриваемых в
данном разделе условиях было обнаружено, что дивергенция скорости
слабо влияет на скорость релаксации (см. результаты, представленные в
разделе 3.1), и как следствие, в расчетах она не учитывалась. Давление
во всех расчетах в данном разделе бралось равным 1 атм.
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Рис. 3.5. Отношение релаксационных членов за счет VT-переходов, рассчитанных по
различным моделям, к релаксационным членам, рассчитанным по модели Ландау–
Теллера (1.200) как функция температуры в смеси N2 /N (a) и O2 /O (b). Tv = 1000 K,

xN = xO=0.5.

На рис. 3.5–3.8 изображено отношение релаксационных членов
Rvibr,V T

c за счет медленных VT-переходов для различных фиксированных
значений колебательной температуры Tv и различных составов смеси.
Видно, что в условиях сильной неравновесности (см. рис. 3.5) модифи-
кация формулы Ландау–Теллера не дает точных значений для скорости
производства колебательной энергии. Поправки первого порядка значи-
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Рис. 3.6. Отношение релаксационных членов за счет VT-переходов, рассчитанных по
различным моделям, к релаксационным членам, рассчитанным по модели Ландау–
Теллера (1.200) как функция температуры в смеси N2 /N (a) и O2 /O (b). Tv = 5000 K,

xN = xO=0.5.
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Рис. 3.7. Отношение релаксационных членов за счет VT-переходов, рассчитанных по
различным моделям, к релаксационным членам, рассчитанным по модели Ландау–
Теллера (1.200) как функция температуры в смеси O2 , O при фиксированных зна-
чениях относительной плотности атомов кислорода: xO = 0.25 (a) и xO = 0.1 (b).

Tv = 5000 K.
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Рис. 3.8. Отношение релаксационных членов за счет VT-переходов, рассчитанных по
различным моделям, к релаксационным членам, рассчитанным по модели Ландау–
Теллера (1.200) как функция температуры в смеси N2 /N (a) и O2 /O (b). Tv = 10000 K,

xN = xO=0.5.
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Рис. 3.9. Отношение релаксационных членов за счет VT-переходов в нулевом и первом
приближениях метода Энскога–Чепмена к полной скорости колебательной релаксации
(которая учитывает процессы диссоциации и рекомбинации молекул и сопутствующее им
изменение колебательной удельной колебательной энергии) как функция температуры

в смеси N2 /N (a) и O2 /O (b). Tv = 1000 K, xN = xO=0.5.



86

0 2 0 0 0 4 0 0 0 6 0 0 0 8 0 0 0 1 0 0 0 0 1 2 0 0 0 1 4 0 0 0 1 6 0 0 0

T (K)

− 0 .0 4

− 0 .0 3

− 0 .0 2

− 0 .0 1

0 .0 0

0 .0 1

0 .0 2

0 .0 3
R

vi
br
,V
T

N
2

/ρ
N
2Ė
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Рис. 3.10. Отношение релаксационных членов за счет VT-переходов в первом прибли-
жении метода Энскога–Чепмена к полной скорости колебательной релаксации (которая
учитывает процессы диссоциации и рекомбинации молекул и сопутствующее им измене-
ние колебательной удельной колебательной энергии) как функция температуры в смеси
N2 /N (a) и O2 /O (b) в условиях колебательного равновесия (Tv = T ) при различных

значениях относительной плотности атомов.
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Рис. 3.11. Отношение химических релаксационных членов в первом приближении метода
Энскога–Чепмена к соответствующим релаксационным членам в нулевом приближении
метода Энскога–Чепмена как функция температуры в смеси N2 /N (a) и O2 /O (b) в
условиях колебательного равновесия (Tv = T ) при различных значениях относительной

плотности атомов.
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Рис. 3.12. Многотемпературные коэффициенты диссоциации азота, рассчитанные в ну-
левом и первом приближениях метода Энскога–Чепмена, а также по моделям Тринора–
Маррона и Парка, как функции температуры T . Партнером по столкновению является

атом N (a) или молекула N2 (b). Tv = 1000 K, xN = 0.5 .
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Рис. 3.13. Многотемпературные коэффициенты диссоциации кислорода, рассчитанные
в нулевом и первом приближениях метода Энскога–Чепмена, а также по моделям
Тринора–Маррона и Парка, как функции температуры T . Партнером по столкновению

является атом O (a) или молекула O2 (b). Tv = 1000 K, xO = 0.5 .
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тельны при высоких температурах и низких колебательных температурах
(до 50% в азоте и 300% в кислороде); с ростом колебательной температу-
ры роль вязких поправок уменьшается. При этом учет влияния диссоциа-
ции на скорость колебательной релаксации за счет перекрестных эффек-
тов в азоте слабо отражается на результатах расчетов. В кислороде же с
увеличением колебательной температуры перекрестные эффекты начина-
ют заметно влиять на скорость колебательной релаксации. Этот эффект
обусловлен низкой энергией диссоциации кислорода и увеличением засе-
ленностей верхних колебательных уровней, диссоциация с которых более
вероятна, с ростом колебательной температуры.

На рис. 3.9 показано отношение релаксационных членов Rvibr,V T
c ,

описывающих колебательную релаксацию за счет VT-переходов, в нуле-
вом и первом приближениях, к полной скорости изменения колебательной
энергии, определяемой как

ρcĖvibr,c = Rvibr
c − Evibr,cmcR

react
c (3.2)

и учитывающей изменение колебательной энергии за счет химических ре-
акций. Видно, что вблизи точки колебательного равновесия T = Tv основ-
ной вклад в изменение колебательной энергии вносят химические реак-
ции, при увеличении температуры же в азоте вклад реакций диссоциации-
рекомбинации становится пренебрежимо мал. В кислороде, как уже было
показано ранее, поправки первого порядка к скорости реакций могут ока-
зывать значительное влияние на скорость колебательной релаксации за
счет перекрестных эффектов. За счет этого происходит уменьшение от-
носительного вклада VT-переходов в скорость колебательной релаксации
в течениях кислорода, отраженное на рис. 3.9.

Исследуем теперь скорость VT релаксации, обусловленную пере-
крестным влиянием реакций диссоциации–рекомбинации. На рис. 3.10
изображено отношение релаксационных членов Rvibr,V T

c к полной скоро-
сти изменения колебательной энергии ρcĖvibr,c в условиях колебательного
равновесия (T = Tv ) для различных составов смеси. В силу химической
неравновесности за счет перекрестных эффектов скорость VT-переходов
в первом приближении метода Энскога–Чепмена не равна 0, однако их
суммарный вклад в производство колебательной энергии не превышает
5%.
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Таким образом, исходя из результатов, представленных на
рис. 3.9, 3.10, вблизи точки колебательного равновесия влиянием химиче-
ских реакций на скорости VT-переходов за счет перекрестных эффектов
можно пренебречь.

Рассмотрим теперь влияние вязких поправок на скорость хи-
мической релаксации за счет диссоциации. На рис. 3.11 изображе-
но отношение химических релаксационных членов в первом прибли-
жении к скорости химической релаксации в нулевом приближении(
R

react,(0)
c +R

react,(1)
c

)
/R

react,(0)
c в условиях колебательного равновесия.

Видно, что в азоте даже при высоких температурах поправка первого по-
рядка к скорости диссоциации не превышает 10%, в то время как в кисло-
роде, где, как показано ранее, влияние диссоциации на поправки первого
порядка более значительно, вязкая поправка к скорости химической ре-
лаксации превышает 200%. Однако с уменьшением доли атомов в смеси
данные поправки становятся менее значительными (так, для кислорода
поправка первого порядка не превосходит 20% при относительной концен-
трации атомов xO = 0.1 ). Этот эффект связан с большей вероятностью
диссоциации при столкновении с атомом по сравнению с вероятностью
диссоциации при столкновении с молекулой.

Наконец, на рис. 3.12–3.13 дано сравнение многотемпературных
коэффициентов диссоциации, полученных в даной работе в нулевом и
первом приближениях, с результатами расчетов по моделям Тринора–
Маррона [143] и Парка [151]. Модель Мачерета–Фридмана [141] не приве-
дена на графиках, в силу того, что она дает значения для коэффициен-
тов, очень близкие к полученным в работе. Многотемпературные коэффи-
циенты диссоциации для модели гармонического осциллятора вводятся
на основании осреднения поуровневых коэффициентов по распределению
Больцмана:

kdiss (T, T
c
v ) =

∑
i

1

Zvibr
c

kdiss,i exp
(
− εci
kT c

v

)
. (3.3)

Здесь kdiss,i — коэффициент скорости диссоциации с колебательного
уровня i . Видно, что при температурах ниже 10000 K, скорости диссоци-
ации в нулевом и первом приближениях близки к результатам расчетов
по модели Тринора–Маррона. Роль вязких поправок становится более
значительна при высоких температурах и больших значениях отношения
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T/Tv , что соответствует условиям за фронтом сильной ударной волны.
Таким образом, учет вязких поправок при расчете течений за сильными
ударными волнами может приводить к бо́льшей скорости диссоциации
сразу за фронтом ударной волны.

3.2.2. Оценка скорости физико-химической релаксации за удар-
ными волнами

В данном разделе производится исследование скорости физико-
химической релаксации за ударными волнами в бинарных смесях азота и
кислорода. Расчет течения производился в одномерном невязком прибли-
жении. На основе полученных макропараметров (температуры, числовых
плотностей атомов и молекул, а также дивергенции скорости) за фрон-
том ударных волн был произведен расчет поправок первого порядка к
скорости физико-химической релаксации. Подобный подход, предполага-
ющий расчет макропараметров в невязком приближении и последующий
расчет коэффициентов переноса, возникающих в первом приближении
метода Энскога–Чепмена, использовался в работах [26, 124] для расчета
скоростей диффузии и теплового потока при различных условиях и уче-
те различных физико-химических процессов, протекающих в газе. Были
рассмотрены два набора параметров перед фронтом ударной волны:

1. температура T =295К, давление p=2 Торр и число Маха M =9.3

2. температура T =295К, давление p=0.8 Торр и число Маха M =13.4

В обоих случаях числовые плотности атомов сразу за ударной волной счи-
тались равными 0, а колебательная температура сразу за ударной волной
бралась равной поступательной температуре в набегающем потоке.

Система уравнений (1.93)–(1.96) была записана в одномерной поста-
новке для установившегося течения. Система решалась методом Гира в
работе [127]. В результате были получены численные значения числовых
плотностей молекул и атомов, температуры, колебательной температуры
и скорости потока как функции расстояния за фронтом ударной волны.
Эти значения использовались как входные данные для алгоритма расчета
скорости физико-химических процессов. На рис. 3.14 показаны значения
поступательных и колебательных температур как функции расстояния от
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фронта ударной волны в течениях азота и кислорода, соответственно. На
рис. 3.15 представлены значения относительный числовых плотностей мо-
лекул в зависимости от расстояния от фронта ударной волны (для азота
при числе Маха M = 9.3 значения не приведены, так как относительная
плотность молекул фактически равна 1).
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Рис. 3.14. Поступательная и колебательная температуры как функции расстояния от
фронта ударной волны при числах Маха M = 9.3 и M = 13.4 в смеси N2/N (a) и O2/O
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Рис. 3.15. Относительная числовая плотность молекул в зависимости расстояния от
фронта ударной волны при числах Маха M = 9.3 и M = 13.4 в смесях N2/N и O2/O

На рис. 3.16, 3.17 изображено отношение релаксационных членов
Rvibr,V T

c , обусловленных VT-переходами, рассчитанных по различным мо-
делям к релаксационным членам Rvibr,V T

c , рассчитанным в первом (вяз-
ком) приближении метода Энскога–Чепмена как функция расстояния от
фронта ударной волны в потоке N2/N и O2/O , соответственно, для чи-
сел Маха набегающего потока M = 9.3 and M = 13.4 . Видно, что сразу
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Рис. 3.16. Отношение релаксационных членов за счет VT-переходов, рассчитанных по
различным моделям, к релаксационному члену за счет VT-переходов, рассчитанному по
кинетико-теоретическому определению в первом приближении метода Энскога–Чепмена

в смеси N2/N , M = 9.3 (a) и M = 13.4 (b)

за фронтом ударной волны формула Ландау–Теллера существенно пере-
оценивает скорость колебательной релаксации, в то время как ее моди-
фицированный вариант (1.207) дает результаты, намного более близкие к
расчетам по строгой модели (1.190), в особенности в азоте (рис. 3.16). Это
обусловлено тем, что при очень низких значениях колебательной темпе-
ратуры Tv удельная теплоемкость колебательных степеней существенно
меньше 1; при выводе формулы Ландау–Теллера колебательная теплоем-
кость же считается постоянной. Подобный эффект переоценки скорости
колебательной релаксации был также отмечен в работах [28, 127]. С ро-
стом Tv формула Ландау–Теллера (1.200) начинает недооценивать ско-
рость колебательной релаксации, этот эффект отмечен ранее и в рабо-
те [129]. При этом поправки первого порядка к скорости VT релаксации
играют существенную роль только в кислороде при высоких числах Ма-
ха. Анализируя изменение поступательной и колебательной температур
за фронтом ударной волны, представленное на рис. 3.14, видно, что наи-
более сильное расхождение между моделью Ландау–Теллера (и ее моди-
фикацией) и результатами расчетов по строгой модели скорости колеба-
тельной релаксации, основанной на кинетической теории, имеет место в
той области течения, в которой колебательная релаксация фактические
отсутствует. Таким образом, реальное отличие между расчетами течений
по упрощенным моделям менее значительно, чем можно предположить,
исходя из рис. 3.16, 3.17 [28,53,127].
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Рис. 3.17. Отношение релаксационных членов за счет VT-переходов, рассчитанных по
различным моделям, к релаксационному члену за счет VT-переходов, рассчитанному по
кинетико-теоретическому определению в первом приближении метода Энскога–Чепмена

в смеси O2/O , M = 9.3 (a) и M = 13.4 (b)

На рис. 3.18 показано отношение членов, описывающих химическую
релаксацию в нулевом приближении, к химическим релаксационным чле-
нам в первом приближении. На рис. 3.18b показан относительный вклад
поправок первого порядка к скорости химической релаксации в первом
приближении R

react,(1)
c /(R

react,(0)
c + R

react,(1)
c ) , рассчитанный без и с учетом

перекрестных эффектов, обусловленных VT-переходами. Видно, что по-
правки первого порядка к скорости диссоциации являются существенны-
ми, и их вклад растет с увеличением числа Маха. В кислороде их роль
более существенна, чем в азоте; при этом учет перекрестных эффектов
за счет VT-переходов колебательной энергии в поступательную значи-
тельно увеличивает вязкие поправки. На основании анализа химического
состава смеси за фронтом ударной волны, представленного на рис. 3.15,
можно заключить, что относительный вклад поправок первого порядка
значителен только в той области течения, где диссоциация фактически
отсутствует (в силу низкой заселенности верхних колебательных уровней,
диссоциация с которых намного более вероятна, чем с нижних; низкая
заселенность вызвана низкими значениями колебательной температуры
Tv непосредственно за фронтом ударной волны). Таким образом, влия-
ние поправок первого порядка на скорость диссоциации непосредственно
за фронтом ударной волны мало. В той же области течения, в которой
диссоциация уже начинается, относительный вклад вязких поправок к
скорости химической релаксации резко падает.
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Рис. 3.18. Отношение членов, описывающих химическую релаксацию, в нулевом прибли-
жении, к химическим релаксационным членам в первом приближении (a), отношение
поправок первого порядка к скорости химической релаксации без и с учетом перекрест-

ных эффектов, обусловленных VT релаксацией (b)
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Рис. 3.19. Коэффициенты скорости диссоциации, рассчитанные по различным моделям,
учитывающим влияние колебательного возбуждения на скорость диссоциации как функ-
ции температуры за ударной волной при числе Маха M равным 13.4 для реакции

N2 +N → 3N (a) и реакции O2 +O → 3O (b)

Наконец, рассмотрим коэффициенты скорости диссоциации, рассчи-
танные методами кинетической теории в нулевом и первом приближениях
с использованием модели твердых сфер для вычисления поуровневых се-
чений диссоциации (2.37). Сравним их с коэффициентами, полученными
по наиболее широко используемым в расчетах моделям скорости диссо-
циации, учитывающим влияние колебательной неравновесности на дис-
социацию, а именно, моделями Парка, Тринора–Маррона и Мачерета–
Фридмана. Из рис. 3.19 видно, что сразу за ударной волной модель Парка
существенно недооценивает константы скорости диссоциации по сравне-
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нию со всеми остальными моделями. Модель Тринора–Маррона с пара-
метром U = D/6k также дает меньшие по сравнению с остальными мо-
делями значения в этой области, что может быть обусловлено выбором
параметра U (поуровневая модель для параметра U , дающая высокую
точность в широком диапазоне температур, представлена в [127]). Мо-
дель Мачерета–Фридмана дает наиболее близкие к результатам расчетов
по методам кинетической теории значения во всей области течения за
ударной волной в кислороде и в зоне непосредственно за ударной волной
в азоте. Расхождение в полученных значениях может быть обусловлено
меньшей точностью использованной в работе модели; тем не менее, вид-
но, что ни одна из существующих моделей не дает корректного описания
скорости диссоциации в условиях сильной колебательной неравновесно-
сти в вязких течениях, так как не учитывает перекрестные эффекты, в
частности, за счет VT-переходов. В кислороде влияние поправок первого
порядка в зоне вблизи фронта ударной волны крайне велико, но быстро
падает с падением температуры.

3.2.3. Оценка скорости физико-химической релаксации в соплах

В данном разделе исследуются скорости физико-химической релак-
сации в течениях в соплах в бинарных смесях азота и кислорода. Как и
для течений за ударными волнами, расчет макропараметров производил-
ся на основе решения одномерной стационарной невязкой задачи. Было
рассмотрено два случая: течение азота N2/N с температурой в критиче-
ском сечении T , равной 7000K, и давлением в критическом сечении p ,
равным 100 атм., и течение кислорода O2/O с температурой в критиче-
ском сечении T , равной 4000K, и давлением в критическом сечении p ,
равным 1 атм. В обоих случаях угол раствора конического сопла при-
нимался равным 15 градусам, а радиус критического сечения R прини-
мался равным 0.0001 м. Результаты этих расчетов приведены в [1]. На
рис. 3.20 показаны значения поступательных и колебательных темпера-
тур как функции расстояния от критического сечения сопла в течениях
азота и кислорода.

На рис. 3.21 представлено отношение релаксационных членов
Rvibr,V T

c , обусловленных VT-переходами, рассчитанных по различным мо-
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Рис. 3.21. Отношение релаксационных членов за счет VT-переходов, рассчитанных по
различным моделям, к релаксационному члену за счет VT-переходов, рассчитанному по
определению кинетической теории в первом приближении метода Энскога–Чепмена в

смеси N2/N (a) и O2/O (b), как функция расстояния от критического сечения

делям, к релаксационным членам Rvibr,V T
c , рассчитанным в первом (вяз-

ком) приближении метода Энскога–Чепмена как функция расстояния от
критического сечения, отнесенного к радиусу критического сечения. Вид-
но, что модифицированная формула Ландау–Теллера дает хорошее со-
гласие с результатами расчетов релаксационных членов по определениям
кинетической теории, в то время как формула Ландау–Теллера (1.200)
существенно переоценивает скорость колебательной релаксации. Как по-
казано в разделах 3.1, 3.2, в условиях T < Tv формула Ландау–Теллера
недооценивает скорость колебательной релаксации. При этом из рис. 3.21
видно, что вклад поправок первого порядка в скорость VT релаксации
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пренебрежимо мал.
Из результатов, изложенных в разделе 3.2, видно, что в условиях

T < Tv и низкой температуры T роль поправок первого порядка к ско-
рости VT релаксации и химических реакций крайне мала. Отсутствие су-
щественного влияния вязких поправок на скорости физико-химических
процессов было обнаружено и при проведении расчетов в течениях в соп-
лах, и как следствие, графики, касающиеся поправок первого порядка к
скорости химических реакций, здесь не представлены.

3.3. Выводы главы 3

В данной главе на основе разработанной теории скорости физико-
химических процессов в многотемпературных течениях разреженных га-
зов произведен численный расчет скорости неравновесных процессов в
различных смесях при различных условиях.

Проведено сравнение скорости VT релаксации, рассчитанных по
различным моделям, в чистом молекулярном азоте. Показано значитель-
ное влияние ангармоничности колебательного спектра на скорость ко-
лебательной релаксации и существенный вклад вязких поправок в ре-
лаксационные члены в условиях сильной колебательной неравновесности
(T ≫ T1 ) при высоких температурах. Получено, что член, связанный
с дивергенцией скорости дает незначительный вклад в скорость колеба-
тельной релаксации и его влияние заметно только вблизи точки колеба-
тельного равновесия (T = T1 ). На основании результатов расчетов мож-
но сделать вывод, что модификация формулы Ландау–Теллера (1.207),
предложенная в работе, дает намного лучшее согласие с результатами
расчетов по строгим формулам кинетической теории для молекул с гармо-
ническим колебательным спектром, нежели исходная формула Ландау–
Теллера, которая дает завышенные значения скорости колебательной ре-
лаксации в условиях T < T1 и заниженные — в случае T > T1 .

Рассмотрена скорость физико-химических процессов в бинарных
смесях кислорода и азота, в которых молекулы имеют гармонический
спектр. Получено, что в азоте поправки первого порядка к релаксацион-
ным членам за счет VT-переходов значительны только в условиях вы-
сокой поступательной температуры и низкой колебательной температу-
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ры; в кислороде же с ростом колебательной температуры Tv существен-
ную роль начинают играть перекрестные эффекты между реакциями
диссоциации–рекомбинации и VT-переходами. При низких значениях ко-
лебательной температуры в кислороде перекрестные эффекты дают пре-
небрежимо малый вклад в вязкие поправки к релаксационным членам,
однако сами вязкие поправки остаются существенными. Получено, что и
в кислороде, и в азоте при T < Tv поправки первого порядка к скорости
колебательной релаксации малы.

Показано, что влиянием перекрестных эффектов между химически-
ми реакциями и VT релаксацией на скорость VT релаксации в условиях
колебательного равновесия и химической неравновесности можно прене-
бречь. Отмечено, что поправки первого порядка к скорости химической
релаксации более значительны в кислороде, нежели в азоте, при этом
в обоих случаях они резко уменьшаются с уменьшением относительной
числовой плотности атомов в смеси. Влияние вязких поправок на коэф-
фициенты скорости диссоциации также более существенно в кислороде,
чем в азоте.

Рассчитаны и изучены вязкие поправки к скорости физико-
химической релаксации в бинарных течениях за сильными ударными вол-
нами и в соплах. В течениях за ударными волнами показано существен-
ное расхождение значений скорости колебательной релаксации, рассчи-
танных по формуле Ландау–Теллера, с расчетами по определениям ки-
нетической теории, в особенности в течениях азота. Модифицированная
формула Ландау–Теллера, выведенная в данной работе, дает лучшее со-
гласие с расчетами по определениям кинетической теории. Показано за-
метное влияние поправок первого порядка к скорости VT релаксации в
течении кислорода при больших числах Маха.

Учет вязких поправок к скорости диссоциации дает существенное
большее значение скорости химической релаксации непосредственно за
фронтом ударной волны, при этом значительный вклад в эти поправ-
ки дают перекрестные эффекты между VT-переходами и реакциями
диссоциации–рекомбинации. При этом анализ результатов показывает,
что вязкие поправки к скорости диссоциации играют существенную роль
только в той области течения, где диссоциация фактически отсутствует,
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и, как следствие, их абсолютное влияние на скорость химической релак-
сации мало.

Проведено сравнение коэффициентов диссоциации, рассчитанных
по предложенной в данной работе модели, с расчетами по моделям Пар-
ка, Мачерета–Фридмана, Тринора–Маррона. Получено хорошее согласие
разработанной модели в нулевом приближении с наиболее точной моде-
лью Мачерета–Фридмана для течений кислорода и удовлетворительно
согласие со всеми моделями в течениях азота. Показано, что модель Пар-
ка существенно недооценивает скорость диссоциации непосредственно за
фронтом ударной волны. Поправки первого порядка к скорости диссоци-
ации значительны сразу за фронтом ударной волны, при этом их вклад
резко убывает с падением температуры.

В расширающихся течениях в соплах роль вязких поправок к ско-
рости физико-химических процессов пренебрежимо мала. Показано, что
модификация формулы Ландау–Теллера дает более точное описание ско-
рости колебательной релаксации, нежели обычная формула Ландау–
Теллера.

Таким образом, предложенная в работе модификация формулы
Ландау–Теллера, использующая времена VT релаксации, рассчитанные
по введенному определению, может быть использована в существующих
вычислительных программах в силу ее простоты и более высокой точно-
сти по сравнению со стандартной формулой Ландау–Теллера. При рас-
чете скорости физико-химических процессов по строгим формулам ки-
нетической теории учет вязких поправок, в особенности к скорости VT
релаксации, важен в течениях кислорода при высоких числах Маха.
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Г л а в а 4

МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИХ
ПРОЦЕССОВ В МЕТОДЕ ПРЯМОГО

СТАТИСТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
(ПСМ)

В данной главе рассматривается моделирование физико-химических
процессов в методе прямого статистического моделирования (ПСМ), так-
же известном как метод Direct Simulation Monte Carlo (DSMC). Метод
ПСМ был разработан Г. Бердом в 1960х годах [67, 70] и долгое вре-
мя не использовался на практике в силу его высокой вычислительной
сложности. С развитием компьютерной техники метод стал более попу-
лярен, и сейчас широко используется при моделировании большого ко-
личества различных реальных течений, таких как высокотемпературный
вход в атмосферу, течения в микроканалах [67,107,109]. В силу широкой
области применения метода ПСМ вопрос о корректном моделировании
физико-химических процессов является особенно актуальным, так как
метод ПСМ может использоваться в более широком диапазоне условий,
чем континуальные методы.

4.1. Метод ПСМ

Основная идея метода ПСМ заключается в моделировании движе-
ния большого числа модельных частиц, каждая из которых соответствует
нескольким реальным молекулам или атомам. При этом процесс движе-
ния разбивается на две части:

1. Бесстолкновительная — частицы в течение времени ∆t движутся
по прямым траекториям с постоянной скоростью.

2. Столкновительная — частицы не движутся, случайным образом вы-
бираются пары частиц, которые сталкиваются. На основе заданно-
го потенциала взаимодействия рассчитываются их скорости после
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столкновения, после чего снова рассматривается бесстолкновитель-
ная часть движения с новыми скоростями.

Макропараметры течения (температура, скорость, плотность) рассчи-
тываются на основе суммирования микроскопических признаков частиц
(энергия, скорость, количество частиц) в расчетных ячейках.

Существует множество различных способов реализации столкно-
вительной части метода, такие как как Time-Counter [71], No Time-
Counter [67, 71], Null Collision [121]. В данной работе особенности реали-
зации алгоритма ПСМ не рассматриваются, и основное внимание уделя-
ется вопросу применения в методе ПСМ реалистичных моделей сечений
неупругих процессов. Подробную информацию о способах реализации ал-
горитма ПСМ можно найти в [67].

Стоит отметить эффективность метода ПСМ в плане возможности
параллельной реализации [8, 109], в том числе на графических процес-
сорах [19]. Это позволяет с высокой точностью производить расчеты с
большим числом модельных частиц в областях со сложной геометрией.

4.2. Моделирование переходов внутренней энергии в
методе ПСМ

Расчет высокотемпературных сильнонеравновесных течений требу-
ет корректного моделирования неупругих столкновений, во время кото-
рых происходят переходы внутренней энергии. Для моделирования пере-
ходов внутренней энергии при столкновении двух частиц возможно ис-
пользование двух основных методов [67]:

1. Рассчитываются вероятности всех возможных неупругих процессов,
которые могут произойти при данном столкновении, сумму этих ве-
роятностей обозначим Pinel . С вероятностью 1 − Pinel происходит
упругое столкновение, с вероятностью Pinel — неупругое (конкрет-
ный неупругий процесс выбирается в соответствии с его вероятно-
стью). На практике метод реализуется путем генерации равномерно
распределенного случайного числа R (0 ≤ R ≤ 1 ). В случае, если
R > Pinel , происходит упругое столкновение, в противном случае —
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неупругое. Подобным образом моделируется и то, какое конкретно
неупругое столкновение произойдет.

2. Считается, что все процессы являются неупругими, энергия по-
сле столкновения перераспределяется между различными степеня-
ми свободы (поступательной, вращательной, колебательной) в соот-
ветствии с вероятностями процессов.

Существенным недостатком второго подхода является то, что он не дает
согласия с релаксационными уравнениями Джинса и Ландау–Теллера [67,
93], а также то, что для данного подхода не выполняется принцип деталь-
ного баланса [67], поэтому далее в работе рассматривается первый подход.
При этом в случае, если внутренняя энергия частицы изменилась после
столкновения, то в данном столкновительном этапе частица в неупругих
столкновениях уже не может участвовать [102].

4.2.1. Модель Ларсена–Боргнакке

Одной из наиболее распространенных моделей, используемых в ме-
тоде ПСМ для моделирования переходов вращательной энергии в по-
ступательную (RT-переходы) и колебательной энергии в поступательную
(VT-переходы), является модель Ларсена–Боргнакке [73]. Модель также
была обобщена на VV-обмены колебательной энергией [6]. Вероятность
RT-перехода PRT и вероятность VT-перехода PV T тогда определяются
как

PRT =
1

ZR
, PV T =

1

ZV
. (4.1)

Числа ZR , ZV связаны с количеством столкновений, необходимым для
установления равновесия соответствующей внутренней степени свобо-
ды [74,140,181]:

ZR = ϕrotζ
rot, ZV = ϕvibrζ

vibr. (4.2)

Здесь ϕrot , ϕvibr — корректирующие множители, введение которых поз-
воляет добиться совпадения результатов, получаемых методом ПСМ, с
решениями релаксационных уравнений Джинса и Ландау–Теллера, вид
множителей зависит от конкретного потенциала упругих столкновений
и используемой процедуры моделирования неупругих взаимодействий.
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Величины ζrot , ζvibr являются числами столкновений, необходимых для
установления вращательного и колебательного равновесия, соответствен-
но. Они могут быть константами (в таком случае обычно принимают
ζrot = 5 ), но для корректного описания высокотемпературных течений
необходимы температуро-зависимые модели. На практике для вычисле-
ния величины ζrot обычно используют формулу Паркера (2.20) (ана-
лиз других моделей вращательной релаксации в методе ПСМ приведен
в [179]), а величину ζvibr определяют как отношение времени VT релак-
сации τV T к характерному времени τel между упругими столкновениями.

ζvibr =
τV T

τel
. (4.3)

В случае, если происходит переход внутренней энергии в поступа-
тельную, внутренняя энергия после столкновения выбирается случайным
образом в соответствии с равновесным распределением. После опреде-
ления внутренней энергии молекулы после столкновения, на основании
закона сохранения энергии рассчитывается величина относительной ско-
рости после столкновения, а ее направление берется в соответствии с ис-
пользуемым потенциалом взаимодействия частиц. В качестве потенциала
взаимодействия в методе ПСМ обычно берется достаточно простая мо-
дель переменных твердых сфер (VHS) [67] или модель переменных мяг-
ких сфер (VSS) [122], хотя применение более реалистичных потенциалов
взаимодействия является не более сложным с вычислительной точки зре-
ния [160].

К преимуществам модели Ларсена–Боргнакке стоит отнести ее про-
стоту и численную эффективность, а также возможность обобщения на
многоатомные молекулы и электронные степени свободы. При этом она
дает физически достоверные результаты в широком диапазоне парамет-
ров течения. Однако существенным недостатком является то, что внут-
ренняя энергия частиц после столкновения не зависит от внутренней энер-
гии частиц до столкновения, и, как следствие, модель не учитывает реаль-
ные эффекты неупругих переходов. Также модель требует вычисления
температуры (для расчета величин ζrot , ζvibr ) внутри расчетной ячейки
и не является строго микроскопической. Для вычисления поправки ϕvibr

также требуется вычисление колебательной температуры внутри ячейки
и решение нелинейного уравнения [94].
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4.2.2. Поуровневые модели

Поуровневые модели обычно применяются для расчета вероятно-
стей VT-переходов в силу их большего влияния на параметры течения
(и, как следствие, более высоким требованиям к точности применяемых
моделей), RT-переходы же моделируются на основании модели Ларсена–
Боргнакке [107].

Рассмотрим общий принцип реализации поуровневых моделей на
простейшем случае: VT-переходе при столкновении молекулы M , нахо-
дящейся на колебательном уровне i (с колебательной энергией εi ), с
атомом A . Пусть относительная скорость до столкновения равна g , а
приведенная масса сталкивающихся частиц — mr . Возможные значения
пост-столкновительного колебательного уровня i′ молекулы M должны
удовлетворять закону сохранения энергии, т.е. должно выполняться со-
отношение

εi′ ≤
mrg

2

2
+ εi. (4.4)

Вероятность PV T того, что произойдет VT-переход, определяется как

PV T =
∑
i

Pi→i′, (4.5)

где Pi→i′ — вероятность перехода с колебательного уровня i на ко-
лебательный уровень i′ , суммирование производится по всем возмож-
ным пост-столкновительным уровням, определяемым соотношением (4.4).
Вероятность PRT RT- перехода рассчитывается по модели Ларсена–
Боргнакке, описанной в предыдущем подразделе. Тогда, соответственно,
для вероятности Pinel (вероятность неупругого столкновения) имеем

Pinel = PRT + PV T . (4.6)

Алгоритм выбора типа столкновения (упругое, неупругое с RT-переходом,
неупругое с VT-переходом) реализуется следующим образом [93]. Интер-
вал [0, 1] разбивается на подинтервалы

[0, PRT ) , [PRT , PRT + PV T ) , [PRT + PV T , 1] , (4.7)

генерируется равномерно распределенное случайное число R (0 ≤ R ≤
1 ). Если R попадает в первый интервал, происходит RT-переход, ес-
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ли во второй — VT-переход, если в третий — столкновение являет-
ся упругим. Если происходит VT-переход, то колебательный уровень
i′ выбирается аналогичным образом (путем выбрасывания случайного
числа R и разбиения промежутка [0, 1] ) среди всех возможных пост-
столкновительных состояний в соответствии с их нормированными веро-
ятностями Pi→i′/PV T . Столкновение двух молекул, при котором возмож-
ны 5 неупругих процессов (RT-переход вращательной энергии одной из
молекул, VT-переход колебательной энергии одной из молекул, VV-обмен
колебательной энергией) моделируется аналогичным образом.

Таким образом, использование поуровневых моделей требует вычис-
ления вероятностей всех возможных переходов, даже если переход явля-
ется упругим, что является затратным с вычислительной точки зрения.
В силу этого, моделирование всех возможных переходов вращательной и
колебательной энергии в газе является фактически невозможным [147].
В данной работе изучается только поуровневое моделирование переходов
колебательной энергии, при этом исследуется и возможность пренебреже-
ния многоквантовыми переходами в целях увеличения скорости расчетов.

В качестве поуровневых моделей могут быть использованы моде-
ли SSH [52], FHO [55–57], рассмотренные ранее в Главе 1. В качестве
поуровневых моделей также могут быть использованы результаты ква-
зиклассических траекторных расчетов [123]. В данной работе произво-
дится сравнение следующих моделей колебательной релаксации: модели
Ларсена–Боргнакке, модели FHO, а также модели, полученной на осно-
вании применения обратного преобразования Лапласа к результатам ква-
зиклассических траекторных расчетов [5,63] (далее данная модель будет
обозначаться как модель ILT). В указанных двух работах производилась
аналитическая аппроксимация коэффициентов скорости неупругих про-
цессов, полученных из траекторных расчетов [54]. Рассматриваемые про-
цессы включают VV-обмены колебательной энергией, VT-переходы коле-
бательной энергии в поступательную и реакции диссоциации колебатель-
но возбужденных молекул:

N2(i+ 1) +N2(k) → N2(i) +N2(k + 1),

N2(i) +N → N2(i
′) +N, N2(i) +N → 3N, (4.8)
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O2(i+ 1) +O2(k) → O2(i) +O2(k + 1),

O2(i) +O → O2(i
′) +O, O2(i) +O → 3O. (4.9)

Здесь i , k — колебательные уровни молекул до столкновения, i′ — коле-
бательный уровень молекулы после столкновения. К полученной аппрок-
симации было применено обратное преобразование Лапласа и получены
аналитические выражения для сечений указанных процессов.

Для сечений VV-обменов колебательной энергии в азоте имеем сле-
дующее выражение [63]:

σk,k+1
i+1,i (kt)

N2
= 2.5 · 10−20 (i+ 1) (k + 1)

√
πmN2

16k

(
1

300

)3/2

×

×


0, t < a1|i− k|

3

2
ea2|i−k| (t− a1 |i− k|)2

2t
, a1 |i− k| ≤ t < 2a1 |i− k| ,

3

2
ea2|i−k| (t− a1 |i− k|)2

2t
− 1

2
e2a2|i−k| (t− 2a1 |i− k|)2

2t
, t ≥ 2a1 |i− k|

(4.10)

где a1 = 117.0378 , a2 = −0.042101 . Здесь величина t — энергия относи-
тельного движения частиц, выраженная в градусах Кельвина:

t =
mrg

2

2k
, (4.11)

где mr — приведенная масса сталкивающихся частиц.
Для процессов VV-обмена колебательной энергией при столкнове-

ниях молекул кислорода сечения имеют вид

σk,k+1
i+1,i (kt)

O2
= 2.8 · 10−24 (i+ 1) (k + 1)

√
πmO2

16k
eb1(i−k) ×

×


0, t < b2|i− k|

(t+ b2 (i− k))2

2t
, t ≥ b2|i− k|

, (4.12)

где b1 = 0.015794 , b2 = 40.94475 .
Для VT-переходов при столкновениях молекулы N2 с атомом N

сечение представляется в следующем виде:

σi−1
i (kt)N2,N

= cV T,N2

1 · 10−16

√
πmN2N

8k
· 1.3×
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×


0, t < cV T,N2

2

(t− cV T,N2

2 )
0.7666

0.98t
, t ≥ cV T,N2

2

. (4.13)

Коэффициенты cV T,N2

1 , cV T,N2

2 являются функциями исходного колеба-
тельного уровня i :

cV T,N2

1 (i) =
6∑

n=0

αV T,N2
n in, cV T,N2

2 (i) =
5∑

n=0

βV T,N2
n in. (4.14)

Величины αV T,N2
n и βV T,N2

n были получены с помощью метода наименьших
квадратов и приведены в Таблице 4.1.

Для VT-переходов при столкновениях молекулы O2 с атомом O

сечение определяется формулой

σi
′

i (kt)O2,O
= cV T,O2

1 · 10−20

√
πmO2O

8k
· ε1

O2−ε0O2

0.124
×

×


0, t < cV T,O2

2

(t− cV T,O2

2 )
11/18

0.8948t
, t ≥ cV T,O2

2

. (4.15)

Коэффициенты cV T,O2

1 являются функциями колебательных уровней до
и после столкновения:

cV T,O2

1 (i, i′) =
5∑

n=0

αV T,O2
n |i− i′|n. (4.16)

Константы αV T,O2
n были получены с помощью метода наименьших квад-

ратов и приведены в Таблице 4.2.
Наконец, коэффициент cV T,O2

2 определяется следующим выражени-
ем:

cV T,O2

2 (i, i′) = 2000 · |i− i′| · k, (4.17)

где k = 1 если i < i′ , и k = 0.01 если i > i′ .
Для получения вероятности перехода сечения делятся на упругое

сечение σel .
Для моделей FHO и модели, основанной на обратном преобразова-

нии Лапласа, вероятности обратных процессов находятся из соотношения
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детального баланса [38]:

Prev(g
′) =

g2

g′2
Pf(g)

σel(g)

σel(g′)
, (4.18)

где Prev — вероятность обратного процесса, Pf — вероятность прямого
процесса, g′ — величина относительной скорости частиц после прямого
столкновения, определяемая из закона сохранения энергии.

Стоит отметить, что модель VT-переходов в азоте, представленная
в работах [5,63], дает выражение только для одноквантовых переходов ко-
лебательной энергии. В сильнонеравновесных условиях, в особенности в
кислороде, многоквантовые переходы могут существенно влиять на мак-
ропараметры течения [35,95,113].

4.3. Модели химических реакций

Рассмотрим также моделирование химических реакций в методе
ПСМ. Для моделирования переходов внутренней энергии при столкнове-
нии двух частиц возможно использование двух основных методов [67,96]:

1. Рассчитывается суммарная вероятность возможных химических ре-
акции Pchem , и на основании этого производится выбор типа столк-
новения — с химической реакцией (вероятность столкновения та-
кого типа равна Pchem ), или без (вероятность столкновения такого
типа равна 1 − Pchem ). В случае, если при столкновении не проис-
ходят химические реакции, моделируется вероятность неупругого
столкновения в соответствии с методом, изложенным в разделе 4.2.

2. Вычисляются вероятности всех типов неупругих процессов, вклю-
чая химические реакции, и тип неупругого процесса выбирается в
соответствии с его вероятностью.

Хотя второй описанный подход является более корректным, его суще-
ственным недостатком является необходимость вычисления вероятностей
всех типов неупругих процессов (даже если они не происходят), что при-
водит к значительной вычислительной сложности алгоритма, особенно
если для моделирования переходов внутренней энергии используются
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поуровневые модели. При этом первый подход дает корректные с фи-
зической точки зрения результаты и поэтому обычно применяется на
практике [67]. Наиболее часто используемыми моделями для расчета ве-
роятностей химических реакций являются модели TCE (Total Collision
Energy) [67] и QK (Quantum Kinetic) [68], подробный обзор других моде-
лей химических реакций приведен в [108,180].

4.3.1. Модель TCE

Модель TCE (Total Collision Energy) [67] основана на следующих
предположениях: 1) распределение поступательной и внутренней энергии
является равновесным; 2) макроскопическая константа скорости реакции
описывается законом Аррениуса (2.38). Вероятность химической реакции
как функции полной энергии сталкивающихся частиц (включающей в се-
бя поступательную энергию относительного движения частиц и внутрен-
нюю энергию молекулы, которая диссоциирует или участвует в обменной
реакции) в таком случае определяется следующим выражением [67]:

P (Ecoll) = C1
(Ecoll − Ea)

C2+1+ζc/2

E
ζc/2−1
coll

, (4.19)

где Ecoll = mrg
2 + εint — энергия относительного движения сталкиваю-

щихся частиц, εint — внутренняя энергия молекулы, которая диссоции-
рует или участвует в обменной реакции (обычно учитывается только ко-
лебательная энергия молекулы), Ea — энергия активации реакции, ζc —
сумма поступательных и внутренних степеней свободы сталкивающихся
частиц. Для корректного воспроизведения закона Аррениуса, для расчета
внутренних степеней свободы должна использоваться макроскопическая
температура [96]. Константы C1 , C2 связаны с постоянными в законе
Аррениуса [67].

Модель TCE широко применяется на практике, так как постоянные
закона Аррениуса известны для большого количества химического реак-
ций. Тем не менее, существенным недостатком данной модели является
то, что она не учитывает зависимость вероятностей химических реакций
от колебательного уровня молекул. Зависимость вероятности диссоциа-
ции от колебательной энергии диссоциирующей молекулы может быть
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учтена путем умножения вероятности на величину [101](
εi
Ecoll

)ϕ

, (4.20)

где εi — колебательная энергия диссоциирующей молекулы, множитель
ϕ определяется из сравнения с экспериментальными данными. В рабо-
те [104] предложена модификация данной модели (известной как модели
VFD, Vibrationally Favored Dissociation), позволяющей избежать нефи-
зичных результатов (значения вероятности диссоциации больше 1), и не
требующая экспериментального определения величины ϕ .

4.3.2. Модель QK

Модель QK (Quantum Kinetic) для диссоциации предполагает, что
диссоциация всегда происходит, если полная энергия сталкивающихся ча-
стиц превышает энергию диссоциации молекулы [68,69,72], т.е. выполня-
ется условие

Ecoll > Ed, (4.21)

Ed — энергия диссоциации. Моделирование обменных реакций в рамках
модели QK проводится следующим образом:

1. С помощью модели Ларсена–Боргнакке производится пробное рас-
пределение полной столкновительной энергии между поступатель-
ными и колебательными степенями свободы.

2. Считается, что обменная реакция произошла, если пост-
столкновительная колебательная энергия εi′ удовлетворяет со-
отношению

εi′ > Ea + εic, (4.22)

где Ea — энергия активации реакции, εic — колебательная энергия
уровня ic , ic — малое неотрицательное число, позволяющее добить-
ся лучшего согласия констант скорости обменных реакций с экспе-
риментальными данными.

Модель QK позволяет легко получить аналитические выражения
для коэффициентов скорости химических реакций. На основании этих
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выражений и закона действующих масс можно получить выражения для
вероятностей обратных химических реакций, однако подобная процедура
требует вычисления температуры внутри ячейки. Более строгий подход,
не требующий вычисления макроскопических величин, основан на при-
менении принципа детального баланса [67,69].

Основным преимуществом модели QK является отсутствие в ней
каких-либо эмпирических коэффициентов, модель также не делает пред-
положений о равновесном распределении. Таким образом, она может быть
использована в условиях сильного отклонения от равновесия или в си-
туациях, где отсутствуют экспериментальные данные, необходимые для
определения параметров других моделей. Тем не менее, модель являет-
ся феноменологической, и может давать нефизичные результаты; отсут-
ствие настраиваемых параметров в данном случае становится недостат-
ком [68]. В работах [117,178] отмечается несоответствие результатов рас-
четов по модели QK в неравновесных условиях результатам расчетов по
поуровневой модели, основанной на результатах траекторных расчетов;
при этом расчеты по модель TCE находятся в хорошем согласии с расче-
тами по поуровневой модели.

4.3.3. Поуровневые модели

Наиболее точные данные о сечениях и коэффициентах скорости хи-
мических реакций, учитывающие колебательное возбуждение молекул,
известны из квазиклассических траекторных расчетов. В силу сложности
моделирования взаимодействия двух молекул, данные о реакциях диссо-
циации в основном доступны только для столкновений молекул и атомов.
В работах [92, 110, 111, 117, 172] приведены аппроксимации сечений для
реакций диссоциации азота, в работах [59,91,92,123] — для реакций дис-
социации кислорода. В работе [173] предлагается выбор параметров суще-
ствующей феноменологической модели диссоциации на основе сравнения
с результатами квазиклассических траекторных расчетов. В работе [63]
предложены поуровневые сечения диссоциации для столкновений моле-
кул азота с атомами азота и молекул кислорода с атомами кислорода,
полученные применением обратного преобразования Лапласа к данным
траекторных расчетов, приведенных в [54,65,66].
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4.4. Результаты моделирования

В данном разделе рассматриваются результаты моделирования те-
чения азота N2/N и кислорода O2/O с использованием различных мо-
делей VT-переходов — модели Ларсена–Боргнакке, модели FHO, и мо-
дели ILT. В данной работе изучаются только макроскопические парамет-
ры течений, на которые VV-обмены не оказывают влияния. Тем не ме-
нее, учет VV-обменов колебательной энергией может существенно влиять
на заселенности колебательных уровней в сильнонеравновесных течени-
ях [6, 95]. В качестве потенциала упругих столкновений использовалась
модель VHS, колебательный спектр молекул моделировался ангармони-
ческим осциллятором. Химические реакции не учитывались.

4.4.1. Пространственно однородная релаксация

Для валидации поуровневой модели рассматривается задача о про-
странственно однородной релаксации смесей N2/N и O2/O . Так как мо-
дель ILT не дает выражений для VT-переходов колебательной энергии в
поступательную при столкновении двух молекул, для расчета вероятно-
стей этих процессов использовалась модель FHO.

При использовании модели FHO учитывались все возможные обме-
ны вплоть до пятиквантовых включительно. При использовании модели
ILT в азоте учитывались только одноквантовые обмены, а в кислороде —
все обмены вплоть до пятиквантовых включительно. Ограничение числа
возможных переходов при использовании модели FHO обусловлено тем,
что учет большего числа обменов 1) фактически не влияет на резуль-
таты расчета макропараметров; 2) приводит к заметному росту времени,
необходимого для расчетов; 3) может приводить к суммарным значениям
вероятности неупругих процессов больше 1, что, в свою очередь, приводит
к нефизичным результатам.

Для указания максимального изменения колебательного уровня при
использовании модели FHO будем использовать обозначение “FHO N Q”,
где N — максимальное изменение колебательного уровня. Так, напри-
мер, “FHO 5Q” означает модель нагруженного гармонического осцилля-
тора, учитывающую все переходы до пятиквантовых включительно. Так
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как модель ILT не дает выражений для вероятностей VT-переходов при
столкновениях молекул с молекулами, и для их расчета мы используем
модель FHO, будем обозначать максимальное изменение колебательно-
го уровня при совместном использовании данных моделей следующим
образом: “FHO N1Q + ILT N2Q”, где N1 — максимальное изменение ко-
лебательного уровня при столкновениях молекул с молекулами, N2 —
максимальное изменение колебательного уровня при столкновениях мо-
лекул с атомами. Так как в азоте модель ILT дает выражения только
для одноквантовых VT-переходов, величину “N2Q” в обозначении будем
опускать.

Рассматривались следующие начальные данные: Температура T =

15000K, колебательная температура Tv = 300K, молярная доля ато-
мов бралась равной 0.5. Числовая плотность частиц бралась равной 10 20

1/м 3 . Вращательная энергия в начальный момент времени считалась рас-
пределенной равновесно в соответствии с поступательной температурой
T .
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Рис. 4.1. Поступательная (сплошные линии) и колебательная (штрихованные линии)
температуры как функции времени в смесях N2/N (a) и O2/O (b), рассчитанные с
использованием различных поуровневых моделей VT-переходов: Ларсена–Боргнакке (L-

B), FHO и ILT

На рис. 4.1 представлены результаты расчетов поступательной и
колебательной температур по различным моделям колебательных пере-
ходов. Видно, что и в азоте, и в кислороде поуровневые модели да-
ют меньшую скорость колебательной релаксации, чем модель Ларсена–
Боргнакке. В азоте, расчет по модели ILT (с использованием модели FHO
для VT-переходов при столкновениях молекул) дает более медленную ко-
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лебательную релаксацию, чем расчет по модели FHO, однако это отчасти
обусловлено отсутствием выражений для многоквантовых VT-переходов
в модели ILT. В кислороде же расчет по модели ILT дает близкие к мо-
дели FHO результаты.
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Рис. 4.2. Поступательная (сплошные линии) и колебательная (штрихованные линии)
температуры как функции времени в смесях N2/N (a) и O2/O (b), рассчитанные с
использованием различных поуровневых моделей VT-переходов с учетом различного

числа возможных многоквантовых переходов колебательной энергии

Рассмотрим теперь влияние многоквантовых переходов на скорость
колебательной релаксации. На рис. 4.2 представлены значения поступа-
тельной и колебательной температур, рассчитанные по различным по-
уровневым моделям VT-переходов с учетом различного числа возмож-
ных переходов колебательной энергии. Видно, что в азоте (рис. 4.2(a))
влияние многоквантовых переходов на скорость релаксации при исполь-
зовании модели FHO мало. При этом расчеты по модели ILT с учетом
только одноквантовых переходов для столкновений молекул с молекула-
ми и расчеты по модели ILT с учетом всех переходов вплоть до пяти-
квантовых для столкновений молекул с молекулами дают очень близкие
результаты. Исходя из представленных результатов, можно заключить,
что в азоте многоквантовые переходы более вероятны при столкновениях
молекул с атомами, чем с молекулами. Однако даже учет многокванто-
вых VT-переходов при столкновениях молекул с атомами (модель FHO
5Q) слабо влияет на результаты расчетов.

В кислороде же (рис. 4.2(b)) роль многоквантовых обменов более
значительна. Пренебрежение ими приводит к существенно меньшей ско-
рости колебательной релаксации, при этом учет только одноквантовых
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обменов приводит к более медленной скорости релаксации при расчетах
по модели ILT, чем по модели FHO. В случае, если учитываются мно-
гоквантовые обмены, скорость релаксации по модели ILT в кислороде
больше, чем по модели FHO (см. рис. 4.1), что обусловлено большей ве-
роятностью многоквантовых переходов в модели ILT.

Рассмотрим теперь колебательную релаксацию в условиях, когда
начальная колебательная температура превышает поступательную. На-
чальные данные брались следующими: температура T = 3000K, колеба-
тельная температура Tv = 10000K, молярная доля атомов бралась равной
0.5. Числовая плотность частиц бралась равной 10 22 1/м 3 . Вращательная
энергия в начальный момент времени считалась распределенной равно-
весно в соответствии с поступательной температурой T . Более высокая
числовая плотность частиц (по сравнению с предыдущим случаем) взята
для уменьшения времени расчетов (так как при низких поступательных
температурах колебательная релаксация идет медленно, при этом время
колебательной релаксации обратно пропорционально числовой плотности
частиц – см. Главу 2).
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Рис. 4.3. Поступательная (сплошные линии) и колебательная (штрихованные линии)
температуры как функции времени в смесях N2/N (a) и O2/O (b), рассчитанные с
использованием различных поуровневых моделей VT-переходов с учетом различного

числа возможных многоквантовых переходов колебательной энергии

Из рис. 4.3(a) видно, что в смеси азота при рассматриваемых усло-
виях модель Ларсена–Боргнакке и поуровневые модели дают близкие
между собой результаты. В кислороде же все три модели (Ларсена–
Боргнакке, FHO и ILT) дают существенное расхождение результатов. Мо-
дель ILT дает большую скорость колебательной релаксации, чем модель
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Ларсена–Боргнакке, в то время как использование модели FHO приво-
дит к более медленной релаксации по сравнению с моделью Ларсена–
Боргнакке. Сильное различие между моделями FHO и ILT обусловлено
тем, что при низких значениях температуры T коэффициенты скорости
VT-переходов, представленные в базе данных Phys4Entry [54], на основа-
нии которых получены сечения модели ILT, существенно превосходят ко-
эффициенты скорости VT-переходов, рассчитанные по модели FHO. При
этом видно, что в кислороде существенную роль в процессе колебатель-
ной релаксации играют столкновения с атомами. Как отмечалось в Главе
2, результаты некоторых траекторных расчетов указывают на то, что по-
ведение времени колебательной релаксации для столкновений молекул
кислорода с атомами кислорода качественно отличается от поведения,
описываемого формулой Милликена–Уайта; и при низких температурах
τV T
O2,O

существенно ниже времени рассчитанного по формуле Милликена–
Уайта [59].

Наконец, сравним времена VT релаксации для столкновений моле-
кул с атомами, полученные методом ПСМ, с расчетами по предложенному
определению (1.203), а также формуле Милликена–Уайта. Для вычисле-
ния времен релаксации в методе DSMC используется процедура, извест-
ная как “e-folding”, предложенная в работе [150] (другие способы опре-
деления времени релаксации также можно найти в указанной работе).
Сначала решается задача о пространственной однородной колебательной
релаксации при постоянной поступательной температуре T . На основа-
нии рассчитанных значений колебательной энергии вводится время VT
релаксации τV T , которое находится из условия [60]

Evibr (τV T ) =
1

e
Evibr(0) +

(
1− 1

e

)
Eeq

vibr, (4.23)

где Evibr (τV T ) — колебательная энергия молекул в момент времени τV T ,
Evibr(0) — колебательная энергия молекул в начальный момент време-
ни, Eeq

vibr — равновесное значение колебательной энергии. При модели-
ровании, чтобы получить значения именно времени VT релаксации за
счет столкновений молекул с атомами, считалось, что при столкновениях
молекул с молекулами VT-переходы не происходят (вероятность таких
переходов искусственно задавалась равной 0).
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Рис. 4.4. Времена VT релаксации для столкновений молекул с атомами в смесях N2/N

(a) и O2/O (b), рассчитанные на основании метода ПСМ (точки) с использованием мо-
делей FHO и ILT, а также предложенного определения (1.203) с использованием модели
FHO (кривая FHO), и формуле Милликена–Уайта без и с поправкой Парка (кривые

M-W и M-W + Park)

Из рис. 4.4 видно, что времена VT релаксации, рассчитанные мето-
дом ПСМ с использованием моделей FHO и ILT для вероятностей VT-
переходов, также имеют немонотонный характер и возрастают при высо-
ких температурах, что находится в качественном согласии с результатами
расчетов времен VT релаксации по предложенному в работе определению
(см. Главу 2). При этом в кислороде при низких температурах модель ILT
дает существенно меньшие значения времен релаксации, чем остальные
модели, что находится в согласии с данными [59].

4.4.2. Обтекание цилиндра

Рассмотрим теперь влияние моделей колебательной релаксации на
двумерное обтекание цилиндра радиуса 0.8 м. Для валидации модели
FHO рассмотрим сначала обтекание цилиндра чистым молекулярным
азотом, с данными набегающего потока, взятыми в соответствии с рабо-
той [95]. Числовая плотность потока выбиралась, чтобы обеспечить зна-
чения чисел Кнудсена, соответствующие числам Кнудсена, рассматрива-
емым в указанной работе (т.к. в ней рассматривался цилиндр радиуса 0.1
м): 1.5 ·10 20 1/м 3 (соответствует числу Кнудсена 0.01) и 1.5 ·10 21 1/м 3

(соответствует числу Кнудсена 0.001). Скорость потока считалась рав-
ной 5100 м/с, температура равной 190 K. Температура некаталитической
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стенки цилиндра считалась равной 500 К.
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Рис. 4.5. Колебательная температура вдоль линии торможения как функция расстояния
от точки торможения в потоке чистого N2 , рассчитанная с использованием модели FHO,

для чисел Кнудсена 0.01 и 0.001

На рис. 4.5 приведены значения колебательной температуры вдоль
линии торможения в зависимости от расстояния до точки торможения,
рассчитанные с использованием модели FHO, учитывающей все VT-
переходы до пятиквантовых включительно. Проводя сравнение с резуль-
татами расчетов, представленными в [95], имеем хорошее совпадение по-
ложения пика колебательной температуры и удовлетворительное совпа-
дение формы профиля колебательной температуры и ее максимального
значения. Для случая с числом Кнудсена Kn=0.001 согласие рассчитан-
ных максимальных значений колебательной температуры с результатами
работы [95] лучше, чем для случая с числом Кнудсена Kn=0.01 — в пер-
вом случае различие составляет около 5%, во втором же — около 25%.
Различие может быть обусловлено численной погрешностью, а также тем,
что в работе [95] использовалась трехмерная модель FHO, учитывающая
взаимную ориентацию молекул при столкновении. Также в работе [95] не
указано максимальное число учитываемых многоквантовых переходов,
из-за чего полное сравнение провести невозможно.

Рассмотрим теперь обтекание цилиндра бинарными смесями N2 /N
и O2 /O . Параметры набегающего потока брались следующими: скорость
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потока считалась равной 7500 м/с, температура равной 188 K, плотность
равной 3.43 ·10−6 кг/м 3 . Молярная доля атомов в набегающем потоке
бралась равной 50%. Радиус цилиндра был равен 0.8 м, температура нека-
талитической стенки считалась равной 500 К.

Рассматривались следующие модели колебательной релаксации:

1. В течении азота рассматривались модели Ларсена–Боргнакке, мо-
дели FHO 1Q и FHO 5Q, а также модель FHO 5Q + ILT

2. В течении кислорода рассматривались модели Ларсена–Боргнакке,
модель FHO 5Q, и модели FHO 5Q + ILT 5Q и FHO 1Q + ILT 1Q.

Таким образом, в кислороде изучается влияние многоквантовых пе-
реходов на течение при использовании модели ILT. В азоте же, в си-
лу отсутствия выражения для многоквантовых переходов в модели ILT,
изучается влияние многоквантовых переходов при использовании модели
FHO.
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Рис. 4.6. Колебательная температура вдоль линии торможения как функция расстояния
от точки торможения в потоке N2/N (a) и O2/O (b), рассчитанная с использованием

различных моделей VT-переходов: Ларсена–Боргнакке (L-B), FHO и ILT

На рис. 4.6 представлены значения колебательной температуры
вдоль линии торможения в зависимости от расстояния от точки тормо-
жения, рассчитанные с использованием различных моделей переходов ко-
лебательной энергии. Видно, что модель Ларсена–Боргнакке дает более
высокие значения колебательной температуры, чем поуровневые моде-
ли. В азоте (рис. 4.6(a)) все поуровневые модели дают схожие результа-
ты, при этом значения колебательной температуры существенно ниже,
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чем при расчетах с использованием модели Ларсена–Боргнакке, разни-
ца составляет до 8000 К. Учет многоквантовых переходов приводит к
незначительному увеличению колебательной температуры, при этом учет
многоквантовых переходов только для столкновений молекул с молеку-
лами практически не влияет на результаты расчетов – модели FHO 1Q
и модели FHO 5Q + ILT дают крайне близкие результаты. Отсутствие
значительной разницы между расчетами по моделям FHO и ILT обуслов-
лено тем, что в азоте модель ILT основана на результатах траекторных
расчетов, приведенных в [65, 66], с которыми модель FHO находится в
хорошем согласии [56]. Расхождение между результатами расчетов с ис-
пользованием поуровневых моделей и расчетов с использованием моде-
ли Ларсена–Боргнакке вызвано тем, что формула Милликена–Уайта, ис-
пользующаяся в модели Ларсена–Боргнакке, при высоких значениях тем-
пературы недооценивает времена колебательной релаксации. Также, как
обсуждалось ранее, модель Ларсена–Боргнакке дает согласие с формулой
Ландау–Теллера для колебательной релаксации. В Главе 3 было показано,
что в рамках континуального подхода формула Ландау–Теллера в силь-
нонеравновесных течениях за ударными волнами существенно завышает
скорость колебательной релаксации.

В кислороде (рис. 4.6(b)) разница между расчетами по модели
Ларсена–Боргнакке и поуровневыми моделям не так сильна, как в азоте,
и составляет около 4000 К для поуровневых моделей, учитыващих мно-
гоквантовые переходы (FHO 5Q, FHO 5Q + ILT 5Q). При этом видно,
что многоквантовые переходов существенно влияют на значения колеба-
тельной температуры. Учет многоквантовых переходов приводит к уве-
личению пика колебательной температуры (по сравнению с моделью с
одноквантовыми переходами FHO 1Q) почти в 2 раза. При этом моде-
ли FHO и ILT, учитывающие многоквантовые переходы, дают близкие
результаты.

4.5. Выводы главы 4

В данной главе рассмотрено моделирование физико-химических
процессов в методе прямого статистического моделирования (ПСМ). Ре-
ализована модель сечений VT-переходов, основанная на применении об-
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ратного преобразования Лапласа к результатам квазиклассических тра-
екторных расчетов (модель ILT), а также реализована модель FHO. Про-
ведено тестирование данных поуровневых моделей VT-переходов путем
решения задачи о пространственно однородной релаксации неравновесно-
го газа. Показано сильное влияние многоквантовых обменов на скорость
колебательной релаксации в кислороде и незначительное влияние много-
квантовых обменов на скорость колебательной релаксации в азоте.

На основании реализованных моделей рассчитаны времена VT ре-
лаксации при столкновениях молекул с атомами в смесях N2/N и O2/O .
Показано немонотонное поведение времен релаксации при высоких темпе-
ратурах, получено качественное согласие расчетов времен VT релаксации
методом ПСМ с расчетами по предложенному в рамках метода Энскога–
Чепмена в Главе 2 определению времени VT релаксации.

Поуровневые модели применены к расчету двумерного сверхзвуко-
вого обтекания цилиндра. Изучено влияние выбора модели колебательной
релаксации и учета многоквантовых переходов на колебательную темпе-
ратуру вдоль линии торможения.

Получено, что в азоте поуровневые модели колебательной релакса-
ции дают существенно меньшие значения колебательной температуры за
ударной волной, чем модель Ларсена–Боргнакке, при этом модели FHO
и ILT дают практически идентичные результаты. Учет многоквантовых
переходов при столкновениях молекул слабо влияет на значения колеба-
тельной температуры.

В кислороде поуровневые модели дают более близкие к модели
Ларсена–Боргнакке значения колебательной температуры вдоль линии
торможения. При этом учет многоквантовых переходов приводит к су-
щественно большим значениям колебательной температуры по сравнению
с результатами расчетов по поуровневым моделям, учитывающим толь-
ко одноквантовые переходы; таким образом, для более точного описания
сильнонеравновесных течений кислорода необходим учет многокванто-
вых колебательных переходов.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертации на основе метода Энскога–Чепмена для смеси газов с
быстрыми и медленными процессами построена модель скорости физико-
химических процессов в вязких газах. Разработан алгоритм расчета вяз-
ких поправок к скорости физико-химических процессов. На основании
выражений кинетической теории для скорости колебательной релаксации
получено обобщение формулы Ландау–Теллера на случай произвольного
отклонения от колебательного равновесия. Предложен алгоритм расчета
времен колебательной релаксации.

Произведено сравнение рассчитанных по разработанному алгоритму
времен колебательной релаксации в широком диапазоне температур с ре-
зультатами экспериментальных измерений, эмпирических формул (фор-
мула Милликена–Уайта с поправкой Парка). На основании сравнения
с экспериментальными данными и анализа представленных в литерату-
ре результатов квазиклассических траекторных расчетов получено, что
предложенный алгоритм дает правильное описание времен колебательной
релаксации в широком диапазоне температур, и может быть использован
для улучшения точности расчетов сильнонеравновесных течений.

Произведен численный расчет скорости неравновесных процессов
в различных смесях при различных условиях. В чистом молекулярном
азоте показано значительное влияние ангармоничности колебательного
спектра на скорость колебательной релаксации и существенный вклад
вязких поправок в релаксационные члены в условиях сильной колеба-
тельной неравновесности (T ≫ T1 ) при высоких температурах. Получе-
но, что член, связанный с дивергенцией скорости, дает незначительный
вклад в скорость колебательной релаксации и его влияние заметно только
вблизи точки колебательного равновесия (T = T1 ). Предложенная в рабо-
те модификация формулы Ландау–Теллера дает намного лучшее согла-
сие с результатами расчетов по строгим формулам кинетической теории
для молекул с гармоническим колебательным спектром, нежели исходная
формула Ландау–Теллера.

Рассмотрена скорость физико-химических процессов в бинарных
смесях кислорода и азота, в которых молекулы имеют гармонический
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спектр. Получено, что в азоте поправки первого порядка к релаксацион-
ным членам за счет VT-переходов значительны только в условиях вы-
сокой поступательной температуры и низкой колебательной температу-
ры; в кислороде же с ростом колебательной температуры Tv существен-
ную роль начинают играть перекрестные эффекты между реакциями
диссоциации–рекомбинации и VT-переходами. И в кислороде, и в азоте
при T < Tv поправки первого порядка к скорости колебательной релак-
сации малы. Влияние вязких поправок на коэффициенты скорости дис-
социации также более существенно в кислороде, чем в азоте.

Рассчитаны и изучены вязкие поправки к скорости физико-
химической релаксации в бинарных течениях за сильными ударными вол-
нами и в соплах. Показано заметное влияние поправок первого поряд-
ка к скорости VT релаксации в течении кислорода при больших числах
Маха. Учет вязких поправок к скорости диссоциации дает существен-
ное большее значение скорости химической релаксации непосредствен-
но за фронтом ударной волны, при этом значительный вклад в эти по-
правки дают перекрестные эффекты между VT-переходами и реакциями
диссоциации–рекомбинации. Следует отметить, что вязкие поправки к
скорости диссоциации играют наиболее существенную роль вблизи фрон-
та, т.е. в той области течения, где диссоциация не успевает начаться из-
за низкого возбуждения колебательных степеней свободы. Как следствие,
абсолютное влияние вязких поправок на скорость химической релаксации
мало. Проведено сравнение коэффициентов диссоциации, рассчитанных
по предложенной в данной работе модели, с расчетами по моделям Пар-
ка, Мачерета–Фридмана, Тринора–Маррона. Получено хорошее согласие
разработанной модели в нулевом приближении с наиболее точной моде-
лью Мачерета–Фридмана для течений кислорода и удовлетворительное
согласие со всеми моделями в течениях азота. Показано, что модель Пар-
ка существенно недооценивает скорость диссоциации непосредственно за
фронтом ударной волны. Поправки первого порядка к скорости диссоци-
ации значительны сразу за фронтом ударной волны, при этом их вклад
резко убывает с падением температуры. В расширающихся течениях в
соплах роль вязких поправок к скорости физико-химических процессов
пренебрежимо мала.
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Предложенная в работе модификация формулы Ландау–Теллера,
дает лучшее согласие с расчетами скорости колебательной релаксации
в течениях за ударными волнами и в соплах по сравнению с обычной
формулой Ландау–Теллера, и может быть использована в существующих
расчетных программах для повышения точности результатов.

В методе прямого статистического моделирования (ПСМ) реализо-
ваны поуровневые модели VT переходов, в том числе основанные на ква-
зиклассических траекторных расчетах. Проведено тестирование данных
поуровневых моделей VT переходов путем решения задачи о простран-
ственно однородной релаксации неравновесного газа. Показано сильное
влияние многоквантовых обменов на скорость колебательной релаксации
в кислороде и незначительное влияние многоквантовых обменов на ско-
рость колебательной релаксации в азоте. Произведен расчет времен VT
релаксации в методе ПСМ; результаты расчетов сравнивались с резуль-
татами расчета времен колебательной релаксации по предложенному в
работе алгоритму. Получено качественное согласие поведения времен ре-
лаксации, рассчитанных на основании двух указанных подходов.

Поуровневые модели применены к расчету двумерного сверхзвуко-
вого обтекания цилиндра. Изучено влияние выбора модели колебательной
релаксации и учета многоквантовых переходов на колебательную тем-
пературу вдоль линии торможения. Получено, что в азоте поуровневые
модели колебательной релаксации дают существенно меньшие значения
колебательной температуры за ударной волной, чем обычно используемая
в методе ПСМ модель Ларсена–Боргнакке, при этом учет многокванто-
вых переходов при столкновениях молекул слабо влияет на значения ко-
лебательной температуры. В кислороде поуровневые модели дают более
близкие к модели Ларсена–Боргнакке значения колебательной темпера-
туры вдоль линии торможения, учет многоквантовых переходов приводит
к существенно большим значениям колебательной температуры по срав-
нению с результатами расчетов по поуровневым моделям, учитывающим
только одноквантовые переходы.

В дальнейшей работе планируется применить построенные алгорит-
мы вычисления вязких поправок к расчету двумерных течений, а также
реализовать в рамках метода ПСМ поуровневые модели диссоциации и
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применить их к расчетам обтекания реальных космических аппаратов,
провести сравнение с экспериментальными данными.

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ, грант 15-08-
03371, грант 15-01-02373, СПбГУ, НИР 6.37.163.2014, НИР 6.37.206.2016
и РНФ, грант 15-19-30016.
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