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Введение

Импульсные системы получили широкое распространение с середины прошлого столетия. Это-

му во многом способствовало развитие технических устройств различного назначения, работа

которых связана с передачей и преобразованием последовательности импульсов. В таких си-

стемах импульсный режим работы, как правило, обусловлен назначением самого устройства.

Кроме того, импульсы могут возникать и в других прикладных областях: физике, химии, эконо-

мике, биологии и медицине — там, где они естественно описывают процессы, состояния которых

изменяются скачком.

Важное биомедицинское применение импульсные системы получили в нейроэндокриноло-

гии, изучающей взаимодействие центральной нервной и эндокринной систем [54,55,97]. Это вза-

имодействие контролируется отделом головного мозга — гипоталамусом. Сигналы, приходящие

в гипоталамус из эндокринной системы, активируют в нем секрецию нейрогормонов. Распро-

страняясь в потоке крови, гипоталамические нейрогормоны стимулируют секрецию гормонов

гипофиза. Последние, достигая вместе с кровью соответствующих эндокринных желез, акти-

вируют в них секреторные функции. Описанные выше процессы нейроэндокринной регуляции

обычно замыкаются через нервную систему, тем самым формируя обратные связи. При этом

некоторые из эндокринных желез секретируют гормоны непрерывно, в то время как для гипота-

ламических нейрогормонов характерна импульсная секреция с коротким периодом полураспада.

При этом непосредственное измерение концентрации и частоты секреции гормонов гипоталаму-

са невозможно без причинения существенного вреда головному мозгу человека или животного.

Таким образом, возникает важная практическая задача: оценить концентрации гормонов ги-

поталамуса на основе измеряемых концентраций других гормонов.

Общее поведение нейроэндокринной системы с обратной связью при ряде упрощающих

предположений может быть описано с помощью гибридной модели с импульсной модуляци-

ей по частоте и амплитуде [38–40]. Как показывают результаты моделирования [15,37,55,66,97],

импульсные модели имеют лучшее согласование с экспериментальными данными, чем непре-

рывные модели, предложенные, например, в [23, 51, 73, 85, 86]. Из-за невозможности измерения
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концентраций всех гормонов, участвующих в цепочке регуляции, возникает задача оценивания

состояния импульсной системы, которая имеет ряд особенностей. Во–первых, импульсный ха-

рактер обратной связи приводит к возникновению скачков в состоянии системы. Во–вторых, из-

мерения в дискретной части замкнутой гибридной системы недоступны и, следовательно, долж-

ны быть восстановлены по измеряемым непрерывным сигналам. В–третьих, в динамике замкну-

той системы присутствуют периодические или хаотические колебания [112], причем состояния

равновесия отсутствуют [31]. Значительное число работ посвящено наблюдаемости гибридных

систем, содержащих непрерывную и импульсную части (см., например, [14,26,27,34,76,77,93]),

однако, все они предполагают, что моменты возникновения импульсов известны или измеряе-

мы. Задача оценивания состояний и неизвестных моментов импульсации в простейшем случае

наблюдателя с непрерывной обратной связью была рассмотрена в [31], однако, переходные про-

цессы в предложенной в [31] системе довольно длительны и носят сильно выраженный колеба-

тельный характер.

Таким образом, задача оценивания дискретного состояния импульсной системы по измере-

ниям непрерывного сигнала является актуальной. При этом требуется разработать такие схемы

наблюдения, которые обеспечивают достаточно хорошее качество переходных процессов.

Целью диссертационной работы является разработка схемы наблюдателя состояния для им-

пульсных систем, в которых дискретное состояние должно быть восстановлено по измеряемому

непрерывному выходному сигналу. Для достижения поставленной цели в работе решаются сле-

дующие задачи.

1. В случае наблюдателя с пропорциональной обратной связью в дискретной части построить

точечное преобразование (оператор сдвига по траектории системы), описывающее эволю-

цию состояний наблюдателя от импульса к импульсу; с его помощью получить условия

асимптотической устойчивости в малом режима наблюдения периодического решения им-

пульсной системы.

2. В случае наблюдателя с интегральной обратной связью и комбинированной частотной

модуляцией в дискретной части наблюдателя построить точечное преобразование, описы-

вающее эволюцию состояний наблюдателя от импульса к импульсу; с его помощью полу-

чить условия асимптотической устойчивости в малом режима наблюдения периодического

решения импульсной системы.

3. Для импульсной системы с запаздыванием и наблюдателя без запаздывания и с разрывной

обратной связью построить точечное преобразование, описывающее эволюцию состояний
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наблюдателя от импульса к импульсу; с его помощью получить условия асимптотической

устойчивости в малом режима наблюдения периодического решения.

4. Для импульсной системы с запаздыванием и наблюдателя с запаздыванием построить то-

чечное преобразование, описывающее эволюцию состояний наблюдателя от импульса к

импульсу; с его помощью получить условия асимптотической устойчивости в малом ре-

жима наблюдения периодического решения.

5. Применить полученные результаты к исследованию математической модели гормональной

регуляции тестостерона в мужском организме.

Помимо описанной выше практической значимости, поставленные задачи имеют теоре-

тический интерес: построение дискретного точечного преобразования (в теории гибридных

систем оно носит название отображения Пуанкаре [48]), описывающего эволюцию состояния

наблюдателя от импульса к импульсу, и его исследование само по себе является нетривиальной

математической задачей.

В первой главе диссертационной работы приводятся вспомогательные сведения, необходи-

мые для формулировки и доказательства основных результатов.

Во второй главе рассматриваются наблюдатели состояния импульсной системы с обратной

связью в дискретной части наблюдателя. Предлагается новая схема наблюдателя с пропорцио-

нальной обратной связью в дискретной части. Выводится формула дискретного преобразования,

описывающего эволюцию состояния наблюдателя от импульса к импульсу, приводятся его свой-

ства. Неподвижные точки этого отображения и его итераций отвечают периодическим решениям

уравнения наблюдателя. Путем линеаризации этого дискретного отображения в малых окрест-

ностях периодических режимов, выводятся условия локальной асимптотической устойчивости

режима наблюдения (синхронного режима). Затем рассматривается наблюдатель с интегральной

обратной связью в дискретной части и с комбинированной частотной модуляцией. Выводятся

условия устойчивости в малом синхронного режима для такого наблюдателя.

В третьей главе рассматриваются наблюдатели состояния импульсной системы с запаздыва-

нием. Поскольку при определенных предположениях исходная система с запаздыванием может

быть аппроксимирована системой без запаздывания, предлагается рассмотреть наблюдатель без

запаздывания с кусочно-постоянной матрицей коэффициентов усиления, который осуществляет

наблюдение аппроксимирующей модели. Для такого наблюдателя выводится формула дискрет-

ного преобразования, описывающего эволюцию состояния наблюдателя от импульса к импульсу.

Приводятся условия гладкости данного отображения и, путем его линеаризации в малых окрест-

ностях периодических режимов, выводятся условия локальной асимптотической устойчивости
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синхронного режима. Установлено, что такой наблюдатель предъявляет довольно жесткие требо-

вания к наблюдаемости системы. С целью ослабления этих требований, рассматривается другая

схема наблюдателя — наблюдатель с запаздыванием, копирующий структуру исходной системы.

Выводится формула отображения Пуанкаре, с его помощью находятся условия асимптотической

устойчивости в малом синхронного режима.

В четвертой главе полученные результаты применяются к исследованию математической мо-

дели гормональной регуляции тестостерона в мужском организме. Предлагается алгоритм вы-

бора коэффициентов усиления наблюдателя с пропорциональной обратной связью в дискретной

части для практически важного случая 1-периодического решения системы (1-цикла), обеспечи-

вающий локальную устойчивость синхронного режима, а также высокую скорость сходимости.

Для всех типов рассмотренных наблюдателей приводятся результаты компьютерного моделиро-

вания, подтверждающие их работоспособность.

В заключении перечислены основные результаты работы.

Достоверность изложенных в работе теоретических результатов обеспечивается их строгим

математическим доказательством.

Все основные научные результаты диссертации являются новыми и получены автором са-

мостоятельно.

По теме диссертации опубликовано восемь работ [12, 102–108], в том числе семь — в изда-

ниях из перечня научных журналов, рекомендованных Высшей аттестационной комиссией для

публикации основных научных результатов диссертаций, из которых шесть работ в изданиях

из базы цитирования Scopus.

Основные научные результаты работы представлены на девяти российских и международных

конференциях.
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Глава 1

Предварительные сведения

1.1 Системы с импульсами

Динамические системы, математические модели которых содержат как непрерывную, так и дис-

кретную части, называются гибридными. Такие модели служат для описания различных дина-

мических процессов, возникающих в большинстве сетевых систем управления [16, 50, 65, 68, 75,

99,109,111], в мультиагентных системах [71,72,94,100], непрерывных системах с переключения-

ми [19,62], непрерывных системах с импульсной обратной связью [47,64,74,101] и др. Из-за осо-

бенностей взаимодействия между собой динамик различной природы, исследование гибридных

систем, как правило, является более сложным, чем чисто дискретных или чисто непрерывных

моделей.

Отдельно выделим особый класс гибридных систем — системы с импульсным воздействи-

ем, т. e. системы со скачками вектора состояния в некоторые моменты времени [4, 7, 9, 10, 17,

59, 88–90]. Они описывают случай, когда длительность импульса мала по сравнению со време-

нем переходных процессов в системе, тогда ею можно пренебречь и рассматривать импульсы

нулевой длительности (мгновенные импульсы, скачки). Cистемы c импульсным воздействием

(для них часто используют термины системы со скачками, импульсные системы, по-английски —

impulsive systems) имеют достаточно широкое применение в цифровых системах, радиоэлектро-

нике, механике, системах регулирования температуры, частотных датчиках, фильтрах, а также в

биологии и медицине. Так, в технике используются импульсные модуляторы, которые работают

по принципу замыкания/размыкания ключевого устройства, а в биологии взаимодействие нейро-

нов осуществляется путем распространения нервных импульсов. При этом импульсный характер

процессов может быть обусловлен как принципом действия самой системы, так и внешним им-

пульсным управлением.
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В импульсных системах (системах с импульсным воздействием) непрерывная динамика за-

дается с помощью дифференциальных или интегральных уравнений, описывающих поведение

динамической системы в промежутках между скачками (см. [1, 2, 5, 6, 8, 11, 33, 42, 57]). Дис-

кретная динамика описывается функциональными уравнениями, которые определяют мгновен-

ное изменение состояния и моменты возникновения импульсов. Таким образом, с точки зрения

математическом классификации, импульсные системы можно отнести к более общим классам

функционально-дифференциальных или функционально-интегральных уравнений.

Рассматривают два основных вида импульсных систем. В первом, моменты возникновения

импульсов фиксированы и не зависят от решения системы. Во втором, который и будет рассмат-

риваться в этой работе, расстояние между импульсами 𝑇𝑛 определяется из некоторых функцио-

нальных соотношений.

В случае, который мы будем рассматривать, положение каждого следующего импульса вы-

числяется в зависимости от значения некоторого сигнала (называемого модулирующим) в мо-

мент возникновения предыдущего импульса. Такой принцип формирования моментов импульса-

ции иногда называют импульсной модуляцией первого рода (type 1 modulation) или self-triggered

control. В более сложном случае величина 𝑇𝑛 определяется неявно, как корень некоторого функ-

ционального уравнения, зависящего от модулирующего сигнала. В зависимости от вида этого

функционала различают разные виды формирования импульсов — импульсная модуляция второ-

го рода (type 2 modulation), интегральная модуляция, event-triggered control, integrate-and-fire и

др.

Мы будем рассматривать следующую модель формирования импульсов. Пусть 𝑥(𝑡) — вектор

состояний системы в момент времени 𝑡 (кусочно-постоянная функция), {𝑡𝑛}∞𝑛=0 — возрастающая

последовательность моментов импульсации, 𝜎(𝑡) — модулирующий сигнал (непрерывная функ-

ция). Тогда скачки состояния описываются с помощью соотношений

𝑥(𝑡+𝑛 ) = 𝑥(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑛𝐵, 𝜆𝑛 = 𝐹 (𝜎(𝑡𝑛)). (1.1)

Здесь 𝑥(𝑡+), 𝑥(𝑡−) — правосторонний и левосторонний пределы функции 𝑥(·) в точке 𝑡, 𝐵 — за-

данный постоянный вектор, 𝐹 (·) — заданная непрерывная функция. Число 𝜆𝑛 называют ампли-

тудой или весом 𝑛-го импульса, а функцию 𝐹 (·) — амплитудной импульсной характеристикой.

Моменты импульсации определяются рекуррентным соотношением

𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛, 𝑇𝑛 = Φ(𝜎(𝑡𝑛)), (1.2)

где Φ(·) — заданная непрерывная функция, называемая частотной импульсной характеристикой.

Величина 𝑇𝑛 называется длиной импульсного интервала, в современной англоязычной лите-
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ратуре иногда используется термин dwell-time. Обратная величина 1/𝑇𝑛 характеризует частоту

следования импульсов.

Таким образом, уравнения (1.1), (1.2) описывают правило, при котором параметры скачков

𝜆𝑛, 𝑇𝑛 являются функционалами от модулирующего сигнала 𝜎(·). Такие параметры называются

модулированными, причем говорят, что формула (1.1) описывает амплитудно-импульсную мо-

дуляцию, а формула (1.2) — частотно-импульсную модуляцию [3,11, 42].

Многочисленные исследования в области математической биологии показали, что математи-

ческие модели биологических систем часто характеризуются отсутствием состояния равновесия

и обладают сложной динамикой, включающей хаотическое поведение [35, 52, 61, 70, 82, 91, 110],

что является следствием присутствия колебаний в живых организмах — от простейших бактерий

до более сложных форм жизни. Помимо колебаний, вызванных внешним периодическим воз-

действием (например, периодической сменой дня и ночи), в биологических системах с обратной

связью могут возникать также автоколебания (см. [21, 24]).

Биологический осциллятор, предложенный Брайаном Гудвиным в 1965 году [43, 44], слу-

жит для описания механизма колебаний, возникающих в биохимических системах третьего и

более высоких порядков. С точки зрения нелинейной динамики, он представляет собой систе-

му нелинейных дифференциальных уравнений третьего порядка. При определенных условиях

в этой системе могут возникать периодические колебания. В дальнейшем различные варианты

уравнений Гудвина стали использоваться при моделировании колебаний в других областях био-

логии [25,45,46,63,78,79,87,98]. В 1980-е годы модель Гудвина была расширена Р. Смитом для

описания биологических процессов, связанных с периодическими колебаниями в эндокринных

системах регуляции тестостерона (модель Гудвина–Смита [85, 86]). К недостаткам осциллятора

Гудвина относится то, что периодические решения в нем возникают лишь при довольно жестких

предположениях к параметрам системы, причем некоторые из этих предположений не являют-

ся биологически обоснованными. Кроме того, в эндокринных системах колебания носят выра-

женный импульсный характер, что также не учитывалось моделью Гудвина–Смита. Поэтому

естественной явилась мысль улучшить адекватность модели Гудвина–Смита путем ее модифи-

цикации на основе теории импульсных систем. Такая модифицированная модель, впоследствии

названная импульсным осциллятором Гудвина, была предложена в [31].

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений с импульсами [31], состояющую из

непрерывной и дискретной частей:

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), 𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝐿𝑥(𝑡), (1.3)
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𝑥(𝑡+𝑛 ) = 𝑥(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑛𝐵, 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛,

𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛)), 𝜆𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛)),
(1.4)

где 𝐴 ∈ R𝑛𝑥×𝑛𝑥 , 𝐵 ∈ R𝑛𝑥 , 𝐶 ∈ R1×𝑛𝑥 , 𝐿 ∈ R𝑛𝑦×𝑛𝑥 – постоянные матрицы кoэффициентов, 𝑥(𝑡)

— вектор состояния, 𝑦(𝑡) — измеряемая часть вектора состояния, 𝑧(𝑡) — модулирующий сигнал.

Состояние системы испытывает скачки в моменты времени 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, . . . , где 𝑡𝑘 < 𝑡𝑘+1 и 𝑡𝑘 →∞
при 𝑘 → ∞. На интервалах между импульсами (𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝑘 = 0, 1, . . . система описывается

линейными дифференциальными уравнениями (1.3). Уравнения (1.4) описывают дискретную

часть системы.

Функции 𝐹 (·) и Φ(·) (амплитудная и частотная модуляционные характеристики) являются

непрерывными, строго монотонными и ограниченными, причем их значения строго положи-

тельны и отделены от нуля:

0 < Φ1 6 Φ(·) 6 Φ2, 0 < 𝐹1 6 𝐹 (·) 6 𝐹2, (1.5)

где Φ1, Φ2, 𝐹1, 𝐹2 — положительные константы. В силу биологических свойств системы Φ(·) —

неубывающая и 𝐹 (·) — невозрастающая, т. е. чем больше значение модулириующего сигнала,

тем меньше частота и амплитуда импульсов (отрицательная импульсная обратная связь). Таким

образом, уравнения (1.4) определяют комбинированную (амплитудно-частотную) импульсную

модуляцию [42].

Предположим, что матрица 𝐴 — гурвицева, т. е. все ее собственные числа имеют от-

рицательные вещественные части. Пусть пара матриц (𝐴,𝐿) наблюдаема, т. е. матрица[︁
𝐿 𝐿𝐴 𝐿𝐴2 . . . 𝐿𝐴𝑛−1

]︁𝑇
имеет полный строчный ранг, и выполнены соотношения

𝐶𝐵 = 0, 𝐿𝐵 = 0, (1.6)

обеспечивающие непрерывность функций 𝑧(𝑡) и 𝑦(𝑡). Вектор состояния 𝑥(𝑡) системы (1.3) пре-

терпевает скачки в моменты времени 𝑡𝑛. Напомним, что через 𝑥(𝑡−) и 𝑥(𝑡+) мы обозначаем ле-

восторонний и правосторонний пределы функции 𝑥(·) в точке 𝑡. Альтернативные обозначения —

𝑥(𝑡− 0) и 𝑥(𝑡 + 0) соответственно.

Из гурвицевости матрицы 𝐴 и ограниченности функций Φ(·) и 𝐹 (·), следует, что все ре-

шения системы (1.3)–(1.4) ограничены. Так как все модуляционные характеристики являются

строго положительными, у системы (1.3)–(1.4) отсутствует состояние равновесия [31]. В [31]

были найдены условия существования простейших периодических решений (с одним и двумя

импульсами на периоде) в (1.3)–(1.4). В работе [112] были обнаружены решения более выокой

периодичности (с большим числом импульсов на периоде) и было показано, что в некоторых

областях пространства параметров система (1.3)–(1.4) может иметь хаотическую динамику.
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Начальные условия для системы (1.3)–(1.4) задаются в виде пары (𝑥(𝑡−0 ), 𝑡0), т. е. в каче-

стве начального момента времени мы рассматриваем время возникновения первого импульса 𝑡0.

Введем обозначение 𝑥𝑛 = 𝑥(𝑡−𝑛 ). Тогда любое решение 𝑥(𝑡) системы (1.3)–(1.4) удовлетворяет

дискретному уравнению

𝑥𝑛+1 = 𝑃 (𝑥𝑛), (1.7)

где

𝑃 (𝑥) = e𝐴Φ(𝐶𝑥)(𝑥 + 𝐹 (𝐶𝑥)𝐵). (1.8)

В результате, система двух дискретных уравнений — (1.7) и 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + Φ(𝑥𝑛) полностью опре-

деляет динамику системы (1.3)–(1.4) в точках 𝑡 = 𝑡𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . .. Значения решения в промежу-

точных точках легко могут быть восстановлены по этим дискретным значениям [31].

Рассмотрим периодическое решение уравнения (1.7), и, следовательно, системы (1.3)–(1.4).

Множество точек 𝑆(𝑥0) = {𝑥0, 𝑥1, . . . }, где 𝑥𝑛+1 = 𝑃 (𝑥𝑛), обычно называют орбитой дискретной

системы (1.7), проходящей через точку 𝑥0.

Решение {𝑥𝑛}, 𝑛 = 0, 1, . . . системы (1.7) называется 𝑚-периодическим, если 𝑚— натураль-

ное число, для которого справедливы следующие соотношения

𝑥1 = 𝑃 (𝑥0),

𝑥2 = 𝑃 (𝑥1),

...

𝑥𝑚 = 𝑃 (𝑥𝑚−1),

𝑥𝑚 = 𝑥0,

при этом все вектора 𝑥0, . . . , 𝑥𝑚−1 различны. В случае 𝑚 = 1 мы получаем единственное соот-

ношение 𝑥0 = 𝑃 (𝑥0).

Начальное значение 𝑥0 для 𝑚-периодического решения удовлетворяет условию 𝑥0 =

𝑃 (𝑚)(𝑥0), где

𝑃 (𝑚)(𝑥0) = 𝑃 (𝑃 (. . . ))⏟  ⏞  
𝑚

(𝑥0).

Орбитой такого решения является последовательность 𝑆(𝑥0) = 𝑆𝑚(𝑥0) = {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚−1},
которая определяет 𝑚–периодическую орбиту дискретной системы (1.7).

Пусть последовательность 𝑥𝑛 образует 𝑚-периодическое решение уравнения (1.7), а 𝑥(𝑡) —

решение системы (1.3)–(1.4) при 𝑡 > 𝑡0 с начальными условиями 𝑥(𝑡−0 ) = 𝑥0. Тогда 𝑥(𝑡−𝑛 ) = 𝑥𝑛,

𝑛 > 0, и решение 𝑥(𝑡) является периодическим с периодом 𝑇 = Φ(𝑥0) + · · · + Φ(𝑥𝑚−1) и имеет

ровно 𝑚 импульсов на любом промежутке вида [𝑡𝑛, 𝑡𝑛 + 𝑇 ). Кроме того, 𝑡𝑚 = 𝑡0 + 𝑇 . Такое

решение 𝑥(𝑡) называется 𝑚-циклом.
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Рассматриваемая импульсная система (1.3), (1.4) имеет непрерывное состояние 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 и

дискретное состояние 𝑡𝑛, поэтому размерность ее фазового пространства равна 𝑛 + 1. В то же

время, фазовое пространство дискретной системы (1.7) 𝑛-мерно и совпадает с R𝑛. Таким обра-

зом, оно представляет собой гиперплоскость в (𝑛 + 1)-мерном фазовом пространстве системы

(1.3), (1.4), причем дискретное преобразование (1.7) задает преобразование этой гиперплоскости

в себя. В теории гибридных систем дискретное отображение (1.7) носит название отображения

Пуанкаре [48] (по аналогии с отображением Пункаре для систем в непрерывном времени).

Нетрудно убедиться, что решения импульсной системы (1.3)–(1.4) не являются устойчивы-

ми в ляпуновском смысле, т. е. устойчивыми по отношению к малым возмущениям начальных

значений [49, 84]. В то же время, мы можем рассмотреть устойчивость связанной с (1.3)–(1.4)

дискретной системы (1.7). В отличие от импульсной системы, решения дискретной системы

(1.7) могут обладать устойчивостью в смысле Ляпунова. С практической точки зрения, ляпунов-

ская устойчивость решений преобразования Пуанкаре (1.7) обычно достаточна для того, чтобы

система рассматривалась как работоспособная.

Орбита 𝑆(𝑥0) дискретной системы (1.7) называется асимптотически устойчивой [58], если

1) для любой окрестности 𝑉 ⊃ 𝑆 существует окрестность 𝑈 ⊃ 𝑆 такая, что 𝑥𝑛 ∈ 𝑉 для всех

𝑥0 ∈ 𝑈 и 𝑛 > 0;

2) существует окрестность 𝑈0 ⊃ 𝑆 такая, что расстояние dist(𝑥𝑛, 𝑆)→ 0 для всех 𝑥0 ∈ 𝑈0 при

𝑛→∞.

Здесь

dist(𝑥𝑛, 𝑆) = inf
𝑦∈𝑆
‖𝑥𝑛 − 𝑦‖,

где ‖ · ‖— евклидова векторная норма.

Для системы (1.7) 𝑚-периодическая орбита {𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚−1} является локально асимптоти-

чески устойчивой, если все собственные значения матричного произведения 𝐽𝑚−1 . . . 𝐽1 𝐽0 лежат

строго внутри единичного круга, где 𝐽𝑘 – матрица Якоби отображения 𝑃 (𝑥), вычисленная в точке

𝑥𝑘 [58]. Таким образом, для системы (1.7) локальная устойчивость 𝑚-цикла может быть уста-

новлена путем линеаризации отображения 𝑃 (𝑥) в малых окрестностях точeк 𝑥𝑖, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚−1.

Рассмотрим (𝑛𝑥 + 1)-мерную орбиту (множество упорядоченных пар) 𝑆(𝑥0, 𝑡0) =

{(𝑥𝑛, 𝑡𝑛), 𝑛 = 0, 1, . . . }. Ясно, что она не является периодической даже в случае, когда 𝑆(𝑥0)

является 𝑚-периодической орбитой системы (1.7). Поскольку 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛+Φ(𝑥𝑛), даже для асимп-

тотически устойчивой 𝑆, расширенная орбита 𝑆 не будет асимптотически устойчивой. Действи-

тельно, при малых возмущениях начального значения 𝑡0 разность между значениями 𝑡𝑛 для
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возмущенного и невозмущенного решений будет малой при всех 𝑛 > 0, но не стремится к нулю

с ростом 𝑛.

Таким образом, если решение дискретной системы Пуанкаре (1.7) (порядка 𝑛𝑥) может обла-

дать асимптотической устойчивостью по Ляпунову, для решений дискретной системы порядка

𝑛𝑥+1, состоящей из системы Пуанкаре (1.7) и уравнения 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛+Φ(𝑥𝑛), можно рассматривать

только устойчивость по Ляпунову, но не асимптотическую устойчивость по Ляпунову.

Если же рассмотреть импульсную систему (1.3), (1.4) в непрерывном времени, то для ее

решений отсутствует даже обычная (не асимптотическая) устойчивость по Ляпунову, понимае-

мая в традиционном для обыкновенных дифференциальных уравнений смысле. Для импульсных

систем понятие устойчивости требует существенной модификации (см., например, [59, 81]).

Поясним сказанное с помощью графических иллюстраций. На рис. 1.1 видно, что начальные

значения и траектории двух решений (рассматриваемые как множества в фазовом пространстве)

близки, но значения решений существенно отличаются на коротких промежутках времени между

соседними скачками двух решений.

Рассмотрим две разрывные функции, которые описывают решения уравнений (1.3), (1.4) с

близкими начальными условиями. Пусть решение (𝑥1(𝑡), 𝑡1𝑛) является 1-циклом и отвечающее

ему преобразование Пуанкаре асимптотически устойчиво. Рассмотрим второе решение (𝑥2(𝑡), 𝑡2𝑛)

с начальными данными, достаточно близкими к начальным данным первого решения: (𝑥1
0, 𝑡

1
0) ≈

(𝑥2
0, 𝑡

2
0). Однако, даже при 𝑥1

0 = 𝑥2
0 из условия 𝑡10 ≈ 𝑡20 не следует выполнение соотношения

𝑥1(𝑡) ≈ 𝑥2(𝑡), в том числе при больших значениях 𝑡 (см. рис. 1.2). Такой эффект называется

выбросом рассогласования импульсных сигналов (peaking phenomenon) [36, 60, 69, 95].

Значительное число работ было посвящено наблюдаемости гибридных систем, содержа-

щих непрерывную и импульсную части. Однако, большая часть этих работ использует гибрид-

ные наблюдатели в негибридных системах управления для улучшения качества работы систе-

мы [26, 27, 34, 76, 77, 93]. Более того, в в литературе не рассматривался случай, когда моменты

возникновения скачков неизвестны, т. к. в инженерных приложениях обычно рассматривается

задача синтеза импульсного регулятора, для которого параметры импульсов (их амплитуды и мо-

менты импульсации) предполагаются измеряемыми [14, 20, 22, 41, 92]. Проблема неизмеряемых

моментов импульсации характерна для некоторых биомедицинских моделей, где импульсный

сигнал не является частью внешнего воздействия, а формируется внутри организма, в резуль-

тате работы внутренних органов и, прежде всего, головного мозга. Такой импульсный сигнал

зачастую не может быть измерен без причинения вреда живому организму, что недопустимо по

этическим соображениям. Отсюда возникает нетрадиционная и нетривиальная задача наблюде-

ния.
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Еще одной сложностью, возникающей в задачах наблюдения состояний системы с недоступ-

ным измерению импульсным воздействующим сигналом, является анализ устойчивости наблю-

дателя. Импульсный характер обратной связи приводит к возникновению скачков в состоянии

исследуемой системы, причем, как правило, моменты импульсации генерируемые наблюдателем

не совпадают с моментами импульсации исходной системы. Это приводит к тому, что ошибка

наблюдения также претерпевает скачки и при сколь угодно больших значениях времени имеет

место выброс этой ошибки.
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x 1

Рисунок 1.1: Графики компонент, претерпевающих скачки, двух 1-циклов с близкими

начальными данными.

15



100 200 300 400 500 600 700 800 900
0

0.05

0.1

0.15

0.2

t

||
x
1
(t
)
−
x
2
(t
)|
|

|t10 − t
2
0| = 15

(а)
⃒⃒
𝑡10 − 𝑡20

⃒⃒
= 15

100 200 300 400 500 600 700 800 900
0

0.05

0.1

0.15

0.2

t

||
x
1
(t
)
−
x
2
(t
)|
|

|t10 − t
2
0| = 5

(б)
⃒⃒
𝑡10 − 𝑡20

⃒⃒
= 5

100 200 300 400 500 600 700 800 900
0

0.05

0.1

0.15

0.2

t

||
x
1
(t
)
−
x
2
(t
)|
|

|t10 − t
2
0| = 2

(в)
⃒⃒
𝑡10 − 𝑡20

⃒⃒
= 2

Рисунок 1.2: Графики разности разрывных координат двух решений при 𝑥1
0 = 𝑥2

0 и 𝑡10 − 𝑡20 ̸= 0.

Из условия |𝑡10 − 𝑡20| ≈ 0 не следует, что |𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡)| ≈ 0 при всех 𝑡.

1.2 Линейные системы с запаздыванием

Рассмотрим следующую систему линейных уравнений с запаздыванием:

�̇�(𝑡) = 𝐴0𝑥(𝑡) + 𝐴1𝑥(𝑡− 𝜏), (1.9)
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где 𝐴0, 𝐴1 — вещественные постоянные 𝑛 × 𝑛 матрицы. Пусть начальные условия определены

кусочно-непрерывной функцией 𝜙 : [−𝜏, 0]→ R𝑛 и 𝑥(𝜃) = 𝜙(𝜃), 𝜃 ∈ [𝑡0 − 𝜏, 𝑡0].

Характеристическое уравнение системы (1.9) выглядит следующим образом:

𝜌(𝑠) = det
[︀
𝑠𝐼 − 𝐴0 − 𝐴1e

−𝑠𝜏
]︀

= 0. (1.10)

Уравнение (1.10) является трансцендентным уравнением и в общем случае может иметь беско-

нечное число корней. Однако известно, что справа от любой вертикальной прямой Re 𝑠 = const

на комплексной плоскости может находиться лишь конечное число корней.

Введем понятие экспоненциальной устойчивости системы (1.9), что в линейном случае эк-

вивалентно асимптотической устойчивости [56].

Определение 1.1. Система (1.9) называется экспоненциально устойчивой, если существуют

𝛾 > 1 и 𝜎 > 0 такие, что любое решение 𝑥(𝑡) системы удовлетворяет неравенству

||𝑥(𝑡)|| 6 𝛾e−𝜎𝑡 ||𝜙||𝐶[𝑡0−𝜏,𝑡0], 𝑡 > 𝑡0.

где норма ||𝜙||𝐶[𝑡0−𝜏,𝑡0] = sup
𝜃∈[𝑡0−𝜏,𝑡0]

||𝜙(𝜃)||.

Определение 1.2. Комплексное число 𝑠0 называется собственным числом системы (1.9), ес-

ли оно является корнем характеристического уравнения 𝜌(𝑠). Множество Λ = {𝑠 | 𝜌(𝑠) = 0}
называется спектром системы (1.9).

Теорема 1.1 ( [18]). Система (1.9) экспоненциально устойчива тогда и только тогда, когда все

ее собственные числа лежат строго в левой полуплоскости

Re 𝑠0 < 0, ∀𝑠0 ∈ Λ.

Определение 1.3. Система (1.9) называется конечномерно-приводимой (FD-приводимой), если

существует матрица 𝐷 такая, что любое решение (1.9) удовлетворяет системе линейных

уравнений без запаздывания

�̇�(𝑡) = 𝐷𝑥(𝑡)

для всех 𝑡 > 𝑡0 + 𝜏 .

Следующая лемма устанавливает необходимые и достаточные условия конечномерной при-

водимости системы (1.9).

Лемма 1.1 ( [30]). FD-приводимость системы (1.9) эквивалентна любому из следующих двух

условий:
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1. Выполнено 𝐴1𝐴
𝑘
0𝐴1 = 0 для всех 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1;

2. Существует невырожденная квадратная матрица 𝑆 ∈ R𝑛 такая, что

𝑆−1𝐴0𝑆 =

⎡⎣𝑈 0

𝑊 𝑉

⎤⎦ , 𝑆−1𝐴1𝑆 =

⎡⎣ 0 0

�̄� 0

⎤⎦ , (1.11)

где блоки 𝑈 , 𝑉 — квадратные, а блоки 𝑊 , �̄� имеют одинаковые размеры.

Если система (1.9) FD-приводима, то 𝐷 определяется формулой 𝐷 = 𝐴0 + 𝐴1e
−𝐴0𝜏 .

Для FD-приводимой системы (1.9) спектр ee спектр совпадает со спектрами матриц матрицы

𝐴0, 𝐷 и не зависит от 𝜏 :

det
[︀
𝑠𝐼 − 𝐴0 − 𝐴1e

−𝐴0𝜏
]︀

= det [𝑠𝐼 − 𝐴0]

для любого комплексного числа 𝑠 и любого 𝜏 . Заметим, что обратное утверждение неверно

(см. [103]), т.е. FD-приводимость не следует из того, что система (1.9) имеет конечный спектр.

Рассмотрим теперь систему импульсных уравнений (1.3), (1.4), добавив в непрерывную часть

постоянное запаздывание [30]:

�̇�(𝑡) = 𝐴0𝑥(𝑡) + 𝐴1𝑥(𝑡− 𝜏), 𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝐿𝑥(𝑡),

𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛, 𝑥(𝑡+𝑛 ) = 𝑥(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑛𝐵, 𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛)), 𝜆𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛)),
(1.12)

где 𝐴0 ∈ R𝑛𝑥×𝑛𝑥 , 𝐴1 ∈ R𝑛𝑥×𝑛𝑥 — постоянные матрицы. Система (1.12) рассматривается при

𝑡 > 𝑡0 с начальным условием 𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡0 − 𝜏 6 𝑡 < 𝑡0, где 𝜙(𝑡) — некоторая непрерывная на-

чальная вектор-функция. Будем считать, что величина запаздывания строго меньше минимально

возможной длины промежутка между двумя последовательными импульсами, т.е. 𝜏 < inf
𝑧

Φ(𝑧).

Это означает, что на любом интервале времени длины 𝜏 может быть не более одного импульса.

Введем новое понятие наблюдаемости, которое сочетает в себе понятия спектральной наблю-

даемости (см., например, [80, 83]) и FD-приводимости. Заметим, что для модели гормональной

регуляции, рассмотренной в [30], это свойство имеет место.

Определение 1.4. Линейную часть системы (1.12) будем называть спектрально FD-наблюдае-

мой, если для любого набора комплексных чисел Λ = {𝜇𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛𝑥}, в котором вместе с

комплексным числом 𝜇𝑗 в этот набор входит и комплексно-сопряженное число �̄�𝑗 той же крат-

ности, существует вещественная матрица 𝐾 такая, что спектр матрицы 𝐴0−𝐾𝐿 совпадает

c Λ, и, кроме того,

𝐴1(𝐴0 −𝐾𝐿)𝑘𝐴1 = 0 для 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑥 − 1. (1.13)
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Глава 2

Наблюдатели состояния с обратной связью

в дискретной части наблюдателя

2.1 Постановка задачи

Рассмотрим импульсную систему (1.3)–(1.4):

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), 𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝐿𝑥(𝑡),

𝑥(𝑡+𝑛 ) = 𝑥(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑛𝐵, 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛,

𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛)), 𝜆𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛)),

с обозначениями и предположениями, приведенными в параграфе 1.1.

Требуется на основе измеряемого вектора 𝑦(𝑡) оценить вектор состояния 𝑥(𝑡). Как следует

из рассуждений выше, основная сложность разработки наблюдателя для гибридной системы

(1.3)–(1.4) состоит в получении оценок (𝑡𝑛, �̂�𝑛) импульсных параметров (𝑡𝑛, 𝜆𝑛), в то время как

оценки вектора состояния 𝑥(𝑡) на непрерывных интервалах могут быть получены с помощью

стандартной техники наблюдения. При этом главной задачей гибридного наблюдения является

обеспечение асимптотической сходимости последовательности {𝑡𝑛} к {𝑡𝑛}, т. е. синхронизации

моментов импульсации наблюдателя и системы.
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2.2 Использование пропорциональной обратной связи в дис-

кретной части наблюдателя

2.2.1 Уравнения наблюдателя

В работе [32] для оценивания вектора состояния системы (1.3)–(1.4) рассматривался следующий

наблюдатель с обратной связью в непрерывной части:

˙̂𝑥(𝑡) = 𝐴�̂�(𝑡) + 𝐾(𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)), 𝑦(𝑡) = 𝐿�̂�(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶�̂�(𝑡), �̂�(𝑡+𝑛 ) = �̂�(𝑡−𝑛 ) + �̂�𝑛𝐵,

𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛, �̂�𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛)),

(2.1)

и

𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛)), (2.2)

где 𝐾 — матрица коэффициентов усиления в непрерывной части наблюдателя, обеспечивающая

гурвицевость матрицы 𝐷 = 𝐴−𝐾𝐿.

Основным недостатком наблюдателя (2.1), (2.2) является его медленная сходимость, посколь-

ку коррекции производятся только в непрерывной части. В связи с этим, введем дополнительную

обратную связь в дискретную часть наблюдателя и будем рассматривать следующий закон ча-

стотной модуляции:

𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛) + 𝐾𝑑(𝑦(𝑡𝑛)− 𝑦(𝑡𝑛))). (2.3)

В отличие от наблюдателя (2.1), (2.2), наблюдатель (2.1), (2.3) имеет две матрицы коэффи-

циентов усиления в двух контурах обратной связи — 𝐾 и 𝐾𝑑, где 𝐾𝑑 ∈ R1×𝑛𝑦 — матрица коэф-

фициентов усиления в дискретной части наблюдателя, а 𝐾 — матрица коэффициентов усиления

в непрерывной части наблюдателя. При 𝐾𝑑 = 0 наблюдатель (2.1), (2.3), очевидно, совпадает с

наблюдателем (2.1), (2.2).

2.2.2 Синхронный режим

Пусть (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) — решение системы (1.3)–(1.4) с параметрами 𝜆𝑘, 𝑇𝑘, и 𝑥(𝑡−𝑘 ). Будем считать, что

наблюдаемый объект уже функционирует в момент включения наблюдателя, т. e. 𝑡𝑎 6 𝑡0 < 𝑡𝑎+1

для некоторого целого 𝑎 > 0. Введем следующие обозначения: 𝑥𝑘 = 𝑥(𝑡−𝑘 ), �̂�𝑘 = �̂�(𝑡−𝑘 ).

В силу свойства единственности решений системы уравнений (1.3)–(1.4) , для решения

(�̂�(𝑡), 𝑡𝑛) уравнения наблюдателя (2.1), (2.3) с начальными условиями

𝑡0 = 𝑡𝑎, �̂�(𝑡−0 ) = 𝑥(𝑡−𝑎 )
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справедливы равенства

�̂�𝑛 = 𝑥𝑛+𝑎, 𝑡𝑛 = 𝑡𝑛+𝑎, �̂�𝑛 = 𝜆𝑛+𝑎, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

и �̂�(𝑡) = 𝑥(𝑡) для всех 𝑡 > 𝑡𝑎. Такое решение (�̂�(𝑡), 𝑡𝑛) будем называть синхронным режимом

наблюдателя по отношению к решению (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛).

Следующее утверждение устанавливает взаимно однозначное соответствие между синхрон-

ным режимом и нулевой ошибкой выхода.

Утверждение 2.1. Следующие утверждения равносильны:

(а) (�̂�(𝑡), 𝑡𝑛) — синхронный режим наблюдателя по отношению к (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛);

(б) 𝑦(𝑡) ≡ 𝑦(𝑡) для всех 𝑡 > 𝑡𝑎.

Доказательство. Очевидно, что из (а) следует (б). Докажем утверждение в обратную сторону.

Так как пара (𝐴,𝐿) наблюдаема, пара (𝐷,𝐿) также наблюдаема (см., например, [53], упр.3.3-

5). Обозначим через ∆ ошибку состояний системы и наблюдателя: ∆(𝑡) = 𝑥(𝑡)− �̂�(𝑡). Элементы

вектора ∆(𝑡) могут иметь скачки лишь в моменты времени 𝑡 = 𝑡𝑛 и 𝑡 = 𝑡𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . .,

при этом в остальные моменты времени ∆(𝑡) удовлетворяет линейному дифференциальному

уравнению ∆̇ = 𝐷∆(𝑡). Из условия (б) следует, что 𝐿∆(𝑡) ≡ 0 для всех 𝑡 > 𝑡𝑎. Следовательно,

𝐿∆̇(𝑡) ≡ 0, 𝐿∆̈(𝑡) ≡ 0 и т.д. Таким образом, 𝐿𝐷𝑘∆(𝑡) ≡ 0 для любого 𝑘 > 1 во все моменты

времени 𝑡, где ∆(𝑡) непрерывна. Тогда из наблюдаемости пары (𝐷,𝐿) следует, что ∆(𝑡) = 0 во

всех точках непрерывности функции ∆(·). Такое возможно лишь когда ∆(𝑡) не имеет скачков и

∆(𝑡) ≡ 0 на интервале (𝑡0,∞).

Синхронный режим (�̂�(𝑡), 𝑡𝑛) по отношению к (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) будем называть асимптотически

устойчивым в малом, если при достаточно малых отклонениях начальных значений |𝑡0 − 𝑡𝑎| и

‖�̂�0 − 𝑥0‖ уравнений системы и наблюдателя (где ‖ · ‖— евклидова норма), выполняются соот-

ношения |𝑡𝑛 − 𝑡𝑛+𝑎| −→ 0 и ‖�̂�(𝑡−𝑛 ) − 𝑥(𝑡−𝑛+𝑎)‖ −→ 0 при 𝑛 → ∞, что влечет также выполнение

предельных соотношений |�̂�𝑛 − 𝜆𝑛+𝑎| −→ 0 при 𝑛→∞.

Обозначим для краткости 𝑛𝑎 = 𝑛 + 𝑎. Таким образом, синхронный режим наблюдателя по

отношению к решению системы (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) характеризуется векторной последовательностью

𝑞𝑎𝑛 =

⎡⎣𝑥𝑛𝑎

𝑡𝑛𝑎

⎤⎦ . (2.4)

Поскольку вектор 𝑥(𝑡) может в определенные моменты времени претерпевать скачки, бли-

зость 𝑥(𝑡) и �̂�(𝑡) не может быть обеспечена для всех значений времени 𝑡 из-за эффекта “выброса
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ошибки” (см. раздел 1.1). Действительно, предположим, что 𝑡𝑛 и 𝑡𝑛 достаточно близки, но не

совпадают в точности. Для определенности положим 𝑡𝑛 < 𝑡𝑛. Тогда на интервале 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛,

вектор 𝑥(𝑡) уже осуществил скачок, в то время как �̂�(𝑡) еще нет, поэтому 𝑥(𝑡) и �̂�(𝑡) на этом

интервале могут различаться значительно. Однако, близость состояния 𝑥(𝑡) и оценки �̂�(𝑡) может

иметь место в том смысле, что существует целое 𝑎 > 0, зависящее от начальных условий такое,

что ||𝑞𝑛 − 𝑞𝑎𝑛|| −→ 0 при 𝑛→ +∞, где

𝑞𝑛 =

⎡⎣�̂�𝑛

𝑡𝑛

⎤⎦ .

Таким образом, под сходимостью наблюдателя будем понимать асимптотическую устойчивость

в малом синхронного режима.

2.2.3 Точечное отображение и его свойства

Поскольку основной задачей наблюдения является синхронизация дискретных последователь-

ностей состояний наблюдателя и системы, то описание динамики системы объект—наблюдатель

может быть сведено к дискретному (разностному) уравнению. Для этого построим точечное

отображение, описывающее эволюцию состояния наблюдателя для фиксированного решения

(𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) системы (1.3)–(1.4) :

⎡⎣�̂�(𝑡−𝑛 )

𝑡𝑛

⎤⎦ ↦→
⎡⎣�̂�(𝑡−𝑛+1)

𝑡𝑛+1

⎤⎦ . (2.5)

Обозначим для краткости

𝑅 = 𝐶 −𝐾𝑑𝐿, 𝛼(𝜁, 𝜃) = 𝑅𝜁 + 𝐾𝑑𝐿 lim
𝛿→𝜃−0

𝑥(𝛿).

Для любых целых чисел 𝑘 и 𝑠, 0 6 𝑘 6 𝑠, определим множества

𝑆𝑘,𝑠 = {(𝜁, 𝜃) : 𝜃 ∈ R, 𝜁 ∈ R𝑛𝑥 , 𝑡𝑘 6 𝜃 < 𝑡𝑘+1, 𝑡𝑠 6 𝜃 + Φ(𝛼(𝜁, 𝜃)) < 𝑡𝑠+1}.

Следовательно, каждая точка (�̂�𝑛, 𝑡𝑛) расширенного состояния наблюдателя принадлежит од-

ному из множеств 𝑆𝑘,𝑠, т. е. каждой точке (�̂�𝑛, 𝑡𝑛) можно однозначно сопоставить две точки

(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) и (𝑥𝑠, 𝑡𝑠) состояний объекта наблюдения (в случае, если 𝑘 = 𝑠, эти точки совпадают)

такие, что 𝑡𝑘 6 𝑡𝑛 < 𝑡𝑘 + Φ(𝐶𝑥𝑘), 𝑡𝑠 6 𝑡𝑛 + Φ(𝐶�̂�𝑛) < 𝑡𝑠 + Φ(𝐶𝑥𝑠) (см. рис. 2.1).

Определим функцию 𝑃 (𝜁, 𝜃) по формуле 𝑃 (𝜁, 𝜃) = 𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃) при (𝜁, 𝜃) ∈ 𝑆𝑘,𝑠, где

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃) = 𝑒𝐴(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )−

− 𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))
[︀
𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )− 𝜁 − 𝐹 (𝐶𝜁)𝐵

]︀
−

𝑠∑︁
𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗𝑒
𝐷(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑗)𝐵.
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Рисунок 2.1: Моменты импульсации объекта наблюдения и наблюдателя

Теорема 2.1. Точечное отображение (2.5) задается дискретными уравнениями

�̂�𝑛+1 = 𝑃 (�̂�𝑛, 𝑡𝑛),

𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + Φ(𝛼(�̂�𝑛, 𝑡𝑛)).
(2.6)

Доказательство. Рассмотрим ошибку ∆(𝑡) = 𝑥(𝑡)− �̂�(𝑡) на интервале (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1). Очевидно, ∆(𝑡)

удовлетворяет дифференциальному уравнению ∆̇(𝑡) = 𝐷∆(𝑡) во всех точках 𝑡, где ∆(·) не имеет

скачков. Функция ∆(·) имеет разрывы первого рода ∆(𝑡+) − ∆(𝑡−) = 𝜆𝑘𝐵 в точках 𝑡 = 𝑡𝑘,

𝑟 + 1 6 𝑘 6 𝑠. Таким образом, имеем

∆(𝑡−𝑛+1) = e𝐷𝑇𝑛∆(𝑡+𝑛 ) + ∆𝑘,𝑠, (2.7)

где

∆𝑘,𝑠 =
𝑠∑︁

𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗e
𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑗)𝐵.

Тогда (2.7) может быть переписано как

�̂�𝑛+1 = 𝑥(𝑡−𝑛+1) + e𝐷𝑇𝑛(�̂�𝑛 + �̂�𝑛𝐵 − 𝑥(𝑡+𝑛 ))−∆𝑘,𝑠. (2.8)

Так как

𝑥(𝑡−𝑛+1) = e𝐴(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 ), 𝑥(𝑡+𝑛 ) = e𝐴(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ),

равенство (2.8) влечет (2.6).

Теорема 2.2. Если функции 𝐹 (·), Φ(·) имеют непрерывные производные, то отображение

𝑃 (𝜁, 𝜃) и его частные производные

𝑃 ′
𝜁 =

𝜕𝑃

𝜕𝜁
, 𝑃 ′

𝜃 =
𝜕𝑃

𝜕𝜃
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непрерывны.

Для доказательства теоремы нам потребуется следующая лемма.

Лемма 2.1. Функцию 𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃) можно представить в виде следующей суммы:

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃) = 𝑢𝑘(𝜁, 𝜃) + 𝑣𝑠(𝜁, 𝜃) + 𝑤(𝜁, 𝜃),

где

𝑢𝑘(𝜁, 𝜃) =𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))

[︃
−𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ) +

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝑒
𝐷(𝜃−𝑡𝑗)𝐵

]︃
,

𝑣𝑠(𝜁, 𝜃) =𝑒𝐴(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )−
𝑠∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗𝑒
𝐷(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑗)𝐵,

𝑤(𝜁, 𝜃) =𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃)) [𝜁 + 𝐹 (𝐶𝜁)𝐵] .

Кроме того, верны следующие рекуррентные равенства:

𝑢𝑘(𝜁, 𝜃)− 𝑢𝑘−1(𝜁, 𝜃) = −𝜆𝑘𝑒
𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))

[︀
𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘) − 𝑒𝐷(𝜃−𝑡𝑘)

]︀
𝐵 , (2.9)

𝑣𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑣𝑠−1(𝜁, 𝜃) = 𝜆𝑠

[︀
𝑒𝐴(Φ(𝛼(𝜁,𝜃))+𝜃−𝑡𝑠) − 𝑒𝐷(Φ(𝛼(𝜁,𝜃))+𝜃−𝑡𝑠)

]︀
𝐵. (2.10)

Доказательство. Первая часть леммы проверяется прямыми вычислениями. Рекуррентные ра-

венства (2.9) получаются из следующих соотношений:

𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ) = 𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘)
[︀
𝑒𝐴(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1) + 𝜆𝑘𝐵

]︀
= 𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘−1)𝑥(𝜃+𝑘−1) + 𝜆𝑘𝑒

𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝐵.

Подставляя в приведенную выше формулу 𝑠 вместо 𝑘, получаем (2.10).

Доказательство теоремы. Будучи суперпозициями непрерывных функций, функции 𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)

также непрерывны для всех 0 6 𝑘 6 𝑠 по совокупности аргументов. Следовательно, функция

𝑃 (𝜁, 𝜃) может иметь разрывы только на поверхностях 𝑀𝑘 = {(𝜁, 𝜃) : 𝜃 = 𝑡𝑘} или 𝑁𝑠 = {(𝜁, 𝜃) :

𝜃 + Φ(𝛼(𝜁, 𝜃)) = 𝑡𝑠}.
Пусть (𝜁, 𝜃) ∈𝑀𝑘 при некотором 𝑘. Тогда из (2.9) следует, что

𝑢𝑘(𝜁, 𝑡𝑘) = 𝑢𝑘−1(𝜁, 𝑡𝑘).

Следовательно, 𝑃 (𝜁, 𝜃) непрерывна на этой поверхности. Это верно и для частных производ-

ных 𝑃 (𝜁, 𝜃):

𝑃 ′
𝜁 = (𝑢𝑘(𝜁, 𝜃))′𝜁 + (𝑣𝑠(𝜁, 𝜃))′𝜁 + (𝑤(𝜁, 𝜃))′𝜁 ,

𝑃 ′
𝜃 = (𝑢𝑘(𝜁, 𝜃))′𝜃 + (𝑣𝑠(𝜁, 𝜃))′𝜃 + (𝑤(𝜁, 𝜃))′𝜃,
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(𝑢𝑘(𝜁, 𝜃)− 𝑢𝑘−1(𝜁, 𝜃))′𝜁 =− 𝜆𝑘𝐷Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝑅 𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))[𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘) − 𝑒𝐷(𝜃−𝑡𝑘)]𝐵,

(𝑢𝑘(𝜁, 𝜃)− 𝑢𝑘−1(𝜁, 𝜃))′𝜃 =𝜆𝑘

(︀
𝐷Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥(𝜃)𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))×

×[𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘) − 𝑒𝐷(𝜃−𝑡𝑘)]−𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))[𝐴𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘) −𝐷𝑒𝐷(𝜃−𝑡𝑘)]
)︀
𝐵.

Таким образом,

(𝑢𝑘(𝜁, 𝑡𝑘))′𝜁 = (𝑢𝑘−1(𝜁, 𝑡𝑘))′𝜁 и (𝑢𝑘(𝜁, 𝑡𝑘))′𝜃 = (𝑢𝑘−1(𝜁, 𝑡𝑘))′𝜃 ,

так как (𝐴−𝐷)𝐵 = 0.

Пусть (𝜁, 𝜃) ∈ 𝑁𝑠 для некоторого 𝑠. Из (2.10) получаем

𝑣𝑠(𝜁, 𝜃) = 𝑣𝑠−1(𝜁, 𝜃),

т. е. 𝑃 (𝜁, 𝜃) непрерывна на этой поверхности. Непрерывность сохраняется и для частных произ-

водных:

(𝑣𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑣𝑠−1(𝜁, 𝜃))′𝜁 =𝜆𝑠

[︀
𝐴Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝑅 𝑒𝐴(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑠)−

−𝐷Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝑅 𝑒𝐷(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑠)
]︀
𝐵,

(𝑣𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑣𝑠−1(𝜁, 𝜃))′𝜃 =𝜆𝑠

[︀
− 𝐴 (Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥(𝜃) + 1) 𝑒𝐴(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑠)+

+𝐷 (Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥(𝜃)− 1) 𝑒𝐷(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑠)
]︀
𝐵.

Таким образом,

(𝑣𝑠(𝜁, 𝜃))′𝜁 = (𝑣𝑠−1(𝜁, 𝜃))′𝜁

и

(𝑣𝑠(𝜁, 𝜃))′𝜃 = (𝑣𝑠−1(𝜁, 𝜃))′𝜃 ,

так как (𝐴−𝐷)𝐵 = 0.

Очевидно, если (𝜁, 𝜃) ∈ 𝑀𝑘 ∩𝑁𝑠, для некоторых 𝑠 и 𝑘, тогда 𝜃 = 𝑡𝑘 = 𝑡𝑠 − Φ(𝐶𝜁 −𝐾𝑑𝐿(𝜁 −
𝑥(𝑡−𝑘 ))), и из (2.9), (2.10), следует, что

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝑡𝑘) = 𝑃𝑘−1,𝑠−1(𝜁, 𝑡𝑘).

Следовательно, функция 𝑃 (𝜁, 𝜃) и ее частные производные непрерывны на 𝑀𝑘 ∩𝑁𝑠.

Обозначим оператор, осуществляющий отображение (2.5) через

𝑄(𝑞) =

⎡⎣ 𝑃 (𝜁, 𝜃)

𝜃 + Φ(𝛼(𝜁, 𝜃))

⎤⎦ , где 𝑞 =

⎡⎣𝜁
𝜃

⎤⎦ .
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Тогда из Теоремы 2.1 следует, что

𝑞𝑛+1 = 𝑄(𝑞𝑛).

Под 𝑚-ой итерацией оператора 𝑄 будем понимать суперпозицию операторов

𝑄(𝑚)(𝑞) = 𝑄(𝑄(. . . (𝑄(⏟  ⏞  
𝑚

𝑞)) . . .)).

Поскольку отображение 𝑃 (𝜁, 𝜃) является гладким, то и 𝑄(𝑞) также является гладким, и, следова-

тельно, может быть линеаризовано в окрестности точек синхронного режима. Согласно опреде-

лению, 𝑃 ′
𝜁 — матрица с размерностью 𝑛𝑥 × 𝑛𝑥, и 𝑃 ′

𝜃 — 𝑛𝑥–мерный столбец. Тогда матрица Якоби

𝑄(𝑞) имеет вид

𝑄′(𝑞) =

⎡⎣ 𝑃 ′
𝜁(𝜁, 𝜃) 𝑃 ′

𝜃(𝜁, 𝜃)

Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝑅 1 + Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥(𝜃)

⎤⎦ .

Согласно правилу дифференцирования сложной функции, матрица Якоби суперпозиции 𝑄(𝑚)(𝑞)

вычисляется следующим образом:(︀
𝑄(𝑚)

)︀′
(𝑞) =

𝑚−1∏︁
𝑘=0

𝑄′ (︀𝑄(𝑚−1−𝑘)(𝑞)
)︀
. (2.11)

Так как для синхронного режима выполнено �̂�𝑛 = 𝑥𝑛𝑎 , 𝑡𝑛 = 𝑡𝑛𝑎 и 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛𝑎+1, �̂�𝑛+1 = 𝑥𝑛𝑎+1,

то

�̂�𝑛+1 = 𝑃𝑛𝑎,𝑛𝑎+1(�̂�𝑛, 𝑡𝑛)

для всех 𝑛 > 0. Заметим, что Φ(𝛼(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)) = Φ(𝐶𝑥𝑘). Обозначим для краткости Φ′
𝑘 = Φ′(𝐶𝑥𝑘),

𝐹 ′
𝑘 = 𝐹 ′(𝐶𝑥𝑘).

Для всех 𝑘 > 0 определим матрицу 𝐽𝑘 с блоками

(𝐽𝑘)11 = Φ′
𝑘𝐴𝑥𝑘+1𝑅 + 𝑒𝐷Φ(𝐶𝑥𝑘) (𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′

𝑘𝐵𝐶) ,

(𝐽𝑘)12 = 𝐴𝑥𝑘+1 (1 + Φ′
𝑘𝐾𝑑𝐴𝑥𝑘)− 𝑒𝐷Φ(𝐶𝑥𝑘) (𝐴(𝑥𝑘 + 𝜆𝑘𝐵)) ,

(𝐽𝑘)21 = Φ′
𝑘𝑅, (𝐽𝑘)22 = 1 + Φ′

𝑘𝐾𝑑𝐴𝑥𝑘.

Теорема 2.3. Для любого 𝑛 > 0 матрица Якоби оператора 𝑄(·) в точке 𝑞𝑎𝑛 может быть вычис-

лена как

𝑄′(𝑞𝑎𝑛) = 𝐽𝑛𝑎 . (2.12)

Для доказательства теоремы рассмотрим две леммы.

Лемма 2.2. Справедливо следующее равенство:

𝑃𝑘,𝑘+1(𝜁, 𝜃) =
[︀
𝑒𝐴Φ(𝛼(𝜁,𝜃)) − 𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))

]︀
𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )+

+ 𝜆𝑘+1

[︀
𝑒𝐴(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑘+1) − 𝑒𝐷(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑘+1)

]︀
𝐵+

+ 𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃)) [𝜁 + 𝐹 (𝐶𝜁)𝐵] .
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Доказательство. Доказательство леммы следует из теоремы 2.1 и очевидной формулы

𝑥(𝑡+𝑘+1) = 𝑒𝐴(𝑡𝑘+1−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ) + 𝜆𝑘+1𝐵.

Лемма 2.3. Частные производные 𝑃 (𝜁, 𝜃) в точке (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) могут быть вычислены как

𝑃 ′
𝜁(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = Φ′

𝑘𝐴𝑥𝑘+1𝑅 + 𝑒𝐷𝑇𝑘 [𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′
𝑘𝐵𝐶] ,

𝑃 ′
𝜃(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = 𝐴𝑥𝑘+1 (1 + Φ′

𝑘𝐾𝑑𝐴𝑥𝑘)− 𝑒𝐷𝑇𝑘𝐴(𝑥𝑘 + 𝜆𝑘𝐵).

Доказательство. Очевидно, (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) ∈ 𝑆𝑘,𝑘+1, следовательно, 𝑃 (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = 𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘). Как было

показано в теореме 2.2, частные производные 𝑃 (𝜁, 𝜃) непрерывны. Тогда

𝜕

𝜕𝜁
𝑃 (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =

𝜕

𝜕𝜁
𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘),

𝜕

𝜕𝜃
𝑃 (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =

𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘).

Прямыми вычислениями получаем

𝜕

𝜕𝜁
𝑃𝑘,𝑘+1(𝜁, 𝜃) = Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))

[︀
𝐴𝑒𝐴Φ(𝛼(𝜁,𝜃)) −𝐷𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))

]︀
𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )𝑅 +

+ 𝜆𝑘+1Φ
′(𝛼(𝜁, 𝜃))

[︀
𝐴𝑒𝐴(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑘+1) −𝐷𝑒𝐷(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑘+1)

]︀
𝐵𝑅 +

+ Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝐷𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))
[︀
𝜁 + 𝐹 (𝐶𝜁)𝐵

]︀
𝑅 +

+ 𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))
[︀
𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′(𝐶𝜁)𝐵𝐶

]︀
,

𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑘,𝑘+1(𝜁, 𝜃) = Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥(𝜃)

[︀
𝐴𝑒𝐴Φ(𝛼(𝜁,𝜃)) −𝐷𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))

]︀
𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ) +

+
[︀
𝑒𝐴Φ(𝛼(𝜁,𝜃)) − 𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))

]︀
𝐴𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ) +

+ 𝜆𝑘+1(1 + Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥(𝜃))
[︀
𝐴𝑒𝐴(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑘+1) −𝐷𝑒𝐷(𝜃+Φ(𝛼(𝜁,𝜃))−𝑡𝑘+1)

]︀
𝐵 +

+ Φ′(𝛼(𝜁, 𝜃))𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥(𝜃)𝐷𝑒𝐷Φ(𝛼(𝜁,𝜃))
[︀
𝜁 + 𝐹 (𝐶𝜁)𝐵

]︀
.

Так как Φ(𝛼(𝑥𝑘, 𝑡𝑘)) = Φ(𝐶𝑥𝑘), 𝑡𝑘 + Φ(𝐶𝑥𝑘)− 𝑡𝑘+1 = 0 и (𝐴−𝐷)𝐵 = 0, получаем

𝜕

𝜕𝜁
𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = Φ′(𝐶𝑥𝑘)

[︀
𝐴𝑒𝐴Φ(𝐶𝑥𝑘) −𝐷𝑒𝐷Φ(𝐶𝑥𝑘)

]︀
𝑥(𝑡+𝑘 )𝑅+

+ Φ′(𝐶𝑥𝑘)𝐷𝑒𝐷Φ(𝐶𝑥𝑘) [𝑥𝑘 + 𝜆𝑘𝐵]𝑅 + 𝑒𝐷Φ(𝐶𝑥𝑘)
[︀
𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′(𝐶𝑥𝑘)𝐵𝐶

]︀
,

𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = Φ′(𝐶𝑥𝑘)𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥𝑘𝑒

𝐴Φ(𝐶𝑥𝑘)𝐴𝑥(𝑡+𝑘 ) +
[︀
𝑒𝐴Φ(𝐶𝑥𝑘) − 𝑒𝐷Φ(𝐶𝑥𝑘)

]︀
𝐴𝑥(𝑡+𝑘 ).

Подстановкой 𝑥(𝑡+𝑘 ) = 𝑥𝑘+𝜆𝑘𝐵 и 𝑒𝐴Φ(𝐶𝑥𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ) = 𝑥𝑘+1 получаем утверждение леммы 2.3.

Теорема 2.3 является прямым следствием леммы 2.3.

Из теоремы 2.3 и формулы (2.11) следует, что для любого 𝑚 > 1 матрица Якоби может

вычислена как (︀
𝑄(𝑚)

)︀′
(𝑞0𝑛) = 𝐽𝑛𝑎+𝑚−1𝐽𝑛𝑎+𝑚−2 . . . 𝐽𝑛𝑎+1𝐽𝑛𝑎 . (2.13)
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2.2.4 Устойчивость синхронного режима по отношению к 𝑚-циклу

Пусть (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) — решение системы (1.3), (1.4) с 𝑚 импульсами на периоде (𝑚-цикл), где 𝑚 неко-

торое целое число, 𝑚 > 1. Тогда 𝑥𝑛+𝑚 ≡ 𝑥𝑛, 𝜆𝑛+𝑚 ≡ 𝜆𝑛, 𝑇𝑛+𝑚 ≡ 𝑇𝑛. Рассмотрим синхронный

режим наблюдателя по отношению к (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛). Пусть 𝑞𝑎𝑛 — соответствующая последовательность

векторов (2.4), удовлетворяющая 𝑞𝑎𝑛+1 = 𝑄(𝑞𝑎𝑛).

Рассмотрим ранее определенные матрицы 𝐽𝑛. Так как 𝐽𝑛+𝑚 ≡ 𝐽𝑛, то последовательность

{𝐽𝑛}∞𝑛=0 содержит не более чем 𝑚 различных матриц, а именно 𝐽0, . . . , 𝐽𝑚−1.

Таким образом, из теорем 2.1–2.3, а также теоремы 3 из [32] получаем следующее условие

устойчивости в малом синхронного режима.

Теорема 2.4. Пусть матричное произведение 𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0 устойчиво по Шуру, т.e. все собствен-

ные значения этой матрицы лежат строго внутри единичного круга. Тогда синхронный режим

по отношению к (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) асимптотически устойчив в малом.

Отметим, что условия устойчивости, устанавливаемые теоремой 2.4, являются локальными

и зависят не только от параметров наблюдателя, но также от параметров и наблюдаемого реше-

ния объекта наблюдения. Это связано с тем, что для каждого набора своих параметров объект

наблюдения может обладать различными типами решений. При этом невозможно построить на-

блюдатель, который бы одинаково хорошо наблюдал за решениями всех типов. С прикладной

точки зрения, нас интересует наблюдение устойчивых периодических решений объекта. При по-

строении наблюдателя кратность наблюдаемого цикла (т. е. число импульсов на периоде) должна

быть известна заранее.

Спектральный радиус матричного произведения 𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0 характеризует скорость стремле-

ния к нулю ошибки наблюдения в окрестности синхронного режима. Чем меньше спектральный

радиус, тем быстрее оценки состояния (�̂�(𝑡), 𝑡𝑛) сходятся к состоянию объекта (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛).

При синтезе наблюдателя следует выбрать два матричных коэффициента 𝐾𝑑 и 𝐾 так, чтобы

обеспечить устойчивость синхронного режима наблюдателя. Так как пара (𝐴,𝐿) наблюдаема,

матричный коэффициент 𝐾 может быть выбран таким образом, что матрица 𝐷 = 𝐴−𝐾𝐿 имеет

любые наперед заданные значения. В следующей теореме приведены достаточные условия суще-

ствования постоянной матрицы коэффициентов 𝐾, обеспечивающей устойчивость синхронного

режима в малом, при фиксированной матрице коэффициентов 𝐾𝑑.

Теорема 2.5. Пусть (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) — 𝑚-цикл. Предположим, что выполнено неравенство

− 1 <
𝑚−1∏︁
𝑘=0

(Φ′
𝑘𝐶𝐴𝑥𝑘 + 1) < 1. (2.14)

28



Тогда существует матрица 𝐾 такая, что 𝐷 = 𝐴 −𝐾𝐿 гурвицева, и матричное произведение

𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0 устойчиво по Шуру.

Доказательство. Представим матрицу 𝐽𝑘 в виде суммы:

𝐽𝑘 = 𝐽𝑘 + 𝑊𝑘(𝐷),

где

𝐽𝑘 =

⎡⎣Φ′
𝑘𝐴𝑥𝑘+1𝑅 𝐴𝑥𝑘+1 (1 + Φ′

𝑘𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥𝑘)

Φ′
𝑘𝑅 1 + Φ′

𝑘𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥𝑘

⎤⎦ =

⎡⎣𝐴𝑥𝑘+1

1

⎤⎦[︁
Φ′

𝑘𝑅 1 + Φ′
𝑘𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥𝑘

]︁
и

𝑊𝑘(𝐷) =

⎡⎣𝑒𝐷𝑇𝑘

0

⎤⎦[︁
𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′

𝑘𝐵𝐶 −𝐴(𝑥𝑘 + 𝜆𝑘𝐵)
]︁
.

Элементы матрицы 𝑒𝐷𝑇𝑘 , 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚 − 1, и следовательно, 𝑊𝑘(𝐷), можно сделать сколь

угодно малыми за счет выбора матрицы коэффициентов усиления 𝐾. В то же время,

𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0 =

⎡⎣𝐴𝑥0

1

⎤⎦[︁
Φ′

0𝑅 1 + Φ′
0𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥0

]︁
×

𝑚−1∏︁
𝑘=1

(Φ′
𝑘𝑅𝐴𝑥𝑘 + (1 + Φ′

𝑘𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥𝑘)) ,

где 𝑥0 = 𝑥𝑚 и 𝑥1 = 𝑥𝑚+1. Таким образом, rank (𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0) 6 1, и матричное произведение

имеет не более чем одно ненулевое собственное число, равное

tr(𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0) =
𝑚−1∏︁
𝑘=0

(Φ′
𝑘𝑅𝐴𝑥𝑘 + (1 + Φ′

𝑘𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥𝑘)) =
𝑚−1∏︁
𝑘=0

(Φ′
𝑘𝐶𝐴𝑥𝑘 + 1).

Если (2.14) выполнено, то матричное произведение 𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0 устойчиво по Шуру. Следователь-

но, при достаточно малых элементах 𝑒𝐷𝑇𝑘 , матрица 𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0 также устойчива по Шуру.

Заметим, что для 𝑚-цикла 𝑥𝑚 = 𝑥0 и 𝑥𝑚+1 = 𝑥1. В случае 1-цикла, (2.14) принимает вид

− 2 < Φ′
0𝐶𝐴𝑥0 < 0, (2.15)

в случае 2-цикла, (2.14) выглядит как

− 1 < (Φ′
0𝐶𝐴𝑥0 + 1)(Φ′

1𝐶𝐴𝑥1 + 1) < 1, (2.16)

и т. д.

29



2.3 Использование комбинированной частотной модуляции в

дискретной части наблюдателя

В предыдущем параграфе для увеличения скорости сходимости наблюдателя (2.1) с частотной

модуляцией (2.2)

𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛))

предлагалось добавить пропорциональную обратную связь в дискретную часть наблюдателя,

т. е. вместо закона модуляции (2.2) рассмотреть закон модуляции (2.3):

𝑇𝑛 = Φ
(︀
𝑧(𝑡𝑛) + 𝐸𝑑(𝑡𝑛)

)︀
,

где 𝐸𝑑(𝑡) = 𝐾𝑑(𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡)). Во многих случаях наличие дополнительной пропорциональной

обратной связи позволяет существенно уменьшить время переходных процессов. Однако, такая

обратная связь использует ошибку наблюдения 𝐸𝑑(𝑡) только в моменты времени 𝑡𝑛. Для того,

чтобы улучшить сходимость наблюдателя, воспользуемся стратегией наблюдения, основанной

на интегрировании ошибки на интервале, предшествующем моменту 𝑡𝑛. Рассмотрим следующий

интеграл:

𝑅(𝑡, 𝑓(·)) =

𝑡∫︁
𝑡−𝜈

e−κ(𝑡−𝜂)𝑓(𝜂) 𝑑𝜂,

где κ, 𝜈 — некоторые положительные параметры, 𝜈 6 Φ1 (где Φ1 — нижняя граница модуляци-

онной функции Φ(·)), и 𝑓(·) — интегрируемая функция. Далее, рассмотрим следующий закон

частотной модуляции:

𝑇𝑛 = Φ
(︀
𝑧
(︀
𝑡𝑛
)︀

+ 𝑅(𝑡𝑛, 𝐸𝑑(·))
)︀
, (2.17)

где ошибка наблюдения 𝐸𝑑(𝑡) определена выше. Таким образом, время возникновения импульса

наблюдателя 𝑡𝑛+1 зависит от значений ошибки наблюдения 𝐸𝑑(·) на интервале [𝑡𝑛 − 𝜈, 𝑡𝑛] длины

𝜈. Не умаляя общности, будем считать, что 𝑡0 > 𝑡1, 𝐸𝑑(𝜃) = 0 для 𝜃 ∈ [𝑡0 − 𝜈, 𝑡0], и параметр −κ
не является собственным значением матрицы 𝐷, т.е. det(𝐷κ) = det(𝐷 + κ𝐼) ̸= 0.

В большинстве практических случаев модуляционная функция Φ(𝜎) обладает насыщением,

т. е. близка к постоянной величине при больших значениях 𝜎. Поэтому для больших значений

аргумента влияние обратной связи в (2.17) нивелируется. В связи с этим, рассмотрим более

сложный вид модуляции, описанный ниже.
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2.3.1 Уравнения наблюдателя

Рассмотрим ранее введенный наблюдатель (2.1)

˙̂𝑥(𝑡) = 𝐴�̂�(𝑡) + 𝐾(𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)), 𝑦(𝑡) = 𝐿�̂�(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶�̂�(𝑡), �̂�(𝑡+𝑛 ) = �̂�(𝑡−𝑛 ) + �̂�𝑛𝐵,

𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛, �̂�𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛)),

со следующим законом модуляции (будем называть его комбинированной частотной модуляци-

ей):

𝑇𝑛 = Φ(𝑧
(︀
𝑡𝑛
)︀
) + Ψ

(︀
𝑅(𝑡𝑛, 𝐸𝑑(·))

)︀
, (2.18)

где функция Ψ(·) является непрерывной, нечетной, строго возрастающей и ограниченной по

модулю значением нижней границы модуляционной функции Φ(·):

|Ψ(·)| < Φ1. (2.19)

Неравенство (2.19) гарантирует выполнение условия 𝑇𝑛 > 0 в (2.18).

Пусть (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) — решение системы (1.3), (1.4) с параметрами 𝜆𝑘, 𝑇𝑘, 𝑥𝑘 = 𝑥(𝑡−𝑘 ), и выполнено

𝑡𝑎 6 𝑡0 < 𝑡𝑎+1 для некоторого целого числа 𝑎 > 1. Легко видеть, что если 𝑡𝑛 = 𝑡𝑛+𝑎, �̂�(𝑡−𝑛 ) = 𝑥𝑛+𝑎,

и �̂�(𝜃) = 𝑥(𝜃) для 𝜃 ∈ [𝑡𝑛−𝜈, 𝑡𝑛], то 𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛))+Ψ(0) = 𝑇𝑛+𝑎, так как Ψ(0) = 0 (функция Ψ(·)
— нечетная). Следовательно, синхронный режим наблюдателя (2.1), (2.18) по отношению к реше-

нию (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) существует. Как и ранее, требуется найти условия асимптотической устойчивости

в малом синхронного режима.

2.3.2 Точечное отображение и его свойства

Рассмотрим точечное отображение, описывающее эволюцию состояния наблюдателя (2.1), (2.18)

при фиксированном решении (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) системы (1.3), (1.4):⎡⎣�̂�(𝑡−𝑛 )

𝑡𝑛

⎤⎦ ↦→
⎡⎣�̂�(𝑡−𝑛+1)

𝑡𝑛+1

⎤⎦ . (2.20)

Как и ранее, для любых (𝜁, 𝜃) ∈ R𝑛𝑥 × R, выберем целые числа 𝑘 и 𝑠, 1 6 𝑘 6 𝑠 такие, что

𝑡𝑘 6 𝜃 < 𝑡𝑘+1, 𝑡𝑠 6 𝜃 + 𝛼𝑘(𝜁, 𝜃) < 𝑡𝑠+1, и рассмотрим следующие множества:

𝑆𝑘,𝑠 = {(𝜁, 𝜃) : 𝑡𝑘 6 𝜃 < 𝑡𝑘+1, 𝑡𝑠 6 𝜃 + 𝛼𝑘(𝜁, 𝜃) < 𝑡𝑠+1, },

где

𝛼𝑘(𝜁, 𝜃) = Φ(𝐶𝜁) + Ψ (𝑅(𝜃, 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, ·))) , 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, 𝜂) = 𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝜃)
(︀
e𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )− 𝜁

)︀
+ 𝐺𝑘(𝜂),

31



𝐺𝑘(𝜂) =

⎧⎪⎨⎪⎩−𝜆𝑘𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝑡𝑘)𝐵 если 𝜂 6 𝑡𝑘,

0 если 𝜂 > 𝑡𝑘.

Определим функции 𝛼(𝜁, 𝜃) = 𝛼𝑘(𝜁, 𝜃) и 𝑃 (𝜁, 𝜃) = 𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃) для (𝜁, 𝜂) ∈ 𝑆𝑘,𝑠, где

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃) = 𝑒𝐴(𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝜃)−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )−

− 𝑒𝐷𝛼𝑘(𝜁,𝜃)
[︀
𝑒𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )− 𝜁 − 𝐹 (𝐶𝜁)𝐵

]︀
−

𝑠∑︁
𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗𝑒
𝐷(𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝜃)−𝑡𝑗)𝐵.

Теорема 2.6. Точечное отображениме (2.20) определяется дискретными уравнениями

�̂�𝑛+1 = 𝑃 (�̂�𝑛, 𝑡𝑛), 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝛼(�̂�𝑛, 𝑡𝑛), для 𝑛 > 1. (2.21)

Доказательство. Сначала покажем, что 𝛼(�̂�𝑛, 𝑡𝑛) = 𝑇𝑛. Рассмотрим ошибку наблюдения 𝑟(𝑡) =

𝑥(𝑡) − �̂�(𝑡). Легко видеть, функция 𝑟(𝑡) удовлетворяет дифференциальному уравнению �̇�(𝑡) =

𝐷𝑟(𝑡) для любого 𝑡 где у 𝑟 нет скачков. На интервале времени (𝑡𝑛 − 𝜈, 𝑡𝑛) функция 𝑟(𝑡) не имеет

скачков, если 𝑡𝑘 6 𝑡𝑛 − 𝜈, и имеет скачок 𝑟(𝑡+𝑘 ) − 𝑟(𝑡−𝑘 ) = 𝜆𝑘𝐵 в момент 𝑡𝑘, если 𝑡𝑘 > 𝑡𝑛 − 𝜈.

Отсюда, получаем, что для 𝜂 ∈ (𝑡𝑛 − 𝜈, 𝑡𝑛) выполнено

𝑟(𝜂) =

⎧⎪⎨⎪⎩e𝐷(𝜂−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 ) при 𝜂 > 𝑡𝑘,

e𝐷(𝜂−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 )− 𝜆𝑘e𝐷(𝜂−𝑡𝑘)𝐵 при 𝜂 6 𝑡𝑘.

Таким образом,

𝐾𝑑𝐿𝑟(𝜂) = 𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 ) + 𝐺𝑘(𝜂) = 𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝑡𝑛)(𝑥(𝑡−𝑛 )− �̂�𝑛) + 𝐺𝑘(𝜂) =

= 𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝑡𝑛)
(︁

e𝐴(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )− �̂�𝑛

)︁
+ 𝐺𝑘(𝜂) = 𝛽𝑘(�̂�𝑛, 𝑡𝑛, 𝜂).

Следовательно,

𝛼𝑘(�̂�𝑛, 𝑡𝑛) = Φ(𝐶�̂�𝑛) + Ψ
(︀
𝑅(𝑡𝑛, 𝛽𝑘(�̂�𝑛, 𝑡𝑛, ·))

)︀
= Φ(𝐶�̂�𝑛) + Ψ

(︀
𝑅(𝑡𝑛, 𝐾𝑑𝐿𝑟(·))

)︀
= 𝑇𝑛.

Теперь рассмотрим ошибку наблюдения 𝑟(𝑡) на интервале (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1). Функция 𝑟(𝑡) имеет

скачки 𝑟(𝑡+)− 𝑟(𝑡−) = 𝜆𝑖𝐵 в моменты времени 𝑡 = 𝑡𝑖, 𝑘 + 1 6 𝑖 6 𝑠. Отсюда, заключаем

𝑟(𝑡−𝑛+1) = e𝐷𝑇𝑛𝑟(𝑡+𝑛 ) + 𝑟𝑘,𝑠, (2.22)

где

𝑟𝑘,𝑠 =
𝑠∑︁

𝑖=𝑘+1

𝜆𝑖e
𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑖)𝐵.

Тогда соотношение (2.22) может быть переписано следующим образом:

�̂�𝑛+1 = 𝑥(𝑡−𝑛+1) + e𝐷𝑇𝑛(�̂�𝑛 + �̂�𝑛𝐵 − 𝑥(𝑡+𝑛 ))− 𝑟𝑘,𝑠. (2.23)
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Так как

𝑥(𝑡−𝑛+1) = e𝐴(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 ), 𝑥(𝑡+𝑛 ) = e𝐴(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ),

равенство (2.23) влечет (2.21).

Теорема 2.7. Отображения 𝛼(𝜁, 𝜃) и 𝑃 (𝜁, 𝜃) непрерывны.

Доказательство. Так как 𝐿𝐵 = 0, функция 𝐺𝑘(𝜂) непрерывна в точке 𝜂 = 𝑡𝑘. Поэтому функция

𝛼(𝜁, 𝜃) может иметь разрывы только на поверхности 𝜃 = 𝑡𝑘 в пространстве (𝜁, 𝜃). Прямыми

вычислениями получаем

𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, 𝜂)− 𝛽𝑘−1(𝜁, 𝜃, 𝜂)|𝜃=𝑡𝑘, 𝜂∈(𝑡𝑘−Φ1,𝑡𝑘)
= 𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝑡𝑘)

(︀
𝑥(𝑡+𝑘 )− 𝜁

)︀
− 𝜆𝑘𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝑡𝑘)𝐵 −

−𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝑡𝑘)
(︀
e𝐴(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1)− 𝜁

)︀
= 𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝑡𝑘)

(︀
𝑥(𝑡+𝑘 )− 𝜆𝑘𝐵 − e𝐴(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1)

)︀
= 0,

(2.24)

так как

𝑥(𝑡+𝑘 )− 𝜆𝑘𝐵 = 𝑥𝑘 = e𝐴(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1). (2.25)

Следовательно,

𝛼𝑘(𝜁, 𝜃)− 𝛼𝑘−1(𝜁, 𝜃)|𝜃=𝑡𝑘
= 0, (2.26)

и функция 𝛼(𝜁, 𝜃) непрерывна всюду.

Легко видеть, что функции 𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃), заданные на (𝜁, 𝜂) ∈ 𝑆𝑘,𝑠, непрерывны. Следовательно,

функция 𝑃 (𝜁, 𝜃) может иметь разрывы только на поверхностях вида 𝜃 = 𝑡𝑘, либо 𝜃+𝛼𝑘(𝜁, 𝜃) = 𝑡𝑠.

Из (2.26) и (2.25) получаем следующие равенства:

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑃𝑘−1,𝑠(𝜁, 𝜃)|𝜃=𝑡𝑘
= −𝑒𝐷𝛼𝑘(𝜁,𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ) + 𝑒𝐷𝛼𝑘−1(𝜁,𝑡𝑘)𝑒𝐴(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1) + 𝜆𝑘𝑒

𝐷𝛼𝑘−1(𝜁,𝑡𝑘)𝐵 =

= 𝑒𝐷𝛼𝑘(𝜁,𝑡𝑘)
(︀
𝑒𝐴(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1) + 𝜆𝑘𝐵 − 𝑥(𝑡+𝑘 )

)︀
= 0,

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑃𝑘,𝑠−1(𝜁, 𝜃)|𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝑡𝑘)=𝑡𝑠 = 𝑥(𝑡+𝑠 )− 𝜆𝑠𝐵 − 𝑒𝐴(𝑡𝑠−𝑡𝑠−1)𝑥(𝑡+𝑠−1) = 0

для 1 6 𝑘 6 𝑠. Таким образом, функция 𝑃 (𝜁, 𝜃) непрерывна всюду.

Теорема 2.8. Если скалярные функции 𝐹 (·), Φ(·), Ψ(·) имеют непрерывные производные, то

частные производные

𝛼′
𝜁(𝜁, 𝜃) =

𝜕𝛼(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
, 𝛼′

𝜃(𝜁, 𝜃) =
𝜕𝛼(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
,

𝑃 ′
𝜁(𝜁, 𝜃) =

𝜕𝑃 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
, 𝑃 ′

𝜃(𝜁, 𝜃) =
𝜕𝑃 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃

непрерывны всюду.

Доказательство. Докажем сначала следующую лемму.
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Лемма 2.4. Частные производные функции 𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃) могут быть вычислены следующим обра-

зом:

𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
= Φ′(𝐶𝜁)𝐶 + Ψ′ (𝑅(𝜃, 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, ·)))𝐾𝑑𝐿𝐷

−1
κ

(︀
e−𝐷κ𝜈 − 𝐼

)︀
, (2.27)

𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
= Ψ′ (𝑅(𝜃, 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, ·)))

(︁
− κ𝑅(𝜃, 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, ·))−

−𝐾𝑑𝐿𝐷
−1
κ

(︀
e−𝐷κ𝜈 − 𝐼

)︀ (︀
𝐾𝐿e𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ) + 𝐷𝜁

)︀
+

+ 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, 𝜃)− eκ𝜈𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, 𝜃 − 𝜈)
)︁
. (2.28)

Доказательство леммы. Докажем сначала формулу (2.27). Прямыми вычислениями получаем

𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
= Φ′(𝐶𝜁)𝐶 + Ψ′ (𝑅(𝜃, 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, ·)))𝑅

(︂
𝜃,

𝜕𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, ·)
𝜕𝜁

)︂
.

Тогда (2.27) следует из
𝜕𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, 𝜂)

𝜕𝜁
= −𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝜃)

и
𝜃∫︁

𝜃−𝜈

e𝐷κ(𝜂−𝜃)𝑑𝜂 = −𝐷−1
κ

(︀
e−𝐷κ𝜈 − 𝐼

)︀
, (2.29)

где с учетом предположения о том, что −κ не является собственным числом матрицы 𝐷, фор-

мула (2.29) получается обыкновенным интегрированием.

Аналогично докажем (2.28) :

𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
= Ψ′ (𝑅(𝜃, 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, ·)))×

×
(︂
−κ𝑅(𝜃, 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, ·)) + 𝑅

(︂
𝜃,

𝜕𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, ·)
𝜕𝜃

)︂
+ 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, 𝜃)− eκ𝜈𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, 𝜃 − 𝜈)

)︂
,

тогда формула (2.28) может быть получена из (2.29) и

𝜕𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, 𝜂)

𝜕𝜃
= −𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝜃)

(︀
𝐾𝐿e𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 ) + 𝐷𝜁

)︀
.

Продолжим доказательство теоремы. Так как (2.24) дает 𝛽𝑘(𝜁, 𝜃, 𝜂) = 𝛽𝑘−1(𝜁, 𝜃, 𝜂) для 𝜃 =

𝑡𝑘, 𝜂 ∈ (𝑡𝑘 − 𝜈, 𝑡𝑘), то из (2.27) следует, что

𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝑡𝑘

=
𝜕𝛼𝑘−1 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝑡𝑘

. (2.30)

Из (2.28), (2.24) и

𝐾𝐿
(︀
e𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )− e𝐴(𝜃−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1)

)︀⃒⃒
𝜃=𝑡𝑘

= 𝐾𝐿
(︀
𝑥(𝑡+𝑘 )− e𝐴(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1)

)︀
= 𝜆𝑘𝐾𝐿𝐵 = 0
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получаем
𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝑡𝑘

=
𝜕𝛼𝑘−1 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝑡𝑘

. (2.31)

Таким образом, частные производные 𝛼′
𝜁(𝜁, 𝜃), 𝛼′

𝜃(𝜁, 𝜃) непрерывны всюду.

Докажем теперь непрерывность частных производных функции 𝑃 (𝜁, 𝜃). Прямыми вычисле-

ниями получаем

𝜕𝑃𝑘,𝑠 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
= 𝐴e𝐴(𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝜃)−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )

𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
−

−𝐷e𝐷𝛼𝑘(𝜁,𝜃)
[︀
e𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )− 𝜁 − 𝐹 (𝐶𝜁)𝐵

]︀ 𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
+

+ e𝐷𝛼𝑘(𝜁,𝜃) [𝐼 + 𝐹 ′(𝐶𝜁)𝐵𝐶]−
𝑠∑︁

𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗𝐷e𝐷(𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝜃)−𝑡𝑗)𝐵
𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
, (2.32)

𝜕𝑃𝑘,𝑠 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
=

(︂
1 +

𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃

)︂
𝐴e𝐴(𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝜃)−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )−

− 𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
𝐷e𝐷𝛼𝑘(𝜁,𝜃)

[︀
e𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )− 𝜁 − 𝐹 (𝐶𝜁)𝐵

]︀
−

− e𝐷𝛼𝑘(𝜁,𝜃)𝐴e𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )−
𝑠∑︁

𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗

(︂
1 +

𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃

)︂
𝐷e𝐷(𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝜃)−𝑡𝑗)𝐵. (2.33)

Очевидно, функции 𝑃 ′
𝜁(𝜁, 𝜃), 𝑃 ′

𝜃(𝜁, 𝜃) могут иметь разрывы только на поверхностях 𝜃 = 𝑡𝑘,

либо 𝜃 + 𝛼𝑘(𝜁, 𝜃) = 𝑡𝑠. Из (2.32), (2.33), (2.26), (2.30), (2.31) следует, что(︂
𝜕𝑃𝑘,𝑠 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
− 𝜕𝑃𝑘−1,𝑠 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝑡𝑘

=

= 𝐷e𝐷𝛼𝑘(𝜁,𝑡𝑘)
[︀
−𝑥(𝑡+𝑘 ) + 𝑒𝐴(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1) + 𝜆𝑘𝐵

]︀ 𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝑡𝑘)

𝜕𝜁
= 0,

(︂
𝜕𝑃𝑘,𝑠 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
− 𝜕𝑃𝑘−1,𝑠 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝑡𝑘

=

= e𝐷𝛼𝑘(𝜁,𝑡𝑘)

(︂
𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝑡𝑘)

𝜕𝜃
𝐷 + 𝐴

)︂[︀
−𝑥(𝑡+𝑘 ) + 𝑒𝐴(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1) + 𝜆𝑘𝐵

]︀
= 0.

Из (2.32), (2.33) и матричной зависимости 𝐿𝐵 = 0 получаем(︂
𝜕𝑃𝑘,𝑠 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
− 𝜕𝑃𝑘,𝑠−1 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝜃)=𝑡𝑠

=

= 𝐴
[︀
𝑥(𝑡+𝑠 )− 𝜆𝑘𝐵 − 𝑒𝐴(𝑡𝑠−𝑡𝑠−1)𝑥(𝑡+𝑠−1)

]︀ 𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝜃)=𝑡𝑠

= 0, (2.34)

(︂
𝜕𝑃𝑘,𝑠 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
− 𝜕𝑃𝑘,𝑠−1 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝜃)=𝑡𝑠

=

=

[︃
1 +

𝜕𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃+𝛼𝑘(𝜁,𝜃)=𝑡𝑠

]︃
𝐴
[︀
𝑥(𝑡+𝑠 )− 𝜆𝑘𝐵 − 𝑒𝐴(𝑡𝑠−𝑡𝑠−1)𝑥(𝑡+𝑠−1)

]︀
= 0. (2.35)

Таким образом, частные производные 𝑃 ′
𝜁(𝜁, 𝜃), 𝑃 ′

𝜃(𝜁, 𝜃) непрерывны всюду.
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Как и ранее, введем дополнительные обозначения, связанные с отображением (2.20). Опре-

делим функцию

𝑄𝑘,𝑠(𝑞) =

⎡⎣ 𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜃 + 𝛼𝑘 (𝜁, 𝜃)

⎤⎦ , где 𝑞 =

⎡⎣𝜁
𝜃

⎤⎦ .

Положим 𝑄(𝑞) = 𝑄𝑘,𝑠(𝑞) для 𝑞 ∈ 𝑆𝑘,𝑠. Тогда из теоремы 2.6 следует 𝑞𝑛+1 = 𝑄(𝑞𝑛), где

𝑞𝑛 =

⎡⎣�̂�𝑛

𝑡𝑛

⎤⎦ , 𝑄(𝑞) =

⎡⎣ 𝑃 (𝜁, 𝜃)

𝜃 + 𝛼 (𝜁, 𝜃)

⎤⎦ .

Из теорем 2.7 и 2.8 следует, что функция 𝑄(·) может быть линеаризована, и ее матрица Якоби

имеет следующий вид

𝑄′(𝑞) =

⎡⎣𝑃 ′
𝜁 (𝜁, 𝜃) 𝑃 ′

𝜃 (𝜁, 𝜃)

𝛼′
𝜁 (𝜁, 𝜃) 1 + 𝛼′

𝜃 (𝜁, 𝜃)

⎤⎦ .

Рассмотрим синхронный режим наблюдателя по отношению к решению (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) Так как

для синхронного режима выполнено �̂�𝑛 = 𝑥𝑛𝑎 , 𝑡𝑛 = 𝑡𝑛𝑎 и 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛𝑎+1, �̂�𝑛+1 = 𝑥𝑛𝑎+1, то

𝑞𝑛+1 = 𝑄𝑛𝑎,𝑛𝑎+1(𝑞𝑛).

Для всех 𝑘 > 1 определим квадратные матрицы 𝐽𝑘, содержащие следующие матричные бло-

ки:

(𝐽𝑘)11 = 𝐴𝑥𝑘+1

(︀
Φ′

𝑘𝐶 + Ψ′(0)𝐾𝑑𝐿𝐷
−1
κ e−𝐷κ𝜈

)︀
+ e𝐷Φ(𝐶𝑥𝑘) (𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′

𝑘𝐵𝐶) ,

(𝐽𝑘)12 =
(︀
1−Ψ′(0)𝐾𝑑𝐿𝐷

−1
κ e−𝐷κ𝜈𝐴𝑥𝑘

)︀
𝐴𝑥𝑘+1 − e𝐷Φ(𝐶𝑥𝑘)𝐴(𝑥𝑘 + 𝐹 (𝐶𝑥𝑘)𝐵),

(𝐽𝑘)21 = Φ′
𝑘𝐶 + Ψ′(0)𝐾𝑑𝐿𝐷

−1
κ e−𝐷κ𝜈 ,

(𝐽𝑘)22 = 1−Ψ′(0)𝐾𝑑𝐿𝐷
−1
κ e−𝐷κ𝜈𝐴𝑥𝑘.

Теорема 2.9. Для всех 𝑛 > 1, матрица Якоби 𝑄(·) в точке 𝑞𝑎𝑛 вычисляется следующим образом

𝑄′(𝑞𝑎𝑛) = 𝐽𝑛𝑎 . (2.36)

Доказательство. Легко видеть 𝑄(𝑞𝑘) = 𝑄𝑘,𝑘+1(𝑞𝑘) для всех 𝑘 > 0, где 𝑞𝑘 =

⎡⎣𝑥𝑘

𝑡𝑘

⎤⎦. Так как

частные производные функций 𝑃 (𝜁, 𝜃) и 𝛼 (𝜁, 𝜃) непрерывны, получаем

𝜕

𝜕𝜁
𝑃 (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =

𝜕

𝜕𝜁
𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘),

𝜕

𝜕𝜃
𝑃 (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =

𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘),

𝜕

𝜕𝜁
𝛼(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =

𝜕

𝜕𝜁
𝛼𝑘(𝑥𝑘, 𝑡𝑘),

𝜕

𝜕𝜃
𝛼(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =

𝜕

𝜕𝜃
𝛼𝑘(𝑥𝑘, 𝑡𝑘).
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Так как

𝛽(𝑥𝑘, 𝑡𝑘, 𝜂) = 𝐾𝑑𝐾𝐿e𝐷(𝜂−𝑡𝑘)𝜆𝑘𝐵 − 𝜆𝑘𝐾𝑑𝐿e𝐷(𝜂−𝑡𝑘)𝐵 = 0

для 𝜂 ∈ [𝑡𝑘 − Φ1, 𝑡𝑘], выполнено следующее равенство:

𝛼𝑘(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = Φ(𝐶𝑥𝑘). (2.37)

Подставляя 𝑠 = 𝑘+1, 𝜁 = 𝑥𝑘, 𝜃 = 𝑡𝑘 в (2.27), (2.28), (2.32), (2.33) и принимая во внимание (2.37),

получаем утверждение теоремы 2.9

2.3.3 Устойчивость синхронного режима по отношению к 𝑚-циклу

Пусть (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) 𝑚-цикл системы (1.3), (1.4), где 𝑚— некоторое целое число, 𝑚 > 1. Тогда

𝑥𝑛+𝑚 ≡ 𝑥𝑛, 𝜆𝑛+𝑚 ≡ 𝜆𝑛, 𝑇𝑛+𝑚 ≡ 𝑇𝑛. Рассмотрим синхронный режим наблюдателя (2.1), (2.18)

по отношению к решению (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛), и пусть характеризующая его векторная последователь-

ность 𝑞𝑎𝑛 такова, что выполнено 𝑞𝑎𝑛+1 = 𝑄(𝑞𝑎𝑛). Рассмотрим определенные ранее матрицы 𝐽𝑛.

Тогда 𝐽𝑛+𝑚 ≡ 𝐽𝑛, и последовательность {𝐽𝑛}∞𝑛=0 содержит не более, чем 𝑚 различных матриц, а

именно 𝐽0, . . . , 𝐽𝑚−1.

Таким образом, аналогично предыдущему параграфу, из теорем 2.6–2.9, а также теоремы 3

из [32] получаем следующее условие устойчивости в малом синхронного режима.

Теорема 2.10. Пусть матричное произведение 𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0 устойчиво по Шуру, т. е. все соб-

ственные числа матрицы лежат строго внутри единичного круга. Тогда синхронный режим

асимптотически устойчив в малом по отношению к решению (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛).
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Глава 3

Наблюдатели состояния для импульсной

системы с запаздыванием

3.1 Постановка задачи

Рассмотрим объект наблюдения, описываемый импульсной системой вида (1.3), (1.4), в непре-

рывной части которой присутствует постоянное запаздывание:

𝑑�̃�(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴0 �̃�(𝑡) + 𝐴1�̃�(𝑡− 𝜏), 𝑧(𝑡) = 𝐶�̃�(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝐿�̃�(𝑡),

𝑡0 = 0, 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛, �̃�(𝑡+𝑛 ) = �̃�(𝑡−𝑛 ) + �̃�𝑛 �̃�,

𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛)), �̃�𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛)),

(3.1)

где �̃�(𝑡) — вектор состояния, 𝑦(𝑡) — измеряемая часть вектора состояния, 𝑧(𝑡) — модулирующий

сигнал, 𝜏 — постоянное запаздывание, 𝐴0 ∈ R𝑛𝑥×𝑛𝑥 , 𝐴1 ∈ R𝑛𝑥×𝑛𝑥 , �̃� ∈ R𝑛𝑥×1, 𝐶 ∈ R1×𝑛𝑥 , 𝐿 ∈
R𝑛𝑦×𝑛𝑥 — постоянные матрицы, такие, что 𝐶�̃� = 0, 𝐿�̃� = 0.

Как и ранее, предполагается, что система (3.1) рассматривается при 𝑡 > 𝑡0 с начальным

условием 𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡0 − 𝜏 6 𝑡 < 𝑡0, где 𝜙(𝑡) — некоторая непрерывная начальная вектор-

функция, и величина запаздывания строго меньше минимально возможной длины промежутка

между двумя последовательными импульсами, т. е. 𝜏 < inf
𝑧

Φ(𝑧). Модуляционные функции 𝐹 (·)
и Φ(·) удовлетворяют тем же условиям, что и для системы (1.3), (1.4). Также предполагается,

что линейная часть системы (3.1) является спектрально FD-наблюдаемой (см. главу 1).

Как и в случае объекта наблюдения без запаздывания, основная задача наблюдения для ги-

бридной системы (3.1) состоит в оценивании последовательностей модулированных параметров

(𝑡𝑛, 𝜆𝑛).
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3.2 Наблюдатель без запаздывания с кусочно-постоянной мат-

рицей коэффициентов усиления

Из леммы 1.1 следует, что, так как линейная часть системы (3.1) является FD-приводимой, то при

𝑡 > 𝑡0 + 𝜏 отвечающая ей линейная система с запаздыванием эквивалентна линейной системе

без запаздывания с матрицей 𝐴 = 𝐴0 + 𝐴1e
−𝐴0𝜏 . При обозначениях предыдущего параграфа

рассмотрим следующую импульсную систему без запаздывания:

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), 𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝐿𝑥(𝑡),

𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛, 𝑥(𝑡+𝑛 ) = 𝑥(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑛𝐵,

𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛)), 𝜆𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛)),

(3.2)

где 𝐵 = e−𝐴𝜏e𝐴0𝜏 �̃�. Следующая лемма, полученная в [29], устанавливает связь между решения-

ми систем (3.1) и (3.2).

Лемма 3.1. Рассмотрим решения �̃�(𝑡) и 𝑥(𝑡) систем (3.1) и (3.2), соответственно. Предполо-

жим, что 𝑡1 = 𝑡1 и �̃�(𝑡−1 ) = 𝑥(𝑡−1 ). Тогда 𝑡𝑛 = 𝑡𝑛, �̃�𝑛 = 𝜆𝑛 и �̃�(𝑡−𝑛 ) = 𝑥(𝑡−𝑛 ) для всех 𝑛 > 1. Кроме

того,

�̃�(𝑡) = 𝑥(𝑡), 𝑡𝑛 + 𝜏 6 𝑡 6 𝑡𝑛+1, 𝑛 > 0.

Лемма 3.1 показывает, что на промежутках вида 𝑡𝑛+𝜏 6 𝑡 6 𝑡𝑛+1 решение FD-приводимой си-

стемы с запаздыванием (3.1) совпадает с решением системы без запаздывания (3.2) при условии

равенства их начальных данных. Используем эту лемму для построения наблюдателя состояний.

3.2.1 Уравнения наблюдателя

Главной задачей наблюдения состояния системы (3.1) является получение оценок (𝑡𝑛, �̂�𝑛) мо-

дулированных параметров (𝑡𝑛, �̃�𝑛). Из леммы 3.1 следует, что задача наблюдения за системой

с запаздыванием (3.1) может быть заменена задачей наблюдения за системой (3.2) без запаз-

дывания, для которой может быть применена техника наблюдения, описанная в предыдущей

главе. Отметим еще раз, что решение системы (3.1) может не совпадать с решением системы

(3.2) на промежутках вида 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛 + 𝜏 , однако, интересующие нас моменты импульсации

принадлежат интервалам совпадения.
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Для наблюдения состояний системы с запаздыванием (3.1) построим наблюдатель, основан-

ный на аппроксимирующей модели (3.2) без запаздывания:

˙̂𝑥(𝑡) = 𝐴�̂�(𝑡) +𝒦(𝑡)(𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)), 𝑦(𝑡) = 𝐿�̂�(𝑡), 𝑧(𝑡) = 𝐶�̂�(𝑡),

�̂�(𝑡+𝑛 ) = �̂�(𝑡−𝑛 ) + �̂�𝑛𝐵, 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛,

𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛)), �̂�𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛)),

𝒦(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛 + 𝜏,

𝐾 = const, 𝑡𝑛 + 𝜏 6 𝑡 6 𝑡𝑛+1.

(3.3)

Заметим, что, в отличие от уравнений объекта наблюдения, элементы векторов 𝑧(𝑡), 𝑦(𝑡)

могут иметь скачки, так как выполнение равенств 𝐶𝐵 = 0, 𝐿𝐵 = 0 из равенств 𝐶�̃� = 0,

𝐿�̃� = 0 не следует. По результатам моделирования установлено, что для лучшей динамики

наблюдателя такого типа целесообразно размыкать обратную на интервалах, соответствующих

несовпадению решений исходной модели с запаздыванием (3.1) и аппроксимирующей ее модели

без запаздывания (3.2). Поэтому коэффициент усиления обратной связи 𝒦 выбран нулевым на

интервалах 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛+𝜏 . На промежутках вида 𝑡𝑛+𝜏 6 𝑡 6 𝑡𝑛+1 коэффициент 𝒦 = 𝐾 ∈ 𝑅𝑛𝑥×𝑛𝑦

должен быть выбран так, чтобы синхронный режим наблюдателя (3.3) по отношению к решению

(𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) объекта (3.2) был асимптотически устойчив в малом.

3.2.2 Точечное отображение и его свойства

Для того чтобы получить условия устойчивости синхронного режима наблюдателя, как и в

предыдущей главе, построим точечное отображение, описывающее эволюцию состояния наблю-

дателя (3.3) от импульса к импульсу:⎡⎣�̂�(𝑡−𝑛 )

𝑡𝑛

⎤⎦ ↦→
⎡⎣�̂�(𝑡−𝑛+1)

𝑡𝑛+1

⎤⎦ . (3.4)

Для всех целых 𝑘 и 𝑠, 0 6 𝑘 6 𝑠, определим множества

𝑆𝑘,𝑠 = {(𝜁, 𝜃) : 𝜃 ∈ R, 𝜁 ∈ R𝑛𝑥 , 𝑡𝑘 6 𝜃 < 𝑡𝑘+1, 𝑡𝑠 6 𝜃 + Φ(𝐶𝜁) < 𝑡𝑠+1}.

Введем функции

𝐺𝑘(𝜁, 𝜃) =

⎧⎪⎨⎪⎩e𝐷(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑘+1), при 𝜃 6 𝑡𝑘+1 − 𝜏,

e𝐷(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)𝑒𝐴(𝜃+𝜏−𝑡𝑘+1), при 𝑡𝑘+1 − 𝜏 < 𝜃,

где 𝐷 = 𝐴−𝐾𝐿. Заметим, что функции 𝐺𝑘(𝜁, 𝜃) непрерывны согласно определению 𝒦.
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Определим 𝑃 (𝜁, 𝜃) = 𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃) для (𝜁, 𝜃) ∈ 𝑆𝑘,𝑠, где

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃) = e𝐴(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )−

− e𝐷(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)e𝐴𝜏
(︀
e𝐴(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )− 𝜁 − 𝐹 (𝐶𝜁)𝐵

)︀
−

𝑠∑︁
𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗𝐺𝑗−1(𝜁, 𝜃)𝐵.

Теорема 3.1. Точечное отображение (3.4) задается уравнениями

�̂�𝑛+1 = 𝑃 (�̂�𝑛, 𝑡𝑛), 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + Φ(𝐶�̂�𝑛). (3.5)

Доказательство. Рассмотрим ошибку наблюдения 𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡) − �̂�(𝑡) на интервале (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1) и

предположим, что

𝑡𝑘 6 𝑡𝑛 < 𝑡𝑘+1, 𝑡𝑠 6 𝑡𝑛 + Φ(𝐶�̂�𝑛) < 𝑡𝑠+1

для некоторых 𝑘 и 𝑠 таких, что 𝑠 > 𝑘. Легко видеть, что функция 𝑟(𝑡) удовлетворяет дифферен-

циальному уравнению �̇�(𝑡) = 𝒟(𝑡)𝑟(𝑡), где

𝒟(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴, при 𝑡𝑛 6 𝑡 < 𝑡𝑛 + 𝜏,

𝐷, при 𝑡𝑛 + 𝜏 6 𝑡 < 𝑡𝑛+1

во все моменты времени 𝑡, где у 𝑟(𝑡) нет скачков.

Выведем явную формулу для отображения (3.4). Рассмотрим целое число 𝑚 > 0 такое, что

𝑠 = 𝑘 + 𝑚.

Для 𝑚 = 0 (𝑠 = 𝑘) функция 𝑟(𝑡) непрерывна на всем интервале (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1). Следовательно,

�̂�𝑛+1 = 𝑥(𝑡−𝑛+1)− 𝑟(𝑡−𝑛+1) = e𝐴(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )− e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)𝑟(𝑡𝑛 + 𝜏) =

= e𝐴(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )− e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴𝜏𝑟(𝑡+𝑛 ) = e𝐴(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )−

− e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴𝜏
(︁

e𝐴(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )− �̂�(𝑡−𝑛 )− �̂�𝑛𝐵
)︁
,

что влечет (3.5) для 𝑠 = 𝑘.

Для 𝑚 > 1 функция 𝑟(𝑡) имеет разрывы 𝑟(𝑡+)−𝑟(𝑡−) = 𝜆𝑖𝐵 в моменты времени 𝑡 = 𝑡𝑖, 𝑘+1 6

𝑖 6 𝑠. Предположение inf
𝑧

Φ(𝑧) > 𝜏 гарантирует, что 𝑡𝑛 + 𝜏 < 𝑡𝑖 для 𝑖 > 𝑘 + 1. При этом точка

𝑡𝑘+1 может находиться как внутри интервала (𝑡𝑛, 𝑡𝑛 + 𝜏), так и внутри интервала (𝑡𝑛 + 𝜏, 𝑡𝑛+1), и

оба этих случая должны быть рассмотрены по-отдельности.

Предположим, что 𝑚 = 1 (т. е. 𝑠 = 𝑘 + 1). Тогда �̂�𝑛+1 = 𝑥(𝑡−𝑛+1)− 𝑟(𝑡−𝑛+1) = e𝐴(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )−
𝑟(𝑡−𝑛+1). Найдем значение 𝑟(𝑡−𝑛+1).

1) В случае 𝑡𝑛 + 𝜏 6 𝑡𝑠 имеем

𝑟(𝑡−𝑛+1) = e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑟(𝑡+𝑠 ) = e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)
(︁

e𝐷(𝑡𝑠−𝑡𝑛−𝜏)𝑟(𝑡𝑛 + 𝜏) + 𝜆𝑠𝐵
)︁

=

= e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴𝜏𝑟(𝑡+𝑛 ) + 𝜆𝑠e
𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝐵.
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2) В случае 𝑡𝑠 < 𝑡𝑛 + 𝜏 имеем

𝑟(𝑡−𝑛+1) = e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)𝑟(𝑡𝑛 + 𝜏) = e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴(𝑡𝑛+𝜏−𝑡𝑠)𝑟(𝑡+𝑠 ) =

= e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴𝜏𝑟(𝑡+𝑛 ) + 𝜆𝑠e
𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴(𝑡𝑛+𝜏−𝑡𝑠)𝐵.

Следовательно, 𝑟(𝑡−𝑛+1) = e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴𝜏𝑟(𝑡+𝑛 ) + 𝜆𝑠𝐺𝑘(�̂�(𝑡−𝑛 ), 𝑡𝑛)𝐵.

Таким образом,

�̂�𝑛+1 = e𝐴(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 )− e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴𝜏
(︁

e𝐴(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )− �̂�(𝑡−𝑛 )− �̂�𝑛𝐵
)︁
− 𝜆𝑠𝐺𝑘(�̂�(𝑡−𝑛 ), 𝑡𝑛)𝐵,

что влечет (3.5) в случае 𝑠 = 𝑘 + 1.

Предположим теперь, что 𝑚 > 2. Покажем, что 𝑟(𝑡+𝑘+2) = e𝐷(𝑡𝑘+2−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴𝜏𝑟(𝑡+𝑛 ) +

𝜆𝑘+1𝐺𝑘,𝑘+2(𝑡𝑛)𝐵 + 𝜆𝑘+2𝐵, где

𝐺𝑖,𝑗(𝜃) =

⎧⎪⎨⎪⎩e𝐷(𝑡𝑗−𝑡𝑖+1), при 𝜃 + 𝜏 6 𝑡𝑖+1,

e𝐷(𝑡𝑗−𝜃−𝜏)e𝐴(𝜃+𝜏−𝑡𝑖+1), при 𝑡𝑖+1 < 𝜃 + 𝜏

для некоторых 𝑖, 𝑗 таких, что 𝑘 6 𝑖 < 𝑗 6 𝑠.

1) В случае 𝑡𝑛 + 𝜏 6 𝑡𝑘+1 имеем

𝑟(𝑡+𝑘+2) = e𝐷(𝑡𝑘+2−𝑡𝑘+1)𝑟(𝑡+𝑘+1) + 𝜆𝑘+2𝐵 =

= e𝐷(𝑡𝑘+2−𝑡𝑘+1)
(︁

e𝐷(𝑡𝑘+1−𝑡𝑛−𝜏)𝑟(𝑡𝑛 + 𝜏) + 𝜆𝑘+1𝐵
)︁

+ 𝜆𝑘+2𝐵 =

= e𝐷(𝑡𝑘+2−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴𝜏𝑟(𝑡+𝑛 ) + 𝜆𝑘+1e
𝐷(𝑡𝑘+2−𝑡𝑘+1)𝐵 + 𝜆𝑘+2𝐵.

2) В случае 𝑡𝑛 < 𝑡𝑘+1 < 𝑡𝑛 + 𝜏 < 𝑡𝑘+2 имеем

𝑟(𝑡+𝑘+2) = e𝐷(𝑡𝑘+2−𝑡𝑛−𝜏)𝑟(𝑡𝑛 + 𝜏) + 𝜆𝑘+2𝐵 =

= e𝐷(𝑡𝑘+2−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴(𝑡𝑛+𝜏−𝑡𝑘+1)𝑟(𝑡+𝑘+1) + 𝜆𝑘+2𝐵 =

= e𝐷(𝑡𝑘+2−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴(𝑡𝑛+𝜏−𝑡𝑘+1)
(︁

e𝐴(𝑡𝑘+1−𝑡𝑛)𝑟(𝑡+𝑛 ) + 𝜆𝑘+1𝐵
)︁

+ 𝜆𝑘+2𝐵.

Если 𝑚 = 2, то 𝑡𝑘+2 = 𝑡𝑠. Для 𝑚 > 3 имеем

𝑟(𝑡+𝑠 ) = e𝐷(𝑡𝑠−𝑡𝑛−𝜏)e𝐴𝜏𝑟(𝑡+𝑛 ) + 𝜆𝑘+1𝐺𝑘,𝑠(𝑡𝑛)𝐵 + 𝜆𝑘+2e
𝐷(𝑡𝑠−𝑡𝑘+2)𝐵 + · · ·+ 𝜆𝑠𝐵.

В итоге получаем, что

𝑟(𝑡−𝑛+1) = e𝐷(𝑇𝑛−𝜏)e𝐴𝜏𝑟(𝑡+𝑛 ) + 𝑟𝑘,𝑠, (3.6)

где

𝑟𝑘,𝑠 =
𝑠∑︁

𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗e
𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝐺𝑗−1,𝑠(𝑡𝑛)𝐵.
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Равенство (3.6) можно переписать следующим образом:

�̂�𝑛+1 = 𝑥(𝑡−𝑛+1) + e𝐷(𝑇𝑛−𝜏)e𝐴𝜏
(︁
�̂�𝑛 + �̂�𝑛𝐵 − 𝑥(𝑡+𝑛 )

)︁
− 𝑟𝑘,𝑠, (3.7)

Так как

𝑥(𝑡−𝑛+1) = e𝐴(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡+𝑠 ), 𝑥(𝑡+𝑛 ) = e𝐴(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡+𝑘 )

и

𝐺𝑘(�̂�𝑛, 𝑡𝑛) = e𝐷(𝑡𝑛+Φ(𝐶�̂�𝑛)−𝑡𝑠)𝐺𝑘,𝑠(𝑡𝑛),

уравнение (3.7) влечет (3.5).

Теорема 3.2. Отображение 𝑃 (𝜁, 𝜃) непрерывно.

Доказательство. Из равенства

𝑥(𝑡+𝑘 ) = e𝐴(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡+𝑘−1) + 𝜆𝑘𝐵, 𝑘 > 1,

следует, что

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑃𝑘−1,𝑠(𝜁, 𝜃) = −𝜆𝑘

[︀
e𝐷(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)e𝐴(𝜃+𝜏−𝑡𝑘) −𝐺𝑘−1(𝜁, 𝜃)

]︀
𝐵, (3.8)

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑃𝑘,𝑠−1(𝜁, 𝜃) = 𝜆𝑠

[︀
e𝐴(Φ(𝐶𝜁)+𝜃−𝑡𝑠) −𝐺𝑠−1(𝜁, 𝜃)

]︀
𝐵 (3.9)

для всех 𝑘 > 1, 𝑠 > 1. Так как функции 𝐺𝑘(·, 𝜃) непрерывны для всех 𝑘, то функция 𝑃 (𝜁, 𝜃)

может иметь разрывы только на поверхностях 𝜃 = 𝑡𝑘, либо 𝜃 + Φ(𝐶𝜁) = 𝑡𝑠 для некоторых 𝑘, 𝑠.

Из выражений (3.8), (3.9), и равенств 𝐺𝑘−1(𝜁, 𝑡𝑘) = e𝐷(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)e𝐴𝜏 , 𝐺𝑠−1(𝜁, 𝑡𝑠 − Φ(𝐶𝜁)) = 𝐼 ,

следует, что

𝑃𝑘,𝑠 − 𝑃𝑘−1,𝑠|𝜃=𝑡𝑘
= 0, 𝑃𝑘,𝑠 − 𝑃𝑘,𝑠−1|𝜃+Φ(𝐶𝜁)=𝑡𝑠

= 0,

и, следовательно, функция 𝑃 (𝜁, 𝜃) непрерывна всюду.

Далее будет показано, что отображение 𝑃 (𝜁, 𝜃) не является непрерывно дифференцируемым

на всем пространстве. Однако, можно доказать локальную дифференцируемость 𝑃 (𝜁, 𝜃), и про-

вести линеаризацию в окрестности точек синхронного режима.

3.2.3 Линеаризация точечного отображения

Для того чтобы показать непререрывность частных производных отображения 𝑃 (𝜁, 𝜃) в точках

вида (𝑥𝑘, 𝑡𝑘), разобьем каждое множество 𝑆𝑖, 𝑗 (𝑖 ̸= 𝑗) гиперплоскостью 𝜃 = 𝑡𝑖+1 − 𝜏 на два

подмножества 𝑆𝑙𝑒𝑓𝑡
𝑖, 𝑗 и 𝑆𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝑖, 𝑗 , т.е. 𝑆𝑖, 𝑗 = 𝑆𝑙𝑒𝑓𝑡
𝑗, 𝑗 ∪ 𝑆𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝑖, 𝑗 , где

𝑆𝑙𝑒𝑓𝑡
𝑖, 𝑗 = {(𝜁, 𝜃) : 𝜃 ∈ R, 𝜁 ∈ R𝑛𝑥 , 𝑡𝑖 6 𝜃 6 𝑡𝑖+1 − 𝜏, 𝑡𝑗 6 𝜃 + Φ(𝐶𝜁) < 𝑡𝑗+1},

43



𝑆𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡
𝑖, 𝑗 = {(𝜁, 𝜃) : 𝜃 ∈ R, 𝜁 ∈ R𝑛𝑥 , 𝑡𝑖+1 − 𝜏 < 𝜃 < 𝑡𝑖+1, 𝑡𝑗 6 𝜃 + Φ(𝐶𝜁) < 𝑡𝑗+1}.

Заметим, что множество 𝑆𝑖,𝑖 (𝑖 = 𝑗) не разбивается на два подмножесва 𝑆𝑙𝑒𝑓𝑡
𝑖,𝑖 и 𝑆𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝑖,𝑖 ввиду

предположения 𝜏 < inf
𝑧

Φ(𝑧), т. е. в случае 𝑖 = 𝑗 𝑆𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡
𝑖,𝑖 = ∅ и 𝑆𝑙𝑒𝑓𝑡

𝑖,𝑖 = 𝑆𝑖,𝑖.

Рассмотрим точку (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) для некоторого 𝑘 > 1. Несложно видеть, что замыкания множеств

𝑆𝑘, 𝑘, 𝑆𝑘−1, 𝑘+1, 𝑆𝑘−1,𝑘, 𝑆𝑘, 𝑘+1 пересекаются в точке (𝑥𝑘, 𝑡𝑘). Более того, (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) ∈ 𝑆𝑘, 𝑘+1. В до-

Рисунок 3.1: Окрестность точки (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) в проекции на оси 𝜃 и 𝐶𝜁 .

сточно малой окрестности точки (𝑥𝑘, 𝑡𝑘), отображение 𝑃 (𝜁, 𝜃) может принимать только значения

𝑃 (𝜁, 𝜃) = 𝑃𝑖, 𝑗(𝜁, 𝜃) при (𝜁, 𝜃) ∈ 𝑆𝑖, 𝑗 , где 𝑆𝑖, 𝑗 является одним из следующих четырех множеств:

𝑆𝑘, 𝑘, 𝑆
𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡
𝑘−1, 𝑘+1, 𝑆

𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡
𝑘−1,𝑘, 𝑆

𝑙𝑒𝑓𝑡
𝑘, 𝑘+1 (см. рис. 3.1).

Теорема 3.3. Пусть выполнено равенство 𝐿𝐵 = 0, и производные скалярных функций 𝐹 (·),Φ(·)
непрерывны. Тогда частные производные функции 𝑃 (𝜁, 𝜃) непрерывны в точках (𝑥𝑘, 𝑡𝑘), 𝑘 > 1,

и могут быть найдены по формулам:

𝜕

𝜕𝜁
𝑃 (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = Φ′

𝑘𝐴𝑥𝑘+1𝐶 + e𝐷(𝑇𝑘−𝜏)e𝐴𝜏 [𝐼 + 𝐹 ′
𝑘𝐵𝐶],

𝜕

𝜕𝜃
𝑃 (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = 𝐴𝑥𝑘+1 − e𝐷(𝑇𝑘−𝜏)e𝐴𝜏𝐴(𝑥𝑘 + 𝜆𝑘𝐵).

(3.10)

Доказательство. Так как функция

𝜕𝐺𝑘(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
=

⎧⎪⎨⎪⎩e𝐷(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑘+1)𝐷, if 𝜃 6 𝑡𝑘+1 − 𝜏,

e𝐷(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)e𝐴(𝜃+𝜏−𝑡𝑘+1)𝐴, if 𝑡𝑘+1 − 𝜏 < 𝜃

имеет разрыв на поверхности 𝑀𝑘,𝜏 = {(𝜁, 𝜃) : 𝜃 = 𝑡𝑘+1 − 𝜏}, то частная производная
𝜕𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
непрерывна во всех точках 𝑆𝑘,𝑠, кроме точек, принадлежащих 𝑀𝑘,𝜏 , для 𝑠 > 𝑘 (в случае 𝑠 = 𝑘

функция
𝜕𝑃𝑘,𝑠

𝜕𝜃
непрерывна всюду на 𝑆𝑘,𝑠).
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Легко видеть, что для любого 0 < 𝜏 < inf (Φ(·)), существует достаточно малая окрестность

𝑊𝑘 точки (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) такая, что 𝑊𝑘∩𝑀𝑘−1,𝜏 = 𝑊𝑘∩𝑀𝑘,𝜏 = ∅. Следовательно, частные производные

функции 𝑃 (𝜁, 𝜃) в окрестности 𝑊𝑘 могут иметь разрывы только на поверхности 𝑀𝑘 = {(𝜁, 𝜃) :

𝜃 = 𝑡𝑘}, либо на поверхности 𝑁𝑘+1 = {(𝜁, 𝜃) : 𝜃 + Φ(𝐶𝜁) = 𝑡𝑘+1}.
Пусть (𝜁, 𝜃) ∈𝑀𝑘 = {(𝜁, 𝜃) : 𝜃 = 𝑡𝑘}. Из равенства (3.8) следует, что

𝜕𝑢𝑘(𝜁, 𝑡𝑘)

𝜕𝜁
=

𝜕𝑢𝑘−1(𝜁, 𝑡𝑘)

𝜕𝜁

и
𝜕𝑢𝑘(𝜁, 𝑡𝑘)

𝜕𝜃
=

𝜕𝑢𝑘−1(𝜁, 𝑡𝑘)

𝜕𝜃
. Следовательно, частные производные

𝜕𝑃 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
и
𝜕𝑃 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
не имеют

разрывов на 𝑀𝑘.

Пусть (𝜁, 𝜃) ∈ 𝑁𝑘+1. Из равенства (3.9) следует, что

𝜕(𝑣𝑘+1(𝜁, 𝜃)− 𝑣𝑘(𝜁, 𝜃))

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝜃+Φ(𝐶𝜁)=𝑡𝑘+1

= −𝜆𝑘+1Φ
′(𝐶𝜁)𝐾𝐿𝐵𝐶 = 0,

𝜕(𝑣𝑘+1(𝜁, 𝜃)− 𝑣𝑘(𝜁, 𝜃))

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃+Φ(𝐶𝜁)=𝑡𝑘+1

= −𝜆𝑘+1𝐾𝐿𝐵 = 0.

Следовательно,
𝜕𝑃 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
и
𝜕𝑃 (𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
не имеют разрывов на 𝑁𝑘+1.

Формула (3.10) получается прямыми вычислениями по аналогии с теоремой 2.3.

Таким образом, можно выполнить линеаризацию в окрестности точек (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) синхронного

режима. Как и ранее, введем дополнительные обозначения, относящиеся к отображению (3.4).

Определим функцию

𝑄𝑘,𝑠(𝑞) =

⎡⎣ 𝑃𝑘,𝑠(𝑞)

𝜃 + Φ(𝐶𝜁)

⎤⎦ , где 𝑞 =

⎡⎣𝜁
𝜃

⎤⎦ .

Пусть 𝑄(𝑞) = 𝑄𝑘,𝑠(𝑞) для 𝑞 ∈ 𝑆𝑘, 𝑠. Тогда из Теоремы 3.1 следует, что 𝑞𝑛+1 = 𝑄(𝑞𝑛), где 𝑞𝑛 =⎡⎣�̂�𝑛

𝑡𝑛

⎤⎦ . Из теоремы 3.3 следует, что матрица Якоби отображения 𝑄 в точке (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) вычисляется

следующим образом:

𝑄′(𝑞0𝑛) = 𝐽𝑘(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =

⎡⎣(𝐽𝑘)11 (𝐽𝑘)12

(𝐽𝑘)21 (𝐽𝑘)22

⎤⎦ , (3.11)

где

(𝐽𝑘)11 = Φ′
𝑘𝐴𝑥𝑘+1𝐶 + e𝐷(𝑇𝑘−𝜏)e𝐴𝜏 [𝐼 + 𝐹 ′

𝑘𝐵𝐶] , (𝐽𝑘)12 = 𝐴𝑥𝑘+1 − e𝐷(𝑇𝑘−𝜏)e𝐴𝜏𝐴(𝑥𝑘 + 𝜆𝑘𝐵),

(𝐽𝑘)21 = Φ′
𝑘𝐶, (𝐽𝑘)22 = 1.

3.2.4 Устойчивость синхронного режима по отношению к 𝑚-циклу

Пусть (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) — 𝑚-периодическое решение (𝑚-цикл) системы (3.2), где 𝑚 — некоторое целое

число, 𝑚 > 1. Тогда 𝑥𝑛+𝑚 ≡ 𝑥𝑛, 𝜆𝑛+𝑚 ≡ 𝜆𝑛, 𝑇𝑛+𝑚 ≡ 𝑇𝑛. Рассмотрим синхронный режим на-

блюдателя (3.3) по отношению к решению (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛). Пусть 𝑞𝑎𝑛 характеризующая его векторная
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последовательность такая, что выполнено 𝑞𝑎𝑛+1 = 𝑄(𝑞𝑎𝑛). Рассмотрим ранее опеределенные мат-

рицы 𝐽𝑖. Так как 𝐽𝑖+𝑚 ≡ 𝐽𝑖, последовательность {𝐽𝑖}∞𝑖=0 содержит не более чем 𝑚 различных

матриц, а именно 𝐽0, . . . , 𝐽𝑚−1.

Таким образом, аналогично предыдущей главе, из теорем 3.1 – 3.3, а также теоремы 3 из [32]

получаем следующее условие устойчивости в малом синхронного режима.

Теорема 3.4. Пусть матричное произведение 𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0 устойчиво по Шуру, т. е. все собствен-

ные числа этой матрицы лежат строго внутри единичного круга. Тогда синхронный режим

асимптотически устойчив в малом по отношению к решению (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛).

3.3 Наблюдатель, имеющий структуру исходной системы с за-

паздыванием

Основным преимуществом наблюдателя (3.3) является отсутствие запаздывания в его уравне-

ниях, и, следовательно, относительная простота анализа и реализации. Однако, помимо несов-

падения решений аппроксимирующей модели (3.2) и, соответственно, синхронного режима на-

блюдателя (3.3) с решениями уравнений объекта (3.1) на интервалах вида 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛 + 𝜏 ,

существенным недостатком наблюдателя (3.3) является ограничение на класс наблюдаемых

систем: в условии теоремы 3.3 требуется выполнения равенств 𝐶𝐵 = 𝐶e−𝐴𝜏e𝐴0𝜏 �̃� = 0 и

𝐿𝐵 = 𝐿e−𝐴𝜏e𝐴0𝜏 �̃� = 0, которые не следуют из первоначальных условий 𝐶�̃� = 0 и 𝐿�̃� = 0.

В связи с этим, рассмотрим другую схему наблюдателя для системы (3.1). Для упрощения

записи мы несколько изменим обозначения, использованные в предыдущем параграфе, — в урав-

нениях объекта наблюдения (3.1) переменные со знаком «тильда» мы заменим на переменные

без тильды:

𝑥(𝑡)← �̃�(𝑡), 𝑦(𝑡)← 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)← 𝑧(𝑡), 𝐵 ← �̃�, 𝑡𝑛 ← 𝑡𝑛, 𝑇𝑛 ← 𝑇𝑛, 𝜆𝑛 ← �̃�𝑛.

Тогда уравнения объекта наблюдения (3.1) перепишем в виде

�̇�(𝑡) = 𝐴0𝑥(𝑡) + 𝐴1𝑥(𝑡− 𝜏), 𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝐿𝑥(𝑡),

𝑡0 = 0, 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛, 𝑥(𝑡+𝑛 ) = 𝑥(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑛𝐵,

𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛)), 𝜆𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛)).

(3.12)

46



3.3.1 Уравнения наблюдателя

Для наблюдения вектора состояний системы (3.12) определим следующий наблюдатель:

˙̂𝑥(𝑡) = 𝐴0�̂�(𝑡) + 𝐴1�̂�(𝑡− 𝜏) + 𝐾(𝑦(𝑡)− 𝑦(𝑡)),

𝑦(𝑡) = 𝐿�̂�(𝑡), 𝑧(𝑡) = 𝐶�̂�(𝑡), �̂�(𝑡+𝑛 ) = �̂�(𝑡−𝑛 ) + �̂�𝑛𝐵,

𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛, 𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛)), �̂�𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛))

(3.13)

с начальными условиями 𝑡0 и �̂�(𝑡) = 𝜙(𝑡) при 𝑡0 − 𝜏 6 𝑡 < 𝑡0, где 𝜙(𝑡) — некоторая непрерывная

на [𝑡0 − 𝜏, 𝑡0] начальная вектор-функция. Заметим, что при 𝜏 = 0 наблюдатель (3.13) совпадает с

наблюдателем, рассмотренным в [32].

Введем матрицу 𝐷0 = 𝐴0 −𝐾𝐿, где 𝐾 — матрица коэффициентов усиления обратной связи.

Как и ранее, предполагаем, что линейная часть системы (3.12) спектрально FD-наблюдаема, т. е.

матрица 𝐾 может быть выбрана так, чтобы матрица 𝐷0 была гурвицевой, и было выполнено

условие (1.13).

3.3.2 Синхронный режим

Зафиксируем некоторое решение (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) системы (3.12). Как и ранее, решение (�̂�(𝑡), 𝑡𝑛) урав-

нения наблюдателя (3.13), совпадающее при всех 𝑛, 𝑡 с (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛), будем называть синхронным

режимом наблюдателя относительно (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛). Для упрощения обозначений, не умаляя общно-

сти, положим 𝑎 = 0.

Синхронный режим относительно (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) будем называть асимптотически устойчивым в

малом, если при достаточно малых отклонениях начальных данных уравнений объекта и наблю-

дателя |𝑡0− 𝑡0| < 𝛿0, sup
−𝜏6𝑠60

‖𝜙(𝑡0 + 𝑠)−𝜙(𝑡0 + 𝑠)‖ < 𝛿, где ‖ · ‖ — евклидова норма, выполняется

𝑡𝑛− 𝑡𝑛 → 0 и ‖�̂�𝑛−𝑥𝑛‖ → 0 при 𝑛→∞, что влечет также выполнение �̂�𝑛−𝜆𝑛 → 0 при 𝑛→∞.

3.3.3 Точечное отображение и его свойства

Как и ранее, построим точечное отображение, описывающее эволюцию состояния наблюдателя:⎡⎣�̂�(𝑡−𝑛 )

𝑡𝑛

⎤⎦ ↦→
⎡⎣�̂�(𝑡−𝑛+1)

𝑡𝑛+1

⎤⎦ . (3.14)

Для любой пары целых чисел 𝑘 и 𝑠, 0 6 𝑘 6 𝑠, определим множество

𝑆𝑘,𝑠 = {(𝜁, 𝜃) : 𝜃 ∈ R, 𝜁 ∈ R𝑛𝑥 , 𝑡𝑘 6 𝜃 < 𝑡𝑘+1, 𝑡𝑠 6 𝜃 + Φ(𝐶𝜁) < 𝑡𝑠+1}.

47



Введем следующие функции:

𝐺(𝜃) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒𝐴0𝜃, 0 6 𝜃 6 𝜏,

𝑒𝐷(𝜃−𝜏)𝑒𝐴0𝜏 , 𝜏 6 𝜃,

, �̃�(𝜃) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒𝐷0𝜃, 0 6 𝜃 6 𝜏,

𝑒�̃�(𝜃−𝜏)𝑒𝐷0𝜏 , 𝜏 6 𝜃,

и

�̃�(𝜃1, 𝜃2) =

⎧⎪⎨⎪⎩e�̃�𝜃2
[︀
e�̃�(𝜃1−𝜏)e𝐷0𝜏 − e𝐷0𝜃1

]︀
, 0 6 𝜃1 6 𝜏,

0, 𝜏 6 𝜃1,

где �̃� = 𝐷0 + 𝐴1e
−𝐷0𝜏 . Определим матрицу-функцию 𝑃 (𝜁, 𝜃) = 𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃) для (𝜁, 𝜃) ∈ 𝑆𝑘,𝑠, где

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃) = e𝐷(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑠)𝑥(𝑡−𝑠 )− e�̃�Φ(𝐶𝜁)
(︀
e𝐷(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )− 𝜁

)︀
−

− 𝜆𝑘

(︁
e�̃�Φ(𝐶𝜁)𝐺(𝜃 − 𝑡𝑘) + �̃�(𝜃 − 𝑡𝑘, Φ(𝐶𝜁))

)︁
𝐵 + 𝐹 (𝐶𝜁) �̃�(Φ(𝐶𝜁))𝐵 −

−
𝑠∑︁

𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗�̃�(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑗)𝐵 + 𝜆𝑠𝐺(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑠)𝐵.

Теорема 3.5. Точечное отображение (3.14) при 𝑛 > 1 задается уравнениями

�̂�𝑛+1 = 𝑃 (�̂�𝑛, 𝑡𝑛), 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + Φ(𝐶�̂�𝑛). (3.15)

Доказательство. Рассмотрим ошибку наблюдения 𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡) − �̂�(𝑡) на интервале (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1) и

предположим, что 𝑡𝑘 6 𝑡𝑛 < 𝑡𝑘+1, 𝑡𝑠 6 𝑡𝑛 + Φ(𝐶�̂�𝑛) < 𝑡𝑠+1 для некоторых 𝑘 и 𝑠 таких, что 𝑠 > 𝑘.

Очевидно, 𝑟(𝑡) удовлетворяет уравнению

�̇�(𝑡) = 𝐷0𝑟(𝑡) + 𝐴1𝑟(𝑡− 𝜏) (3.16)

во всех точках 𝑡, где функция 𝑟(𝑡) непрерывна. Выведем точную формулу, задающую отображе-

ние (3.14). Введём 𝑚 > 0 такое, что 𝑠 = 𝑘 + 𝑚.

Для продолжения доказательства теоремы докажем следующую лемму.

Лемма 3.2. Пусть
{︀
𝑡𝑛
}︀

и {�̃�𝑛}— последовательности моментов и величин скачков функции 𝑟(𝑡).

Тогда функция 𝑟(𝑡) в точках 𝑡−𝑛+1, 𝑛 > 1 выглядит следующим образом

𝑟
(︀
𝑡−𝑛+1

)︀
= e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝑟

(︀
𝑡−𝑛
)︀

+ �̃�𝑛�̃�
(︀
𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛

)︀
𝐵 + �̃�𝑛−1�̃�

(︀
𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛

)︀
𝐵.

Доказательство. Так как последовательность моментов скачков 𝑟(𝑡) состоит из объединения

моментов импульсации объекта и наблюдателя, то выполнено следующее свойство

𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛−1 > inf
𝑧

Φ(𝑧) > 𝜏. (3.17)
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Для доказательства леммы будем использовать методику, предложенную в [28]. Так как пара

(𝐷0, 𝐴1) является FD-приводимой, не умаляя общности, будем считать, что матрицы 𝐷0 и 𝐴1

имеют следующий блочный вид:

𝐷0 =

⎡⎣𝑈 0

𝑊 𝑉

⎤⎦ , 𝐴1 =

⎡⎣ 0 0

�̄� 0

⎤⎦ ,

и для 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1 уравнение (3.16) выглядит следующим образом:

�̇�(𝑡) = 𝑈𝑢(𝑡), �̇�(𝑡) = 𝑊𝑢(𝑡) + 𝑉 𝑣(𝑡) + �̄�𝑢(𝑡− 𝜏), (3.18)

где 𝑟𝑇 = [𝑢𝑇 , 𝑣𝑇 ]. Пусть 𝐵𝑇 = [𝐵𝑇
1 , 𝐵

𝑇
2 ], где размеры 𝐵1 и 𝐵2 соответствуют размерам 𝑢 и 𝑣.

Тогда

𝑢(𝑡+𝑛 ) = 𝑢(𝑡−𝑛 ) + �̃�𝑛𝐵1, 𝑣(𝑡+𝑛 ) = 𝑣(𝑡−𝑛 ) + �̃�𝑛𝐵2. (3.19)

Из первого уравнения (3.18) получаем

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩e𝑈(𝑡−𝑡𝑛)𝑢(𝑡−𝑛 ), 𝑡𝑛−1 < 𝑡 < 𝑡𝑛,

e𝑈(𝑡−𝑡𝑛)𝑢(𝑡+𝑛 ), 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1.

(3.20)

Следуя [28], перепишем (3.16) в виде:

�̇�(𝑡) = �̃�𝑟(𝑡)− (�̃� −𝐷0)
[︀
𝑟(𝑡)− e𝐷0𝜏𝑟(𝑡− 𝜏)

]︀
. (3.21)

Так как

�̃� −𝐷0 =

⎡⎣ 0 0

�̄� e−𝑈𝜏 0

⎤⎦ ,

то (3.16) эквивалентно соотношению

�̇�(𝑡) = �̃�𝑟(𝑡)− (�̃� −𝐷0)𝜂(𝑡), 𝜂(𝑡) =

⎡⎣𝑢𝑑(𝑡)

*

⎤⎦ , (3.22)

где 𝑢𝑑(𝑡) = 𝑢(𝑡)−e𝑈𝜏𝑢(𝑡−𝜏), а * может быть заменена на любой вектор подходящей размерности.

Далее рассмотрим четыре возможных случая.

1. Пусть 𝑡𝑛−1 + 𝜏 < 𝑡𝑛 < 𝑡𝑛+1 < 𝑡𝑛 + 𝜏 (см. рис. 3.2). Возьмем произвольное число 𝑡 из

Рисунок 3.2: Случай 1. Красным цветом обозначены моменты скачков функции 𝑟(𝑡)
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интервала 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1. Тогда 𝑡𝑛−1 < 𝑡− 𝜏 < 𝑡𝑛. Из (3.20) следует

𝑢(𝑡) = e𝑈(𝑡−𝑡𝑛)𝑢(𝑡+𝑛 ), 𝑢(𝑡− 𝜏) = e𝑈(𝑡−𝜏−𝑡𝑛)𝑢(𝑡−𝑛 ). (3.23)

Отсюда

𝑢𝑑(𝑡) = e𝑈(𝑡−𝑡𝑛)
[︀
𝑢(𝑡+𝑛 )− 𝑢(𝑡−𝑛 )

]︀
= �̃�𝑛e𝑈(𝑡−𝑡𝑛)𝐵1.

За счет подходящего выбора *, в (3.22) можно положить 𝜂(𝑡) = �̃�𝑛e𝐷0(𝑡−𝑡𝑛)𝐵. Очевидно, �̇�(𝑡) =

𝐷0𝜂(𝑡), и разность 𝑟𝑑(𝑡) = 𝑟(𝑡)− 𝜂(𝑡) удовлетворяет однородному линейному уравнению �̇�𝑑(𝑡) =

�̃�𝑟𝑑(𝑡) при 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1. Тогда

𝑟(𝑡−𝑛+1) = 𝜂(𝑡−𝑛+1) + e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)
[︀
𝑟(𝑡+𝑛 )− 𝜂(𝑡+𝑛 )

]︀
.

Так как

𝑟(𝑡+𝑛 )− 𝜂(𝑡+𝑛 ) = 𝑟(𝑡−𝑛 ) + �̃�𝑛𝐵 − �̃�𝑛𝐵 = 𝑟(𝑡−𝑛 ), 𝜂(𝑡−𝑛+1) = �̃�𝑛e𝐷0(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝐵,

то отсюда получаем: 𝑟(𝑡−𝑛+1) = e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 ) + �̃�𝑛e𝐷0(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝐵.

2. Пусть 𝑡𝑛−1 + 𝜏 < 𝑡𝑛 < 𝑡𝑛 + 𝜏 < 𝑡𝑛+1 (см. рис. 3.3). Тогда из (3.20) получим

Рисунок 3.3: Случай 2.

𝑢𝑑(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩�̃�𝑛e𝑈(𝑡−𝑡𝑛)𝐵1, 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛 + 𝜏,

0, 𝑡𝑛 + 𝜏 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1.

Поэтому в (3.22) можно выбрать

𝜂(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩�̃�𝑛e𝐷0(𝑡−𝑡𝑛)𝐵, 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛 + 𝜏,

0, 𝑡𝑛 + 𝜏 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1.

Рассуждая как в случае 1, получаем 𝑟(𝑡−𝑛+1) = e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 ) + �̃�𝑛e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐷0𝜏𝐵.

3. Пусть 𝑡𝑛 < 𝑡𝑛−1 + 𝜏 < 𝑡𝑛+1 < 𝑡𝑛 + 𝜏 (см. рис. 3.4). Тогда

𝑢𝑑(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩�̃�𝑛e𝑈(𝑡−𝑡𝑛)𝐵1 + �̃�𝑛−1e
𝑈(𝑡−𝑡𝑛−1)𝐵1, 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛−1 + 𝜏,

�̃�𝑛e𝑈(𝑡−𝑡𝑛)𝐵1, 𝑡𝑛−1 + 𝜏 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1,

и в (3.22) можно выбрать

𝜂(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩�̃�𝑛e𝐷0(𝑡−𝑡𝑛)𝐵 + �̃�𝑛−1e
𝐷0(𝑡−𝑡𝑛−1)𝐵, 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛−1 + 𝜏,

�̃�𝑛e𝐷0(𝑡−𝑡𝑛)𝐵, 𝑡𝑛−1 + 𝜏 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1.
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Рисунок 3.4: Случай 3.

Отсюда находим

𝑟(𝑡−𝑛+1) = e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 ) + �̃�𝑛e𝐷0(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝐵 −

− �̃�𝑛−1 e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)
(︁

e𝐷0(𝑡𝑛−𝑡𝑛−1) − e�̃�(𝑡𝑛−𝑡𝑛−1−𝜏)e𝐷0𝜏
)︁
𝐵.

4. Пусть 𝑡𝑛 < 𝑡𝑛−1 + 𝜏 < 𝑡𝑛 + 𝜏 < 𝑡𝑛+1 (см. рис. 3.5). Тогда

Рисунок 3.5: Случай 4.

𝑢𝑑(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̃�𝑛e𝑈(𝑡−𝑡𝑛)𝐵1 + �̃�𝑛−1e

𝑈(𝑡−𝑡𝑛−1)𝐵1, 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛−1 + 𝜏,

�̃�𝑛e𝑈(𝑡−𝑡𝑛)𝐵1, 𝑡𝑛−1 + 𝜏 < 𝑡 < 𝑡𝑛 + 𝜏,

0, 𝑡𝑛 + 𝜏 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1.

и в (3.22) можно выбрать

𝜂(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̃�𝑛e𝐷0(𝑡−𝑡𝑛)𝐵 + �̃�𝑛−1e

𝐷0(𝑡−𝑡𝑛−1)𝐵, 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛−1 + 𝜏,

�̃�𝑛e𝐷0(𝑡−𝑡𝑛)𝐵, 𝑡𝑛−1 + 𝜏 < 𝑡 < 𝑡𝑛 + 𝜏,

0, 𝑡𝑛 + 𝜏 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1.

Следовательно, в случае 4 имеем

𝑟(𝑡−𝑛+1) = e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 ) + �̃�𝑛e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐷0𝜏𝐵 −

− �̃�𝑛−1 e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)
(︁

e𝐷0(𝑡𝑛−𝑡𝑛−1) − e�̃�(𝑡𝑛−𝑡𝑛−1−𝜏)e𝐷0𝜏
)︁
𝐵.

Лемма доказана.

Продолжим доказательство теоремы. Для 𝑚 > 1 на интервале 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1 функция 𝑟(𝑡)

претерпевает скачки 𝑟(𝑡+) − 𝑟(𝑡−) = 𝜆𝑖𝐵 в точках 𝑡 = 𝑡𝑖, 𝑘 + 1 6 𝑖 6 𝑠. Предположение

inf
𝑧

Φ(𝑧) > 𝜏 гарантирует, что 𝑡𝑛 + 𝜏 < 𝑡𝑘+2, в то время как точка 𝑡𝑘+1 может находиться как в

интервале (𝑡𝑛, 𝑡𝑛 + 𝜏), так и в интервале (𝑡𝑛 + 𝜏, 𝑡𝑛+1), поэтому нужно учитывать оба эти случая.
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Рассмотрим сначала случай 𝑚 > 2, т. е. 𝑠 > 𝑘 + 2. Очевидно �̂�(𝑡−𝑛+1) = 𝑥(𝑡−𝑛+1) − 𝑟(𝑡−𝑛+1).

Заметим, что �̃�(𝑡𝑠 − 𝑡𝑠−1, 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠) = 0, т. к. 𝑡𝑠 − 𝑡𝑠−1 > inf
𝑧

Φ(𝑧) > 𝜏 . Тогда из теоремы 2 [30] и

леммы 3.2 следует

�̂�(𝑡−𝑛+1) = e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡−𝑠 ) + 𝜆𝑠𝐺(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠)𝐵 − e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑟(𝑡−𝑠 )− 𝜆𝑠�̃�(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠). (3.24)

Найдем 𝑟(𝑡−𝑠 ).

∙ Применяя лемму 3.2 на интервале 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑘+1, получаем

𝑟(𝑡−𝑘+1) = 𝑒�̃�(𝑡𝑘+1−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 )− �̂�𝑛�̃�(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛)𝐵 + 𝜆𝑘�̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛)𝐵.

Заметим, что если 𝑡𝑘 < 𝑡𝑛−1, то предыдущая формула верна, т. к. 𝑡𝑛−𝑡𝑘 > 𝑡𝑛−𝑡𝑛−1 > inf
𝑧

Φ(𝑧) > 𝜏 ,

а значит �̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛) = 0.

∙ Из леммы 3.2 на интервале 𝑡𝑘+1 < 𝑡 < 𝑡𝑘+2 следует

𝑟(𝑡−𝑘+2) = 𝑒�̃�(𝑡𝑘+2−𝑡𝑘+1)𝑟(𝑡−𝑘+1) + 𝜆𝑘+1�̃�(𝑡𝑘+2 − 𝑡𝑘+1)𝐵 − �̂�𝑛�̃�(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛, 𝑡𝑘+2 − 𝑡𝑘+1)𝐵.

Подставляя полученное ранее значение 𝑟(𝑡−𝑘+1) и учитывая, что

e�̃�(𝑡𝑘+2−𝑡𝑘+1)�̃�(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛) + �̃�(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛, 𝑡𝑘+2 − 𝑡𝑘+1) = e�̃�(𝑡𝑘+2−𝑡𝑛−𝜏)e𝐷0𝜏 ,

получаем:

𝑟(𝑡−𝑘+2) = e�̃�(𝑡𝑘+2−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑘e�̃�(𝑡𝑘+2−𝑡𝑘+1)�̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛)𝐵 +

+ 𝜆𝑘+1�̃�(𝑡𝑘+2 − 𝑡𝑘+1)𝐵 − �̂�𝑛e�̃�(𝑡𝑘+2−𝑡𝑛−𝜏)𝑒𝐷0𝜏𝐵.

∙ Если 𝑚 > 3, то лемма 3.2 на интервале 𝑡𝑘+2 < 𝑡 < 𝑡𝑘+3 дает

𝑟(𝑡−𝑘+3) = 𝑒�̃�(𝑡𝑘+3−𝑡𝑘+2)𝑟(𝑡−𝑘+2) + 𝜆𝑘+2�̃�(𝑡𝑘+3 − 𝑡𝑘+2)𝐵 + 𝜆𝑘+1�̃�(𝑡𝑘+2 − 𝑡𝑘+1, 𝑡𝑘+3 − 𝑡𝑘+2)𝐵.

Так как 𝑡𝑘+2 − 𝑡𝑘+1 > inf
𝑧

Φ(𝑧) > 𝜏 , то �̃�(𝑡𝑘+2 − 𝑡𝑘+1, 𝑡𝑘+3 − 𝑡𝑘+2) = 0. Следовательно,

𝑟(𝑡−𝑘+3) = 𝑒�̃�(𝑡𝑘+3−𝑡𝑘+2)𝑟(𝑡−𝑘+2) + 𝜆𝑘+2�̃�(𝑡𝑘+3 − 𝑡𝑘+2)𝐵. Подставляя полученное ранее значение

𝑟(𝑡−𝑘+2), получаем:

𝑟(𝑡−𝑘+3) = 𝑒�̃�(𝑡𝑘+3−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑘e�̃�(𝑡𝑘+3−𝑡𝑘+1)�̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛)𝐵 +

+ 𝜆𝑘+1e
�̃�(𝑡𝑘+3−𝑡𝑘+2)�̃�(𝑡𝑘+2 − 𝑡𝑘+1)𝐵 + 𝜆𝑘+2�̃�(𝑡𝑘+3 − 𝑡𝑘+2)𝐵 − �̂�𝑛e�̃�(𝑡𝑘+3−𝑡𝑛−𝜏)e𝐷0𝜏𝐵.

∙ Продолжая цепочку аналогичных рассуждений, получим

𝑟(𝑡−𝑠 ) = e�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑘e�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑘+1)�̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛)𝐵 −

− �̂�𝑛e�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑛−𝜏)e𝐷0𝜏𝐵 +
𝑠−1∑︁

𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗e
�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑗+1)�̃�(𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗)𝐵.

52



Заметим, что �̃�(𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗) = 𝑒�̃�(𝑡𝑗+1−𝑡𝑗−𝜏)𝑒𝐷0𝜏 , так как 𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗 > 𝜏 . Таким образом,

𝑟(𝑡−𝑠 ) = e�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑛)𝑟(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑘e�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑘+1)�̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛)𝐵 −

− �̂�𝑛e�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑛−𝜏)e𝐷0𝐵 + 𝑟𝑘,𝑠, (3.25)

где 𝑟𝑘,𝑠 =
𝑠−1∑︀

𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗𝑒
�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑗−𝜏)𝑒𝐷0𝜏𝐵.

Так как 𝑥(𝑡−𝑛 ) = 𝑒𝐷(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 ) + 𝜆𝑘𝐺(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘)𝐵, то

𝑟(𝑡−𝑛 ) = 𝑥(𝑡−𝑛 )− �̂�(𝑡−𝑛 ) = 𝑒𝐷(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 ) + 𝜆𝑘𝐺(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘)𝐵 − �̂�(𝑡−𝑛 ). (3.26)

В итоге, подставляя (3.26) в (3.25), а (3.25) в (3.24), получаем

�̂�(𝑡−𝑛+1) = 𝑒𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡−𝑠 )− 𝑒�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝑒𝐷(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 ) + 𝑒�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)�̂�(𝑡
−
𝑛 )−

− 𝜆𝑘e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝐺𝑘(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘)𝐵 − 𝜆𝑘e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑘+1)�̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛)𝐵 +

+ �̂�𝑛e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛−𝜏)e𝐷0𝜏𝐵 − 𝑟𝑘,𝑠 + 𝜆𝑠𝐺(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠)𝐵 − 𝜆𝑠�̃�(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠)𝐵.

Заметим, что e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑘+1)�̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛) = �̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑛) и

𝑟𝑘,𝑠 =
𝑠−1∑︀

𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗�̃�(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑗)𝐵, т. к. 𝑡𝑚 − 𝑡𝑗 > 𝜏 при всех 𝑗 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑠− 1.

Таким образом,

�̂�(𝑡−𝑛+1) = e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡−𝑠 )− e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)
(︁

e𝐷(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )− �̂�(𝑡−𝑛 )
)︁
−

− 𝜆𝑘

(︁
e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝐺(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘) + �̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)

)︁
𝐵 +

+ �̂�𝑛�̃�(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)𝐵 −
𝑠∑︁

𝑗=𝑘+1

𝜆𝑗�̃�(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑗)𝐵 + 𝜆𝑠𝐺(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠)𝐵, (3.27)

откуда следует утверждение (3.15) в случае 𝑚 > 2.

Убедимся, что при 𝑚 = 0 и 𝑚 = 1 формула (3.27) также будет верна.

Пусть 𝑚 = 1. Тогда

�̂�(𝑡−𝑛+1) = 𝑥(𝑡−𝑛+1)− 𝑟(𝑡−𝑛+1) = e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡−𝑠 ) + 𝜆𝑠𝐺(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠)𝐵 − e�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑟(𝑡−𝑠 )−

− 𝜆𝑠�̃�(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠)𝐵 + �̂�𝑛�̃�(𝑡𝑠 − 𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠)𝐵.

Найдeм 𝑟(𝑡−𝑠 ):

𝑟(𝑡−𝑠 ) = 𝑒�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑛)e𝐷(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 ) + 𝜆𝑘e�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑛)𝐺(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘)𝐵 −

− 𝑒�̃�(𝑡𝑠−𝑡𝑛)�̂�(𝑡−𝑛 )− �̂�𝑛�̃�(𝑡𝑠 − 𝑡𝑛)𝐵 + 𝜆𝑘�̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑠 − 𝑡𝑛)𝐵.
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Таким образом,

�̂�(𝑡−𝑛+1) = e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑠)𝑥(𝑡−𝑠 )− 𝑒�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)
(︁

e𝐷(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )− �̂�(𝑡−𝑛 )
)︁
−

− 𝜆𝑘

(︁
𝑒�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝐺(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘) + �̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)

)︁
𝐵 + �̂�𝑛�̃�(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)𝐵 +

+ 𝜆𝑠𝐺(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠)𝐵 − 𝜆𝑠�̃�(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑠)𝐵,

что совпадает с (3.27) при 𝑠 = 𝑘 + 1.

Пусть 𝑚 = 0, т. е. 𝑠 = 𝑘. Тогда

�̂�(𝑡−𝑛+1) = e𝐷(𝑡𝑛+1−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )− 𝑒�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)
(︁

e𝐷(𝑡𝑛−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )− �̂�(𝑡−𝑛 )
)︁

+ 𝜆𝑘𝐺(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑘)𝐵 −

− 𝜆𝑘

(︁
𝑒�̃�(𝑡𝑛+1−𝑡𝑛)𝐺(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘) + �̃�(𝑡𝑛 − 𝑡𝑘, 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)

)︁
𝐵 + �̂�𝑛�̃�(𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛)𝐵,

что совпадает с (3.27) при 𝑠 = 𝑘.

Теорема 3.6. Точечное отображение 𝑃 (𝜁, 𝜃) непрерывно.

Доказательство. Так как

𝑥(𝑡−𝑘 ) = e𝐷(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡−𝑘−1) + 𝜆𝑘−1𝐺(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1)𝐵 = e𝐷(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1)𝑥(𝑡−𝑘−1) + 𝜆𝑘−1e
𝐷(𝑡𝑘−𝑡𝑘−1−𝜏)e𝐴0𝜏𝐵,

несложно получить, что

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑃𝑘−1,𝑠(𝜁, 𝜃) = 𝜆𝑘

[︁
−e�̃�Φ(𝐶𝜁)𝐺(𝜃 − 𝑡𝑘)− �̃�(𝜃 − 𝑡𝑘, Φ(𝐶𝜁)) +

+�̃�(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑘)
]︁
𝐵, (3.28)

𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑃𝑘,𝑠−1(𝜁, 𝜃) = 𝜆𝑠

[︁
𝐺(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑠)− �̃�(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑠)

]︁
𝐵 (3.29)

для 𝑘 > 1, 𝑠 > 1.

Так как функции 𝐺(𝜃), �̃�(𝜃), �̃�(𝜃, 𝜁) непрерывны для всех 𝜃 > 0, функция 𝑃 (𝜁, 𝜃) может

иметь разрывы только на поверхностях (𝜁, 𝜃), где либо 𝜃 = 𝑡𝑘, либо 𝜃+Φ(𝐶𝜁) = 𝑡𝑠 для некоторых

𝑘, 𝑠.

Тем не менее, из (3.28), (3.29) и равенств 𝐺(0) = 𝐼 , �̃�(0, Φ(𝐶𝜁)) = e�̃�(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)e𝐷0𝜏 −
e�̃�Φ(𝐶𝜁), �̃�(Φ(𝐶𝜁)) = e�̃�(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)e𝐷0𝜏 , 𝐺(0)− �̃�(0) = 0 следует, что

𝑃𝑘,𝑠 − 𝑃𝑘−1,𝑠|𝜃=𝑡𝑘
= 0, 𝑃𝑘,𝑠 − 𝑃𝑘,𝑠−1|𝜃+Φ(𝐶𝜁)=𝑡𝑠

= 0,

поэтому функция 𝑃 непрерывна.

Теорема 3.7. Если производные скалярных функций 𝐹 (·),Φ(·) непрерывны, то частные произ-

водные функции 𝑃 (𝜁, 𝜃) также непрерывны.
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Доказательство. Для доказательства теоремы приведем две леммы.

Лемма 3.3. Функции

𝐺1(𝜃1) =
𝑑(𝐺(𝜃1)− �̃�(𝜃1))

𝑑𝜃1
и 𝐺2(𝜃1, 𝜃2) =

𝜕(e�̃�𝜃2𝐺(𝜃1) + �̃�(𝜃1, 𝜃2))

𝜕𝜃1

непрерывны для всех 𝜃1 > 0.

Доказательство леммы 3.3. Очевидно, 𝐺1(𝜃1) и 𝐺2(𝜃1, 𝜃2) непрерывны для всех 𝜃1 > 0, за ис-

ключением, возможно, множества 𝜃1 = 𝜏.

(a) Покажем, что функция 𝐺1(𝜃1) непрерывна в точке 𝜃1 = 𝜏.

Введем следующие функции:

𝑓1(𝜃) = 𝐴0e
𝐴0𝜃 −𝐷0e

𝐷0𝜃,

𝑓2(𝜃) = 𝐷e𝐷(𝜃−𝜏)e𝐴0𝜏 − �̃�e�̃�(𝜃−𝜏)e𝐷0𝜏 .

Тогда

𝐺1(𝜃1) = 𝑓1(𝜃1), если 0 6 𝜃1 < 𝜏,

𝐺1(𝜃1) = 𝑓2(𝜃1), если 𝜏 < 𝜃1.

Однако, 𝑓2(𝜏) = 𝐷e𝐴0𝜏 − �̃�e𝐷0𝜏 = 𝐴0e
𝐴0𝜏 + 𝐴1 − 𝐷0e

𝐷0𝜏 − 𝐴1 = 𝑓1(𝜏), следовательно, 𝐺1(𝜃1)

непрерывна для всех 𝜃1 > 0.

(b) Докажем теперь, что функция 𝐺2(𝜃1, 𝜃2) непрерывна на прямой 𝜃1 = 𝜏.

Введем следующие функции:

𝑓1(𝜃) = 𝐴0e
𝐴0𝜃 + (�̃�e�̃�(𝜃−𝜏)e𝐷0𝜏 −𝐷0e

𝐷0𝜃),

𝑓2(𝜃) = 𝐷e𝐷(𝜃−𝜏)e𝐴0𝜏 ,

откуда имеем

𝐺2(𝜃1, 𝜃2) = e�̃�𝜃2𝑓1(𝜃1), если 0 6 𝜃1 < 𝜏,

𝐺2(𝜃1, 𝜃2) = e�̃�𝜃2𝑓2(𝜃1), если 𝜏 < 𝜃1.

Так как

𝑓1(𝜏) = 𝐴0e
𝐴0𝜏 + �̃�e𝐷0𝜏 −𝐷0e

𝐷0𝜏 = 𝐴0e
𝐴0𝜏 + 𝐷0e

𝐷0𝜏 + 𝐴1 −𝐷0e
𝐷0𝜏 =

= (𝐴0 + 𝐴1e
−𝐴0𝜏 )e𝐴0𝜏 = 𝐷e𝐴0𝜏 = 𝑓2(𝜏),

функция 𝐺2(𝜃1, 𝜃2) непрерывна для всех 𝜃1 > 0.
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Лемма 3.4. Для любых 𝑘 > 1, 𝑠 > 1 функции

𝜕𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
,

𝜕𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃

непрерывны при (𝜁, 𝜃) ∈ 𝑆𝑘,𝑠.

Доказательство леммы 3.4. Легко видеть, что функция 𝑃𝑘, 𝑠(𝜁, 𝜃) может быть представлена как

𝑃𝑘, 𝑠(𝜁, 𝜃) = 𝑢𝑘(𝜁, 𝜃) + 𝑣𝑠(𝜁, 𝜃) + 𝑤(𝜁, 𝜃),

где

𝑢𝑘(𝜁, 𝜃) = e�̃�Φ(𝐶𝜁)
[︀
−e𝐷(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )− 𝜆𝑘𝐺(𝜃 − 𝑡𝑘)𝐵

]︀
− 𝜆𝑘�̃�(𝜃 − 𝑡𝑘, Φ(𝐶𝜁))𝐵+

+
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗�̃�(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑗)𝐵,

𝑣𝑠(𝜁, 𝜃) = e𝐷(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑠)𝑥(𝑡−𝑠 )−
𝑠∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗�̃�(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑗)𝐵 + 𝜆𝑠𝐺(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑠)𝐵,

𝑤(𝜁, 𝜃) = e�̃�Φ(𝐶𝜁)𝜁 + 𝐹 (𝐶𝜁)�̃�(Φ(𝐶𝜁))𝐵.

Поэтому достаточно показать, что частные производные функций 𝑢𝑘(𝜁, 𝜃), 𝑣𝑠(𝜁, 𝜃), 𝑤(𝜁)

непрерывны. Так как �̃�(Φ(𝐶𝜁)) = e�̃�(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)e𝐷0𝜏 , то легко видеть, что функция
𝑑𝑤

𝑑𝜁
непрерывна.

Прямыми вычислениями получаем, что

1)
𝜕𝑢𝑘(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
= Φ′(𝐶𝜁)�̃�e�̃�Φ(𝐶𝜁)

[︀
−e𝐷(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )− 𝜆𝑘𝐺(𝜃 − 𝑡𝑘)𝐵

]︀
𝐶 −

− 𝜆𝑘Φ′(𝐶𝜁)�̃��̃�(𝜃 − 𝑡𝑘,Φ(𝐶𝜁))𝐵𝐶 +
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗Φ
′(𝐶𝜁)�̃�e�̃�(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑗−𝜏)𝑒𝐷0𝜏𝐵𝐶.

Поскольку функции 𝐺(𝜃− 𝑡𝑘) и 𝑅(𝜃− 𝑡𝑘,Φ(𝐶𝜁)) непрерывны для всех 𝜃 > 𝑡𝑘, функция
𝜕𝑢𝑘(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
также является непрерывной для всех 𝜃 > 𝑡𝑘.

2)
𝜕𝑣𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
= Φ′(𝐶𝜁)𝐷e𝐷(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑠)𝑥(𝑡−𝑠 )𝐶 −

−
𝑠−1∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗Φ
′(𝐶𝜁)�̃�e�̃�(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑗−𝜏)𝑒𝐷0𝜏𝐵𝐶 +

+ 𝜆𝑠Φ
′(𝐶𝜁)𝐺1(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑠)𝐵𝐶.

Из леммы 3.3 следует, что функция
𝜕𝑣𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
непрерывна для всех 𝜃 + Φ(𝐶𝜁) > 𝑡𝑠.

Таким образом, получаем, что
𝜕𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜁
непрерывна для (𝜁, 𝜃) ∈ 𝑆𝑘,𝑠.
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Найдем теперь частные производные по переменной 𝜁 .

3)
𝜕𝑢𝑘(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
= −e�̃�Φ(𝐶𝜁)𝐷e𝐷(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )− 𝜆𝑘𝐺2(𝜃 − 𝑡𝑘, Φ(𝐶𝜁))𝐵 +

+
𝑘∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗�̃�e�̃�(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑗−𝜏)𝑒𝐷0𝜏𝐵,

4)
𝜕𝑣𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
= 𝐷e𝐷(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑠)𝑥(𝑡−𝑠 )−

𝑠−1∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗�̃�e�̃�(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑗−𝜏)𝑒𝐷0𝜏𝐵 +

+ 𝜆𝑠𝐺1(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑠)𝐵.

откуда из леммы 3.3 следует, что
𝜕𝑢𝑘(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
непрерывна для всех 𝜃 > 𝑡𝑘, а

𝜕𝑣𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
непрерывна

для всех 𝜃+ Φ(𝐶𝜁) > 𝑡𝑠. Таким образом, функция
𝜕𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜕𝜃
непрерывна на множестве (𝜁, 𝜃) ∈

𝑆𝑘,𝑠.

Продолжим доказательство теоремы. Из леммы 3.4 следует, что частные производные функ-

ции 𝑃 (𝜁, 𝜃) могут иметь разрывы только на поверхностях (𝜁, 𝜃), где либо 𝜃 = 𝑡𝑘, либо

𝜃 + Φ(𝐶𝜁) = 𝑡𝑠 для некоторых 𝑘, 𝑠.

На поверхности (𝜁, 𝜃) : 𝜃 = 𝑡𝑘 для некоторого 𝑘 имеем

𝜕(𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑃𝑘−1,𝑠(𝜁, 𝜃))

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝑡𝑘

= 𝜆𝑘Φ′(𝐶𝜁)
[︁
−�̃�e�̃�Φ(𝐶𝜁) − �̃�e�̃�Φ(𝐶𝜁)(e−𝐷𝜏e𝐷0𝜏 − 𝐼) +

+�̃�e�̃�(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)e𝐷0𝜏
]︁
𝐵𝐶 = 0,

𝜕(𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑃𝑘−1,𝑠(𝜁, 𝜃))

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝑡𝑘

= 𝜆𝑘

[︁
−e�̃�Φ(𝐶𝜁)𝐴0 − e�̃�Φ(𝐶𝜁)(�̃�e−𝐷𝜏e𝐷0𝜏 −𝐷0) +

+�̃�e�̃�(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)e𝐷0𝜏
]︁
𝐵 = 0,

так как e�̃�Φ(𝐶𝜁)�̃� = �̃�e�̃�Φ(𝐶𝜁) и (𝐴0 −𝐷0)𝐵 = 𝐾𝐿𝐵 = 0.

На поверхности (𝜁, 𝜃) : 𝜃 + Φ(𝐶𝜁) = 𝑡𝑠 для некоторого 𝑠 верно следующее:

𝜕(𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑃𝑘,𝑠−1(𝜁, 𝜃))

𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝜃+Φ(𝐶𝜁)=𝑡𝑠

= 𝜆𝑠Φ
′(𝐶𝜁)(𝐴0 −𝐷0)𝐵𝐶 = 0,

𝜕(𝑣𝑠(𝜁, 𝜃)− 𝑣𝑠−1(𝜁, 𝜃))

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃+Φ(𝐶𝜁)=𝑡𝑠

= 𝜆𝑠(𝐴0 −𝐷0)𝐵 = 0.

Это означает, что частные производные функции 𝑃 (𝜁, 𝜃) не имеют разрывов на указанных

выше поверхностях, что завершает доказательство теоремы 3.7.

57



Как и в предыдущих случаях, введем дополнительные обозначения, относящиеся к отобра-

жению (3.14). Определим функцию

𝑄𝑘,𝑠(𝑞) =

⎡⎣ 𝑃𝑘,𝑠(𝜁, 𝜃)

𝜃 + Φ(𝐶𝜁)

⎤⎦ , где 𝑞 =

⎡⎣𝜁
𝜃

⎤⎦ .

Положим 𝑄(𝑞) = 𝑄𝑘,𝑠(𝑞) для (𝜁, 𝜃) ∈ 𝑆𝑘,𝑠. Тогда 𝑞𝑛+1 = 𝑄(𝑞𝑛), где

𝑞𝑛 =

⎡⎣�̂�𝑛

𝑡𝑛

⎤⎦ , 𝑄(𝑞) =

⎡⎣ 𝑃 (𝜁, 𝜃)

𝜃 + Φ(𝐶𝜁)

⎤⎦ .

Так как 𝑄(·) непрерывно дифференцируема, то можно выписать ее матрицу Якоби:

𝑄′(𝑞) =

⎡⎣ 𝑃 ′
𝜁(𝜁, 𝜃) 𝑃 ′

𝜃(𝜁, 𝜃)

Φ′(𝐶𝜁)𝐶 1

⎤⎦ .

Синхронный режим по отношению к 𝑥(𝑡) характеризуется векторной последовательностью

𝑞0𝑛 =

⎡⎣𝑥𝑛

𝑡𝑛

⎤⎦ . (3.30)

Тогда 𝑄(𝑞0𝑛) = 𝑄𝑛,𝑛+1(𝑞
0
𝑛) для 𝑛 > 1.

Для всех 𝑘 > 0 введем матрицу 𝐽𝑘 с блоками

(𝐽𝑘)11 = Φ′
𝑘𝐷𝑥𝑘+1𝐶 + e�̃�𝐾𝑇𝑘

(︁
𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′

𝑘e−�̃�𝐾𝜏e𝐷𝐾𝜏𝐵𝐶
)︁
,

(𝐽𝑘)12 = 𝐷𝑥𝑘+1 − e�̃�𝐾𝑇𝑘

(︁
𝐷𝑥𝑘 + 𝜆𝑘�̃�𝐾e−�̃�𝐾𝜏e𝐷𝐾𝜏𝐵

)︁
,

(𝐽𝑘)21 = Φ′
𝑘𝐶, (𝐽𝑘)22 = 1.

Теорема 3.8. Для любого 𝑛 > 0 матрица Якоби отображения 𝑄(·) в точке 𝑞0𝑛 вычисляется по

формуле

𝑄′(𝑞0𝑛) = 𝐽𝑛. (3.31)

Доказательство. Из того, что

𝑥(𝑡−𝑘+1) = e𝐷(𝑡𝑘+1−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 ) + 𝜆𝑘𝐺𝑘(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)𝐵 = e𝐷(𝑡𝑘+1−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 ) + 𝜆𝑘e𝐷(𝑡𝑘+1−𝑡𝑘−𝜏)e𝐴0𝜏𝐵,

получаем, что для 𝑠 = 𝑘 + 1

𝑃𝑘,𝑘+1(𝜁, 𝜃) =
[︁
e𝐷Φ(𝐶𝜁) − e�̃�Φ(𝐶𝜁)

]︁
e𝐷(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )−

− 𝜆𝑘

[︁
e�̃�Φ(𝐶𝜁)𝐺(𝜃 − 𝑡𝑘) + �̃�(𝜃 − 𝑡𝑘, Φ(𝐶𝜁))− e𝐷(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑘−𝜏)e𝐴0𝜏

]︁
𝐵 −

− 𝜆𝑘+1

(︁
�̃�(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑘+1)−𝐺(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑘+1)

)︁
𝐵 +

+ e�̃�Φ(𝐶𝜁)𝜁 + 𝐹 (𝐶𝜁)�̃�(Φ(𝐶𝜁))𝐵.

Для завершения доказательства теоремы докажем следующую лемму.
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Лемма 3.5. Частные производные функции 𝑃 (𝜁, 𝜃) в точке (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) вычисляются следующим

образом:

𝑃 ′
𝜃(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = 𝐷𝑥𝑘+1 − e�̃�𝑇𝑘(𝐷𝑥𝑘 + 𝜆𝑘�̃�e−�̃�𝜏e𝐷0𝜏)𝐵),

𝑃 ′
𝜁(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = Φ′(𝐶𝑥𝑘)𝐷𝑥𝑘+1𝐶 + e�̃�𝑇𝑘

[︁
𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′(𝐶𝑥𝑘)e−�̃�𝜏e𝐷0𝜏)𝐵𝐶

]︁
.

Доказательство леммы 3.5. Очевидно 𝑃 (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) = 𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘). Из теоремы 3.7 следует, что

частные производные функции 𝑃 (𝜁, 𝜃) непрерывны, поэтому

𝜕

𝜕𝜁
𝑃 (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =

𝜕

𝜕𝜁
𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘),

𝜕

𝜕𝜃
𝑃 (𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =

𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘).

Прямыми вычислениями получаем, что

𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑘,𝑘+1(𝜁, 𝜃) =

[︀
e𝐷Φ(𝐶𝜁) − e�̃�Φ(𝐶𝜁)

]︀
𝐷e𝐷(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )−

− 𝜆𝑘

[︁
e�̃�Φ(𝐶𝜁)𝑓1(𝜃 − 𝑡𝑘)−𝐷e𝐷(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑘−𝜏)e𝐴0𝜏

]︁
𝐵 − 𝜆𝑘+1𝑓2(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑘+1)𝐵,

𝜕

𝜕𝜁
𝑃𝑘,𝑘+1(𝜁, 𝜃) = Φ′(𝐶𝜁)

[︀
𝐷e𝐷Φ(𝐶𝜁) − �̃�e�̃�Φ(𝐶𝜁)

]︀
e𝐷(𝜃−𝑡𝑘)𝑥(𝑡−𝑘 )𝐶−

− 𝜆𝑘Φ′(𝐶𝜁)
[︁
�̃�e�̃�Φ(𝐶𝜁)𝐺(𝜃 − 𝑡𝑘) + �̃��̃�(𝜃 − 𝑡𝑘,Φ(𝐶𝜁)) −𝐷e𝐷(𝜃+Φ(𝐶𝜁)−𝑡𝑘−𝜏)e𝐴0𝜏

]︀
𝐵𝐶−

− 𝜆𝑘+1Φ
′(𝐶𝜁)𝑓2(𝜃 + Φ(𝐶𝜁)− 𝑡𝑘+1)𝐵𝐶 + Φ′(𝐶𝜁)�̃�e�̃�Φ(𝐶𝜁)𝜁𝐶 + e�̃�Φ(𝐶𝜁)+

+ 𝐹 ′(𝐶𝜁)�̃�(Φ(𝐶𝜁))𝐵𝐶 + Φ′(𝐶𝜁)𝐹 (𝐶𝜁)�̃�e𝐷(Φ(𝐶𝜁)−𝜏)e𝐷0𝜏𝐵𝐶,

где

𝑓1(𝜃) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴0e
𝐴0𝜃 + �̃�e�̃�(𝜃−𝜏)e𝐷0𝜏 −𝐷0e

𝐷0𝜃, если 0 6 𝜃 6 𝜏,

𝐷e𝐷(𝜃−𝜏)e𝐴0𝜏 , если 𝜏 6 𝜃.

𝑓2(𝜃) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐷0e
𝐷0𝜃 − 𝐴0e

𝐴0𝜃, если 0 6 𝜃 6 𝜏,

�̃�e�̃�(𝜃−𝜏)e𝐷0𝜏 −𝐷e𝐷(𝜃−𝜏)e𝐴0𝜏 , если 𝜏 6 𝜃.

Так как 𝑡𝑘 + Φ(𝐶𝑥𝑘)− 𝑡𝑘+1 = 0 и (𝐴−𝐷)𝐵 = 0, получаем

𝜕

𝜕𝜃
𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =

[︀
e𝐷Φ(𝐶𝑥𝑘) − e�̃�Φ(𝐶𝑥𝑘)

]︀
𝐷𝑥(𝑡−𝑘 )−

− 𝜆𝑘

[︁
�̃�e�̃�(Φ(𝐶𝑥𝑘)−𝜏)e𝐷0𝜏 −𝐷e𝐷(Φ(𝐶𝑥𝑘)−𝜏)e𝐴0𝜏

]︁
𝐵,

𝜕

𝜕𝜁
𝑃𝑘,𝑘+1(𝑥𝑘, 𝑡𝑘) =Φ′(𝐶𝑥𝑘)𝐷e𝐷Φ(𝐶𝑥𝑘)𝑥𝑘𝐶 + 𝜆𝑘Φ′(𝐶𝑥𝑘)𝐷e𝐷(Φ(𝐶𝑥𝑘)−𝜏)e𝐴0𝜏𝐵𝐶+

+ e�̃�Φ(𝐶𝑥𝑘)
[︀
𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′(𝐶𝑥𝑘)e−𝐷𝜏e𝐷0𝜏𝐵𝐶

]︀
.

Наконец, из формулы 𝑥𝑘+1 = e𝐷(𝑡𝑘+1−𝑡𝑘)𝑥𝑘 + 𝜆𝑘e𝐷(𝑡𝑘+1−𝑡𝑘−𝜏)e𝐴0𝜏𝐵 получаем утверждение лем-

мы 3.5.
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Теорема 3.8 напрямую следует из леммы 3.5.

3.3.4 Устойчивость синхронного режима по отношению к 𝑚-циклу

Пусть (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) — периодическое решение системы (3.12) с 𝑚 импульсами на периоде (𝑚-

цикл), где 𝑚— некоторое целое число, 𝑚 > 1. Тогда 𝑥𝑛+𝑚 ≡ 𝑥𝑛, 𝜆𝑛+𝑚 ≡ 𝜆𝑛, 𝑇𝑛+𝑚 ≡ 𝑇𝑛.

Рассмотрим синхронный режим наблюдателя по отношению к (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛), и пусть 𝑞0𝑛 — соот-

ветствуящая последовательность векторов (3.30), удовлетворяющая 𝑞0𝑛+1 = 𝑄(𝑞0𝑛) для 𝑛 > 1.

Для случая 𝑛 = 0 несложно показать, что при малых начальных отклонениях |𝑡0 − 𝑡0| <

𝛿0, sup
−𝜏6𝑠60

‖𝜙(𝑡0 + 𝑠)− 𝜙(𝑡0 + 𝑠)‖ < 𝛿 отклонения |𝑡1 − 𝑡1|, ‖�̂�1 − 𝑥1‖ также малы.

Рассмотрим ранее определенные матрицы 𝐽𝑛. Так как 𝐽𝑛+𝑚 ≡ 𝐽𝑛, то последовательность

{𝐽𝑛}∞𝑛=0 содержит не более чем 𝑚 различных матриц , а именно 𝐽0, . . . , 𝐽𝑚−1.

Таким образом, из теорем 3.5–3.8, а также теоремы 3 из [32] получаем следующее условие

устойчивости в малом синхронного режима.

Теорема 3.9. Пусть матричное произведение 𝐽𝑚−1 · · · 𝐽0 устойчиво по Шуру, т. e. все собствен-

ные значения этой матрицы лежат строго внутри единичного круга. Тогда синхронный режим

по отношению к (𝑥(𝑡), 𝑡𝑛) асимптотически устойчив в малом.
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Глава 4

Задача наблюдения в системе

гормональной регуляции тестостерона

4.1 Описание системы гормональной регуляции тестостерона

В мужском организме в процессе регуляции уровня тестостерона основную роль играют два

гормона: лютеинизирующий гормон и гонадотропин рилизинг гормон, которые генерируются в

отделах головного мозга (соответственно, гипофизе и гипоталамусе). По этическим соображе-

ниям уровень последнего не поддается непосредственному измерению. В связи с этим возникает

задача восстановления текущего значения гонадотропин рилизинг гормона по доступным изме-

рениям уровней остальных гормонов.

Рассмотрим следующую систему третьего порядка, которая является частным случаем систе-

мы (1.3)–(1.4) и состоит из непрерывной части

�̇�1(𝑡) = −𝑏1𝑥1(𝑡),

�̇�2(𝑡) = 𝑔1𝑥1(𝑡)− 𝑏2𝑥2(𝑡),

�̇�3(𝑡) = 𝑔2𝑥2(𝑡)− 𝑏3𝑥3(𝑡),

(4.1)

и импульсной части

𝑥1(𝑡
+
𝑛 ) = 𝑥1(𝑡

−
𝑛 ) + 𝜆𝑛, 𝑥2(𝑡

+
𝑛 ) = 𝑥2(𝑡

−
𝑛 ),

𝑥3(𝑡
+
𝑛 ) = 𝑥3(𝑡

−
𝑛 ), 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛,

𝑇𝑛 = Φ(𝑥3(𝑡𝑛)), 𝜆𝑛 = 𝐹 (𝑥3(𝑡𝑛)).

(4.2)
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Не умаляя общности, полагаем 𝑡0 = 0. Нелинейные функции Φ(·) и 𝐹 (·) (модуляционные харак-

теристики) выбраны следующим образом:

Φ(𝑥3) = Φ1 + Φ2
(𝑥3/ℎ)𝑝

1 + (𝑥3/ℎ)𝑝
,

𝐹 (𝑥3) = 𝐹1 +
𝐹2

1 + (𝑥3/ℎ)𝑝
,

(4.3)

где Φ1,Φ2, 𝐹1, 𝐹2, ℎ – положительные параметры, 𝑝 > 1 целое число, откуда следует выполнение

следующих неравенств

0 < Φ1 6 Φ(·) < Φ1 + Φ2, 0 < 𝐹1 < 𝐹 (·) 6 𝐹1 + 𝐹2. (4.4)

Такая система третьего порядка может быть применена для моделирования и изучения про-

цесса секреции, освобождения и регуляции тестостерона в мужском организме [30,31,66], Здесь

𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡) — концентрации гормонов: гонадотропин рилизинг гормона GnRH, лютеинизи-

рующего гормона LH и тестостерона Te, соответственно. Постоянные 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑔1, 𝑔2 — поло-

жительные параметры, отражающие кинетику взаимодействия гормонов, участвующих в цепоч-

ке регулирования тестостерона следующим образом. В отличие от Te, который генерируется в

мужских половых органах (тестикулах), LH и GnRH генерируются в отделах головного мозга,

соответственно в гипофизе и гипоталамусе. Поэтому динамика LH и GnRH (GnRH особенно)

тесно связана с динамикой нейронов мозга. Секреция GnRH носит импульсный характер и име-

ет короткий период полураспада. При этом GnRH стимулирует выделение LH, в свою очередь

LH стимулирует секрецию Te, а Te, по принципу отрицательной обратной связи, подавляет им-

пульсную секрецию GnRH в гипоталамусе [96]. Таким образом, уровни гормонов связаны друг

с другом внутренними обратными связями, и цепочка взаимодействующих гормонов является

замкнутой. Частота и амплитуда мгновенных импульсных выбросов GnRH может быть описана

с помощью разностных уравнений (4.2), задающих законы частотной и амплитудной модуляции,

причем концентрация тестостерона (𝑥3(𝑡)) выполняет роль модулирующего сигнала, a концен-

трация GnRH (𝑥1(𝑡)) является импульсным модулированным сигналом. Импульсная математиче-

ская модель (4.1)–(4.2), описывающая динамику гормональной оси (GnRH) – (LH) – (Te), была

предложена и изучена в работе [31]. В дальнейшем было показано, что она имеет хорошее со-

гласование с клиническими данными [67]. Возможности модели проиллюстрированы на рис. 4.1

и рис. 4.2.

Уровни гормонов LH и Te, можно определить путем анализа крови, однако, концентрации

гормона GnRH, секретируемого в гипоталамусе, недоступны для непосредственного измерения

без нанесения вреда организму. Моменты времени 𝑡𝑛 и амплитуды 𝜆𝑛 импульсных выбросов

гормона GnRH не измеряемы, их требуется оценить.
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Рисунок 4.1: Красный цвет: концентрации гормона LH (𝑥2(𝑡)) , полученные с помощью

многократного забора крови с десятиминутными интервалами у здорового 27-летнего

мужчины. По вертикали откладывается концентрация гормона, а по горизонтали — время забора

проб крови. Синий цвет: кривые изменения концентраций гормонов GnRH (𝑥1(𝑡)) (оцененная) и

LH (𝑥2(𝑡)) (смоделированная), полученные с помощью модели (4.1)–(4.2). Copyright 2013, AIP

Publishing LLC [66].

Обозначим 𝑥(𝑡) = [𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡) 𝑥3(𝑡)]
𝑇 , и перепишем систему (4.1)–(4.2) в матричной форме

в виде (1.3)–(1.4):

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝐿𝑥(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡), 𝑡𝑛 < 𝑡 < 𝑡𝑛+1,
(4.5)

где

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝑏1 0 0

𝑔1 −𝑏2 0

0 𝑔2 −𝑏3

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐿 =

⎡⎣0 1 0

0 0 1

⎤⎦ , 𝐶 =
[︁
0 0 1

]︁
,

𝑦(𝑡) обозначает концентрации измеряемых гормонов (LH и Te), 𝑧(𝑡) — концентрацию гормона

(Te), с помощью которого формируется импульсная обратная связь. Очевидно, матрица 𝐴 — гур-

вицева, т. е. все ее собственные числа имеют отрицательные вещественные части, что на прак-

тике означает, что все молекулы гормонов в конечном итоге распадаются. Также легко видеть,

что пара матриц (𝐴,𝐿) наблюдаема.
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Рисунок 4.2: Красный цвет: концентрации гормонов LH (𝑥2(𝑡)) и Te (𝑥3(𝑡)), полученные с

помощью многократного забора крови с десятиминутными интервалами у здорового 27-летнего

мужчины. По вертикали откладывается концентрация гормона, а по горизонтали — время забора

проб крови. Синий цвет: смоделированная кривая изменения концентрации Te. Copyright 2013,

AIP Publishing LLC [66].

Вектор 𝑥(𝑡) претерпевает скачки в моменты 𝑡𝑛, когда происходит импульсная секреция GnRH

с соответствующими весами 𝜆𝑛:

𝑥(𝑡+𝑛 ) = 𝑥(𝑡−𝑛 ) + 𝜆𝑛𝐵, 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝑇𝑛,

𝑇𝑛 = Φ(𝑧(𝑡𝑛)), 𝜆𝑛 = 𝐹 (𝑧(𝑡𝑛)),
(4.6)

где 𝐵 =
[︁
1 0 0

]︁𝑇
, функции Φ(·), 𝐹 (·) заданы с помощью (4.3). Легко видеть, что 𝐶𝐵 = 0,

𝐿𝐵 = 0, следовательно, функции 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡) являются непрерывными.

4.2 Синтез коэффициентов усиления наблюдателя для 1-

цикла

Рассмотрим систему (1.3)–(1.4) и наблюдатель (2.1), (2.3) с дополнительной обратной связью в

дискретной части наблюдателя с матрицей коэффициентов усиления 𝐾𝑑. В работе [104] путем

моделирования установлено, что наличие такой дополнительной обратной связи наиболее акту-

ально для 𝑚-циклов c малым значением 𝑚 (см. также раздел 4.3.1). Поэтому наиболее важным

на практике является случай 1-цикла в системе (4.5)–(4.6), описывающий модель гормональ-

ной регуляции тестостерона, для которого в данном разделе будет предложен алгоритм синтеза
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наблюдателя (2.1), (2.3) (матриц коэффициентов усиления 𝐾 и 𝐾𝑑), обеспечивающего асимпто-

тическую устойчивость в малом синхронного режима, а также быструю сходимость [108].

Находясь в обозначениях раздела 2.2, рассмотрим решение (𝑥(𝑡), 𝑡𝑘) системы (1.3)–(1.4),

удовлетворяющее свойствам 𝑥𝑘+1 ≡ 𝑥𝑘, 𝜆𝑘+1 ≡ 𝜆𝑘, 𝑇𝑘+1 ≡ 𝑇𝑘 (т. е. решение является 1-циклом),

а также синхронный режим наблюдателя (2.1), (2.3) по отношению к решению (𝑥(𝑡), 𝑡𝑘). Тогда

все элементы соответствующей векторной последовательности 𝑞0𝑘 в (2.4) совпадают и равны

𝑞00 , а также выполнено условие 𝑞00 = 𝑄(𝑞00). Следовательно, выполнено и 𝐽𝑖+1 ≡ 𝐽𝑖, т. е. в

последовательности {𝐽𝑖}∞𝑖=0 все матрицы совпадают: 𝐽𝑖 = 𝐽0. Таким образом, в случае 1-цикла

для асимптотической устойчивости в малом синхронного режима требуется устойчивость по

Шуру матрицы Якоби 𝐽0 оператора 𝑄(·) в точке 𝑞00 , т. е. спектр матрицы 𝐽0 должен лежать

внутри единичного круга.

Обозначим через 𝜎(𝑀) спектр некоторой матрицы 𝑀 ∈ R𝑛, т. е. 𝜎(𝑀) =

{𝜇1(𝑀), . . . , 𝜇𝑛(𝑀)}, где 𝜇𝑖(𝑀) — собственное число матрицы 𝑀 . Спектральный радиус 𝑀 бу-

дем обозначать следующим образом:

𝜌(𝑀) = max{|𝜇1(𝑀)|, . . . , |𝜇𝑛(𝑀)|}.

Приведем дополнительные свойства матрицы Якоби 𝐽0, необходимые для дальнейших рассуж-

дений.

Теорема 4.1. Матрицы Якоби 𝐽0 обладает следующими свойствами.

1. Матрица 𝐽0 может быть представлена в виде:

𝐽0 = 𝑉0(𝐾𝑑) + 𝑊0(𝐾). (4.7)

2. Существует невырожденное преобразование 𝑇 такое, что матрицы

𝑉0(𝐾𝑑) = 𝑇−1 𝑉0(𝐾𝑑)𝑇

и

�̃�0(𝐾) = 𝑇−1𝑊0(𝐾)𝑇

имеют следующую структуру:

𝑉0(𝐾𝑑) =

⎡⎣ O𝑛𝑥 O𝑛𝑥×1

*1×𝑛𝑥 *1×1

⎤⎦ ,

�̃�0(𝐾) =

⎡⎣ *𝑛𝑥 *𝑛𝑥×1

O1×𝑛𝑥 0

⎤⎦ .
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3. Определитель матрицы 𝐽0 вычисляется следующим образом:

det 𝐽0 = e𝑇0
∑︀𝑛𝑥

𝑖=1 𝜇𝑖(𝐷) (Φ′
0𝐶𝐴𝑥0 + 1 + Φ′

0𝜆0𝑅𝐴𝐵) . (4.8)

4. След матрицы 𝐽0 вычисляется следующим образом:

tr 𝐽0 =
𝑛𝑥∑︁
𝑖=1

e𝜇𝑖(𝐷)𝑇0 + Φ′
0𝐶𝐴𝑥0 + 1. (4.9)

5. Характеристический многочлен матрицы 𝐽0 вычисляется следующим образом:

det(𝜆𝐼 − 𝐽0) = 𝑝(𝜆) = e𝑇0
∑︀𝑛𝑥

𝑖=1 𝜇𝑖(𝐷)
[︁
(𝜆− Φ′

0𝐶𝐴𝑥0 − 1) det
(︀
𝜆𝑒−𝐷𝑇0 − (𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′

0𝐵𝐶)
)︀
−

− Φ′
0𝑅 adj(𝜆e−𝐷𝑇0 − (𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′

0𝐵𝐶))(𝐹 ′
0𝐵𝐶𝐴𝑥0 − 𝜆0𝐴𝐵)

]︁
, (4.10)

где adj(·) обозначает присоединенную матрицу.

Доказательство. 1. Из (3.11) легко видеть, что

𝑉0(𝐾𝑑) =

⎡⎣𝐴𝑥0

1

⎤⎦[︁
Φ′

0𝑅 1− Φ′
𝑘𝐾𝑑𝐿𝐴𝑥0

]︁
и

𝑊0(𝐾) =

⎡⎣𝑒𝐷𝑇0

0

⎤⎦[︁
𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′

0𝐵𝐶 −𝐴(𝑥0 + 𝜆0𝐵)
]︁
.

2. Рассмотрим следующую матричнозначную функцию, заданную на R𝑛 → R(𝑛+1)×(𝑛+1):

ℐ(𝑢) =

⎡⎣ 𝐼𝑛 𝑢

O𝑛 1

⎤⎦ .

Заметим, что для произвольных 𝑢, 𝑣 ∈ R𝑛, выполнено:

ℐ−1(𝑢) = ℐ(−𝑢), ℐ(𝑢)ℐ(𝑣) = ℐ(𝑢 + 𝑣).

Рассмотрим следующее преобразование подобия 𝑇 = ℐ(𝐴𝑥0) выражения (4.7):

𝐽0 = ℐ−1(𝐴𝑥0)𝐽0 ℐ(𝐴𝑥0) = ℐ−1(𝐴𝑥0) (𝑉0 + 𝑊0) ℐ(𝐴𝑥0). (4.11)

Тогда имеем

𝑉0(𝐾𝑑) =

⎡⎣O𝑛𝑥 O𝑛𝑥×1

Φ′
0𝑅 Φ′

0𝐶𝐴𝑥0 + 1

⎤⎦ ,

�̃�0(𝐾) =

⎡⎣𝑒𝐷𝑇0

0

⎤⎦[︁
𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′

0𝐵𝐶 𝐹 ′
0𝐵𝐶𝐴𝑥0 − 𝜆0𝐴𝐵

]︁
.
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3. Так как 𝐶𝐵 = 0, то справедливо det(e𝐷𝑇0(𝐼 + 𝐹 ′
0𝐵𝐶)) = det e𝐷𝑇0 = e𝑇0

∑︀𝑛𝑥
𝑖=1 𝜇𝑖(𝐷) ̸= 0. Из

свойств дополнений Шура имеем:

det 𝐽0 = det 𝐽0 = det e𝐷𝑇0

[︁
Φ′

0𝐶𝐴𝑥0 + 1− Φ′
0𝑅×

×
(︀
e𝐷𝑇0(𝐼 + 𝐹 ′

0𝐵𝐶)
)︀−1

e𝐷𝑇0(𝐹 ′
0𝐵𝐶𝐴𝑥0 − 𝜆0𝐴𝐵)

]︁
,

и, пользуясь равенством 𝑅𝐵 = 0 и свойствами определителя матричной экспоненты, по-

лучаем формулу (4.8).

4. Прямыми вычислениями получаем

tr 𝐽0 = tr 𝐽0 = tr
(︀
𝑇−1 (𝑉0(𝐾𝑑) + 𝑊0(𝐾))𝑇

)︀
= tr

(︁
𝑉0(𝐾𝑑) + �̃�0(𝐾)

)︁
=

= tr
(︁
𝑉0(𝐾𝑑)

)︁
+ tr

(︁
�̃�0(𝐾))

)︁
= tr e𝐷𝑇0 + Φ′

0𝐶𝐴𝑥0 + 1.

5. Пользуясь свойствами дополнений Шура, легко видеть, что характеристический много-

член матрицы 𝐽0 (и, соответственно, подобной ей 𝐽0) может быть вычислен следующим

образом:

𝑝(𝜆) = det(𝜆𝐼 − 𝐽0) = det
(︀
𝜆𝐼 − e𝐷𝑇0(𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′

0𝐵𝐶)
)︀

(𝜆− Φ′
0𝐶𝐴𝑥0 − 1)−

− Φ′
0𝑅 adj(𝜆𝐼 − e𝐷𝑇0(𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′

0𝐵𝐶))× 𝑒𝐷𝑇0(𝐹 ′
0𝐵𝐶𝐴𝑥0 − 𝜆0𝐴𝐵). (4.12)

Формула (4.10) следует из формулы (4.12) и равенства e𝐷𝑇0 = adj e−𝐷𝑇0 det e𝐷𝑇0 .

Рассмотрим теперь частный случай системы (1.3)–(1.4) — систему третьего порядка (4.5)–

(4.6), описывающую модель гормональной регуляции тестостерона. Как и прежде считаем, что

решение (𝑥(𝑡), 𝑡𝑘) системы системы (4.5)–(4.6) является 1-циклом, и рассматриваем синхрон-

ный режим наблюдателя (2.1), (2.3) по отношению к этому решению. Следующая теорема дает

необходимые и достаточные условия того, что спектральный радиус матрицы Якоби 𝐽0 не пре-

восходит некоторой величины 𝑟 > 0.

Теорема 4.2. Собственные числа матрицы Якоби 𝐽0 лежат внутри круга радиуса 𝑟 на ком-

плексной плоскости тогда и только тогда, когда выполнены следующие неравенства:

𝑑0 > 0, 𝑑1 > 0, 𝑑2 > 0, 𝑑3 > 0, 𝑑4 > 0,

𝑑3(𝑑1𝑑2 − 𝑑0𝑑3)− 𝑑4𝑑
2
1 > 0,

(4.13)
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где
𝑑0 = 𝑟4 + 𝑟3𝑎1 + 𝑟2𝑎2 + 𝑟𝑎3 + 𝑎4,

𝑑1 = 4𝑟4 + 2𝑟3𝑎1 − 2𝑟𝑎3 − 4𝑎4,

𝑑2 = 6𝑟4 − 2𝑟2𝑎2 + 6𝑎4,

𝑑3 = 4𝑟4 − 2𝑟3𝑎1 + 2𝑟𝑎3 − 4𝑎4,

𝑑4 = 𝑟4 − 𝑟3𝑎1 + 𝑟2𝑎2 − 𝑟𝑎3 + 𝑎4,

(4.14)

и

𝑎1 =− tr(𝐽0) = − tr(e𝐷𝑇0(𝐼 + 𝐹 ′
0𝐵𝐶))− (Φ′

0𝐶𝐴𝑥0 + 1),

𝑎2 = det(e𝐷𝑇0)
[︀

tr(e−𝐷𝑇0)− 𝐹 ′
0 tr(e−𝐷𝑇0𝐵𝐶)

]︀
+ (Φ′

0𝐶𝐴𝑥0 + 1) tr(e𝐷𝑇0(𝐼 + 𝐹 ′
0𝐵𝐶))+

+ Φ′
0 tr(e𝐷𝑇0)𝜆0𝐾𝑑𝐿𝐴𝐵 − det(e𝐷𝑇0)Φ′

0𝑅
[︀
− e−𝐷𝑇0 tr(e−𝐷𝑇0) + e−2𝐷𝑇0

]︀
×

× (𝐹 ′
0𝐵𝐶𝐴𝑥0 − 𝜆0𝐴𝐵),

𝑎3 = det(e𝐷𝑇0)
[︁
− 1− (Φ′

0𝐶𝐴𝑥0 + 1)
[︀

tr(e−𝐷𝑇0)− 𝐹 ′
0 tr(e−𝐷𝑇0𝐵𝐶)

]︀
+

+ Φ′
0𝑅

[︀
tr(e−𝐷𝑇0)𝐼 − 𝐹 ′

0 tr(e−𝐷𝑇0𝐵𝐶)𝐼 − e−𝐷𝑇0
]︀
(𝐹 ′

0𝐵𝐶𝐴𝑥0 − 𝜆0𝐴𝐵)
]︁
,

𝑎4 = det(𝐽0).

(4.15)

Доказательство. Для доказательства теоремы потребуется следующая лемма.

Лемма 4.1. Многочлен

𝑝(𝜆) = 𝜆4 + 𝑎1𝜆
3 + 𝑎2𝜆

2 + 𝑎3𝜆 + 𝑎4

является характеристическим многочленом матрицы 𝐽0.

Доказательство леммы 4.1. Используя теорему Гамильтона–Кэли, можно получить представле-

ние присоединенной матрицы и определителя матрицы 𝑀 = (𝜆e−𝐷𝑇0 − (𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′
0𝐵𝐶)) в виде

выражения, зависящего от следа и степеней матрицы 𝐽0. Для 𝑛𝑥 = 3 такое представление выгля-

дит следующим образом:

adj(𝑀) =
1

2

(︀
(tr𝑀)2 − tr𝑀2

)︀
𝐼3 −𝑀 tr𝑀 + 𝑀2,

det(𝑀) =
1

6

(︀
(tr𝑀)3 − 3 tr𝑀 tr𝑀2 + 2 tr𝑀3

)︀
.

Тогда соответствующие выражения в формуле (4.12) могут быть переписаны следующим обра-

зом:

adj(𝜆e−𝐷𝑇0 − (𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′
0𝐵𝐶)) =

1

2
𝜆2(tr e−𝐷𝑇0)2𝐼3 − 3𝜆 tr e−𝐷𝑇0𝐼3 −

1

2
𝜆2 tr(e−𝐷𝑇0)2𝐼3 +

+ 2𝜆 tr(e−𝐷𝑇0)𝐼3 + 𝜆𝐹 ′
0 tr(e−𝐷𝑇0𝐵𝐶)𝐼3 − 𝜆2e−𝐷𝑇0 tr e−𝐷𝑇0 + 𝜆e−𝐷𝑇0 +

+ 𝜆𝐹 ′
0𝐵𝐶 tr e−𝐷𝑇0 − 𝐹 ′

0𝐵𝐶 + 𝜆2(e−𝐷𝑇0)2 − 𝜆𝐹 ′
0e

−𝐷𝑇0𝐵𝐶 + 𝐼3 − 𝜆𝐹 ′
0𝐵𝐶e−𝐷𝑇0 , (4.16)
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и

det(𝜆e−𝐷𝑇0 − (𝐼𝑛𝑥 + 𝐹 ′
0𝐵𝐶)) =

1

6

(︀
𝜆3(tr e−𝐷𝑇0)3 − 3𝜆2(tr e−𝐷𝑇0)2 − 3𝜆3 tr e−𝐷𝑇0 tr(e−𝐷𝑇0)2 +

+ 6𝜆2𝐹 ′
0 tr e−𝐷𝑇0 tr(e−𝐷𝑇0𝐵𝐶) + 3𝜆2 tr(e−𝐷𝑇0)2 −

− 6𝜆𝐹 ′
0 tr(e−𝐷𝑇0𝐵𝐶) + 2𝜆3 tr(e−𝐷𝑇0)3 + 6𝜆 tr(e−𝐷𝑇0) −6− 6𝜆2𝐹 ′

0 tr(𝐵𝐶(e−𝐷𝑇0)2)
)︀
. (4.17)

Подставляя выражения (4.16) и (4.17) в (4.12), получаем утверждение леммы:

det(𝜆𝐼 − 𝐽0) = 𝜆4 + 𝑎1𝜆
3 + 𝑎2𝜆

2 + 𝑎3𝜆 + 𝑎4.

Продолжим доказательство теоремы. Используем билинейное преобразование 𝜆 = 𝑟
𝑤 + 1

𝑤 − 1
,

которое отображает левую полуплоскость во внутренность круга радиуса 𝑟. С помощью этого

преобразования получаем, что все корни многочлена 𝑝(𝜆) лежат внутри единичного круга ради-

уса 𝑟 тогда и только тогда, когда все корни многочлена 𝜇(𝑤) = 𝑑0𝑤
4 + 𝑑1𝑤

3 + 𝑑2𝑤
2 + 𝑑3𝑤 + 𝑑4

находятся в левой полуплоскости. Утверждение теоремы 4.2 следует немедленно из критерия

Рауса–Гурвица.

Следствие 4.1. Синхронный режим по отношению к решению (𝑥(𝑡), 𝑡𝑘) локально асимптоти-

чески устойчив тогда и только тогда, когда неравенства (4.13) выполнены для 𝑟 < 1.

Следствие 4.2. Если матрица 𝐾𝑑 принадлежит гиперплоскости

𝐶𝐴(𝑥0 + 𝜆0𝐵) + 𝜆0𝐾𝑑𝐿𝐴𝐵 = − 1

Φ′
0

, (4.18)

тогда все собственные числа матрицы 𝐽0 лежат внутри круга радиуса 𝑟 на комплексной плос-

кости тогда и только тогда, когда выполнены следующие неравенства:

𝑒0 > 0, 𝑒1 > 0, 𝑒1𝑒2 − 𝑒0𝑒3 > 0, (4.19)

где

𝑒0 = 𝑟3 + 𝑟2𝑎1 + 𝑟𝑎2 + 𝑎3,

𝑒1 = 3𝑟3 + 𝑟2𝑎1 − 𝑟𝑎2 − 3𝑎3,

𝑒2 = 3𝑟4 − 𝑟2𝑎1 − 𝑟𝑎2 + 3𝑎3,

𝑒3 = 𝑟3 − 𝑟2𝑎1 + 𝑟𝑎2 − 𝑎3.

Доказательство. Из формулы (4.18) следует, что 𝑎4 = 0. Следовательно, один из корней ха-

рактеристического многочлена 𝑝(𝜆) равен нулю. По аналогии с доказательством теоремы 4.2,

с помощью критерия Рауса–Гурвица для многочлена третьей степени получаем утверждение

следствия 4.2.
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Рассмотрим матрицу коэффициентов усиления 𝐾 следующей структуры:

𝐾 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑘1 0

𝑘3 0

𝑔2 𝑘6

⎤⎥⎥⎥⎦ , (4.20)

где 𝑘1, 𝑘3, 𝑘6 — некоторые параметры, 𝑔2 параметр матрицы 𝐴 в (4.5).

Утверждение 4.1. Для любого набора комплексных чисел Λ = {𝜇𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3}, в котором вместе

с комплексным числом 𝜇𝑗 в этот набор входит и комплексно-сопряженное число �̄�𝑗 , следующие

коэффициенты матрицы 𝐾 структуры (4.20)

𝑘1 =
1

𝑔1
[𝑏21 + 𝑏1(𝜇1 + 𝜇2) + 𝜇1𝜇2],

𝑘3 = −(𝑏1 + 𝑏2 + (𝜇1 + 𝜇2)), 𝑘6 = −𝜇3 − 𝑏3

назначают спектр матрицы 𝐷 = 𝐴−𝐾𝐿 равным Λ.

Доказательство. С матрицей 𝐾 структуры (4.20), матрица 𝐷 = 𝐴−𝐾𝐿 принимает следующий

блочно-диагональный вид:

𝐷 =

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝑏1 −𝑘1 0

𝑔1 −𝑏2 − 𝑘3 0

0 0 −𝑏3 − 𝑘6

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Тогда легко видеть, что 𝑘6 = −𝜇3−𝑏3. Найдем коэффициенты 𝑘1 и 𝑘3, с которыми спектр матрицы

𝐷 имеет желаемый вид. Введем следующие обозначения:

𝐴1 =

⎡⎣−𝑏1 0

𝑔1 −𝑏2

⎤⎦ , 𝐾1 =

⎡⎣𝑘1
𝑘3

⎤⎦ ,

𝐿1 =
[︁
0 1

]︁
, 𝐷1 =

⎡⎣−𝑏1 −𝑘1
𝑔1 −𝑏2 − 𝑘3

⎤⎦ .

Далее рассмотрим двойственную задачу: найти матрицу 𝐾𝑇
1 =

[︁
𝑘1 𝑘3

]︁
такую, что 𝜇1 и 𝜇2

являются собственными числами матрицы 𝐷𝑇
1 = 𝐴𝑇

1 −𝐿𝑇
1𝐾

𝑇
1 . Тогда характеристическим много-

членом матрицы 𝐷𝑇
1 является многочлен Φ𝑑(𝑠) = 𝑠2− (𝜇1 +𝜇2)𝑠+𝜇1𝜇2. Матрица управляемости

имеет вид 𝑀𝑐 = [𝐿𝑇
1 |𝐴𝑇

1𝐿
𝑇
1 ] =

⎡⎣0 𝑔1

1 −𝑏2

⎤⎦, и обратная ей матрица равна 𝑀−1
𝑐 =

⎡⎣𝑏2/𝑔1 1

1/𝑔1 0

⎤⎦.

Данная двойственная задача может быть решена с помощью формулы Аккермана [13]:

𝐾𝑇
1 =

[︁
0 1

]︁
𝑀−1

𝑐 Φ𝑑(𝐴) =
[︁ 1

𝑔1
[𝑏21 + 𝑏1(𝜇1 + 𝜇2) + 𝜇1𝜇2]⏟  ⏞  

𝑘1

−(𝑏1 + 𝑏2 + (𝜇1 + 𝜇2))⏟  ⏞  
𝑘3

]︁
.
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Заметим, что для матрицы 𝐾 структуры (4.20) матрица e𝐷𝑇0 имеет следующую структуру:

e𝐷𝑇0 =

⎡⎢⎢⎢⎣
*1 *2 0

*3 *4 0

0 0 𝑤0

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

где

𝑤0 = e(−𝑏3−𝑘6)𝑇0 , (4.21)

и *1, *2, *3, *4 обозначают соответствующие скалярные элементы. Введем следующие обозначе-

ния:

𝑟0 = Φ′
0𝐶𝐴𝑥0 + 1

и

𝑅0 = 𝐹 ′
0𝐵𝐶𝐴𝑥0 − 𝜆0𝐴𝐵.

Замечание 4.1. При использовании структуры (4.20) выполняется равенство tr(e𝐷𝑇0𝐵𝐶) = 0,

и, соответственно, коэффициенты 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4 из формулы (4.15) принимают следующий

вид:
𝑎1 =− e𝜇1𝑇0 − e𝜇2𝑇0 − e𝜇3𝑇0 − 𝑟0,

𝑎2 = e(𝜇1+𝜇2+𝜇3)𝑇0

[︁
e−𝜇1𝑇0 + e−𝜇2𝑇0 + e−𝜇3𝑇0−

− Φ′
0𝑅

[︀
− e−𝐷𝑇0(e−𝜇1𝑇0 + e−𝜇2𝑇0 + e−𝜇3𝑇0) + e−2𝐷𝑇0

]︀
𝑅0

]︁
+

+ (e𝜇1𝑇0 + e𝜇2𝑇0 + e𝜇3𝑇0)(𝑟1 + Φ′
0𝜆0𝐾𝑑𝐿𝐴𝐵),

𝑎3 = e(𝜇1+𝜇2+𝜇3)𝑇0

[︁
− 1− 𝑟0(e

−𝜇1𝑇0 + e−𝜇2𝑇0 + e−𝜇3𝑇0)+

+ Φ′
0𝐾𝑑𝐿

(︁
(e−𝜇1𝑇0 + e−𝜇2𝑇0 + e−𝜇3𝑇0)𝜆0𝐴𝐵 − e−𝐷𝑇0𝑅0

)︁]︁
,

𝑎4 = e(𝜇1+𝜇2+𝜇3)𝑇0 (𝑟0 + Φ′
0𝜆0𝑅𝐴𝐵) ,

(4.22)

где множество Λ = {𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3}— спетр матрицы 𝐷.

Утверждение 4.2. Пусть матрица 𝐾 определена формулой (4.20). Спектр 𝜎{𝐽0} обладает сле-

дующими свойствами:

1) собственное число 𝑤0 матрицы e𝐷𝑇0 , определенное формулой (4.21), является собствен-

ным числом матрицы 𝐽0 при любой матрице 𝐾𝑑;

2) спектр 𝜎{𝐽0} не зависит от 𝑘𝑑2, где 𝐾𝑑 = [𝑘𝑑1, 𝑘𝑑2];

3) спектр 𝜎{𝐽0} = {𝜎{e𝐷𝑇0},Φ′
0𝐶𝐴𝑥0 + 1} тогда и только тогда, когда 𝑘𝑑1 = 0.
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Доказательство. 1) Из доказательства Теоремы 4.2 следует, что

𝐽0 =

⎡⎣e𝐷𝑇0(𝐼 + 𝐹 ′
0𝐵𝐶) e𝐷𝑇0𝑅0

Φ′
0𝑅 𝑟0

⎤⎦ .

Принимая во внимание структуру (4.20) и определения матриц 𝐴, 𝐵, 𝐶, и 𝑅0, легко видеть,

что матрица e𝐷𝑇0(𝐼 + 𝐹 ′
0𝐵𝐶) и вектор e𝐷𝑇0𝑅0 имеют следующую структуру:

e𝐷𝑇0(𝐼 + 𝐹 ′
0𝐵𝐶) =

⎡⎢⎢⎢⎣
* * 0

* * 0

0 0 𝑤0

⎤⎥⎥⎥⎦ , e𝐷𝑇0𝑅0 =

⎡⎢⎢⎢⎣
*
*
0

⎤⎥⎥⎥⎦ .

Следовательно, матрица 𝐽0 − 𝑤0𝐼 имеет нулевой третий столбец. Таким образом, det(𝐽0 −
𝑤0𝐼) = det(𝐽0 −𝑤0𝐼) = 0, и, следовательно, 𝑤0 является собственным числом матриц 𝐽0 и

𝐽0.

2)-3) Из свойств дополнений Шура следует

det
(︁
𝜆𝐼 − 𝐽0

)︁
= det (𝜆− 𝑟0) det

(︀
𝜆𝐼 − e𝐷𝑇0(𝐼 + 𝐹 ′

0𝐵𝐶)− (𝜆− 𝑟0)
−1 Φ′

0e
𝐷𝑇0𝑅0𝑅

)︀
.

Обозначим через M матрицу следующей структуры:

M =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 ⋆

0 0 ⋆

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

где ⋆ обозначает произвольный скалярный элемент. Заметим, что

det
(︀
𝜆𝐼 − e𝐷𝑇0

)︀
= det

(︀
𝜆𝐼 − e𝐷𝑇0 −M

)︀
= det

(︀
𝜆𝐼 − e𝐷𝑇0 −M𝑇

)︀
. (4.23)

Утверждения 2) и 3) немедленно следуют из следующих выражений:

Φ′
0e

𝐷𝑇0𝑅0𝑅 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 𝐾𝑑1 * 𝐾𝑑2 *
0 𝐾𝑑1 * 𝐾𝑑2 *
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

e𝐷𝑇0𝐹 ′
0𝐵𝐶 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 *
0 0 *
0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

где * обозначает соответствующий скалярный элемент.

72



Введем обозначения:

𝑐1 = 𝑎1 + e(−𝑏3−𝑘6)𝑇0 , 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑐1e
(−𝑏3−𝑘6)𝑇0 ,

𝜌min =
1

2

(︀
e−𝑏1𝑇0 + Φ′

0𝐶𝐴𝑥0 + 1
)︀
, 𝒟 = 𝑐21 − 4𝑐2.

Определим функцию 𝑔(·), зависящую от коэффициента 𝑘3, следующим образом:

𝑔(𝑘3) =

√
𝒟
2

+
1

2
e(−𝑏2−𝑘3)𝑇0 .

Заметим, что величина 𝒟 не является знакоопределенной, и, следовательно, функция 𝑔(·) может

принимать как вещественные, так и комплексные значения.

Теорема 4.3. Предположим 𝜌min > 0. Пусть матрица 𝐾 определена формулой (4.20), и матрица

𝐾𝑑 принадлежит гиперплоскости

𝐶𝐴(𝑥0 + 𝜆0𝐵) + 𝜆0𝐾𝑑𝐿𝐴𝐵 = − 1

Φ′
0

, (4.24)

и

𝑘1 = 0, 𝑘6 = −𝑏3 −
ln(κ)

𝑇0

, (4.25)

где 0 < κ 6 𝜌min, 𝑘3 = 𝑘*
3 = arg min |𝑔(𝑘3)|, и | · | обозначает абсолютную величину комплексного

числа. Тогда спектральный радиус матрицы Якоби 𝐽0 вычисляется следующим образом:

𝜌(𝐽0) = 𝜌min + |𝑔(𝑘*
3)|.

Доказательство. Из формулы (4.24) следует, что 𝑎4 = 0. Следовательно, по крайней мере один

из корней характеристического многочлена 𝑝(𝜆) равен нулю. Следовательно, одно из собствен-

ных чисел матрицы 𝐽0 является нулевым.

Из формул (4.20), (4.24) и (4.25) следует, что матрица e𝐷𝑇0 имеет следующий вид:

e𝐷𝑇0 =

⎡⎢⎢⎢⎣
e−𝑏1𝑇0 0 0

𝑒21 e(−𝑏2−𝑘3)𝑇0 0

0 0 κ

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

где

𝑒21 =
−𝑔1

(︀
e−(𝑏2+𝑘3)𝑇0 − e−𝑏1𝑇0

)︀
𝑏2 − 𝑏1 + 𝑘3

.

Так как e(−𝑏3−𝑘6)𝑇0 = κ, из утверждения 4.2 (часть 1) получаем, что κ также является собствен-

ным числом 𝐽0.

Поскольку tr(e𝐷𝑇0) = e−𝑏1𝑇0 + e(−𝑏2−𝑘3)𝑇0 + κ, получаем, что коэффициент 𝑎1 в (4.15) равен

𝑎1 = −e(−𝑏2−𝑘3)𝑇0 −
[︀
e−𝑏1𝑇0 + κ + 𝑟1

]︀
< 0. (4.26)
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После факторизации и сокращения корней, найденных выше, характеристический многочлен

𝑝(𝜆) матрицы 𝐽0 преобразуется в следующий многочлен второго порядка:

𝑝(𝜆) = 𝜆2 + 𝑐1𝜆 + 𝑐2.

Из (4.26) получаем, что 𝑐1 = −e(−𝑏2−𝑘3)𝑇0−2𝜌𝑚𝑖𝑛 < 0, следовательно, ось симметрии многочлена

𝑝(𝜆) (вертикальная прямая 𝜆 = −𝑐1
2

) лежит в правой полуплоскости плоскости 𝜆— 𝑝(𝜆). Та-

ким образом, спектральный радиус матрицы Якоби 𝐽0 определяется максимальным по модулю

собственным числом многочлена 𝑝(𝜆), т. е.

𝜌(𝐽0) = 𝜌𝑚𝑖𝑛 + |𝑔(𝑘3)| .

Теорема 4.3 доказана.

Утверждение теоремы 4.3 для случая 𝜌min < 0 получается аналогичным образом.

Очевидно, что предложенный в теореме 4.3 выбор коэффициентов наблюдателя не является

оптимальным в смысле наименьшего спектрального радиуса матрицы Якоби. Без ограничений

(4.20) на структуру 𝐾, возможно, найдутся такие матрицы 𝐾 и 𝐾𝑑, гарантирующие меньшее

значение спектрального радиуса, чем полученное в теореме 4.3. Такое может произойти, напри-

мер, в случае больших значений коэффициентов 𝐾𝑑, при том, что матрица 𝐾 выбрана так, что ее

влияние на сходимость компонент наблюдателя на непрерывных интервалах незначительно или

даже имеет дестабилизирующий эффект. Такой выбор коэффициентов приведет к более сильной

обратной связи в дискретной части наблюдателя, что обеспечит более быструю сходимость. Од-

нако, данное рассуждение справедливо только для линеаризованной модели, в то время как из-за

высокой чувствительности к отклонениям в начальных данных �̂�0 и 𝑥0 при такой сильной об-

ратной связи линеаризация может терять свою справедливость. Критерий скорости сходимости,

основанный на уменьшении спектрального радиуса матрицы Якоби, является локальным и не

учитывает существенно нелинейную природу рассматриваемой системы. Выбор коэффициентов

наблюдателя, предложенный в теореме 4.3 является некоторым компромиссом между скоростью

сходимости и допустимостью линеаризации (см. раздел 4.3.1). В частности, выбор коэффициен-

та 𝑘1 равным нулю предполагает отсутствие коррекций на непрерывных интервалах компоненты

�̂�1, претерпевающей скачки, наличие которой может внести также и дополнительные возмуще-

ния, которые могут сказаться на адекватности линейной модели.
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4.3 Результаты моделирования

4.3.1 Использование пропорциональной обратной связи в дискретной ча-

сти наблюдателя

Рассмотрим систему (4.5)–(4.6) со следующими параметрами [102]:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝑏1 0 0

𝑔1 −𝑏2 0

0 𝑔2 −𝑏3

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐿 =

⎡⎣0 1 0

0 0 1

⎤⎦ , 𝐶 =
[︁
0 0 1

]︁
,

ℎ = 2.7, 𝑏1 = 0.012, 𝑏2 = 0.15, 𝑏3 = 0.1, 𝑔1 = 2.8, 𝑔2 = 1.5,

Φ(𝑧) = 40 + 80
(𝑧/ℎ)2

1 + (𝑧/ℎ)2
, 𝐹 (𝑧) = 0.05 +

5

1 + (𝑧/ℎ)2
.

(4.27)

Такая система имеет устойчивый 1-цикл с неподвижной точкой

𝑥0 =
[︁
0.0516 1.0479 17.8606

]︁𝑇
,

и 𝜆0 = 0.1617, 𝑇0 = 118.2066.

Графики решений системы (4.5)–(4.6) с параметрами (4.27) приведены на рис. 4.3.
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Рисунок 4.3: Графики решений системы (4.5)–(4.6) с параметрами (4.27)

В данном случае Φ′
0𝐶𝐴𝑥0 + 1 = 0.9581. Таким образом, условие (2.15) выполнено и, сле-

довательно, для наблюдателя (2.1), (2.3) существует матрица 𝐾, гарантирующая устойчивость в
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малом синхронного режима. Выберем 𝐾 следующим образом:

𝐾 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0

1.2 0

0 1.2

⎤⎥⎥⎥⎦ . (4.28)

Тогда матрица 𝐷 — гурвицева. Для 𝐾𝑑 = [0 0] собственные числа матрицы Якоби 𝐽0 лежат

строго внутри единичного круга:

𝜎(𝐽0) = {0.9588, 0.2341, −0.000001, 0},

следовательно, синхронный режим асимптотически устойчив в малом. Найдем для заданного

выше 𝐾 такие значения элементов 𝑘𝑑1 и 𝑘𝑑2 матрицы 𝐾𝑑, которые обеспечивают наименьший

спектральный радиус матрицы 𝐽0. Из рис. 4.4 видно, что оптимальным в данном случае является

𝐾𝑑 = [0 − 250], при котором

𝜎(𝐽0) = {0.5965 + 0.0178𝑖, 0.5965− 0.0178𝑖, −0.0000, 0}.

Рисунок 4.4: Зависимость спектрального радиуса матрицы Якоби 𝐽0 от параметров 𝑘𝑑1 и 𝑘𝑑2

Графики решений системы (4.5), (4.6), (4.27) и наблюдателя (2.1), (2.3) с 𝐾𝑑 = [0 − 250] и

начальными отклонениями |𝑇0 − 𝑇0| = 60, |𝑥0 − �̂�0| = [0.01 0.1 1]𝑇 приведены на рис. 4.5.
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Рисунок 4.5: Графики решений системы (4.5), (4.6), (4.27) (синие линии) и наблюдателя (2.1),

(2.3) (черные линии): 𝐾𝑑 = [0 − 250]

Рис. 4.6 иллюстрирует сравнение моментов и амплитуд импульсов объекта и наблюдате-

ля. Черные вертикальные линии высотой −�̂�𝑛, расположенные в точках 𝑡𝑛, соответствуют им-

пульсам наблюдателя. Импульсы объекта изображены синими линиями, имеют амплитуды 𝜆𝑛 и

расположены в 𝑡𝑛. Из рисунка видно, что моменты импульсации объекта и наблюдателя синхро-

низируются.

Рис. 4.7 иллюстрирует сравнение отклонений |𝑡𝑛 − 𝑡𝑛| для 𝐾𝑑 = [0 0] (без дополнительной

обратной связи в дискретной части наблюдателя) и найденного выше оптимального значения

𝐾𝑑 = [0 − 250]. Также в качестве критерия скорости сходимости наблюдателя к синхронному

режиму может быть выбран наименьший момент времени 𝑡𝑛* , при котором времена импульсации

𝑡𝑛 входят в 𝜀𝑓 -окрестность 𝑡𝑛 и более не покидают ее, т. е.

𝒫(𝜀𝑓 ) = 𝑡𝑛* , 𝑛* = min{𝑘 :
⃒⃒
𝑡𝑁 − 𝑡𝑁

⃒⃒
< 𝜀𝑓 ∀𝑁 > 𝑘}. (4.29)

На рис. 4.8 с помощью данного критерия показано, что в случае с дополнительной обратной

связи в дискретной части наблюдателя скорость сходимости значительно возрастает.
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Рисунок 4.6: Сравнение моментов и величин импульсации системы и наблюдателя: черные

линии (в нижней части) обозначают моменты импульсации наблюдателя 𝑡𝑛 с амплитудами −�̂�𝑛.

Синие линии (в верхней части) соответствуют моментам импульсации объекта 𝑡𝑛 с

амплитудами 𝜆𝑛.
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Рисунок 4.7: Отклонения |𝑡𝑛 − 𝑡𝑛| для 𝐾𝑑 = [0 0] и 𝐾𝑑 = [0 − 250]
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Рисунок 4.8: Зависимость 𝒫(𝜀𝑓 ) от параметра 𝜀𝑓 для 𝐾𝑑 = [0 0] и 𝐾𝑑 = [0 − 250]

Влияние дополнительной обратной связи на циклы различных порядков

В данном подразделе будет продемонстрировано влияние дополнительной обратной связи 𝐾𝑑

на скорость сходимости в случае 𝑚-циклов при 𝑚 > 1 [104]. Рассмотрим систему (4.5), (4.6) с

параметрами, совпадающими с (4.27) за исключением матрицы 𝐴, которая задана следующим

образом:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝛽𝑖 0 0

1.5 −0.15 0

0 2.8 −0.1

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑖 = 1, 2, 4.

Рассмотрим три различных случая, а именно 𝛽1 = 0.005, 𝛽2 = 0.06, 𝛽4 = 0.045, которые соответ-

ствуют устойчивым 1-циклу, 2-циклу и 4-циклу, соответственно.

Для 𝐾, заданного в виде (4.28), и 𝐾𝑑 = [0 0] спектральный радиус матрицы Якоби 𝐽𝑚−1·...·𝐽0,
где 𝑚— номер соответствующего цикла, в каждом из случаев соответственно равен:

𝜌1 = 0.994, 𝜌2 = 0.803, 𝜌4 = 0.060.

Поиск оптимальных 𝐾𝑑 для каждого случая дает значения коэффициентов усиления 𝐾𝑑1 =[︁
−547 −892

]︁
, 𝐾𝑑2 =

[︁
−190 −215

]︁
, 𝐾𝑑4 =

[︁
−0.6 −0.1

]︁
, которые обеспечивают следующие

значения спектральных радиусов:

𝜌1 = 0.770, 𝜌2 = 0.391, 𝜌4 = 0.0008.

На рис. 4.9–4.11 приведены графики зависимости критерия 𝒫(𝜀𝑓 ), определенного в (4.29), от

параметра 𝜀𝑓 . Из данных графиков можно сделать вывод, что дополнительная обратная связь 𝐾𝑑
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оказывает наибольшее влияние на циклы более низкого порядка (при малых 𝑚). В отличие от

циклов высокого порядка, где скорость сходимости является достаточно хорошей даже в при-

сутствии только одной обратной связи 𝐾, обратная связь 𝐾𝑑 значительно увеличивает скорость

сходимости для циклов с низким порядком (1-и 2-циклы).
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Рисунок 4.9: Зависимость 𝒫(𝜀𝑓 ) от параметра 𝜀𝑓 для 𝐾𝑑 = [0 0] и 𝐾𝑑 = [−547 − 892] в случае

1-цикла
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Рисунок 4.10: Зависимость 𝒫(𝜀𝑓 ) от параметра 𝜀𝑓 для 𝐾𝑑 = [0 0] и 𝐾𝑑 = [−190 − 215] в случае

2-цикла

Можно предположить, что такой эффект связан с тем, что в случае 1- и 2-циклов измеряе-

мый выходной сигнал системы не дает достаточно информации о векторе состояния в течение

нескольких периодов объекта. Поэтому для сближения решения наблюдателя с синхронным ре-

жимом требуется значительное количество периодов.

Также примечательно, что для циклов высокого порядка с помощью дополнительной обрат-

ной связи можно значительно уменьшить спектральный радиус матрицы Якоби. Однако, как
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Рисунок 4.11: Зависимость 𝒫(𝜀𝑓 ) от параметра 𝜀𝑓 для 𝐾𝑑 = [0 0] и 𝐾𝑑 = [−0.6 − 0.1] в случае

4-цикла

было отмечено выше, это не дает какого-либо заметного улучшения сходимости наблюдателя

(см. рис. 4.11).

Влияние матрицы 𝐾 на сходимость наблюдателя

Рассмотрим 1-цикл (с 𝛽1 = 0.005) из предыдущего примера и продемонстрируем влияние обрат-

ной связи 𝐾 в непрерывной части наблюдателя на его сходимость как при наличии, так и при

отсутствии дополнительной обратной связи 𝐾𝑑 в дискретной части наблюдателя.

Рассмотрим матрицу 𝐾 структуры (4.28):

𝐾 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0

𝑘1 0

0 𝑘2

⎤⎥⎥⎥⎦
с некоторыми скалярными коэффициентами 𝑘1 и 𝑘2. Рис. 4.12 показывает зависимость спектраль-

ного радиуса матрицы Якоби от 𝑘1 и 𝑘2 при 𝐾𝑑 = [0 0]. Из рисунка видно, что спектральный

радиус уменьшается с одновременным ростом 𝑘1 и 𝑘2, однако, выбор данных коэффициентов

достаточно большими не имеет особого смысла из-за того, что величина 𝜌(𝐽0) входит в режим

насыщения и далее убывает незначительно.

Далее рассмотрим 𝐾𝑑 = [−500 − 300]. Рис. 4.13 и 4.14 показывают, что для больших 𝑘1 и 𝑘2

значение спектрального радиуса матрицы 𝐽0 насыщается, причем стремится к той же величине,

что и в случае при 𝐾𝑑 = [0 0]. Таким образом в случае 1-цикла влияние 𝐾𝑑 на сходимость

нивелируется с ростом коэффициентов матрицы 𝐾 (что также следует из теоремы 2.5 и формулы

(2.15)).
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Рисунок 4.12: Зависимость спектрального радиуса матрицы Якоби 𝐽0 от коэффициентов

матрицы 𝐾 при 𝐾𝑑 = [0 0].

Однако, из рис. 4.13 и 4.14 видно, что в отличие от случая 𝐾𝑑 = [0 0], при наличии до-

полнительной обратной связи 𝐾𝑑 существует некоторая область коэффициентов 𝑘1 и 𝑘2 (темно-

синий цвет на рис. 4.14), где значение спектрального радиуса значительно уменьшается. При

этом экспериментальным путем установлено, что целесообразно выбирать коэффициенты 𝑘1 и

𝑘2 близкими друг к другу.

Рисунок 4.13: Зависимость спектрального радиуса матрицы Якоби 𝐽0 от коэффициентов

матрицы 𝐾 при 𝐾𝑑 = [−500 − 300].
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Рисунок 4.14: Контурный график зависимости спектрального радиуса матрицы Якоби 𝐽0 от

коэффициентов матрицы 𝐾 при 𝐾𝑑 = [−500 − 300].

Таким образом, установлено, что для наилучший сходимости наблюдателя к синхронному

режиму обратная связь 𝐾 в непрерывной части наблюдателя и обратная связь 𝐾𝑑 в его дис-

кретной (импульсной) части должны выбираться из соображений сохранения баланса между

скоростью сходимости наблюдателя на непрерывных интервалах времени, величиной коррек-

ции в дискретные моменты времени, а также робастностью по отношению к отклонениям по

начальным данным.

Синтез коэффициентов усиления обратной связи

Как было отмечено выше, дополнительная обратная связь наиболее эффективна для циклов низ-

кого порядка. Рассмотрим систему (4.5)–(4.6) с параметрами (4.27) из раздела 4.3.1, решение

которой является устойчивым 1-циклом. В разделе 4.3.1 коэффициенты 𝐾 и 𝐾𝑑, при которых

спектральный радиус матрицы Якоби был наименьшим и равнялся 𝜌(𝐽0) = 0.597, имели следу-

ющий вид:

𝐾 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0

1.2 0

0 1.2

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐾𝑑 = [0 − 250]. (4.30)

Рассмотрим теперь наблюдатель, описанный в теореме 4.3. Поскольку из утверждения 4.2

следует, что спектр матрицы 𝐽0 не зависит от величины 𝑘𝑑2, где 𝐾𝑑 = [𝑘𝑑1 𝑘𝑑2], положим 𝑘𝑑2 = 0.

Тогда из условия (4.24) получаем, что 𝑘𝑑1 = −10.8137.
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Для данной системы величина 𝜌min = 0.6001. Выберем κ в теореме 4.3 равным 0.0001. Тогда

𝑘6 = −0.0221. В результате спектральный радиус матрицы 𝐽0 равен

𝜌(𝐽0) = 𝜌min + |𝑔(𝑘3)|.

Таким образом, остается выбрать коэффициент 𝑘3, минимизирующий величину |𝑔(·)|. Из

рис. 4.15 видно, что таким коэффициентом является 𝑘*
3 = −0.0872, который обеспечивает

𝑔(𝑘*
3) = 0.007.
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Рисунок 4.15: Зависимость абсолютной величины функции 𝑔(·) от аргумента 𝑘3.

В результате матрицы 𝐾 и 𝐾𝑑 выглядят следующим образом:

𝐾 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0

−0.0872 0

1.5 −0.0221

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐾𝑑 = [−10.8137 0], (4.31)

при этом 𝜌(𝐽0) = 0.6071.

Графики решений уравнений объекта (4.5), (4.6), (4.27) и наблюдателя (2.1), (2.3), (4.31) и

начальными отклонениями |𝑇0 − 𝑇0| = 12.5, |𝑥0 − �̂�0| = [0.002 0 2]𝑇 приведены на рис. 4.16.

Из Рис. 4.17 видно, что хотя в случае наблюдателя (4.31) спектральный радиус матрицы 𝐽0

оказался немного бОльшим, чем с наблюдателем (4.30), сходимость наблюдателя (4.31) оказыва-

ется несколько быстрее. Это еще раз подтверждает, что критерий, основанный на минимизации

спектрального радиуса матрицы Якоби, является локальным, и результаты могут незначительно

варьироваться в зависимости от отклонений начальных данных.
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Рисунок 4.16: Графики решений уравнений объекта (4.5), (4.6), (4.27) (синие линии) и

наблюдателя (2.1), (2.3), (4.31) (черные линии)
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Рисунок 4.17: Зависимость 𝒫(𝜀𝑓 ) от параметра 𝜀𝑓 : синий цвет — наблюдатель (4.28) с

𝐾𝑑 = [0 0], зеленый цвет — наблюдатель (4.30), красный цвет — наблюдатель (4.31)
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4.3.2 Использование комбинированной частотной модуляции в дискрет-

ной части наблюдателя

Рассмотрим систему (4.5)–(4.6) с параметрами (4.27) из раздела 4.3.1, решение которой является

устойчивым 1-циклом.

Рассмотрим наблюдатель (2.1) с частотной модуляцией (2.18), где функция Ψ выбрана следу-

ющим образом:

Ψ(𝜏) =
80

𝜋
arctan(𝜏).

Она является непрерывной, нечетной, строго возрастающей и удовлетворяет (2.19). Пусть

𝐾 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0

1 0

0 1

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

и параметры в (2.18) 𝜈 = Φ1 = 40, κ = 5.

Поиск коэффициентов 𝐾𝑑, минимизирующих спектральный радиус 𝐽0 дает 𝐾𝑑 = [6.8 2] (см.

рис. 4.18).

Рисунок 4.18: Зависимость спектрального радиуса матрицы 𝐽0 от коэффициентов 𝐾𝑑.

Графики решений уравнений объекта (4.5), (4.6), (4.27) и наблюдателя (2.1), (2.18) приведены

на рис. 4.19.

С помощью критерия 𝑃 (𝜀𝑓 ) оценим сходимость наблюдателя (2.1) с различными законами

частотной модуляции: модуляцией (2.2) без обратной связи, (2.3) с пропорциональной обрат-

ной связью, (2.17) с интегральной обратной связью и комбинированной модуляцией (2.18) с

интегральной обратной связью. В случаях (2.3) и (2.17) коэффициенты матрицы 𝐾𝑑 выбраны из

условий минимизации спектрального радиуса матрицы 𝐽0. Результаты представлены на рис. 4.20.

Из рисунка видно, что введение дополнительной обратной связи значительно увеличивает ско-
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Рисунок 4.19: Графики решений уравнений объекта (4.5), (4.6), (4.27) (синие линии) и

наблюдателя (2.1), (2.18) (черные линии), 𝐾𝑑 = [6.8 2].
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Рисунок 4.20: Зависимость 𝒫(𝜀𝑓 ) от параметра 𝜀𝑓 : синий цвет — модуляция (2.2), желтый цвет —

(2.3), зеленый цвет — (2.17), красный цвет — (2.18)

рость сходимости. Однако, использование интегральной обратной связи не дает существенных

преимуществ над пропорциональной из-за насыщения модуляционной функции Φ(·). Использо-

вание комбинированной модуляции (2.18) позволяет избежать этой проблемы, благодаря чему

скорость сходимости оказывается наилучшей для рассматриваемого случая.
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4.3.3 Наблюдение при наличии запаздывания

В процессе регуляции уровня тестостерона в мужском организме источником запаздывания мо-

жет являться транспортное запаздывание при переносе гормонов в потоке крови, а также запаз-

дывание, возникающее из-за необходимости синтеза гормона до начала его секреции.

Уровни гормонов связаны друг с другом внутренними обратными связями, и такая модель

может быть описана системой (1.12) третьего порядка со следующими параметрами:

𝐴0 =

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝑏1 0 0

𝑔1 −𝑏2 0

0 0 −𝑏3

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐴1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0

0 0 0

0 𝑔2 0

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐶 =
[︁
0 0 1

]︁
. (4.32)

Несложно проверить, что данная система является спектрально FD-наблюдаемой.

Рассмотрим систему со следующими значениями параметров: ℎ = 2.7, 𝑏1 = 0.02, 𝑏2 = 0.15,

𝑏3 = 0.1, 𝑔1 = 0.6, 𝑔2 = 1.5, и

Φ(𝑧) = 40 + 80
(𝑧/ℎ)2

1 + (𝑧/ℎ)2
, 𝐹 (𝑧) = 0.05 +

5

1 + (𝑧/ℎ)2
.

Так как inf
𝑧

Φ(𝑧) = 40, то 0 6 𝜏 < 40. Как следует из рис. 4.21, система имеет устойчивый 4-цикл

при 0 6 𝜏 6 24.7 и устойчивый 2-цикл при 24.8 6 𝜏 < 40.
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Рисунок 4.21: Бифуркационная диаграмма системы (1.12) по отношению к величине

запаздывания 𝜏 . Значения 𝑥3 (третьей компоненты вектора состояния системы, отвечающие

уровню тестостерона) в моменты времени 𝑡𝑛 изображены в виде функции от 𝜏 . Синие точки —

устойчивые решения, красные — неустойчивые.
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Наблюдатель без запаздывания с кусочно-постоянной матрицей коэффициентов усиления

Из раздела 3.2 следует, что система (1.12), (4.32) может быть представлена в виде системы без

запаздывания (3.2) с матрицами

𝐴 = 𝐴0 + 𝐴1e
−𝐴0𝜏 , 𝐵 = e−𝐴𝜏e𝐴0𝜏

⎡⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

которая совпадает с системой (1.12), (4.32) на интервалах времени, содержащих моменты им-

пульсации.

Заметим, что соответствующие матричные экспоненты выглядят следующим образом:

e𝐴0𝑡 =

⎡⎢⎢⎢⎣
e−𝑏1𝑡 0 0

𝐸21(𝑡) e−𝑏2𝑡 0

0 0 e−𝑏3𝑡

⎤⎥⎥⎥⎦ , e𝐴𝑡 = e𝐴0𝑡 +

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0

0 0 0

𝐸31(𝑡) 𝐸32(𝑡) 0

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

где

𝐸21(𝑡) = − 𝑔1
𝑏1 − 𝑏2

(︀
e−𝑏1𝑡 − e−𝑏2𝑡

)︀
, 𝐸32(𝑡) = − 𝑔2e

𝑏2𝑡

𝑏2 − 𝑏3

(︀
e−𝑏2𝑡 − e−𝑏3𝑡

)︀
,

𝐸31(𝑡) =
𝑔1𝑔2

𝑏1 − 𝑏2

[︂
e𝑏1𝑡

𝑏1 − 𝑏3

(︀
e−𝑏1𝑡 − e−𝑏3𝑡

)︀
− e𝑏2𝑡

𝑏2 − 𝑏3

(︀
e−𝑏2𝑡 − e−𝑏3𝑡

)︀]︂
.

Введем обозначение:

𝛼𝑖 =
3∏︁

𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

1

𝑏𝑖 − 𝑏𝑗
, 𝑖 = 1, 2, 3.

Тогда

𝐵 = e−𝐴𝜏e𝐴0𝜏

⎡⎢⎢⎢⎣
1

0

0

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
1

0

𝐵0

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝐵0 = 𝑔1𝑔2

3∑︁
𝑖=0

𝛼𝑖e
𝑏𝑖𝜏 .

Таким образом, для наблюдения за системой (3.2) может быть рассмотрен наблюдатель без

запаздывания (3.3). Однако, из-за требования выполнения условия 𝐿𝐵 = 0 в данном случае в

качестве измерений может выступать только компонента 𝑥2, т. е.

𝐿 =
[︁
0 1 0

]︁
.

Рассмотрим матрицу обратной связи 𝐾 в следующем виде:

𝐾 =
[︁
𝑘1 𝑘2 0

]︁𝑇
где 𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0. Тогда

𝐷 =

⎡⎢⎢⎢⎣
−𝑏1 −𝑘1 0

𝑔1 −𝑏2 − 𝑘2 0

𝑔2𝐸21(−𝜏) 𝑔2e
𝑏2𝜏 −𝑏3

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
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и характеристический многочлен матрицы 𝐷 не зависит от 𝜏 и равен

𝑝𝐷(𝑠) = (𝑠 + 𝑏3)(𝑠
2 + (𝑏1 + 𝑏2 + 𝑘2) 𝑠 + 𝑘1𝑔1 + 𝑏1(𝑏2 + 𝑘2)).

Поскольку величины 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑔1 положительны, а параметры 𝑘1, 𝑘2 неотрицательны, матрица

𝐷 является гурвицевой.

Пусть 𝜏 = 5. Тогда система имеет устойчивый 4-цикл с неподвижными точками

𝑥0 =
[︁
0.0334 0.1543 3.1980

]︁𝑇
,

𝑥1 =
[︁
0.3821 1.7635 36.4028

]︁𝑇
,

𝑥3 =
[︁
0.0420 0.1941 4.0212

]︁𝑇
,

𝑥4 =
[︁
0.2455 0.1329 23.4306

]︁𝑇
.

Поиск оптимальных значений 𝑘1 и 𝑘2, минимизирующих спектральный радиус матрицы 𝐽3𝐽2𝐽1𝐽0

дает

𝑘1 = 0.47, 𝑘2 = 6.15, 𝜌(𝐽3𝐽2𝐽1𝐽0) = 0.00058.

Из рис. 4.22 видно, что решения уравнений наблюдателя сходятся к решению уравнения объекта,

причем сходимость достаточно быстрая.
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Рисунок 4.22: Зависимость 𝒫(𝜀𝑓 ) от параметра 𝜀𝑓 для 𝜏 = 5 (4-цикл)

Рассмотрим теперь случай 𝜏 = 30, когда система имеет устойчивый 2-цикл с неподвижными

точками

𝑥0 =
[︁
0.0272 0.1255 4.2853

]︁𝑇
,
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𝑥1 =
[︁
0.2141 0.9883 33.3766

]︁𝑇
.

Поиск оптимальных 𝑘1, 𝑘2 дает

𝑘1 = 0.93, 𝑘2 = 6.85, 𝜌(𝐽1𝐽0) = 0.149.

Рис. 4.23 подтверждает работоспособность данного наблюдателя.
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Рисунок 4.23: Зависимость 𝒫(𝜀𝑓 ) от параметра 𝜀𝑓 для 𝜏 = 30 (2-цикл)

Однако, несмотря на хорошую сходимость в дискретные моменты времени, данный наблюда-

тель не может обеспечить приближение решений исходной системы (1.12), (4.32) на интервалах

непрерывности целиком, поскольку он построен по аппроксимирующей модели (3.2).

Наблюдатель, структура которого совпадает со структурой исходной системы с запаздыва-

нием

Рассмотрим наблюдатель (3.13) с матрицей

𝐾 =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0

0.2 0

0 0.2

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

при которой матрица 𝐷𝐾 устойчива по Гурвицу, условие (1.13) выполнено, и синхронный ре-

жим асимптотически устойчив в малом при всех рассматриваемых 𝜏 , что нетрудно видеть из

рис. 4.24.

Выберем 𝜏 = 20, при котором система (1.12), (4.32) имеет устойчивый 4-цикл с неподвиж-

ными точками

𝑥0 =
[︁
0.0290 0.1337 3.7387

]︁𝑇
,
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Рисунок 4.24: Зависимость спектрального радиуса матрицы 𝐽3𝐽2𝐽1𝐽0 от величины

запаздывания 𝜏 . Заметим, что для 24.8 6 𝜏 < 40, 4-цикл переходит в 2-цикл (𝑚 = 2), и при этом

𝐽2 = 𝐽0, 𝐽3 = 𝐽1

𝑥1 =
[︁
0.2815 1.2994 36.0704

]︁𝑇
,

𝑥2 =
[︁
0.0329 0.1518 4.2459

]︁𝑇
,

𝑥3 =
[︁
0.2190 1.0106 28.1169

]︁𝑇
.

Рис. 4.25 иллюстрирует сравнение моментов и амплитуд импульсов объекта и наблюдателя.

На рис. 4.26 изображены графики переходных процессов объекта и наблюдателя в непрерывном

времени.
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Рисунок 4.25: Сравнение моментов и амплитуд импульсов объекта (1.12), (4.32) и наблюдателя

(3.13) для 𝜏 = 20 (4-цикл)
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Рисунок 4.26: Графики решений уравнений объекта (1.12), (4.32) (синие линии) и наблюдателя

(3.13) (черные линии) для 𝜏 = 20 (4-цикл)

Для значения 𝜏 = 30, при котором система (1.12), (4.32) имеет устойчивый 2-цикл, рис. 4.27,

4.28 демонстрируют работоспособность предложенного наблюдателя.
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Рисунок 4.27: Сравнение моментов и амплитуд импульсов объекта (1.12), (4.32) и наблюдателя

(3.13) для 𝜏 = 30 (2-цикл)
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Рисунок 4.28: Графики решений уравнений объекта (1.12), (4.32) (синие линии) и наблюдателя

(3.13) (черные линии) для 𝜏 = 30 (2-цикл)
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Заключение

Перечислим основные научные результаты работы.

1. В случае наблюдателя с пропорциональной обратной связью в дискретной части построено

точечное преобразование (оператор сдвига по траектории системы), описывающее эволю-

цию состояний наблюдателя от импульса к импульсу; с его помощью получены условия

асимптотической устойчивости в малом режима наблюдения периодического решения им-

пульсной системы (теоремы 2.1–2.4) [102, 104].

2. В случае наблюдателя с интегральной обратной связью и комбинированной частотной

модуляцией в дискретной части наблюдателя построено точечное преобразование, описы-

вающее эволюцию состояний наблюдателя от импульса к импульсу; с его помощью полу-

чены условия асимптотической устойчивости в малом режима наблюдения периодического

решения импульсной системы (теоремы 2.6–2.10) [107].

3. Для импульсной системы с запаздыванием и наблюдателя без запаздывания и с разрывной

обратной связью построено точечное преобразование, описывающее эволюцию состояний

наблюдателя от импульса к импульсу; с его помощью получены условия асимптотиче-

ской устойчивости в малом режима наблюдения периодического решения (теоремы 3.1–

3.4) [105, 106].

4. Для импульсной системы с запаздыванием и наблюдателя с запаздыванием построено то-

чечное преобразование, описывающее эволюцию состояний наблюдателя от импульса к

импульсу; с его помощью получены условия асимптотической устойчивости в малом ре-

жима наблюдения периодического решения (теоремы 3.5–3.9) [12, 103].

5. Полученные результаты применены к исследованию математической модели гормональной

регуляции тестостерона в мужском организме (глава 4) [12, 102–108].
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systems / T. Raff, F. Allgöwer // Proceedings of the 46th IEEE Conference on Decision and

Control. — New Orlean, LA, USA, 2007. — December 12–14. — P. 4287–4292.

78. Robust, tunable biological oscillations from interlinked positive and negative feedback loops /

T. Y.-C. Tsai, Y. S. Choi, W. Ma et al. // Science. — 2008. — Vol. 321, no. 5885. — P. 126–129.

79. Ruoff, P. The temperature-compensated Goodwin model simulates many circadian clock proper-

ties / P. Ruoff, L. Rensing // Journal of Theoretical Biology. — 1996. — Vol. 179, no. 4. — P. 275–

285.

105



80. Salamon, D. On controllability and observability of time delay systems / D. Salamon // IEEE

Transactions on Automatic Control. — 1984. — Vol. 29, no. 5. — P. 432–439.

81. Samoilenko, A. M. Impulsive Differential Equations / A. M. Samoilenko, N. A. Perestyuk. — Sin-

gapore: World Scientific, 1995.

82. Samuelsson, O. Damping of electro-mechanical oscillations in a multimachine system by direct

load control / O. Samuelsson, B. Eliasson // IEEE Transactions on Power Systems. — 1997. —

Vol. 12, no. 4. — P. 1604–1609.

83. Sename, O. New trends in design of observers for time-delay systems / O. Sename // Kyber-

netika. — 2001. — Vol. 74, no. 4. — P. 427–458.

84. Simeonov, P. S. Orbital stability of periodic solutions of autonomous systems with impulse ef-

fect / P. S. Simeonov, D. D. Bainov // International Journal of Systems Science. — 1988. — Vol. 19,

no. 12. — P. 2561–2585.

85. Smith, W. R. Hypothalamic regulation of pituitary secretion of lutheinizing hormone—II Feed-

back control of gonadotropin secretion / W. R. Smith // Bulletin of Mathematical Biology. —

1980. — Vol. 42. — P. 57–78.

86. Smith, W. R. Qualitative mathematical models of endocrine systems / W. R. Smith // American

Journal of Physiology. — 1983. — Vol. 245, no. 4. — P. 473–477.

87. Spontaneous synchronization of coupled circadian oscillators. / D. Gonze, S. Bernard,

C. Waltermann et al. // Biophysical Journal. — 2005. — Vol. 89, no. 5. — P. 120–129.

88. Stamov, G. T. Almost Periodic Solutions of Impulsive Differential Equations / G. T. Stamov. —

Berlin: Springer, 2012.

89. Stamova, I. Stability Analysis of Impulsive Functional Differential Equations / I. Stamova. —

Berlin: Walter de Gruyter, 2009.

90. Stamova, I. Applied Impulsive Mathematical Models / I. Stamova, G. Stamov. — Berlin: Springer,

2016.

91. Synthetic gene network for entraining and amplifying cellular oscillations / J. Hasty, M. Dolnik,
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