
САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

На правах рукописи

Нестерчук Григорий Анатольевич

Колебания и устойчивость тонкостенной упругой

цилиндрической оболочки, сопряженной с пластинами

разных форм

Научная специальность 1.1.8. Механика деформируемого твердого тела

Диссертация

на соискание учёной степени кандидата

физико-математических наук

Научный руководитель:

доктор физ.-мат. наук

Филиппов Сергей Борисович

Санкт-Петербург

2024 г.



2
Содержание

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1 Собственные колебания тонкой цилиндрической оболочки,

подкрепленной шпангоутами разной жесткости . . . . . . . . . . . . . . 15

1.1 Собственные колебания подкрепленной цилиндрической оболочки 16

1.1.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.1.2 Момент инерции шпангоута . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.1.3 Оптимальное расположение шпангоутов . . . . . . . . . . 21

1.1.4 Нахождение собственных значений частот колебаний

балки, подкрепленной пружинами . . . . . . . . . . . . . . 23

1.1.5 Нахождение собственных значений в задаче о колебаниях

подкрепленной оболочки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.2 Оптимизация параметров подкрепленной цилиндрической

оболочки с целью максимального увеличения первой частоты . . 29

1.3 Аналитическое определение фундаментальной частоты

колебаний подкрепленной оболочки . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.4 Собственные колебания кольцевой пластины . . . . . . . . . . . . 36

1.5 Аналитическое и численное определение фундаментальной

частоты колебаний конструкции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2 Собственные колебания цилиндрической оболочки, сопряженной с

пластиной на краю . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.1 Численные результаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.2 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.3 Частоты колебаний первого типа (крышечные) . . . . . . . . . . 54

2.4 Частоты колебаний первого типа для круглой пластины . . . . . 62

2.5 Частоты колебаний второго типа (оболочечные) . . . . . . . . . . 68



3
2.6 Частоты колебаний третьего типа (балочные) . . . . . . . . . . . 71

2.7 Однопараметрическая оптимизация спектра собственных частот 73

2.8 Двупараметричекая оптимизация спектра собственных частот . . 75

3 Устойчивость тонкой цилиндрической оболочки, подкрепленной

шпангоутами разной жесткости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.1 Потеря устойчивости подкрепленной цилиндрической оболочки . 81

3.1.1 Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.1.2 Колебания подкрепленной балки . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.1.3 Нахождение собственных значений в задаче о потере

устойчивости подкрепленной оболочки . . . . . . . . . . . 88

3.2 Максимальное увеличение критического давления

цилиндрической оболочки, подкрепленной шпангоутами разной

жесткости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.3 Нахождение критического давления конструкции

аналитическими и численными методами . . . . . . . . . . . . . . 95

3.4 Минимизация массы цилиндрической оболочки, подкрепленной

шпангоутами разной жесткости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3.5 Аналитическое и численное определение минимальной массы

конструкции с заданным критическим давлением . . . . . . . . . 102

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

Список использованных источников . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105



4
Введение

Тонкостенные оболочки и конструкции, состоящие из них, широко применяются

в современной промышленности и технике. Основной толчок в развитии теории

оболочек пришелся на середину прошлого века, когда перед наукой был постав-

лен ряд прикладных задач. Свое применение тонкие оболочки нашли в нефтяной

и газовой отрасли, где конструкции из тонких оболочек используются для хране-

ния и транспортировки жидкостей и газов; в аэрокосмической промышленности

— для создания корпусов ракет и космических модулей; в строительстве — для со-

здания водонапорных башен и труб; в автомобилестроении — при проектировании

корпусов, топливных баков, газовых цилиндров и других компонентов. Обычно

конструкции, состоящие из тонкостенных оболочек, используются в условиях вы-

соких динамических нагрузок, которые вызывают колебания оболочек и приводят

к их деформации.

Общая теория пластин и оболочек была развита в исследованиях С.П. Ти-

мошенко [1, 2, 3, 4], В.З. Власова [5, 6, 7], А.И. Лурье [8], В.Т. Койтера [9, 10],

А.Л. Гольденвейзера [11, 12, 13], А.П. Филина [14], Э. Рейснера [15], Л.Г. Донне-

ла [16], В.В. Новожилова [17, 18], Х.М. Муштари [19], Д. Арбоша [20, 21] и др.

Они внесли значительный вклад в разработку основных принципов моделирова-

ния, используемых в современной теории оболочек.

Колебаниям тонкостенных конструкций посвящены книги В.В. Болоти-

на [22, 23, 24], А.Л. Гольденвейзера [11], В.Б. Лидского [11], П.Е. Товсти-

ка [11, 25, 26, 27], В. Зёделя [28], И.А. Биргера [29] . В них рассматриваются ос-

новные теоретические и практические положения динамики оболочек и пластин,

включающие различные методы анализа, численного моделирования и экспери-

ментальных исследований.
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Особую важность имеют исследования, посвященные структуре спектра

частот свободных колебаний конструкций — информация критически необхо-

димая при проектировании конструкций, содержащих тонкостенные элементы,

для исключения опасных резонансов. Этому вопросу посвящены многочислен-

ные исследования, приведенные в справочнике [24]. В [11] А.Л. Гольденвейзером,

В.Б. Лидским и П.Е. Товстиком исследованы свойства спектра собственных ча-

стот колебаний тонких оболочек вращения.

Уравнения, описывающие колебания рассматриваемых в диссертации кон-

струкций сложны для получения точных аналитических решений. Наличие ма-

лого параметра тонкостенности позволяет использовать асимптотические методы

для вывода асимптотических формул для собственных частот колебаний. В дан-

ной работе особое внимание уделяется влиянию различных способов подкрепле-

ния цилиндрической оболочки на собственные частоты колебаний конструкции.

Для исследования собственных колебаний цилиндрической оболочки в диссерта-

ции используются асимптотический метод, развитый в работах С.Б. Филиппова

[30, 31], метод Релея-Ритца и метод конечных элементов. Сравнительный анализ

показал хорошее совпадение результатов, что свидетельствует о надежности и эф-

фективности использованного подхода, особенно в контексте анализа различных

конфигураций подкрепления цилиндрических оболочек.

Конструкции, состоящие из тонкостенных элементов при определенных

нагрузках могут терять устойчивость, переходя из начального напряженно-

деформированного состояния в смежное равновесное состояние. Отсюда возни-

кает необходимость решения задач о потере устойчивости таких конструкций.

Вопросам устойчивости тонких оболочек посвящены работы П.Е. Товстика [25],

Э.И. Григолюка [32], А.С. Вольмира [33], В.З. Власова [5], Л.Г. Доннелла [16],

Р.Саусвелла [34], П.Ф. Папковича [35], В.Койтера [9, 10], Э.Рейснера [15], Н.А. Ал-



6
футова [36], В.В. Болотина [22], А.Н. Динника [37], А.Р. Ржаницина [38], Р. Лорен-

ца [39], П.М. Огибалова [40], И.И. Воровича [41], В.И. Феодосьева [42], В. Флюг-

ге [43], А.В. Погорелова [44] .

Чаще всего на практике применяются круговые цилиндрические оболоч-

ки, прочность которых увеличивается за счет подкрепления ребрами жесткости.

В зависимости от сферы применения, это могут быть продольные ребра жестко-

сти — стрингеры, или поперечные круговые ребра — шпангоуты. Подкрепленные

оболочки выдерживают большее критическое давление по сравнению с аналогич-

ными гладкими оболочками той же массы.

Наряду с подкрепленными оболочками в практике часто используются кон-

струкции, включающие в себя несколько сопряженных оболочек или оболочек,

сопряженных с пластинами. В работах [45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 63]

рассматриваются задачи о колебаниях цилиндрической оболочки, сопряженной

со сферической и конической оболочками. Задачи о потере устойчивости таких

конструкции исследованы П.Е. Товстиком [25] и С.Б. Филипповым [30, 31, 55, 56,

57, 58, 59, 60, 61, 62].

Кроме аналитических и асимптотических методов исследования тонкостен-

ных конструкций активно применяются численные методы. С развитием вычисли-

тельной техники стали возможны исследования сложных составных конструкций.

В работах [64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76] представлены исследования

подкрепленных цилиндрических оболочек методом конечных элементов.

Данная диссертация посвящена улучшению эффективности конструкций

путем оптимизации их геометрических параметров. Целью является исследование

возможности снижения массы конструкций без уменьшения критического давле-

ния и фундаментальной частоты. Предложены методы эффективного вычисле-
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ния оптимальных параметров подкрепленной цилиндрической оболочки. Прове-

ден анализ точности предложенных моделей и методов исследования.

В диссертации рассматриваются некоторые частные задачи свободных ко-

лебаний и устойчивости подкрепленных оболочек, которые имеют практическое

применение. Для анализа таких задач используется классическая(линейная) си-

стема уравнений теории оболочек, основанная на гипотезах Кирхгофа–Лява. Ги-

потезы Кирхгофа–Лява предполагают, что прямые, перпендикулярные к средин-

ной поверхности оболочки остаются недеформированными и ортогональными к

деформированной поверхности, а толщина пластины при деформации не изменя-

ется. Эти гипотезы позволяют упростить математическую модель оболочки, что

удобно для вывода аналитических приближенных формул. Использование класси-

ческой системы уравнений теории оболочек с гипотезами Кирхгофа–Лява обеспе-

чивает достаточную точность при решении задач, поставленных в данной работе и

позволяет получить приближенные формулы, которые могут быть использованы

в практических расчетах при проектировании тонкостенных конструкций.

Структура работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, посвященных коле-

баниям и потере устойчивости тонкостенных упругих цилиндрических оболочек.

Представлен анализ существующей литературы, связанной с тематикой, рассмат-

риваемой в диссертации.

В первой главе диссертации рассматривается задача о собственных ко-

лебаниях круговой подкрепленной цилиндрической оболочки. Исследование дан-

ной задачи имеет важное практическое значение для промышленности, поскольку

фундаментальная частота собственных колебаний конструкций является ключе-

вым показателем их надежности и безопасности. Для увеличения фундаменталь-
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ной частоты колебаний на оболочку устанавливаются поперечные ребра жест-

кости — шпангоуты. В большинстве работ рассматриваются случаи подкрепле-

ния оболочки одинаковыми шпангоутами. В диссертации исследуются колебания

и устойчивость оболочки, подкрепленной ребрами разной высоты. Для модели-

рования конструкции используется классическая система уравнений теории обо-

лочек, основанная на гипотезах Кирхгофа–Лява. Система уравнений для слу-

чая подкрепления оболочки ребрами жесткости, чьи высоты изменяются вдоль

образующей оболочки, исследуется асимптотическим методом. Проведено срав-

нение фундаментальных частот колебаний указанных конструкций, найденных

методом Рэлея-Ритца и методом конечных элементов. Исследуется влияние зако-

на распределения жесткостей шпангоутов на фундаментальные частоты и фор-

мы колебаний конструкции. В рамках исследования выделены два типа колеба-

ний конструкции и получены формулы для вычисления приближенных значений

фундаментальных частот конструкции для различных условий опирания краев

оболочки. Решается однопараметрическая оптимизационная задача, в качестве

параметра выбрана относительная высота шпангоутов. Для конструкции фикси-

рованной массы находится значения параметра, при котором конструкция имеет

наибольшую фундаментальную частоту. При увеличении высоты шпангоутов они

превращаются в кольцевые пластины, что приводит к необходимости решать зада-

чу о собственных колебаниях пластины. В этом случае оптимизация достигается

для такого набора параметров, при котором фундаментальная частота подкреп-

ленного цилиндра совпадает с фундаментальной частотой колебаний пластины с

наибольшим радиусом.

Во второй главе диссертации рассматриваются цилиндрические оболоч-

ки, сопряженные со сферическими торцевыми сегментами. Исследуется спектр

частот собственных колебаний конструкции, состоящей из цилиндрической обо-
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лочки, у которой один край жестко закреплен, а второй край сопряжен с краем

сферического сегмента. В случае неограниченно увеличивающейся кривизны сфе-

рический сегмент вырождается в круглую пластину. При численном исследовании

задачи о колебаниях в конечноэлементном пакете 𝐶𝑜𝑚𝑠𝑜𝑙 было обнаружено, что

колебания можно разделить на три группы. Частоты и формы колебаний первой

группы ("оболочечной") близки к частотам и формам колебаний цилиндрической

оболочки один край которой жестко закреплен, а второй — шарнирно оперт. У

второй группы ("крышечной в вырожденном случае — "пластиночной") частоты

и формы близки к частотам и формам собственных колебаний сферического сег-

мента с жестко закрепленным краем. В третьей группе ("балочной") частоты и

формы колебаний мало отличаются от частот и форм балки, один конец которой

защемлен, а на втором сосредоточена масса. Асимптотическое и численное реше-

ния показывают, что для цилиндрической оболочки торцевая крышка на краю

играет роль упругой заделки.

Третья глава диссертации посвящена исследованию потери устойчивости

конструкции, состоящей из цилиндрической оболочки, сопряженной с круговыми

шпангоутами разной жесткости, под действием нормального внешнего давления.

Получено приближенное аналитическое решение задачи о потере устойчивости

конструкции. Проведено сравнение решений для нескольких наборов параметров

функции распределения высот шпангоутов вдоль образующей оболочки. Решены

две оптимизационные задачи. В первой задаче найдены параметры конструкции

фиксированной массы, имеющей наибольшее критическое давление. Во второй

задаче для заданного критического давления найдены геометрические параметры

конструкции с наименьшей массой.

В конце каждой главы приведены результаты исследований и сделаны

краткие выводы.
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В заключении диссертации описаны общие выводы и положения.

Общая характеристика работы

Актуальность темы обусловлена потребностью разработки методов для иссле-

дования и оптимизации конструкций, состоящих из цилиндрических оболочек,

подкрепленных кольцевыми пластинами и цилиндрических оболочек, сопряжен-

ных со сферическими торцевыми крышками. В условиях активной урбанизации

критическое значение приобретает оптимизация конструкций трубопроводов и

цистерн еще на этапе проектирования, что обеспечивает их стойкость и долго-

вечность при любых динамических нагрузках и условиях эксплуатации. Эффек-

тивное моделирование и анализ таких сложных систем способствует созданию

безопасных и эффективных инженерных решений.

Цель работы:

— Разработка эффективного метода аналитического расчета фундаменталь-

ной частоты собственных колебаний цилиндрической оболочки, подкрепленной

шпангоутами разной жесткости.

— Оценка влияния кривизны и толщины торцевой крышки на фундаменталь-

ную частоту собственных колебаний конструкции, состоящей из цилиндрической

оболочки, сопряженной с торцевой крышкой на краю.

— Разработка метода определения фундаментальных частот составных кон-

струкций для разных форм колебаний конструкции.

— Моделирование разных условий сопряжения оболочки с пластинами.

— Решение задачи о потере устойчивости цилиндрической оболочки, подкреп-

ленной шпангоутами разной жесткости.
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Достоверность результатов определяется использованием уравнений

технической теории оболочек и уравнениями полубезмоментной теории; исполь-

зованием апробированных численных и аналитических методов решения систем

дифференциальных уравнений; сравнением результатов, полученных с помощью

аналитического, асимптотического и численного анализа; систематическими оцен-

ками погрешности и порядков точности аппроксимационных формул и результа-

тов, полученных с использованием метода конечных элементов; согласием резуль-

татов моделирования с результатами других авторов.

Научная ценность диссертации состоит в следующем:

— Разработан алгоритм для исследования колебаний и потери устойчивости

цилиндрической оболочки, подкрепленной шпангоутами разной жесткости, при-

чём функция распределения жесткостей шпангоутов вдоль образующей оболочки

может быть произвольной.

— Предложен и проверен способ оценки фундаментальных частот описанных

конструкций через разбиение спектра колебаний на типы. Исследовано изменение

формы колебаний при совпадении частот разных типов.

— Предложены разные варианты постановки задач об оптимизации конструк-

ций: минимизация массы конструкции при фиксированном критическом давле-

нии, максимизация фундаментальной частоты конструкции при фиксированной

массе. Приведены примеры их решения.

Практическая ценность диссертации состоит в следующем

— Использование приближенных формул для оценки фундаментальной ча-

стоты цилиндрической оболочки, подкрепленной кольцевыми пластинами, приво-

дит к значительному ускорению процесса проектирования.
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— Даны рекомендации по проектированию подкрепленных цилиндрических

оболочек средней длины, позволяющие уменьшить их массу без потери прочности.

— Разработан метод вычисления геометрических параметров подкрепленной

цилиндрической оболочки с заданным критическим давлением.

Публикации. Основные результаты, представленные в диссертации, опуб-

ликованы в следующих журналах:

— «Вестник Санкт-Петербургского Университета. Математика. Механика.

Астрономия» [77, 78, 79];

— «Vestnik of St.Petersburg University. Mathematics» [80, 81, 82];

— В книге из серии «Advanced Structured Materials» [83, 84];

— В книге из серии «AIP Conference Proceedings» [85];

— Труды семинара «Компьютерные методы в механике сплошной среды» [86,

87].

Из них 3 в журналах, входящих в перечень рецензируемых научных жур-

налов, рекомендованных ВАК, 6 — в рецензируемых изданиях, индексируемых

в международной базе цитирования 𝑆𝑐𝑜𝑝𝑢𝑠, 2 — в сборниках, индексируемых в

РИНЦ.

Апробация результатов. Результаты исследования докладывались на

следующих международных и Всероссийских конференциях:

— «Всероссийский съезд по теоретической и прикладной механике» [88];

— «Актуальные проблемы механики (APM)» [89];

— «29th Nordic Seminar on Computational Mechanics» [90];

— VIII и IX Поляховские чтения [91, 92];

— Cекция теоретической механики в Доме ученых им. М. Горького (Санкт-

Петербург) [93].
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Личный вклад автора в подготовку публикаций. В совместных пуб-

ликациях научному руководителю С.Б. Филиппову принадлежат постановка за-

дачи и обсуждение результатов. В работах [78, 79, 81, 82, 84] А.Л. Смирнову при-

надлежат результаты асимптотического анализа задачи о колебаниях цилиндри-

ческой оболочки с крышкой.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

трех глав и списка литературы. Объем диссертационной работы составляет 116

страниц, включая 25 рисунков и 20 таблиц. Список литературы содержит 93 на-

именования.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 19-01-00208),

РНФ (проект 3-21-00111).

Основные научные результаты:

— Впервые метод Рэлея-Ритца применен для нахождения фундаментальной

частоты цилиндрической оболочки, сопряженной со шпангоутами разной жест-

кости. Рассмотрены разные случаи распределения жесткостей шпангоутов вдоль

образующей оболочки [85, 86, 87].

— Исследована возможность применения модели кольцевой пластины для ис-

следования колебания поперечных шпангоутов [85, 86, 87].

— При решении задач колебания и устойчивости проведено исследование вли-

яния цилиндрической оболочки на сопряженные с ней пластины [77, 78, 79, 80,

81, 82].

— Решены задачи о колебаниях и потере устойчивости для цилиндрических

оболочек, подкрепленных шпангоутами разной жесткости, с разными краевыми

условиями [77, 80].

— Исследовано влияние кривизны и толщины торцевой пластины на фунда-

ментальную частоту конструкции [78, 79, 81, 82, 84].
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Положения, выносимые на защиту:

— Получены уравнения, описывающие собственные колебания тонких цилин-

дрических оболочек, подкрепленных шпангоутами разной жесткости. Получены

приближенные формулы для фундаментальных частот колебаний конструкции.

В качестве примера рассмотрена оптимизационная задача о максимизации фун-

даментальной частоты колебаний конструкции заданной массы.

— Получены приближенные формулы для низших частот собственных ко-

лебаний цилиндрической оболочки, сопряженной со сферическим сегментом или

круглой пластиной. Исследовано влияние кривизны и толщины сферического сег-

мента на фундаментальную частоту конструкции.

— Получены асимптотические формулы для критического внешнего нормаль-

ного давления цилиндрической оболочки, сопряженной с кольцевыми пластина-

ми. В качестве примера решена: задача о максимизации критического давления

при заданной массе конструкции; задача о минимизации массы конструкции при

фиксированном значении критического давления.
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1 Собственные колебания тонкой цилиндрической

оболочки, подкрепленной шпангоутами разной

жесткости

В главе исследуются низшие частоты и формы колебаний конструкции,

состоящей из тонкостенной упругой цилиндрической оболочки, подкрепленной

шпангоутами разной жесткости. Пример такой оболочки изображен на рисунке

1.1.

Выделены два типа колебаний конструкции. Формы собственных колеба-

ний первого типа имеют большое число волн в окружном направлении и сходны

с формами собственных колебаний неподкрепленной цилиндрической оболочки.

Формы и частоты колебаний второго типа близки к формам и частотам колебаний

кольцевой пластины. С помощью численных и асимптотических методов иссле-

дуется влияние изменения закона распределения жесткостей шпангоутов вдоль

образующей на низшую частоту оболочки. Получены формулы для вычисления

приближенных значений фундаментальных частот конструкций для случаев шар-

нирного опирания и жесткой заделки краев оболочки.

Решается оптимизационная задача о нахождении значений коэффициен-

тов функции распределения высот шпангоутов для конструкции фиксированной

массы, при котором значение фундаментальной частоты достигает наибольшего

значения.
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Рисунок 1.1 — Цилиндрическая оболочка, подкрепленная шпангоутами.

1.1 Собственные колебания подкрепленной

цилиндрической оболочки

1.1.1 Постановка задачи

Рассматривается задача о колебаниях тонкостенной упругой цилиндрической обо-

лочки, на которую, для увеличения первой собственной частоты, установлены 𝑛𝑠

поперечных ребер жесткости с нулевым эксцентриситетом. После разделения пе-

ременных безразмерная система уравнений, описывающих малые свободные ко-

лебания цилиндрической оболочки, принимает вид [11, 14]:

𝜇4 ·∆2𝑤 − 𝜎∆𝑘Φ− 𝜆𝑤 = 0, ∆2Φ +∆𝑘𝑤 = 0, (1.1)

где

∆𝑤 =
𝑑2𝑤

𝑑𝑠2
−𝑚2𝑤, ∆𝑘𝑤 =

𝑑2𝑤

𝑑𝑠2
, 𝜎 = 1− 𝜈2.

Здесь 𝑠 — координата, направленная по образующей, Φ — функция усилий,

𝑤 — проекция перемещения на направление нормали, 𝑚 — число волн по парал-

лели, 𝜈 — коэффициент Пуассона, 𝜇4 = ℎ2/12 — малый параметр, ℎ — толщина

оболочки, 𝜆 = 𝜎𝜌𝜔2𝑅2𝐸−1, 𝜌 — плотность материала, 𝐸 — модуль Юнга, 𝜔 —
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частота собственных колебаний. За единицу длины выбран радиус 𝑅 основания

цилиндра.

Ограничимся определением низших частот колебаний. Предположим, что

граничные условия не допускают изгибания срединной поверхности оболочки.

Представим решение системы уравнений (1.1) в виде суммы основного полубезмо-

ментного состояния и простого краевого эффекта вблизи краев оболочки. Тогда

низшим частотам соответствуют 𝜆 ∼ 𝜇2, 𝑚 ∼ 𝜇−1/2 [11]. Исключая из системы

функцию усилий Φ и считая, что ∆ ∼ 𝑚2, в первом приближении получим урав-

нение

𝑤𝐼𝑉
0 − 𝛼4𝑤0 = 0, 𝛼4 =

𝑚4𝜆0 − 𝜇4𝑚8

𝜎
, (1.2)

где 𝑤0 — описывает полубезмоментное состояние, 𝜆0 — приближенное значение 𝜆,

𝑤′ = 𝑑𝑤/𝑑𝑠 (см. [11, 14]). В дальнейшем рассматривается только приближенное

решение, и вместо 𝑤0 и 𝜆0 используются обозначения 𝑤 и 𝜆 соответственно.

В случае шарнирного опирания краев оболочки граничные условия для

уравнения (1.2) имеют вид:

𝑤(0) = 𝑤′′(0) = 𝑤(𝑙) = 𝑤′′(𝑙) = 0, (1.3)

а в случае их жесткой заделки:

𝑤(0) = 𝑤′(0) = 𝑤(𝑙) = 𝑤′(𝑙) = 0, (1.4)

где 𝑙 — безразмерная длина оболочки.

Если оболочка подкреплена по параллелям с координатами 𝑠 = 𝑠𝑖, 𝑖 =

1, 2, . . . , 𝑛 − 1 круговыми стержнями (шпангоутами), то 𝑤 = 𝑤(𝑖) при 𝑠 ∈

[𝑠𝑖−1,𝑠𝑖], 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, причем 𝑠0 = 0, 𝑠𝑛 = 𝑙:

𝑤(𝑖)𝐼𝑉 − 𝛼4𝑤(𝑖) = 0, 𝑖 = 1,2, . . . ,𝑛. (1.5)
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Предположим, что характерный размер поперечного сечения шпангоута

𝑎𝑖 ≪ 𝜇. Тогда на параллелях, подкрепленных шпангоутами, которые могут иметь

разные высоты и жесткости, выполняются условия сопряжения [30]:

𝑤(𝑖) = 𝑤(𝑖+1), 𝑤(𝑖)′ = 𝑤(𝑖+1)′,

𝑤(𝑖)′′ = 𝑤(𝑖+1)′′, 𝑤(𝑖)′′′ − 𝑤(𝑖+1)′′′ = −𝑐𝑖𝑤
(𝑖+1),

𝑠 = 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

(1.6)

где

𝑐𝑖 =
𝑚8𝜇4𝑙𝜂𝑖

𝜎𝑛
, 𝜂𝑖 =

12𝜎𝑛𝐸𝑐𝐽𝑖
ℎ3𝐸𝑙

.

Здесь 𝐸𝑐 — модуль Юнга материала шпангоутов, 𝜂𝑖 — безразмерная жест-

кость 𝑖−го шпангоута, пропорциональная отношению изгибных жесткостей шпан-

гоута и оболочки, введенная в [36], 𝐽𝑖 — момент инерции поперечного сечения 𝑖−го

шпангоута относительно образующей цилиндра.

Приближенное значение параметра частоты подкрепленной оболочки опре-

деляется по формуле:

𝜆 =
𝜎𝛼4(c)

𝑚4
+ 𝜇4𝑚4, c = {𝑐𝑖}𝑛𝑖=1,

где 𝛼(c) - собственное значение краевой задачи (1.5), (1.6) с граничными услови-

ями (1.3) или (1.4).

1.1.2 Момент инерции шпангоута

На рисунке 1.2 изображена оболочка со шпангоутами в разрезе вдоль образующей

оболочки. Будем считать, что оболочка и шпангоуты выполнены из одного мате-

риала. Предположим, что все шпангоуты имеют одинаковую ширину равную 𝑎,

а высота первого шпангоута 𝑏 = 𝑘𝑎. Введем 𝑓(𝑖) — функцию, описывающую рас-

пределения высот шпангоутов вдоль образующей цилиндра: 𝑏𝑖 = 𝑏𝑓(𝑖) = 𝑘𝑎𝑓(𝑖).
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Рисунок 1.2 — Осевое сечение оболочки, подкрепленной шпангоутами.

Эксцентриситетом шпангоута называется расстояние между центром тя-

жести поперечного сечения шпангоута и срединной поверхностью оболочки. Для

случая шпангоута с нулевым эксцентриситетом момент инерции 𝑖−го шпангоута

рассчитывается по формуле:

𝐽𝑖 =
𝑎𝑏3𝑖
12

=
𝑎4𝑘3

12
𝑓 3(𝑖) = 𝐽𝑓 3(𝑖), 𝐽 =

𝑎4𝑘3

12
.

Тогда безразмерную жесткость шпангоута можно записать в виде:

𝑐𝑖 =
𝑚8𝜇4𝑙𝜂𝑖

𝜎𝑛
=

𝑚8𝜇4𝑙𝜂

𝜎𝑛
· 𝑓 3(𝑖) = 𝑐 · 𝑓 3(𝑖), (1.7)

𝜂𝑖 =
12𝜎𝑛𝐸𝑐𝐽𝑖
ℎ3𝐸𝑙

=
12𝜎𝑛𝐽

ℎ3𝑙
· 𝑓 3(𝑖) = 𝜂 · 𝑓 3(𝑖),

где

𝑐 =
𝑚8𝜇4𝑙𝜂

𝜎𝑛
, 𝜂 =

12𝜎𝑛𝐽

ℎ3𝑙
. (1.8)

На практике чаще применяются шпангоуты с ненулевым эксцентрисите-

том, когда весь шпангоут находится либо внутри оболочки, либо снаружи оболоч-
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ки. В случае, когда эксцентриситет шпангоута равен 𝑏𝑖/2, для получения оценки

первой частоты оболочки сверху можно взять момент инерции 𝐽 = 𝑎𝑏3/3.

Функция профиля конструкции 𝑓(𝑖) может иметь произвольный вид, одна-

ко целесообразно подкреплять оболочку шпангоутами, высоты которых симмет-

ричны относительно середины. В частности, для линейного распределения высот

шпангоутов, изображенного на рисунке 1.3 (а), функция 𝑓(𝑖) имеет вид

𝑓𝑙𝑖𝑛(𝑖) = (𝜅(𝑖)− 1)(𝑢− 1) + 1, 𝑢 =
𝑏2
𝑏1
. (1.9)

Для случая распределения высот шпангоутов по параболе, изображенного

на рисунке 1.3 (б),

𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏(𝑖) = 𝑎𝑝𝜅
2(𝑖)− 𝑛𝑎𝑝𝜅(𝑖) + 𝑛𝑎𝑝 − 𝑎𝑝 + 1, где 𝑎𝑝 =

1− 𝑢

𝑛− 3
. (1.10)

Для случая экспоненциального распределения высот шпангоутов, изобра-

женного на рисунке 1.3 (в), в

𝑓𝑒𝑥𝑝(𝑖) =
𝑢− 1

𝑒2 − 𝑒
𝑒𝜅(𝑖) +

𝑒− 𝑢

𝑒− 1
. (1.11)

Соответственно, для случая подкрепления оболочки одинаковыми шпанго-

утами

𝑓0(𝑖) = 1. (1.12)

В формулах (1.9, 1.10, 1.11) функция

𝜅(𝑖) =
𝑛

2
−
⃒⃒⃒𝑛
2
− 𝑖
⃒⃒⃒
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑖, 𝑖 < 𝑛

2

𝑛− 𝑖, 𝑖 ⩾ 𝑛
2

гарантирует симметричность функций профиля конструкции, а параметр 𝑢 =

𝑏2/𝑏1 характеризует амплитуду функции распределения.
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Рисунок 1.3 — Профили конструкции для случая

а). линейной б). параболической в). экспоненциальной

функций распределения высот шпангоутов.

1.1.3 Оптимальное расположение шпангоутов

Краевые задачи (1.3, 1.5, 1.6) и (1.4, 1.5, 1.6) эквивалентны задачам об опреде-

лении низших частот поперечных колебаний соответственно шарнирно опертой и

жестко закрепленной балок (рисунок 1.4), подкрепленных пружинами жесткости

𝑐𝑖 в точках 𝑠 = 𝑠𝑖. Случай шарнирного опирания концов балки при условии рав-

номерного расположения (𝑠𝑖 = 𝑙/𝑛 · 𝑖) одинаковых (𝑐𝑖 = 𝑐) пружин исследован в

монографии [30].

Рисунок 1.4 — Формы колебаний балки, подкрепленной пружинами с

а). защемленными, б). шарнирно опертыми

концами.

В работе [63] проанализированы случаи неравномерного расположения

пружин. Путем перебора вариантов определены оптимальные расположения пру-
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жин, которым соответствует максимум величины первого собственного значения

𝛼1(𝑐) краевых задач (1.3, 1.5, 1.6) и (1.4, 1.5, 1.6). Установлено, что при 𝑐 → ∞

координаты точек оптимального расположения пружин 𝑠𝑖(𝑐) стремятся к некото-

рым предельным значениям 𝑠*𝑖 . Оптимальное расположение пружин в точках 𝑠*𝑖 ,

соответствующее 𝑐 = ∞, названо предельным оптимальным расположением.

В статье [63] для 𝑛 = 3, 5, 7 показано, что при шарнирном опирании концов

балки предельным оптимальным расположением пружин является их равномер-

ное расположение, т.е. 𝑠*𝑖 = 𝑙/𝑛 · 𝑖. Точки 𝑠*𝑖 = 𝑙/𝑛 · 𝑖 являются узлами формы

колебаний неподкрепленной балки

𝑤𝑛(𝑠) = sin(𝛼𝑛𝑠), 𝛼𝑛 =
𝑛

𝑙
· 𝜋. (1.13)

В работе [56] показано, что и в случае жесткой заделки узлы формы ко-

лебаний неподкрепленной балки совпадают с точками предельного оптимального

расположения пружин. Решение уравнения (1.2) с граничными условиями (1.4)

имеет вид

𝑤𝑛(𝑠) = [𝑈 (𝛼𝑛𝑠)− κ𝑛𝑉 (𝛼𝑛𝑠)] (1.14)

где

𝑆(𝑥) = ch 𝑥+ cos𝑥, 𝑇 (𝑥) = sh𝑥+ sin𝑥,

𝑈(𝑥) = ch𝑥− cos𝑥, 𝑉 (𝑥) = sh 𝑥− sin𝑥,

𝑆(𝑥) = 𝑇 ′(𝑥) = 𝑈 ′′(𝑥) = 𝑉 ′′′(𝑥) = 𝑆 ′′′′(𝑥)

— система функций Крылова,

𝛼𝑛 =
𝑧𝑛
𝑙
, κ𝑛 =

ch 𝑧𝑛 − cos 𝑧𝑛
sh 𝑧𝑛 − sin 𝑧𝑛

,

а величины

𝑧𝑛 ≃ 𝜋(2𝑛+ 1)/2, 𝑛 = 1,2, . . .
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являются корнями уравнения ch 𝑧 · cos 𝑧 = 1. При этом точки оптимального рас-

положения пружин совпадают с корнями уравнения 𝑤𝑛(𝑠) = 0.

В дальнейшем для упрощения записи вместо 𝛼0 =
𝜋
2𝑙 используется 𝛼, вме-

сто κ1 = 𝑈(3𝜋2 )/𝑉 (3𝜋2 ) используется κ, а первая форма колебаний неподкреплен-

ной балки 𝑤1(𝑠) обозначается 𝑤(𝑠).

Если 𝑐 ≫ 1, то оптимальное расположение шпангоутов мало отличается от

предельного оптимального расположения.

1.1.4 Нахождение собственных значений частот колебаний балки,

подкрепленной пружинами

Рассмотрим краевую задачу (1.5, 1.6) о колебаниях балки, подкрепленной пружи-

нами. Приближенное решение этой задачи в случае шарнирного опирания концов

балки и равномерного расположения одинаковых пружин получено в [30] методом

осреднения упругих характеристик. Формула для оценки первого собственного

значения 𝛼1 имеет вид:

𝛼4
1 =

𝜋4

𝑙4
+ 𝑐

𝑛

𝑙
. (1.15)

Метод осреднения применим только для случая равномерного расположе-

ния одинаковых пружин. Рассмотрим краевую задачу о колебаниях балки, под-

крепленной пружинами разной жесткости. Вместо метода осреднения будем ис-

пользовать метод Релея. Формулу Релея для подкрепленной пружинами балки

можно записать в следующем безразмерном виде:

𝛼4
1 =

𝐼1 + 𝐼2
𝐼0

, (1.16)

Здесь 𝐼0 — кинетическая энергия балки (работа сжимающей оболочку си-

лы), 𝐼1 — энергия деформации балки (потенциальная энергия изгиба оболочки),
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𝐼1 — энергия деформации пружин (деформация подкрепляющих оболочку шпан-

гоутов).

𝐼1 =

𝑙∫︁
0

(𝑤′′(𝑠))2𝑑𝑠, 𝐼2 =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑤
2(𝑠𝑖), 𝐼0 =

𝑙∫︁
0

𝑤2(𝑠)𝑑𝑠.

Для 𝐼1 можно провести следующие преобразования:

𝐼1 =

𝑙∫︁
0

(𝑤′′(𝑠))2𝑑𝑠 = (𝑤′′(𝑠)𝑤′(𝑠))

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

−
𝑙∫︁

0

𝑤′(𝑠)𝑤′′′(𝑠)𝑑𝑠 =

= (𝑤′′(𝑠)𝑤′(𝑠)− 𝑤′′′(𝑠)𝑤(𝑠))

⃒⃒⃒⃒𝑙
0

+

𝑙∫︁
0

𝑤(𝑠)𝑤′′′′(𝑠)𝑑𝑠.

И для случая шарнирного опирания (1.3), и для случая жесткого защемле-

ния (1.4) концов балки внеинтегральный член обращается в ноль, следовательно

𝐼1 = 𝛼4

𝑙∫︁
0

𝑤2(𝑠)𝑑𝑠 = 𝛼4𝐼0.

В случае шарнирного опирания (1.3) краев балки подставим в (1.16) 𝑤 =

𝑤1, где функция 𝑤1 определяется по формуле (1.13). Получим

𝐼0 =

𝑙∫︁
0

(︁
sin
(︁𝜋𝑠

𝑙

)︁)︁2
𝑑𝑠 =

1

2

𝑙∫︁
0

(︂
1− cos

(︂
2𝜋𝑠

𝑙

)︂)︂
𝑑𝑠 =

𝑙

2
,

𝐼1 = 𝛼4𝐼0 =
𝜋4

𝑙4
· 𝑙
2
.

C учётом (1.7)

𝐼2 =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑤
2(𝑠𝑖) = 𝑐

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓 3(𝑖) · 𝑤2(𝑠𝑖).

Тогда для случая шарнирного опирания краев (1.3) балки формула для

оценки первого собственного значения имеет вид:

𝛼4
𝑠 =

𝐼1
𝐼0

+
𝐼2
𝐼0

=
𝜋4

𝑙4
+ 𝑐

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑙
, 𝑇𝑠(𝑛) =

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓 3(𝑖) sin2
(︂
𝜋𝑖

𝑛

)︂
. (1.17)
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Для случая подкрепления балки пружинами одинаковой жесткости (1.12)

метод осреднения и метод Релея дает одну и ту же приближенную формулу (1.15)

для первого собственного значения:

𝑇 0
𝑠 (𝑛) =

𝑛−1∑︁
𝑖=1

sin2
(︂
𝜋𝑖

𝑛

)︂
=

𝑛

2
, 𝛼4

𝑠 =
𝜋4

𝑙4
+ 𝑐

𝑛

𝑙
.

Проведем аналогичные вычисления для случая жесткой заделки (1.4) кра-

ев балки: подставим в (1.16) 𝑤 = 𝑤1, где функция 𝑤1 определяется по формуле

(1.14). Тогда, значения 𝐼0, 𝐼1 и 𝐼2 вычисляются по следующим формулам:

𝐼0 =

𝑙∫︁
0

(𝑈(𝛼𝑠)− κ · 𝑉 (𝛼𝑠))2𝑑𝑠, 𝐼1 =

𝑙∫︁
0

(𝑆(𝛼𝑠)− κ · 𝑇 (𝛼𝑠))2𝑑𝑠,

𝐼2 =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑤
2(𝑠𝑖) = 𝑐

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓 3(𝑖) · 𝑤2(𝑠𝑖).

Следовательно, значение приближенного параметра первой частоты коле-

баний балки с защемленными концами может быть вычислено по формуле

𝛼4
𝑐 =

𝐼1
𝐼0

+
𝐼2
𝐼0

=

(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

+ 𝑐
𝑇𝑐(𝑛)

𝐼0
, 𝑇𝑐(𝑛) =

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓 3(𝑖)𝑤2(𝑠𝑖). (1.18)

1.1.5 Нахождение собственных значений в задаче о колебаниях

подкрепленной оболочки

Рассмотрим задачу об определении наименьшего значения параметра частоты 𝜆1

для цилиндрической оболочки с шарнирно опертыми краями (1.3). Оболочка под-

крепляется шпангоутами жесткости 𝑐𝑖 по параллелям с координатами 𝑠𝑖, являю-

щимися узлами формы колебаний неподкрепленной шарнирно опертой оболочки

(1.13).

Обозначим за 𝛼𝑠(𝜂,𝑚) собственное значение краевой задачи для случая

шарнирного опирания (1.3, 1.5, 1.6), которому соответствует наименьшее значение
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параметра частоты. Соответствующее значение параметра частоты 𝜆1(𝜂) обозна-

чим за 𝜆𝑠(𝜂)

𝜆𝑠(𝜂) = 𝜆1(𝜂) = min
𝑚

[︂
𝜎𝛼4

𝑠(𝜂,𝑚)

𝑚4
+ 𝜇4𝑚4

]︂
. (1.19)

С учетом (1.8) и (1.17)

𝛼4
𝑠 =

𝜋4

𝑙4
+ 𝑐

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑙
=

𝜋4

𝑙4
+

𝑚8𝜇4𝑙𝜂

𝜎𝑛

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑙
=

𝜋4

𝑙4
+

2𝑇𝑠(𝑛)𝜇
4𝜂

𝜎𝑛
𝑚8.

Подстановка полученного значения 𝛼4
𝑠 в (1.19) даёт следующее выражение

𝜆𝑠(𝜂) = min
𝑚

[︂
𝜎

𝑚4

(︂
𝜋4

𝑙4
+

2𝑇𝑠(𝑛)𝜇
4𝜂

𝜎𝑛
𝑚8

)︂
+ 𝜇4𝑚4

]︂
=

= min
𝑚

[︂
𝜎𝜋4

𝑙4
𝑚−4 +

2𝑇𝑠(𝑛)𝜇
4𝜂

𝑛
𝑚4 + 𝜇4𝑚4

]︂
В общем виде минимизируемая функция 𝜆(𝜂,𝑚) имеет вид

𝜆(𝜂,𝑚) = 𝑋𝑚−4 + 𝑌 𝑚4, (1.20)

где

𝑋 =
𝜎𝜋4

𝑙4
, 𝑌 =

(︂
1 +

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛
𝜂

)︂
𝜇4.

Минимизируем полученную функцию 𝜆(𝜂,𝑚) по 𝑚:

𝑑

𝑑𝑚
𝜆(𝜂,𝑚) = −4𝑋𝑚−5 + 4𝑌 𝑚3, −4𝑋𝑚−5

0 + 4𝑌 𝑚3
0 = 0,

тогда

𝑚4
0 =

√︂
𝑋

𝑌
, min

𝑚

[︀
𝑋𝑚−4 + 𝑌 𝑚4

]︀
= 2

√
𝑋𝑌 .

Следовательно, для наименьшего значения параметра частоты имеем

𝜆𝑠(𝜂) = 2

√︃
𝜎𝜋4

𝑙4
·
(︂
1 +

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛
𝜂

)︂
𝜇4 =

2𝜋2𝜇2
√
𝜎

𝑙2

√︂
1 +

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛
𝜂

Поскольку 𝜇4 = ℎ2/12, значение 𝜆𝑠 для случая шарнирного опирания краев

оболочки записывается как:

𝜆𝑠(𝜂) = 𝜆𝑠(0)

√︂
1 +

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛
𝜂, где 𝜆𝑠(0) =

𝜋2ℎ
√
𝜎

𝑙2
√
3

. (1.21)
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С увеличением 𝜂 увеличивается и 𝜆𝑠(𝜂), однако формулой (1.21) нельзя

пользоваться при больших значениях 𝜂. Дело в том, что существует частота ко-

лебаний, значение которой не зависит от 𝜂. Действительно, собственное значение

𝛼𝑛 краевой задачи (1.3), (1.5) одновременно является собственным значением кра-

евой задачи (1.3), (1.5), (1.6), так как форма колебаний неподкрепленной оболочки

𝑤𝑛(𝑠) удовлетворяет граничным условиям (1.6). Для параметра 𝜆𝑠
𝑛, соответству-

ющего этому собственному значению 𝛼𝑛, справедливо

𝜆𝑠
𝑛 = min

𝑚

[︂
𝜎𝛼4

𝑛

𝑚4
+ 𝜇4𝑚4

]︂
= 2
√︀

𝜎𝛼4
𝑛𝜇

4 = 2𝛼2
𝑛𝜇

2
√
𝜎 =

=
2𝜋2𝑛2

𝑙2
ℎ√
12

√
𝜎 =

𝜋2ℎ
√
𝜎

𝑙2
√
3

𝑛2 = 𝜆𝑠(0)𝑛2.

Как мы видим, этот параметр не зависит от 𝜂.

Параметр 𝜂*𝑠 , являющийся корнем уравнения

𝜆𝑠(0)

√︂
1 +

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛
𝜂 = 𝜆𝑠

𝑛

называется эффективной жесткостью шпангоута. Увеличение жесткости шпан-

гоута 𝜂 после достижения значения 𝜂*𝑠 не приводит к увеличению наименьшего

параметра частоты. Следовательно,

𝜆𝑠(𝜂)

𝜆𝑠(0)
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√︁
1 + 2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛 𝜂, 𝜂 ⩽ 𝜂*𝑠

𝑛2, 𝜂 > 𝜂*𝑠

, 𝜂*𝑠 =
𝑛(𝑛4 − 1)

2𝑇𝑠(𝑛)
. (1.22)

Рассмотрим аналогичную задачу об определении наименьшего значения

параметра частоты 𝜆𝑐 для цилиндрической оболочки с жестко закрепленными

(1.4) краями. В этом случае координаты параллелей, на которых оболочка под-

крепляется шпангоутами жесткости 𝑐𝑖 являются узлами формы колебаний непод-

крепленной жестко заделанной оболочки (1.14).
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Подставим (1.8) в собственное значение (1.18) краевой задачи(1.4, 1.5, 1.6):

𝛼4
𝑐 =

(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

+ 𝑐
𝑇𝑐(𝑛)

𝐼0
=

(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

+
𝑚8𝜇4𝑙𝜂

𝜎𝑛

𝑇𝑐(𝑛)

𝐼0
=

=

(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

+
𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜇

4𝜂

𝜎𝑛𝐼0
𝑚8

Тогда наименьшее значение параметра собственной частоты жестко за-

крепленной цилиндрической оболочки (1.19) имеет следующий вид

𝜆𝑐(𝜂) = min
𝑚

[︃
𝜎

𝑚4

(︃(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

+
𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜇

4𝜂

𝜎𝑛𝐼0
𝑚8

)︃
+ 𝜇4𝑚4

]︃
=

= min
𝑚

[︂
𝜎(3𝜋)4

(2𝑙)4
𝑚−4 +

𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜇
4𝜂

𝑛𝐼0
𝑚4 + 𝜇4𝑚4

]︂
.

После минимизации этого выражения по 𝑚 аналогично (1.20) получаем

𝜆𝑐(𝜂) = 2

√︃
𝜎(3𝜋)4

(2𝑙)4
·
(︂
1 +

𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0

)︂
𝜇4 =

9𝜋2𝜇2
√
𝜎

2𝑙2

√︃
1 +

𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0
.

или

𝜆𝑐(𝜂) = 𝜆𝑐(0)

√︃
1 +

𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0
где 𝜆𝑐(0) =

3𝜋2ℎ
√
3𝜎

4𝑙2
. (1.23)

С увеличением 𝜂 увеличивается и 𝜆𝑐(𝜂), однако, так же, как и в случае

шарнирного опирания краев оболочки, формулой (1.23) нельзя пользоваться при

больших значениях 𝜂, так как существует параметр частоты 𝜆𝑐
𝑛, который не за-

висит от 𝜂 и для которого имеет место приближенная формула

𝜆𝑐
𝑛 = min

𝑚

[︂
𝜎𝛼4

𝑛

𝑚4
+ 𝜇4𝑚4

]︂
= 2
√︀

𝜎𝛼4
𝑛𝜇

4 =
(2𝑛+ 1)2𝜋2

4𝑙2
ℎ
√
𝜎√
3

=

=
3𝜋2ℎ

√
3𝜎

4𝑙2
(2𝑛+ 1)2

32
= 𝜆𝑐(0) ·

(︂
2𝑛+ 1

3

)︂2

.

Значение эффективной жесткости шпангоута 𝜂*𝑐 в этом случае является

корнем уравнения

𝜆𝑐(0)

√︃
1 +

𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂*𝑐
𝑛𝐼0

= 𝜆𝑐(0) ·
(︂
2𝑛+ 1

3

)︂2
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Увеличение жесткости шпангоута 𝜂 после достижения ею значения 𝜂*𝑐 не

приводит к увеличению наименьшего параметра частоты. Следовательно,

𝜆𝑐(𝜂)

𝜆𝑐(0)
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√︁

1 + 𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂
𝑛𝐼0

, 𝜂 ⩽ 𝜂*𝑐(︀
2𝑛+1
3

)︀2
, 𝜂 > 𝜂*𝑐

, 𝜂*𝑐 =
𝑛𝐼0

𝑙𝑇𝑐(𝑛)

(︃(︂
2𝑛+ 1

3

)︂4

− 1

)︃
. (1.24)

1.2 Оптимизация параметров подкрепленной

цилиндрической оболочки с целью максимального

увеличения первой частоты

Пусть масса подкрепленной оболочки фиксирована. Рассмотрим задачу об опреде-

лении оптимального распределения массы между шпангоутами и оболочкой (об-

шивкой), которому соответствует наибольшее значение первой частоты.

Наименьшую частоту колебаний 𝜔0 цилиндрической оболочки с шарнирно

опертыми краями, имеющей безразмерную длину 𝑙 и толщину ℎ0, можно опреде-

лить с помощью приближенной формулы, полагая 𝜆 = 𝜆𝑠(0) (1.21)

𝜔0
𝑠 =

√︃
𝐸𝜆𝑠(0)

𝜌𝑅2𝜎
=

√︃
𝐸

𝜌𝑅2𝜎

𝜋2ℎ0

√
𝜎

𝑙2
√
3

=

√︃
𝐸ℎ0𝜋2

𝜌𝑅2𝑙2
√
3𝜎

. (1.25)

Предположим, что за счет уменьшения толщины оболочки до величины

ℎ на ней установлен 𝑛 − 1 шпангоут. Полагаем, что сечение шпангоутов имеет

прямоугольную форму, шпангоуты имеют одинаковую ширину 𝑎 и высоту 𝑏𝑖(𝑖 =

1, . . . , 𝑛− 1). Масса подкрепленной оболочки, в таком случае,

𝑀 𝑠 = 𝑀(ℎ) +𝑀 𝑟, (1.26)

где 𝑀(ℎ) = 𝜌2𝜋𝑅 ·𝑅ℎ ·𝑅𝑙 — масса обшивки, a масса шпангоутов

𝑀 𝑟 =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝜌2𝜋𝑅 · 𝑎𝑅 · 𝑏𝑖𝑅 = 2𝜋𝑅3𝜌 · 𝑎2𝑘 · 𝑃 (𝑛), 𝑃 (𝑛) =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖).
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Пусть масса подкрепленной оболочки совпадает с массой гладкой оболочки

𝑀0 = 𝑀(ℎ0).

Для определения первой частоты колебаний подкрепленной оболочки 𝜔𝑠

воспользуемся формулами (1.21) и (1.25). Введем функцию отношения первой

частоты колебаний подкрепленной оболочки к первой частоте колебаний гладкой

оболочки, В случае шарнирного опирания краев оболочки с учетом (1.22) получим

следующее выражение

𝑓𝑠 =
𝜔𝑠

𝜔0
𝑠

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4

√︁
1 + 2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛 𝜂 ·
√
𝑑, 𝜂 ⩽ 𝜂*𝑠 ,

𝑛 ·
√
𝑑, 𝜂*𝑠 < 𝜂,

, 𝜂*𝑠 =
𝑛(𝑛4 − 1)

2𝑇𝑠(𝑛)
, 𝑑 =

ℎ

ℎ0
.

Преобразуем второй член подкоренного выражения с учетом значения 𝜂 из

(1.8)

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛
𝜂 =

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛

12𝜎𝑛

ℎ3𝑙
𝐽 =

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛

12𝜎𝑛

ℎ3𝑙

𝑎4𝑘3

12

ℎ3
0

ℎ3
0

=
2𝑇𝑠(𝑛)𝜎𝑘

3

𝑙ℎ3
0

· 𝑎
4

𝑑3
.

Следовательно

𝑓𝑠 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛 ·

√
𝑑, 0 < 𝑑 ⩽ 𝑑𝑠

4

√︁
1 + 𝐵𝑠𝑎4

𝑑3 ·
√
𝑑, 𝑑𝑠 < 𝑑 ⩽ 1

, 𝐵𝑠 =
2𝜎𝑘3

𝑙ℎ3
0

· 𝑇𝑠(𝑛). (1.27)

Рассмотрим условие равенства массы подкрепленной оболочки массе глад-

кой оболочки (1.26):

2𝜋𝑅3𝜌
(︀
ℎ𝑙 + 𝑎2𝑘𝑃 (𝑛)

)︀
= 2𝜋𝑅3𝜌ℎ0𝑙,

ℎ𝑙 + 𝑎2𝑘𝑃 (𝑛) = ℎ0𝑙.

Откуда

𝑎2 =
1− 𝑑

𝐴
, где 𝐴 =

𝑘

ℎ0𝑙
𝑃 (𝑛).
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Используя выражение для 𝑎2, функцию 𝑓 2

𝑠 (𝑑) можно представить в следу-

ющем виде:

𝑓𝑠(𝑑) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛 ·

√
𝑑, 0 < 𝑑 ⩽ 𝑑𝑠

4

√︁
1 + 𝐵𝑠

𝐴2 · (1−𝑑)2

𝑑3 ·
√
𝑑, 𝑑𝑠 < 𝑑 ⩽ 1

,

Из условия непрерывности функции 𝑓𝑠 в 𝑑𝑠 имеем

𝑛4 − 1 =
𝐵𝑠

𝐴2
· (1− 𝑑𝑠)

2

𝑑3𝑠
,

откуда

𝑑3𝑠 −
𝐵𝑠

𝐴2(𝑛4 − 1)
(1− 𝑑𝑠)

2 = 0,

или

𝑑3𝑠 −
2𝜎𝑘𝑙

ℎ0
· 𝑇𝑠(𝑛)

𝑃 2(𝑛)(𝑛4 − 1)
· (𝑑𝑠 − 1)2 = 0. (1.28)

Значение 𝑑𝑠 определяется как корень этого уравнения из отрезка [0, 1], который

соответствует максимальной первой частоте колебаний шарнирно опертой обо-

лочки, подкрепленной шпангоутами разной жесткости.

При этом безразмерная ширина шпангоутов 𝑎𝑠 и значение целевой функции

𝑓 *
𝑠 , соответствующие 𝑑𝑠, находятся по формулам:

𝑎𝑠 =

√︂
1− 𝑑𝑠
𝐴

, 𝑓 *
𝑠 = 𝑛 ·

√︀
𝑑𝑠.

В задаче о колебаниях подкрепленной цилиндрической оболочки с жест-

ко закрепленными краями может быть произведена аналогичная оптимизация по

массе. Наименьшую частоту колебаний 𝜔0 цилиндрической оболочки с заделан-

ными краями, имеющей безразмерную длину 𝑙 и толщину ℎ0, можно определить

по приближенной формуле (при 𝜆 = 𝜆𝑐(0) по (1.23))

𝜔0
𝑐 =

√︃
𝐸𝜆𝑐(0)

𝜌𝑅2𝜎
=

√︃
𝐸

𝜌𝑅2𝜎

3𝜋2ℎ0

√
3𝜎

4𝑙2
=

√︃
9𝐸ℎ0𝜋2

4𝜌𝑅2𝑙2
√
3𝜎

. (1.29)
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Для определения первой частоты колебаний подкрепленной оболочки 𝑤𝑐

можно воспользоваться формулами (1.23) и (1.29). С учетом соотношения (1.24)

функция отношения первой частоты колебаний подкрепленной оболочки к первой

частоте колебаний гладкой оболочки 𝑓𝑐 будет иметь следующий вид:

𝑓𝑐 =
𝜔𝑐

𝜔0
𝑐

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4

√︁
1 + 𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0
·
√
𝑑, 𝜂 ⩽ 𝜂*𝑐

2𝑛+1
3 ·

√
𝑑, 𝜂 > 𝜂*𝑐

, 𝜂*𝑐 =
𝑛𝐼0

𝑙𝑇𝑐(𝑛)

(︃(︂
2𝑛+ 1

3

)︂4

− 1

)︃
.

Проведем аналогичные преобразования второго члена подкоренного выра-

жения:
𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0
=

𝑙𝑇𝑐(𝑛)

𝑛𝐼0

12𝜎𝑛

ℎ3𝑙
𝐽 =

𝑙𝑇𝑐(𝑛)

𝑛𝐼0

12𝜎𝑛

ℎ3
0𝑑

3𝑙

𝑎4𝑘3

12
=

𝑇𝑐(𝑛)𝜎𝑘
3

𝐼0ℎ3
0

𝑎4

𝑑3
,

тогда

𝑓𝑐 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2𝑛+1
3 ·

√
𝑑, 0 < 𝑑 ⩽ 𝑑𝑐

4

√︁
1 + 𝐵𝑐𝑎4

𝑘3 ·
√
𝑑, 𝑑𝑐 < 𝑑 ⩽ 1

, 𝐵𝑐 =
𝜎𝑘3

𝐼0ℎ3
0

· 𝑇𝑐(𝑛).

С учетом равенства массы оболочки, подкрепленной шпангоутами и глад-

кой оболочки

𝑓𝑐 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2𝑛+1
3 ·

√
𝑑, 0 < 𝑑 ⩽ 𝑑𝑐

4

√︁
1 + 𝐵𝑐

𝐴2 · (1−𝑑)2

𝑑3 ·
√
𝑑, 𝑑𝑐 < 𝑑 ⩽ 1

, 𝑎2 =
1− 𝑑

𝐴
, 𝐴 =

𝑘𝑃 (𝑛)

ℎ0𝑙
.

Где 𝑑𝑐 удовлетворяет следующему уравнению:(︂
2𝑛+ 1

3

)︂4

= 1 +
𝐵𝑐

𝐴2
· (1− 𝑑𝑐)

2

𝑑3𝑐
,

откуда

𝑑3𝑐 −
𝐵𝑐

𝐴2
(︁(︀

2𝑛+1
3

)︀4 − 1
)︁(1− 𝑑𝑐)

2 = 0,

или

𝑑3𝑐 −
𝜎𝑘𝑙2

𝐼0ℎ0

𝑇𝑐(𝑛)

𝑃 2(𝑛)
(︁(︀

2𝑛+1
3

)︀4 − 1
)︁(1− 𝑑𝑐)

2 = 0. (1.30)
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При этом 𝑎𝑐 и 𝑓 *

𝑐 , соответствующие 𝑑𝑐, можно найти по следующим фор-

мулам:

𝑎𝑐 =

√︂
1− 𝑑𝑐
𝐴

, 𝑓 *
𝑐 =

2𝑛+ 1

3
·
√︀
𝑑𝑐.

1.3 Аналитическое определение фундаментальной частоты

колебаний подкрепленной оболочки

С помощью численных и асимптотических методов получен спектр частот соб-

ственных колебаний подкрепленной оболочки. Выделены два типа колебаний.

Формы собственных колебаний первого типа сходны большим числом волн в

окружном направлении с формами собственных колебаний неподкрепленной ци-

линдрической оболочки. Собственные частоты и формы колебаний второго типа

мало отличаются от частот и форм колебаний кольцевой пластины.

В этом параграфе «оболочечные» частоты находятся аналитически и чис-

ленно. В качестве примера рассматривается медная цилиндрическая оболочка

длины 𝑙 = 4 и толщины ℎ0 = 0,01 с модулем Юнга 𝐸 = 11 · 1010 Па, коэффици-

ентом Пуассона 𝜈 = 0.35 и плотностью 𝜌 = 8920 кг/м3. Приближенное значение

фундаментальной частоты колебаний (𝜔0) неподкрепленной оболочки вычисляет-

ся по формуле (1.25) в случае шарнирного опирания краев, и по формуле (1.29) в

случае жесткой заделки. Соответствующие значения 𝜔0
𝑠 и 𝜔0

𝑐 таковы

𝜔0
𝑠 =

√︃
𝐸ℎ0

𝑅2𝑙2
√
3𝜎

≃ 216,5
рад
c

, 𝜔0
𝑐 =

√︃
9𝐸ℎ0

4𝑅2𝑙2
√
3𝜎

≃ 324,8
рад
c

.

В случае подкрепления оболочки 𝑛𝑠 шпангоутами с шириной 𝑎 и высотами

𝑏𝑖 = 𝑘𝑎𝑓(𝑖)(𝑖 = 1 . . . 𝑛𝑠) функция 𝑓(𝑖) определяет распределение высот шпан-

гоутов вдоль образующей оболочки и, следовательно, распределение жесткостей
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шпангоутов и профиль конструкции. Для случая линейного распределения

𝑓𝑙𝑖𝑛(𝑖) = (𝜅(𝑖)− 1)(𝑢− 1) + 1, 𝑢 =
𝑏2
𝑏1
,

где

𝜅(𝑖) =
𝑛

2
−
⃒⃒⃒𝑛
2
− 𝑖
⃒⃒⃒
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑖, 𝑖 < 𝑛

2

𝑛− 𝑖, 𝑖 ⩾ 𝑛
2

, 𝑛 = 𝑛𝑠 + 1.

Для случая параболического распределения

𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏(𝑖) = 𝑎𝑝𝜅
2(𝑖)− 𝑛𝑎𝑝𝜅(𝑖) + 𝑛𝑎𝑝 − 𝑎𝑝 + 1, где 𝑎𝑝 =

1− 𝑢

𝑛− 3
,

и для случая экспоненциального распределения

𝑓𝑒𝑥𝑝(𝑖) =
𝑢− 1

𝑒2 − 𝑒
𝑒𝜅(𝑖) +

𝑒− 𝑢

𝑒− 1
.

Для оболочки подкрепленной шпангоутами одинаковой высоты 𝑢 = 1.

Приближенное значение «оболочечной» частоты колебаний такой кон-

струкции может быть получено по формуле 𝜔𝑠 = 𝜔0
𝑠𝑓𝑠 в случае шарнирного опи-

рания краев, и по формуле 𝜔𝑐 = 𝜔0
𝑐𝑓𝑐 в случае жесткой заделки краев. Значения

𝑓𝑠 и 𝑓𝑐 для разных профилей конструкции приведены в таблицах 1.1 и 1.2. На

рисунках 1.5 и 1.6 изображены зависимости функций 𝑓𝑠 и 𝑓𝑐 от числа шпангоутов

при различных отношениях ширины и высоты шпангоутов.

На основании полученных результатов можно сделать вывод, что исполь-

зование неодинаковых шпангоутов для подкрепления цилиндрической оболочки

приводит к более значительному увеличению ее первой собственной частоты по

сравнению с подкреплением равными шпангоутами. Из трех рассмотренных про-

филей конструкции наибольшее увеличение первой частоты дает профиль с экс-

поненциальным законом распределения высот шпангоутов. Кроме того, можно

заметить, что защемление краев оболочки приводит к более высоким фундамен-
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Таблица 1.1 — Значение функции 𝑓𝑠 шарнирно опертой оболочки, подкрепленной

𝑛𝑠 шпангоутами.

𝑓𝑙𝑖𝑛(𝑖) 𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏(𝑖) 𝑓𝑒𝑥𝑝(𝑖)

𝑛𝑠

𝑢
1 2 3 1 2 3 1 2 3

𝑘
=

1

4 3,16 3,41 3,51 3,16 3,41 3,51 3,16 3,41 3,51

5 3,36 3,66 3,90 3,36 3,66 3,82 3,36 3,66 4,13

6 3,51 3,85 4,17 3,51 3,85 4,08 3,51 3,85 4,45

7 3,64 4,00 4,47 3,64 4,00 4,30 3,64 4,00 5,32

8 3,74 4,13 4,68 3,74 4,13 4,50 3,74 4,13 5,64

𝑘
=

1,
5

4 3,61 3,66 3,64 3,61 3,66 3,64 3,61 3,66 3,64

5 4,02 4,14 4,14 3,94 4,02 3,99 4,25 4,45 4,49

6 4,31 4,45 4,44 4,22 4,32 4,29 4,60 4,82 4,84

7 4,63 4,83 4,83 4,46 4,59 4,56 5,49 5,82 5,86

8 4,86 5,07 5,07 4,68 4,83 4,79 5,83 6,17 6,20

𝑘
=

2

4 3,77 3,73 3,95 3,77 3,73 3,95 3,77 3,73 3,95

5 4,31 4,27 4,55 4,16 4,10 4,40 4,65 4,63 4,89

6 4,65 4,59 4,94 4,50 4,43 4,78 5,04 5,00 5,33

7 5,06 5,00 5,40 4,79 4,71 5,11 6,08 6,04 6,40

8 5,33 5,26 5,71 5,05 4,97 5,41 6,46 6,40 6,83

тальным частотам, чем при шарнирном опирании краев. Эти результаты подчер-

кивают важность учета как типа профиля конструкции, так и граничных условий

при усовершенствовании конструкций с цилиндрическими оболочек.
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Рисунок 1.5 — Значения функции 𝑓𝑠 для а). линейного, б). параболического, в).

экспоненциального профилей конструкции.

1.4 Собственные колебания кольцевой пластины

Как можно видеть из результатов предыдущего параграфа, с увеличением высо-

ты шпангоутов растет первая частота колебаний оболочки. В большинстве работ,

посвященных исследованию колебаний цилиндрических оболочек, подкрепленных

шпангоутами, используется стержневая модель шпангоута, поскольку при малой

высоте собственная частота колебаний шпангоута превышает собственную часто-

ту колебаний оболочки. Однако, с увеличением высоты собственная частота ко-

лебаний шпангоута падает, что ведёт к уменьшению частоты колебаний всей кон-

струкции. Поэтому, когда отношение высоты шпангоута к его ширине 𝑘 = 𝑏/𝑎

велико, для получения более точных результатов вместо использования модели

кольцевого стержня следует рассматривать шпангоуты как кольцевые пластины.

Оптимальным является использование таких шпангоутов, у которых первая ча-

стота колебаний совпадает с первой частотой колебаний оболочки.
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Таблица 1.2 — Значение функции 𝑓𝑐 жестко закрепленной оболочки, подкреплен-

ной 𝑛𝑠 шпангоутами.

𝑓𝑙𝑖𝑛(𝑖) 𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏(𝑖) 𝑓𝑒𝑥𝑝(𝑖)

𝑛𝑠

𝑢
1 1,5 2 1 1,5 2 1 1,5 2

𝑘
=

1

4 2,67 2,77 2,84 2,67 2,77 2,84 2,67 2,77 2,84

5 2,86 2,99 3,08 2,86 2,99 3,08 2,86 2,99 3,08

6 3,01 3,16 3,26 3,01 3,16 3,26 3,01 3,16 3,26

7 3,13 3,30 3,42 3,13 3,30 3,42 3,13 3,30 3,42

8 3,23 3,41 3,54 3,23 3,41 3,54 3,23 3,41 3,54

𝑘
=

1,
5

4 2,82 2,91 2,98 2,82 2,91 2,98 2,82 2,91 2,98

5 3,14 3,26 3,35 3,08 3,20 3,29 3,31 3,42 3,50

6 3,37 3,52 3,62 3,30 3,45 3,55 3,58 3,72 3,82

7 3,63 3,80 3,91 3,50 3,66 3,78 4,25 4,40 4,50

8 3,81 4,00 4,13 3,67 3,85 3,99 4,52 4,70 4,82

𝑘
=

2

4 2,93 3,01 3,07 2,93 3,01 3,07 2,93 3,01 3,07

5 3,32 3,43 3,50 3,22 3,34 3,42 3,52 3,62 3,69

6 3,58 3,72 3,82 3,48 3,62 3,72 3,84 3,96 4,05

7 3,89 4,05 4,17 3,71 3,88 3,99 4,56 4,70 4,78

8 4,11 4,29 4,42 3,91 4,10 4,23 4,87 5,03 5,14

На рисунке 1.7 изображена цилиндрическая оболочка, подкрепленная в

середине кольцевой пластиной. Как и ранее, радиус цилиндрической оболочки

выбран за единицу длины 𝑅 = 1.
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Рисунок 1.6 — Значения функции 𝑓𝑐 для а). линейного, б). параболического, в).

экспоненциального профилей конструкции.

Рисунок 1.7 — Цилиндрическая оболочка, сопряженная с кольцевой пластиной.

Численные результаты показывают, что для больших значений 𝑘 низкоча-

стотные колебания осесимметричны и нижние частоты подкрепленной оболочки

мало отличаются от частот, соответствующих изгибным колебаниям пластины.
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Безразмерные уравнения, описывающие осесимметрические колебания ци-

линдрической оболочки, имеют следующий вид

𝜇4𝑑
4𝑤

𝑑𝑠4
+ 𝜈

𝑑𝑢

𝑑𝑠
+ 𝑤 = 𝜆𝑤,

𝑑2𝑢

𝑑𝑠2
+ 𝜈

𝑑𝑤

𝑑𝑠
= −𝜆𝑢, (1.31)

Здесь 𝑠 ∈ [0, 𝑙] — продольная координата, (𝑢,𝑤) — компоненты перемещения (𝑢 —

осевое, 𝑤 — нормальное), 𝜇4 = ℎ2/12 — малый параметр, ℎ — толщина оболочки,

𝜈 — коэффициент Пуассона, 𝜆 = 𝜌𝜔2𝑅2𝐸−1, — частотный параметр.

Осесимметричные колебания кольцевой пластины описываются безразмер-

ным уравнением

∆2𝑤𝑝 = 𝛾4 · 𝑤𝑝, ∆𝑤𝑝 =
1

𝑠𝑝

𝑑

𝑑𝑠𝑝

(︂
𝑠𝑝
𝑑𝑤𝑝

𝑠𝑝

)︂
, 𝛾4 =

12𝜆

𝑎2
, (1.32)

где 𝑠𝑝 ∈ [1, 1 + 𝑏] — радиальная координата, а 𝑤𝑝 — перемещение вдоль нормали.

Полагая, что край пластины (𝑠𝑝 = 1+ 𝑏) свободен, запишем краевые усло-

вия в следующем виде:

𝑀𝑝 = 𝑄𝑝 = 0 при 𝑠𝑝 = 1 + 𝑏, (1.33)

где для изгибающего момента 𝑀𝑝 и перерезывающего усилия 𝑄𝑝 определяются

как

𝑀𝑝 =
𝑑2𝑤𝑝

𝑑𝑠2𝑝
+

𝜈

𝑠𝑝

𝑑𝑤𝑝

𝑑𝑠𝑝
, 𝑄𝑝 =

𝑑3𝑤𝑝

𝑑𝑠3𝑝
+

1

𝑠𝑝

𝑑2𝑤𝑝

𝑑𝑠2𝑝
− 1

𝑠2𝑝

𝑑𝑤𝑝

𝑑𝑠𝑝
.

В работе [57] показано, что в случае, когда ширина шпангоута близка к

толщине оболочки 𝑎 ∼ ℎ, в первом приближении граничные условия сопряжения

(1.34) можно записать в виде

𝑤𝑝(1) = 0,
𝑑𝑤𝑝

𝑑𝑠𝑝
(1) = 0. (1.34)

В общем виде точное решение системы (1.32), (1.33), (1.34) представляется

через функции Бесселя

𝑤𝑝 = 𝐶1𝐽0(𝛾𝑠𝑝) + 𝐶2𝑌0(𝛾𝑠𝑝) + 𝐶3𝐼0(𝛾𝑠𝑝) + 𝐶4𝐾0(𝛾𝑠𝑝), (1.35)
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где {𝐶𝑖}4𝑖=1 — произвольные константы, 𝐽0, 𝑌0 — функции Бесселя первого и вто-

рого рода, 𝐼0, 𝐾0 — модифицированные функции Бесселя. В общем случае для

нахождения параметра 𝛾 следует подставить решение (1.35) в граничные усло-

вия (1.33) и (1.34). Условием существования нетривиального решения является

равенство нулю главного определителя системы линейных уравнений. Получив-

шееся громоздкое уравнение может быть решено только численно.

Однако, в случае сопряжения с достаточно узкой (𝑏 ≪ 1) пластиной, для

𝛾 можно получить простую приближенную формулу.

После замены переменной 𝑠𝑝 = 1 + 𝑏𝑥 в уравнении (1.32) и граничных

условиях (1.33), (1.34) и пренебрежения малыми членами получим задачу на соб-

ственные значения:
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
− 𝛽4𝑤 = 0, где 𝛽 = 𝑏𝛾, (1.36)

𝑤(0) =
𝑑𝑤

𝑑𝑥
(0) =

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
(1) =

𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
(1) = 0. (1.37)

Решение уравнения (1.36) имеет вид

𝑤 = 𝐷1 sin(𝛽𝑥) +𝐷2 cos(𝛽𝑥) +𝐷3 sh(𝛽𝑥) +𝐷4 ch(𝛽𝑥). (1.38)

Подстановкой (1.38) в (1.37) можно получить систему однородных уравне-

ния относительно {𝐷𝑖}4𝑖=1 у которой есть нетривиальные решения, когда главный

определитель равен нулю:

sh(𝛽) cos(𝛽) + 1 = 0.

Наименьший корень этого уравнения 𝛽0 ≃ 1.875 соответствует первой ча-

стоте. Приближенное значение параметра 𝛾 может быть найдено по формуле

𝛾0 = 1.875/𝑏.

При 𝑎 ≪ 𝑏 ≪ 1 и 𝑎 ∼ ℎ приближенное значение частотного параметра 𝜆1,

используя (1.32) (1.5),

𝛽 = 𝑏𝛾, 12𝜆 = 𝛾4𝑎2,
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может быть получено по формуле

𝜆1 ≃ 1.03
𝑎2

𝑏4
. (1.39)

Далее будем использовать полученную формулу при решении задачи о вы-

боре оптимальных коэффициентов функции распределения.

1.5 Аналитическое и численное определение

фундаментальной частоты колебаний конструкции

Нижняя часть частотного спектра цилиндрической оболочки с кольцевыми реб-

рами жесткости образована собственными значениями (1.21) и (1.39) в случае

шарнирного опирания краев оболочки и собственными значениями (1.23) и (1.39)

— в случае жесткой заделки. Численные результаты, приведенные в таблицах 1.1

и 1.2, показывают, что с увеличением параметра 𝑢, увеличивается и первая «обо-

лочечная» частота конструкции. Соответствующая форма колебаний показана на

рисунке 1.8.

Однако, как следует из приближенной формулы (1.39), первая «пластиноч-

ная» частота при этом уменьшается. Форма колебаний, соответствующая первой

«пластиночной» частоте показана на рисунке 1.9.

Оптимальным будет то значение параметра 𝑢, при котором первые «обо-

лочечная» и «пластиночная» частоты совпадают.

Асимптотические формулы (1.22) и (1.24) для собственного значения пер-

вой частоты колебаний оболочки дают хорошее приближение для тонких (ℎ ∼

0.01) оболочек средней длины (3 < 𝑙 < 15).

С увеличением длины оболочки минимальной становится частота, соответ-

ствующая «балочным» колебаниям оболочки. То есть длинную цилиндрическую

оболочку следует моделировать как стержень постоянного поперечного сечения,
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Рисунок 1.8 — «Оболочечная» форма колебаний цилиндрической оболочки

толщины ℎ = 0.01, длины 𝑙 = 4, подкрепленная 5 шпангоутами для случая

линейной функции распределения с 𝑢 = 7.

Рисунок 1.9 — «Пластиночная» форма колебаний цилиндрической оболочки

толщины ℎ = 0.01, длины 𝑙 = 4, подкрепленная 5 шпангоутами для случая

линейной функции распределения с 𝑢 = 8.

подкрепленный пружинами. Форма колебаний, соответствующая фундаменталь-

ной «балочной» частоте показана на рисунке 1.10).
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Рисунок 1.10 — «Балочная» форма колебаний цилиндрической оболочки

толщины ℎ = 0.01, длины 𝑙 = 20, подкрепленная 5 шпангоутами для случая

линейной функции распределения с 𝑢 = 7.

При малых длинах оболочки (1.21) и (1.23) теряют свою точность, посколь-

ку колебания на промежутках между установленными шпангоутами не затухают

к краям промежутка.

При большой изменяемости профиля конструкции (𝑢), в зависимости от

толщины и длины оболочки, форма колебаний оболочки локализуется в окрестно-

сти первого шпангоута (рисунок 1.11). В этом случае фундаментальной частотой

конструкции будет первая частота колебаний сегмента оболочки, подкрепленно-

го первым шпангоутом с упругой заделкой на месте второго шпангоута. Условие

упругой заделки занимает промежуточной положение между жесткой заделкой и

шарнирным опиранием, в дальнейшем оно будет выбираться таким же, как и на

краю оболочки.

Ниже приведены оптимальные значения параметра 𝑢 для некоторых зна-

чений геометрических параметров конструкции (𝑘, 𝑛𝑠). В качестве примера рас-

сматривается медная цилиндрическая оболочка длины 𝑙 = 4 и толщины ℎ0 = 0,01



44

Рисунок 1.11 — Локализация «оболочечной» формы колебаний конструкции с

высокой изменяемостью профиля 𝑢.

с модулем Юнга 𝐸 = 11 · 1010 Па, коэффициентом Пуассона 𝜈 = 0.35 и плотно-

стью 𝜌 = 8920 кг/м3. Численные результаты были получены методом конечных

элементов в пакетах 𝐴𝑛𝑠𝑦𝑠 и 𝐶𝑜𝑚𝑠𝑜𝑙.

Для разных профилей конструкции оптимальные значения параметра 𝑢 и

соответствующие им значения функции 𝑓𝑠 (для случая шарнирного опирания кра-

ев оболочки) и функции 𝑓𝑐 (для случая жесткой заделки) приведены в таблицах

1.3 и 1.4.

В Таблице 1.5 для оптимального значения параметра 𝑢 приведены значе-

ния циклических частот колебаний 𝜔𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝, полученные описанным в главе асимп-

тотическим методом, и соответствующие значения 𝜔𝑓𝑒𝑎, полученные методом ко-

нечных элементов в пакете 𝐴𝑛𝑠𝑦𝑠 для линейного, параболического и экспонен-

циального профилей конструкции. Заметим, что при 𝑛𝑠 = 3 и 𝑛𝑠 = 4 профили

совпадают.

На рисунке 1.12 для случая подкрепления оболочки тремя шпангоута-

ми изображена форма колебаний оптимальной конструкции, соответствующая ее
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фундаментальной частоте. Как видно, колебаниям подвержена как оболочка, так

и самый большой шпангоут, то есть дальнейшее уменьшение толщины оболочки

приведет к уменьшению первой частоты «оболочечной» серии частот, а умень-

шение толщины или увеличение высоты шпангоута — к уменьшению первой ча-

стоты «пластиночной» серии частот. Максимизация фундаментальной частоты

Таблица 1.3 — Оптимальные значения параметра 𝑢 и соответствующие ему зна-

чения функции 𝑓𝑠 для шарнирно опертой оболочки при линейном (𝑓𝑙𝑖𝑛), парабо-

лическом (𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏) и экспоненциальном (𝑓𝑒𝑥𝑝) распределения высот 𝑛𝑠 шпангоутов.

𝑢 𝑓𝑠 𝑢 𝑓𝑠 𝑢 𝑓𝑠 𝑢 𝑓𝑠 𝑢 𝑓𝑠

𝑛𝑠 𝑘 = 1 𝑘 = 1,5 𝑘 = 2 𝑘 = 2,5 𝑘 = 3

𝑓𝑙𝑖𝑛

4 14,52 4,32 9,74 4,31 7,35 4,29 5,92 4,28 4,96 4,27

5 6,57 4,72 4,61 4,69 3,63 4,67 3,03 4,65 2,64 4,63

6 6,59 5,12 4,60 5,10 3,61 5,07 3,02 5,05 2,62 5,03

7 4,43 5,33 3,22 5,30 2,61 5,27 2,25 5,25 2,00 5,23

8 4,50 5,63 3,26 5,60 2,64 5,58 2,26 5,55 2,01 5,53

𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏

4 14,52 4,32 9,74 4,31 7,35 4,29 5,92 4,28 4,96 4,27

5 9,93 4,72 6,77 4,70 5,18 4,69 4,23 4,67 3,60 4,66

6 8,69 5,10 5,95 5,08 4,59 5,06 3,77 5,04 3,22 5,03

7 7,17 5,35 4,97 5,34 3,88 5,32 3,22 5,30 2,77 5,29

8 6,51 5,61 4,55 5,59 3,57 5,57 2,97 5,55 2,58 5,54

𝑓𝑒𝑥𝑝

4 14,52 4,32 9,74 4,31 7,35 4,29 5,92 4,28 4,96 4,27

5 3,81 4,78 2,82 4,74 2,33 4,71 2,03 4,67 1,83 4,65

6 3,87 5,19 2,85 5,16 2,35 5,12 2,04 5,10 1,84 5,07

7 1,81 5,44 1,53 5,37 1,39 5,31 1,30 5,26 1,25 5,22

8 1,85 5,79 1,55 5,72 1,40 5,67 1,31 5,62 1,25 5,58
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важна по ряду причин. Во-первых, минимизируется вероятность резонанса, воз-

никающего при совпадении частоты приложенной нагрузки с собственной часто-

той конструкции, что может привести к чрезмерным вибрациям и разрушению

конструкции. Во-вторых, наличие одинаковых собственных частот для разных

форм колебаний может привести к более сбалансированной реакции конструкции

Таблица 1.4 — Оптимальные значения параметра 𝑢 и соответствующие ему значе-

ния функции 𝑓𝑐 для жестко закрепленной оболочки при линейном (𝑓𝑙𝑖𝑛), парабо-

лическом (𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏) и экспоненциальном (𝑓𝑒𝑥𝑝) распределения высот 𝑛𝑠 шпангоутов.

𝑢 𝑓𝑐 𝑢 𝑓𝑐 𝑢 𝑓𝑐 𝑢 𝑓𝑐 𝑢 𝑓𝑐

𝑛𝑠 𝑘 = 1 𝑘 = 1,5 𝑘 = 2 𝑘 = 2,5 𝑘 = 3

𝑓𝑙𝑖𝑛

4 15,64 3,39 10,47 3,38 7,88 3,38 6,33 3,37 5,29 3,36

5 6,76 3,78 4,72 3,76 3,70 3,75 3,09 3,74 2,68 3,73

6 6,60 4,14 4,60 4,13 3,61 4,11 3,01 4,10 2,61 4,09

7 4,31 4,38 3,14 4,36 2,55 4,34 2,19 4,32 1,95 4,30

8 4,32 4,66 3,13 4,63 2,54 4,61 2,18 4,60 1,94 4,58

𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏

4 15,64 3,39 10,47 3,38 7,88 3,38 6,33 3,37 5,29 3,36

5 10,21 3,77 6,94 3,76 5,31 3,75 4,33 3,74 3,67 3,74

6 8,68 4,12 5,94 4,11 4,57 4,10 3,74 4,09 3,20 4,08

7 6,97 4,38 4,83 4,37 3,77 4,36 3,12 4,34 2,70 4,33

8 6,22 4,63 4,35 4,62 3,41 4,60 2,85 4,59 2,47 4,57

𝑓𝑒𝑥𝑝

4 15,64 3,39 10,47 3,38 7,88 3,38 6,33 3,37 5,29 3,36

5 3,93 3,82 2,90 3,80 2,38 3,77 2,07 3,76 1,86 3,74

6 3,90 4,19 2,87 4,17 2,35 4,15 2,04 4,13 1,83 4,11

7 1,79 4,46 1,52 4,41 1,38 4,37 1,29 4,33 1,23 4,30

8 1,82 4,77 1,53 4,73 1,38 4,69 1,30 4,65 1,24 4,62



47
на внешние нагрузки, что может привести к повышению устойчивости и долговеч-

ности конструкции, снижая риск разрушения. Наконец, равные или почти равные

собственные частоты также могут привести к улучшению динамических харак-

теристик, например, снижению уровня колебаний и шума. Это особенно важно в

таких приложениях, как аэрокосмическая промышленность, транспорт и промыш-

Рисунок 1.12 — Форма колебаний цилиндрической оболочки, подкрепленной

тремя неодинаковыми шпангоутами.

Таблица 1.5 — Аналитические и численные значения частот колебаний 𝜔 подкреп-

ленных оболочек.

𝑛𝑠 = 3 𝑛𝑠 = 4 𝑛𝑠 = 5 𝑛𝑠 = 6

𝜔𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝 𝜔𝑓𝑒𝑎 𝜔𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝 𝜔𝑓𝑒𝑎 𝜔𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝 𝜔𝑓𝑒𝑎 𝜔𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝 𝜔𝑓𝑒𝑎

𝑓𝑙𝑖𝑛 67,01 73,49 72,72 78,07 76,59 82,02 80,16 86,71

𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏 67,01 73,49 72,72 78,07 76,54 84,16 79,94 87,06

𝑓𝑒𝑥𝑝 67,01 73,49 72,72 78,07 77,2 82,58 80,72 87,97
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ленное оборудование, где конструкции должны работать надежно и бесшумно в

условиях высоких нагрузок.

Полученные параметры функций распределения могут быть использованы

для первичного проектирования. Уточнение параметров может быть проведено

методом конечных элементов.
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2 Собственные колебания цилиндрической оболочки,

сопряженной с пластиной на краю

В этой главе иcследуются низшие собственные частоты и формы колеба-

ний конструкции, состоящей из замкнутой круговой цилиндрической оболочки с

присоединенной к ней концевой крышкой. С помощью численных и асимптотиче-

ских методов исследуются крышки, имеющие форму круглой пластины и полого-

го сферического сегмента. Выделены три типа собственных колебаний конструк-

ции. Собственные частоты и формы колебаний первого типа близки к частотам и

формам колебаний пологой сферической оболочки, второго типа — к частотам и

формам цилиндрической оболочки, а третьего типа — к частотам и формам коле-

баний консольной балки с грузом на конце. Асимптотическими методами найдены

приближенные значения для частот всех типов.

Решаются две оптимизационные задачи. В первой оценивается оптималь-

ное соотношение толщин пластины и оболочки, обеспечивающее максимальное

значение фундаментальной частоты конструкции при заданной массе. Во второй

оптимизационной задаче найдены значения относительной толщины элементов

конструкции и кривизны концевой крышки, при которых фундаментальная соб-

ственная частота конструкции максимальна.

2.1 Численные результаты

В главе асимптотическим и численным методами определяются частоты и формы

колебаний конструкции, состоящей из тонкой круговой цилиндрической оболочки

радиуса 𝑅, длины 𝐿 и толщины 𝐻𝑠 с жестко присоединенной концевой крышкой в

форме сферического сегмента толщины 𝐻𝑝 и радиуса кривизны 𝑅𝑝. Второй край

оболочки жестко заделан. Оболочка и крышка изготовлены из изотропного ма-
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териала с модулем Юнга 𝐸, коэффициентом Пуассона 𝜈 и плотностью 𝜌. При

𝑅𝑝 = ∞ оболочка вырождается в пластину, при 𝑅𝑝 = 𝑅 — в оболочку полусфе-

рической формы.

Начнем решение задачи с численного исследования, которое будет служить

ориентиром для асимптотического анализа. Численный анализ конструкции, был

выполнен в пакете конечных элементов 𝐶𝑜𝑚𝑠𝑜𝑙 𝑣5.6 для следующих параметров:

𝑅 = 1 м, 𝐿 = 4 м, 𝐻 = 0,01 м — толщина оболочек, 𝑅𝑝 = 10 м, 𝐸 = 110 ГПа,

𝜈 = 0,35, 𝜌 = 8960 кг/м3. Рассматривалась сходимость метода на различных

сетках. Лучшую сходимость обеспечивает разбиение на прямоугольные элементы

(mapped mesh) c характерными размерами элемента в промежутке [0,008, 0,08].

Дальнейшее уменьшение размера элемента слабо влияет на результаты: относи-

тельное изменение частот спектра не превышает 1%.

Значения параметра частот собственных колебаний

Ω =
√
𝜔

(︂
12𝜌𝜎𝑅4

𝐸𝐻2

)︂1/4

,

где 𝜎 = 1 − 𝜈2 и 𝑓 , 𝜔 = 2𝜋𝑓 — соответственно частота и циклическая часто-

та колебаний, показаны на рисунке 2.1 для крышек в форме круглой пластины

(1/𝑅𝑝 = 0) и в форме сферического сегмента (𝑅𝑝 = 10 м).

Рисунок 2.1 — Низшие собственные частоты конструкции крышкой в форме

а). пластины, б). сферического сегмента.

«Оболочечные» частоты отмечены синим, частоты крышки — красным, и

«балочные» частоты — зеленым.
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Соответствующие формы колебаний для конструкции с крышкой в форме

сферического сегмента показаны на рисунке 2.2

Рисунок 2.2 — Типы форм собственных колебаний:

а) «оболочечные», б) «крышечные», в) «балочные».

2.2 Постановка задачи

Рассмотрим малые свободные низкочастотные колебания тонкой круговой цилин-

дрической оболочки, сопряженной по краю с пологой сферической оболочкой. Да-

лее используются безразмерные параметры, связанные с размерными следующим

образом: 𝑙 = 𝐿/𝑅, 𝑟𝑝 = 𝑅𝑝/𝑅, ℎ𝑠 = 𝐻𝑠/𝑅, ℎ𝑝 = 𝐻𝑝/𝑅, где 𝐻𝑠 и 𝐻𝑝 размерные

толщины цилиндрической и сферической оболочек соответственно.

На рисунке 2.3 изображено сечение данной конструкции плоскостью, про-

ходящей через ее ось симметрии. За единицу длины выбран радиус 𝑅 цилиндри-

ческой оболочки.

После разделения переменных безразмерные дифференциальные уравне-

ния, описывающие свободные колебания цилиндрической оболочки, принимают
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Рисунок 2.3 — Сечение конструкции плоскостью.

вид [30]

𝑇 ′
1 +𝑚𝑆 + 𝜆𝑢 = 0, 𝑆 ′ −𝑚𝑇2 +𝑄2 + 2𝐻 ′ + 𝜆v = 0,

𝑄′
1 +𝑚𝑄2 − 𝑇2 + 𝜆𝑤 = 0, 𝑄1 = 𝑀 ′

1 +𝑚𝐻, 𝑄2 = −𝑚𝑀2 +𝐻 ′,

𝑇1 = 𝑢′ + 𝜈(𝑤 +𝑚v), 𝑇2 = 𝑤 +𝑚v+ 𝜈𝑢′, 2𝑆 = (1− 𝜈)(v′ −𝑚𝑢),

𝑀1 = 𝜇4(𝜗′
1 + 𝜈𝑚𝜗2), 𝑀2 = 𝜇4(𝑚𝜗2 + 𝜈𝜗′

1), 𝐻 = 𝜇4(1− 𝜈)𝜗′
2,

𝜗1 = −𝑤′, 𝜗2 = 𝑚𝑤 + v,

(2.1)

где (′) обозначает производную по безразмерной продольной координате 𝑠 ∈ [0, 𝑙],

𝑚 — число волн по параллели, 𝑢, 𝑣 и 𝑤 — компоненты перемещения, 𝑇1, 𝑇2, 𝑆, 𝑄1,

𝑄2 — усилия, 𝑀1, 𝑀2, 𝐻 — моменты, 𝜗1 и 𝜗2 — углы поворота, 𝜈 — коэффициент

Пуассона, 𝜎 = 1− 𝜈2, 𝐸 — модуль Юнга, 𝜌 — плотность, 𝑓 — частота колебаний,

𝜔 = 2𝜋𝑓 — угловая частота, 𝜆 = 𝜔2𝜎𝜌𝑅2𝐸−1 — частотный параметр, 𝜇4 =

ℎ2
𝑠/12 — малый параметр.
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Уравнения колебаний пологой сферической оболочки [14] в безразмерных

переменных имеют вид

(𝑟𝑇1𝑝)
′ − 𝑇2𝑝 +

𝑚

𝑟
𝑆𝑝 = 0, (𝑟𝑆𝑝)

′ + 𝑆𝑝 −𝑚𝑇2𝑝 = 0,

(𝑟𝑄1𝑝)
′ +𝑚𝑄2𝑝 −

𝑟

𝑟𝑝
(𝑇1𝑝 + 𝑇2𝑝) + 𝜆𝑟𝑤𝑝 = 0,

𝑟𝑄1𝑝 = (𝑟𝑀1𝑝)
′ −𝑀2𝑝 +𝑚𝐻𝑝, 𝑟𝑄2𝑝 = −𝑚𝑀2𝑝 + (𝑟𝐻𝑝)

′ +𝐻𝑝,

𝑇1𝑝 = 𝜀1𝑝 + 𝜈𝜀2𝑝, 𝑇2𝑝 = 𝜀2𝑝 + 𝜈𝜀1𝑝, 2𝑆𝑝 = (1− 𝜈)𝜀12𝑝,

𝜀1𝑝 = 𝑢′𝑝 +
𝑤𝑝

𝑟𝑝
, 𝜀2𝑝 =

𝑢𝑝
𝑟

+𝑚
v𝑝
𝑟
+

𝑤𝑝

𝑟𝑝
, 𝜀12𝑝 = v′𝑝 −

v𝑝
𝑟
− 𝑚

𝑟
𝑢𝑝,

𝑀1𝑝 = 𝜇4
(︁
𝜗′
1𝑝 + 𝜈

𝑚

𝑟
𝜗2𝑝 +

𝜈

𝑟
𝜗1𝑝

)︁
, 𝑀2𝑝 = 𝜇4

(︂
𝑚

𝑟
𝜗2𝑝 +

1

𝑟
𝜗1𝑝 + 𝜈𝜗′

1𝑝

)︂
,

𝐻𝑝 = 𝜇4(1− 𝜈)𝜗′
2𝑝, 𝜗1𝑝 = −𝑤′

𝑝, 𝜗2𝑝 =
𝑚

𝑟
𝑤𝑝.

(2.2)

Здесь (′) обозначает производную по безразмерной радиальной координате 𝑟 ∈

[0, 1], 𝑢𝑝, 𝑣𝑝 и 𝑤𝑝 — компоненты перемещения, 𝑇1𝑝, 𝑇2𝑝, 𝑆, 𝑄1𝑝, 𝑄2𝑝 — усилия,

𝑀1𝑝, 𝑀2𝑝, 𝐻𝑝 — моменты, 𝜗1𝑝 и 𝜗2𝑝 — углы поворота, 𝜇4
𝑝 = ℎ2

𝑝/12 — малый па-

раметр. Если безмоментные усилия выразить через безразмерную функцию Φ по

формулам

𝑇1𝑝 = 𝑟𝑝𝜇
4

(︂
Φ′

𝑟
− 𝑚2

𝑟2
Φ

)︂
, 𝑇2𝑝 = 𝑟𝑝𝜇

4Φ′′, 𝑆𝑝 = −𝑟𝑝𝜇
4

𝑟

(︂
𝑚Φ′ − Φ

𝑟

)︂
,

то систему уравнений (2.2) можно записать в следующем компактном виде [14, 24]:

∆2𝑤𝑝 +∆Φ− Ω4
𝑝𝑤 = 0, ∆2Φ = 𝑘2∆𝑤𝑝, (2.3)

где

∆ =
𝑑2

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
− 𝑚2

𝑟2
, Ω4

𝑝 =
𝜆

𝜇4
𝑝

, 𝑘2 =
𝜎

𝜇4
𝑝𝑟

2
𝑝

.

Предположим, что оболочка и пластина изготовлены из одного материала.

В этом случае на параллели сопряжения 𝑠 = 𝑙, 𝑟 = 1 должны быть выполнены
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следующие 8 условий непрерывности [30]:

𝑢𝑝 = −𝑢 sin 𝛽 + 𝑤 cos 𝛽, 𝑤𝑝 = −𝑤 sin 𝛽 − 𝑢 cos 𝛽,

ℎ𝑝𝑇1𝑝 = ℎ𝑠(𝑇1 sin 𝛽 −𝑄1 cos 𝛽), ℎ𝑝𝑄1𝑝 = ℎ𝑠(𝑄1 sin 𝛽 + 𝑇1 cos 𝛽),

v𝑝 = v, 𝜗1𝑝 = 𝜗1, ℎ𝑝𝑆𝑝 = ℎ𝑠𝑆, ℎ𝑝𝑀1𝑝 = −ℎ𝑠𝑀1,

(2.4)

где sin 𝛽 = 1/𝑟𝑝 (см. рис. 2.3).

Для пологой сферической оболочки 𝑟𝑝 ≫ 1. Следовательно, sin 𝛽 ≪ 1,

𝛽 ≪ 1 и условия сопряжения (2.4) можно заменить приближенными условиями

𝑢𝑝 = 𝑤, 𝑤𝑝 = −𝑢, ℎ𝑝𝑇1𝑝 = −ℎ𝑠𝑄1, ℎ𝑝𝑄1𝑝 = ℎ𝑠𝑇1,

v𝑝 = v, 𝜗1𝑝 = 𝜗1, ℎ𝑝𝑆𝑝 = ℎ𝑠𝑆, ℎ𝑝𝑀1𝑝 = −ℎ𝑠𝑀1.
(2.5)

На краю оболочки 𝑠 = 0 должны быть заданы четыре однородных гранич-

ных условия. В качестве примера рассмотрим условия жесткой заделки:

𝑢 = 𝑤 = v = 𝜗1 = 0 при 𝑠 = 0. (2.6)

Если при 𝜆 = 𝜆𝑘 уравнения (2.1), (2.2) имеют нетривиальное решение, удо-

влетворяющее граничным условиям (2.5), (2.6), то 𝜆𝑘 является собственным значе-

нием соответствующей краевой задачи. Наименьшее положительной собственное

значение 𝜆1 соответствует первой частоте колебаний.

2.3 Частоты колебаний первого типа (крышечные)

Для приближенного вычисления частот колебаний первого типа, близких к часто-

там колебаний пологой сферической оболочки, воспользуемся аналогией из книги

[14] между упруго подкрепленной пластиной и пологой оболочкой. Заменим поло-

гую сферическую оболочку круглой пластиной, лежащей на упругом основании с

безразмерной жесткостью

𝑘2 =
𝜎

𝜇4
𝑝𝑟

2
𝑝

.
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При этом исходная задача о колебаниях цилиндрической оболочки, сопря-

женной с пологой сферической оболочкой, сводится к задаче о колебаниях ци-

линдрической оболочки, сопряженной круглой пластиной на винклеровском ос-

новании. С помощью асимптотического подхода, который использовался в зада-

че о колебаниях цилиндрической оболочки, соединенной с кольцевой пластиной

[57, 90], получаем, что в первом приближении частоты колебаний первого типа

могут быть найдены путем решения задачи о колебаниях круглой пластины с

жестко заделанным краем.

Уравнение, описывающее поперечные колебания круглой пластины, лежа-

щей на винклеровском основании с жесткостью 𝑘2, имеет вид

∆2𝑤𝑝 − κ4𝑤𝑝 = 0, κ4 = Ω4
𝑝 − 𝑘2. (2.7)

Подстановка точного решения этого уравнения

𝑤𝑝 = 𝐶1𝐽𝑚(κ𝑠𝑝) + 𝐶2𝐼𝑚(κ𝑠𝑝),

где 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные постоянные, 𝐽𝑚 — функция Бесселя, 𝐼𝑚 — модифи-

цированная функция Бесселя, в граничные условия жесткой заделки

𝑤𝑝(1) = 𝑤′
𝑝(1) = 0

дает систему линейных алгебраических уравнений для определения 𝐶1 и 𝐶2. Ра-

венство нулю определителя этой системы

𝐽𝑚(κ)𝐼𝑚−1(κ)− 𝐽𝑚−1(κ)𝐼𝑚(κ) = 0, (2.8)

служит уравнением для определения параметров κ(𝑚,𝑛), где 𝑛 номер положи-

тельного корня уравнения (2.8). Корни нумеруются в порядке возрастания. Из

второй формулы (2.7) следует, что приближенное значение параметра частоты

Ω𝑝 можно найти по формуле Зеделя [28].
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Ω4
𝑝 = κ4 + 𝑘2. (2.9)

При 𝑘 = 0 получаем частоты колебаний Ω𝑝 = κ, соответствующие частотам

колебаний первого типа для цилиндрической оболочки, сопряженной с круглой

пластиной. Эти частоты оказываются меньше, чем частоты колебаний оболочки,

сопряженной с пологим сферическим сегментом. С увеличением радиуса кривиз-

ны сферического сегмента 𝑟𝑝 параметр 𝑘 убывает и разница между частотами

уменьшается.

Рассмотрим конструкцию со следующими значениями параметров: ℎ𝑝 =

ℎ𝑠 = ℎ = 0,01, 𝑟𝑝 = 20, 𝜈 = 0,35. В третьем и четвертом столбцах таблицы 2.1

для разных значений 𝑚 и 𝑛 приведены значения параметра κ и приближенные

значения параметра частоты Ω𝑝, полученные по формуле (2.9). В пятом столбце

содержатся значения Ω𝑝, найденные с помощью МКЭ, а в шестом — погрешность

приближенного значения частоты

Таблица 2.1 — Параметры частоты Ω𝑝(𝑚,𝑛)

𝑚 𝑛 κ Формула (2.9) МКЭ (𝐶𝑜𝑚𝑠𝑜𝑙) Погрешность, %

0 1 3,20 4,38 3,94 11

1 1 4,61 5,17 4,97 4

2 1 5,91 6,20 6,03 3

0 2 6,31 6,55 6,36 3

3 1 7,14 7,32 7,11 3

1 2 7,80 7,93 7,71 3

Для рассматриваемого примера погрешность вычисления низших частот

по формуле Зеделя невелика, за исключением низшей частоты, которой соответ-

ствует осесимметричная форма колебаний. Рассмотрим осесимметричные колеба-
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ния цилиндрической оболочки с крышкой в виде пологой сферической оболочки

с целью получить более точные приближенные формулы для низших частот пер-

вого типа.

Уравнения осесимметричных колебаний цилиндрической оболочки следу-

ют из уравнений (2.1), если положить в них 𝑚 = 0:

𝑇 ′
1 + 𝜆𝑢 = 0, 𝑄′

1 − 𝑇2 + 𝜆𝑤 = 0, 𝑄1 = 𝑀 ′
1

𝑇1 = 𝑢′ + 𝜈𝑤, 𝑇2 = 𝑤 + 𝜈𝑢′, 𝑀1 = 𝜇4𝜗′
1, 𝜗1 = −𝑤′.

(2.10)

Из уравнений (2.2) при 𝑚 = 0 получаем уравнения осесимметричных ко-

лебаний пологой сферической оболочки

(𝑟𝑇1𝑝)
′ − 𝑇2𝑝 = 0, 𝑇1𝑝 = 𝜀1𝑝 + 𝜈𝜀2𝑝, 𝑇2𝑝 = 𝜀2𝑝 + 𝜈𝜀1𝑝,

𝜀1𝑝 = 𝑢′𝑝 +
𝑤𝑝

𝑟𝑝
, 𝜀2𝑝 =

𝑢𝑝
𝑟

+
𝑤𝑝

𝑟𝑝
,

(𝑟𝑄1𝑝)
′ − 𝑟

𝑟𝑝
(𝑇1𝑝 + 𝑇2𝑝) + 𝜆𝑟𝑤𝑝 = 0, 𝑟𝑄1𝑝 = (𝑟𝑀1𝑝)

′ −𝑀2𝑝,

𝑀1𝑝 = 𝜇4
𝑝𝜗

′
1𝑝, 𝑀2𝑝 = 𝜇4

(︂
1

𝑟
𝜗1𝑝 + 𝜈𝜗′

1𝑝

)︂
, 𝜗1𝑝 = −𝑤′

𝑝

(2.11)

Введем функцию Φ такую, что

𝑇1𝑝 =
𝑟𝑝𝜇

4Φ′

𝑟
, 𝑇2𝑝 = 𝑟𝑝𝜇

4Φ′′.

Тогда систему уравнений (2.11) можно записать в виде

∆2𝑤𝑝 +∆Φ− Ω4
𝑝𝑤 = 0, ∆2Φ = 𝑘2∆𝑤𝑝, (2.12)

где

∆ =
𝑑2

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
, Ω4

𝑝 =
𝜆

𝜇4
𝑝

, 𝑘2 =
𝜎

𝜇4
𝑝𝑟

2
𝑝

.

При 𝑘 = 0 уравнения (2.12) превращаются в уравнения осесимметричных колеба-

ний круглой пластины.
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Исключение из уравнений (2.12) неизвестной функции Φ приводит к урав-

нению для определения 𝑤𝑝:

∆(∆2𝑤𝑝 − κ4𝑤𝑝) = 0, κ4 = Ω4
𝑝 − 𝑘2.

Для осесимметричной краевой задачи при 𝑠 = 𝑙, 𝑟 = 1 из восьми прибли-

женных условий сопряжения (2.5) остаются шесть:

𝑢𝑝 = 𝑤, 𝑤𝑝 = −𝑢, ℎ𝑝𝑇1𝑝 = −ℎ𝑠𝑄1,

ℎ𝑝𝑄1𝑝 = ℎ𝑠𝑇1, 𝜗1𝑝 = 𝜗1, ℎ𝑝𝑀1𝑝 = −ℎ𝑠𝑀1,
(2.13)

а условия жесткой заделки приобретают вид

𝑢 = 𝑤 = 𝜗1 = 0 при 𝑠 = 0. (2.14)

Предположим, что 𝜇𝑝 ∼ 𝜇 ≪ 1, 𝜆 ∼ 𝜇4, и будем искать решение системы

уравнений (2.11) в виде суммы безмоментного решения 𝑦0 и функций краевого

эффекта 𝑦1, 𝑦2:

𝑦 = 𝜇𝐼0(𝑦)𝑦0 + 𝜇𝐼1(𝑦)+2𝑦1 + 𝜇𝐼1(𝑦)𝑦2, (2.15)

Здесь буква 𝑦 заменяет любую из неизвестных функций, входящую в систему

(2.11), 𝐼1(𝑦) и 𝐼2(𝑦) — показатели интенсивности, приведенные в таблице 2.2. При

их выборе принимались во внимание результаты [11].

Таблица 2.2 — Показатели интенсивности

Функции

Показатели 𝑢 𝑤 𝜗 𝑇1 𝑀1 𝑄1

𝐼0 2 4 6 4 ∞ ∞

𝐼1 3 2 1 4 4 3
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Функции 𝑦0 являются решениями безмоментных уравнений, которые полу-

чаются из уравнений (2.10) при 𝜇 = 0:

𝑇 ′
1 + 𝜆𝑢 = 0, 𝑇2 = 𝜆𝑤, 𝑇1 = 𝑢′ + 𝜈𝑤, 𝑇2 = 𝑤 + 𝜈𝑢′. (2.16)

Функции краевого эффекта 𝑦1 и 𝑦2 имеют вид

𝑦1 =
2∑︁

𝑗=1

𝐷𝑗𝑦𝑗 exp

(︂
𝑟𝑗𝑠

𝜇

)︂
, 𝑦2 =

4∑︁
𝑗=3

𝐷𝑗𝑦𝑗 exp

(︂
𝑟𝑗(𝑠− 𝑙)

𝜇

)︂
, (2.17)

где 𝐷𝑗 ∼ 1 — произвольные постоянные,

𝑟1,2 =
𝜎1/4(−1± 𝑖)√

2
, 𝑟3,4 =

𝜎1/4(1± 𝑖)√
2

.

В частности, �̂�𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 2, 3, 4.

Функция 𝑦1 быстро убывает при увеличении 𝑠 от 0 до 𝑙, а функция 𝑦2 — при

уменьшении 𝑠 от 𝑙 до 0. Полагая 𝑙 ≫ 𝜇, получим 𝑦1(𝑙) ≪ 1, а 𝑦2(0) ≪ 1.

В уравнения (2.10) и (2.11) входят два малых параметра 𝜇, 𝜇𝑝 и один боль-

шой параметр 𝑟𝑝. Асимптотические разложения решений краевой задачи зависят

от соотношения порядков этих параметров. При получении асимптотики реше-

ний системы (2.10) было сделано предположение 𝜇 ∼ 𝜇𝑝, которое означает, что

толщины оболочек не слишком сильно отличаются друг о друга. Предположим

дополнительно, что
1

𝑟𝑝
∼ 𝜇2,

и рассмотрим случай, когда переменные, входящие в систему (2.11), имеют сле-

дующие порядки

𝑤𝑝 ∼ 𝜗1𝑝 ∼ 1, 𝑢𝑝 ∼ 𝑇1𝑝 ∼ 𝜇2, 𝑀1𝑝 ∼ 𝑄1𝑝 ∼ 𝜇4.
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Подставив решения (2.15) в условия (2.13) и (2.14), получим граничные

условия первого приближения

𝑢0 = 0, 𝑤1 = −𝑤0, 𝜗11 = 0, 𝑠 = 0,

𝑤2 = −𝑢𝑝, 𝑤𝑝 = 0, 𝑇1𝑝 = 0, ℎ𝑝𝑄1𝑝 = ℎ𝑠𝑇1,

𝜗1𝑝 = 0, ℎ𝑝𝑀1𝑝 = −ℎ𝑠𝑀12, 𝑠 = 𝑙, 𝑟 = 1.

В первом приближении краевая задача для уравнений (2.10) и (2.11) или

(2.12) с граничными условиями (2.13) и (2.14) сводится к решению четырех неза-

висимых задач:

1. Краевая задача на собственные значения для уравнений (2.11) или (2.12)

с граничными условиями

𝑤𝑝(1) = 0, 𝑤′
𝑝(1) = 0, 𝑇1𝑝(1) = 0, или Φ′ = 0.

2. Система линейных алгебраических уравнений

𝑤2(𝑙) = −𝑢𝑝(1), ℎ𝑠𝑀12(𝑙) = −ℎ𝑝𝑀1𝑝(1)

для определения постоянных 𝐷3 и 𝐷4.

3. Система линейных алгебраических уравнений

𝑤1(0) = −𝑤0, 𝜗11 = 0

для определения постоянных 𝐷1 и 𝐷2.

4. Неоднородная краевая задача для безмоментной системы (2.16) с гра-

ничными условиями

𝑢0(0) = 0, ℎ𝑠𝑇10 = ℎ𝑝𝑄1𝑝(1)− ℎ𝑠𝑇11(0).

Рассмотрим только задачу 1, так как ее решение позволяет найти прибли-

женное значение параметра 𝜆 и основную часть формы колебаний. Перемещения
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цилиндрической оболочки 𝑢 ∼ 𝑤 ∼ 𝜇2 малы по сравнению с нормальным переме-

щением сферической оболочки 𝑤𝑝 ∼ 1, что подтверждают и расчеты МКЭ (см.

рис. 2.2).

Решение системы уравнений (2.12) с граничными условиями

𝑤𝑝 = 0, 𝑤′
𝑝 = 0, Φ′ = 0 𝑟 = 1 (2.18)

приведено в справочнике [24]. После подстановки ее общего решения

𝑤𝑝 = 𝐶1 + 𝐶2𝐽0(κ𝑟) + 𝐶3𝐼0(κ𝑟), Φ = 𝐶1
𝑟2

4
Ω4 − 𝑘2

κ2
(𝐶2𝐽0(κ𝑟))− 𝐶3𝐼0(κ𝑟))

в граничные условия (2.18) и приравнивания нулю определителя системы линей-

ных однородных уравнений для произвольных постоянных 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 получаем

следующее уравнение для определения приближенного значения параметра κ

(κ4 + 𝑘2)[𝐽0(κ)𝐼1(κ) + 𝐼0(κ)𝐽1(κ)]−
𝑘2

κ
𝐼1(κ)𝐽1(κ) = 0. (2.19)

Корень κ уравнения (2.19) связан с параметром частоты Ω𝑝 формулой (2.9).

В таблице 2.3 приведено сравнение значений параметров двух первых ча-

стот осесимметричных колебаний Ω𝑝(0, 1) = 4,03 и Ω𝑝(0, 2) = 6,52, найденных с

помощью уравнения (2.19), с приведенными в таблице 2.1 результатами МКЭ и

приближением, полученным при использовании уравнения (2.9) для разных зна-

чений радиуса кривизны крышки.

При 𝑟𝑝 = 20 для Ω𝑝(0, 1) использование уравнения (2.19) вместо уравнения

(2.9) уменьшает погрешность с 11 до 2 процентов. Для Ω𝑝(0, 2) замена уравнения

(2.9) уравнением (2.19) приводит к незначительному уменьшению погрешности,

составляющей 3%. При 𝑟𝑝 = 10 для Ω𝑝(0, 1) погрешность обоих уравнений воз-

растает до 13% и 16%, а для Ω𝑝(0, 2) погрешность уравнений не увеличивается,

составляя 2% и 3% соответственно.
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Таблица 2.3 — Частотный параметр для двух низших частот осесимметричных

колебаний сферической крышки с разными радиусами кривизны, найденный ана-

литически и численно

𝑟𝑝
(2.19) (2.9) 𝐶𝑜𝑚𝑠𝑜𝑙

Ω𝑝(0, 1) Ω𝑝(0, 2) Ω𝑝(0, 1) Ω𝑝(0, 2) Ω𝑝(0, 1) Ω𝑝(0, 2)

∞ 3,196 6,306 3,196 6,306 3,196 6,303

20 4,028 6,517 4,379 6,554 3,939 6,364

10 5,696 7,076 5,833 7,164 5,003 6,971

2.4 Частоты колебаний первого типа для круглой пластины

Особый интерес представляет исследование случая 1/𝑟𝑝 = 0, когда сегмент сфе-

рической оболочки вырождается в круглую пластину (рисунок 2.4). После раз-

деления переменных безразмерные дифференциальные уравнения, описывающие

свободные колебания цилиндрической оболочки [62], записываются в виде (2.1).

Рисунок 2.4 — Оболочка, сопряженная с круглой пластиной.
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Безразмерные дифференциальные уравнения, описывающие свободные ко-

лебания круглой пластины могут быть записаны в виде

(𝑠𝑝𝑄1𝑝)
′ +𝑚𝑄2𝑝 + 𝜆𝑠𝑝𝑤𝑝 = 0,

𝑠𝑝𝑄1𝑝 = (𝑠𝑝𝑀1𝑝)
′ −𝑀2𝑝 + 2𝑚𝐻𝑝, 𝑠𝑝𝑄2𝑝 = −𝑚𝑀2𝑝 + 2𝐻𝑝,

𝑠𝑝𝑀1𝑝 = 𝜇4
𝑝[𝑠𝑝𝜗

′
1𝑝 + 𝜈(𝑚𝜗2𝑝 + 𝜗1𝑝)], 𝑠𝑝𝑀2𝑝 = 𝜇4

𝑝(𝑚𝜗2𝑝 + 𝜗1𝑝 + 𝜈𝑠𝑝𝜗
′
1𝑝),

𝐻𝑝 = 𝜇4
𝑝(1− 𝜈)𝜗′

2𝑝, 𝜗1𝑝 = −𝑤′
𝑝, 𝑠𝑝𝜗2𝑝 = 𝑚𝑤𝑝.

(2.20)

Здесь (′) — производная по радиальной координате, 𝑠𝑝 ∈ [0,1], 𝑤𝑝 — поперечный

прогиб,𝑄1𝑝,𝑄2𝑝,𝑀1𝑝,𝑀2𝑝,𝐻𝑝 — безразмерные результирующие напряжения и па-

ры напряжений, 𝜗1𝑝 и 𝜗2𝑝 — углы поворота нормали , ℎ𝑝 — безразмерная толщина

пластины, 𝜇4
𝑝 = ℎ2

𝑝/12 — малый параметр.

Из следующих уравнений [62] можно найти тангенциальную (в плоскости)

деформацию пластины

(𝑠𝑝𝑇1𝑝)
′ − 𝑇2𝑝 +𝑚𝑆𝑝 + 𝜆𝑠𝑝𝑢𝑝 = 0, 𝑠𝑝𝑆

′
𝑝 + 2𝑆𝑝 −𝑚𝑇2𝑝 + 𝜆𝑣𝑝 = 0,

𝑠𝑝𝑇1𝑝 = 𝑠𝑝𝑢
′
𝑝 + 𝜈(𝑚𝑣𝑝 + 𝑢𝑝), 𝑠𝑝𝑇2𝑝 = 𝑢𝑝 +𝑚𝑣𝑝 + 𝜈𝑠𝑝𝑢

′
𝑝,

2𝑠𝑝𝑆𝑝 = (1− 𝜈)(𝑠𝑝𝑣
′
𝑝 −𝑚𝑢𝑝 − 𝑣𝑝),

(2.21)

здесь 𝑢𝑝 и 𝑣𝑝 — тангенциальные компоненты смещения, 𝑇1𝑝, 𝑇2𝑝, 𝑆𝑝 — безразмерные

результирующие напряжения.

Если оболочка и пластина выполнены из одного и того же материала, то

должны выполняться следующие 8 условий сопряжения по окружности 𝑠 = 𝑙,

𝑠𝑝 = 1

𝑤 = 𝑢𝑝, 𝑢 = −𝑤𝑝, 𝑣 = 𝑣𝑝, 𝜗1 = 𝜗1𝑝,

ℎ𝑠𝑄1 = −ℎ𝑝𝑇1𝑝, ℎ𝑠𝑇1 = ℎ𝑝𝑄1𝑝, ℎ𝑠𝑆 = −ℎ𝑝𝑆𝑝, ℎ𝑠𝑀1 = −ℎ𝑝𝑀1𝑝.
(2.22)

На краю оболочки 𝑠 = 0 необходимо ввести четыре однородных граничных

условия. В качестве примера рассмотрим оболочку с защемленным краем, т.е.

𝑢 = 𝑤 = 𝑣 = 𝜗1 = 0 при 𝑠 = 0. (2.23)



64
Как и в случае с пологой оболочкой предположим, что 𝜇𝑝 ∼ 𝜇, 𝜆 ∼ 𝜇4 и

будем искать приближенное решение системы (2.1) в виде суммы безмоментного

состояния и функций краевого эффекта:

𝑦 = 𝜇𝐼0(𝑦)𝑦0 + 𝜇𝐼1(𝑦)+1𝑦1 + 𝜇𝐼1(𝑦)𝑦2, (2.24)

Здесь 𝑦 также обозначает любую неизвестную функцию, 𝐼(𝑦) и 𝐼1(𝑦) – ин-

дексы интенсивности. Соответствующий выбор индексов интенсивности позволя-

ет удовлетворить граничным условиям в первом и последующих приближениях и

обеспечивает существование нетривиальных решений соответствующих задач на

собственные значения. Обычно оценка показателей интенсивности основывается

на одном из методов перебора и/или на интуитивных соображениях.

Функции 𝑢0, 𝑣0, 𝑇10 и 𝑆0 удовлетворяют безмоментным уравнениям, полу-

ченным из уравнений (2.1) в предположении 𝜇 = 0 и без учета малых членов 𝜆𝑢,

𝜆𝑣 и 𝜆𝑤:

𝑇 ′
10 +𝑚𝑆0 = 0, 𝑆 ′

0 = 0, 2𝑆0 = (1− 𝜈)(𝑣′0 −𝑚𝑢0), 𝑇10 = 𝜎𝑢′0. (2.25)

Функции краевого эффекта 𝑦1 и 𝑦2 имеют вид (2.17) с показателями ин-

тенсивности, приведенными в таблице 2.4.

Таблица 2.4 — Показатели интенсивности для формы колебаний первого (пласти-

ночного) типа

Функции

Показатели 𝑢 𝑣 𝑤 𝜗 𝑇1 𝑆 𝑀1 𝑄1

𝐼0 3 3 3 3 3 3 7 7

𝐼1 3 4 2 1 4 3 4 3

Мы предполагаем, что

𝑤𝑝 ∼ 𝜗1𝑝 ∼ 1, 𝑀1𝑝 ∼ 𝑄1𝑝 ∼ 𝜇4, 𝑢𝑝 ∼ 𝑣𝑝 ∼ 𝑇1𝑝 ∼ 𝑆𝑝 ∼ 𝜇3. (2.26)
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Подставляя решения (2.24) и (2.17) в уравнения (2.1, 2.20, 2.21), условия непре-

рывности (2.22) и граничные условия (2.23) задача на собственные значения (2.1,

2.20–2.23) в первом приближении может быть разбита на пять отдельных задач:

1) Задача на собственные значения для уравнений (2.20), описывающих

деформацию поперечного изгиба пластины с граничными условиями

𝑤𝑝 = 𝜗1𝑝 = 0, 𝑠𝑝 = 1. (2.27)

2) Линейные алгебраические уравнения

𝑤2(𝑙) = 0, ℎ𝑠𝑀12(𝑙) = −ℎ𝑝𝑀1𝑝(1) (2.28)

для неизвестных констант 𝐷3, 𝐷4. Решая эти уравнения, получаем функции кра-

евого эффекта на параллели 𝑠 = 𝑙.

3) Неоднородная краевая задача для безмоментных уравнений оболочек

(2.25) с граничными условиями

𝑢0(0) = 𝑣0(0), 𝑇10(𝑙) = 0, ℎ𝑠[𝑆0(𝑙) + 𝑆2(𝑙)] = −ℎ𝑝𝑆𝑝(1). (2.29)

4) Линейные алгебраические уравнения

𝑤1(0) = −𝑤0(0), 𝜗11(0) = 0. (2.30)

для неизвестных констант 𝐷1 и 𝐷2.

5) Неоднородная краевая задача для уравнений пластины (2.21) с гранич-

ными условиями

𝑣𝑝(1) = 𝑣0(𝑙), ℎ𝑝𝑇1𝑝(1) = −ℎ𝑠𝑄12(𝑙).

Таким образом, приближенное решение задачи на собственные значения

(2.1, 2.20–2.23) сводится к последовательному решению пяти простых задач.

Сначала необходимо решить задачу на собственные значения 1) для де-

формации изгиба пластины. Затем решение уравнений (2.28) используется для
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нахождения функций краевого эффекта на параллели 𝑠 = 𝑠𝑘. Далее можно по-

лучить решение безмоментной задачи 3), используя граничные условия (2.29), и

найти интегралы краевого эффекта на параллелях 𝑠 = 0 и 𝑠 = 𝑙 с помощью

уравнений (2.30). Наконец, может быть решена краевая задача 5), описывающая

тангенциальные перемещения пластины.

Мы рассматриваем только задачу 1), так как при ее решении находит-

ся частотный параметр 𝜆 и главный член формы колебаний. Перемещения ци-

линдрической оболочки и тангенциальные перемещения пластины очень малы по

сравнению с прогибом пластины (см. соотношение (2.26) и таблицу 2.4).

Для получения улучшенного первого приближения решение задачи 1) мож-

но уточнить, заменив граничное условие (2.27) более точным условием. Из соот-

ношений

𝑤2(𝑙) = 0, 𝜗1𝑝(1) = 𝜗12(𝑙), ℎ𝑠𝑀12(𝑙) = −ℎ𝑝𝑀1𝑝(1)

найдем

𝐷3 +𝐷4 = 0, 𝜗1𝑝(1) = −𝜇(𝑟3𝐷3 + 𝑟4𝐷4), ℎ𝑝𝑀1𝑝(1) = 𝜇4ℎ(𝑟23𝐷3 + 𝑟24𝐷4). (2.31)

Из (2.31) следует, что

𝑀1𝑝(1) = −
√
2𝑔𝜇3ℎ𝑠

ℎ𝑝
𝜗1𝑝(1).

Уточненное значение частотного параметра 𝜆 получается при использовании сле-

дующего условия

𝑤𝑝(1) = 0, 𝑀1𝑝(1) = −
√
2𝑔𝜇3ℎ𝑠

ℎ𝑝
𝜗1𝑝(1) (2.32)

вместо граничного условия (2.27).

В результате уравнения (2.20), описывающие свободные поперечные коле-

бания круглой пластины, сводятся к следующему уравнению

∆2𝑤 − 𝛽4𝑤 = 0, 𝛽4 =
𝜆

𝜇4
𝑝

, (2.33)
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где

∆ =
1

𝑠𝑝

𝑑

𝑑𝑠𝑝

(︂
𝑠𝑝

𝑑

𝑑𝑠𝑝

)︂
− 𝑚2

𝑠2𝑝
.

Точное решение уравнения (2.33) имеет вид

𝑤 = 𝐶1𝐽𝑚(𝛽𝑠𝑝) + 𝐶2𝐼𝑚(𝛽𝑠𝑝), (2.34)

где 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные константы, 𝐽𝑚 — функция Бесселя, а 𝐼𝑚 — модифи-

цированная функция Бесселя. Подстановка решения (2.34) в граничные условия

(2.32) приводит к системе линейных алгебраических уравнений для неизвестных

𝐶1 и 𝐶2. Система имеет нетривиальные решения, если ее определитель обращается

в ноль:

𝐽𝑚(𝛽)𝐼𝑚−1(𝛽)− 𝐽𝑚−1(𝛽)𝐼𝑚(𝛽)−
2𝛽𝐽𝑚(𝛽)𝐼𝑚(𝛽)

1− 𝜈 − 𝑘
= 0, (2.35)

где

𝑘 =

√
2𝜎1/4

𝜇𝛿3
, 𝛿 =

ℎ𝑝

ℎ𝑠
.

Для пластины, соединенной с оболочкой, корни 𝛽(𝑚,𝑛) (𝑚 = 0, 1, 2, . . .,

𝑛 = 1, 2, . . .) уравнения (2.35) являются первым приближением безразмерной ча-

стоты колебаний пластины. При 𝑚 = 0 колебания осесимметричны. Случай 𝑘 = 0

соответствует колебаниям пластины с шарнирно опертым краем. Случай 1/𝑘 = 0

соответствует колебаниям пластины с защемленным краем. При этом уравнение

(2.35) превращается в

𝐽𝑚(𝛽)𝐼𝑚−1(𝛽)− 𝐽𝑚−1(𝛽)𝐼𝑚(𝛽) = 0. (2.36)

Рассмотрим конструкцию со следующими параметрами: ℎ𝑝 = ℎ𝑠 = ℎ =

0,01, 𝜈 = 0,35. Первые корни уравнений (2.36) и (2.35) и значения частотного па-

раметра, полученные методом конечных элементов (МКЭ) для пластины, соеди-

ненной с цилиндрической оболочкой, приведены в таблице 2.5. Последний столбец
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содержит значения 𝛽 для пластины с шарнирно опертым краем. Для зависимости

угловой частоты от частотного параметра справедлива формула

𝜔2 = 𝛽4 ℎ2𝐸

12𝜎𝜌𝑅2
(2.37)

Таблица 2.5 — Частотный параметр 𝛽 низших частот «пластиночной» формы

колебаний

𝑚 𝑛 (2.36) (2.35) МКЭ 𝑘 = 0

0 1 3,196 3,086 3,070 2,238

1 1 4,611 4,460 4,422 3,736

2 1 5,906 5,722 5,658 5,067

0 2 6,306 6,111 6,058 5,457

3 1 7,144 6,932 6,835 6,326

1 2 7,799 7,570 7,480 6,967

4 1 8,347 8,111 7,978 7,543

2 2 9,197 8,939 8,805 8,377

0 3 9,439 9,176 9,002 8,615

2.5 Частоты колебаний второго типа (оболочечные)

Для низкочастотных колебаний второго типа формы колебаний цилиндрической

оболочки с крышкой сходны с формами колебаний неподкрепленной оболочки

большим числом волн по параллели (𝑚 ∼ 𝜇−1/2). Следуя [11] решение системы

(2.1) будем искать в виде суммы полубезмоментного решения и краевого эффекта

𝑦 = 𝜇𝐼0(𝑦)𝑦0 + 𝜇𝐼1(𝑦)(𝑦1 + 𝑦2), (2.38)

Значения показателей интенсивности 𝐼0 и 𝐼1 приведены в таблице 2.6.
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Таблица 2.6 — Показатели интенсивности

Функции

Показатели 𝑢 𝑣 𝑤 𝜗 𝑇1 𝑆 𝑀1 𝑄1

𝐼0 1 1/2 0 0 1 3/2 3 3

𝐼1 2 5/2 1 0 2 3/2 3 2

Функция 𝑣0 удовлетворяет полубезмоментному уравнению

𝑑4𝑣0
𝑑𝑠4

− 𝛼4
𝑠𝑣0 = 0, (2.39)

где

𝛼4
𝑠 =

𝜆𝑚4 − 𝜇4𝑚8

𝜎
,

𝑤0 = −𝑣0, 𝑢0 =
𝑑𝑣0
𝑑𝑠

, 𝑇10 =
𝑑2𝑣0
𝑑𝑠2

, 𝑆0 = −𝜎
𝑑3𝑣0
𝑑𝑠3

. (2.40)

Функции краевого эффекта 𝑦1 и 𝑦2 имеют вид (2.17).

Предположим, что

ℎ ∼ ℎ𝑝,
1

𝑟𝑝
∼ 𝜇2, 𝑣𝑝 ∼ 𝜇5, 𝑢𝑝 ∼ 𝜇2, 𝑀1𝑝 ∼ 𝑄1𝑝 ∼ 𝜇4.

Учитывая соотношения

𝑣 ∼ 𝜇1/2, 𝑤 ∼ 1, 𝑇1 ∼ 𝜇, 𝑀1 ∼ 𝜇3,

и отбрасывая второстепенные члены в первом, четвертом, пятом и восьмом усло-

виях сопряжения (2.5), получаем приближенные граничные условия на краю 𝑠 = 𝑙

для уравнений колебаний цилиндрической оболочки (2.1):

𝑣 = 𝑤 = 𝑇1 = 𝑀1 = 0. (2.41)

Эти условия соответствуют шарнирному опиранию края оболочки.
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Таким образом, в первом приближении для цилиндрической оболочки с

крышкой мы имеем краевую задачу на собственные значения для системы урав-

нений (2.1) с граничными условиями жесткой заделки (2.6) и шарнирного опира-

ния (2.41). В монографии [11] показано, что граничные условия (2.6) и (2.41) для

уравнения (2.39) вырождаются в условия

𝑣0(0) =
𝑑𝑣0
𝑑𝑠

(0) = 0, 𝑣0(𝑙) =
𝑑2𝑣0
𝑑𝑠2

(𝑙) = 0. (2.42)

Краевая задача (2.39), (2.42) описывает колебания балки с защемленным

краем 𝑠 = 0 и шарнирно опертым краем 𝑠 = 𝑙. Решение этой задачи хорошо

известно (см. [3]). Собственные значения для задачи (2.39), (2.42) задаются фор-

мулой 𝛼𝑠𝑛 = κ𝑛/𝑙, где κ𝑛 — корни уравнения

tgκ = thκ. (2.43)

причем κ1 = 3,927, κ2 = 7,069

Параметр частоты

𝜆(𝑚,𝑛) =
𝜎κ4

𝑛

𝑚4𝑙4
+ 𝜇4𝑚4 (2.44)

принимает минимальное значение, соответствующее фундаментальной частоте,

если 𝑛 = 1 и 𝑚 близко к 𝑚0 где

𝑚4
0 =

√
𝜎κ2

1

𝜇2𝑙2
.

Рассмотрим цилиндрическую оболочку толщины ℎ = 0,01, к которой при-

соединена плоская крышка той же толщины.

Значения параметра

𝜂 =
(12𝜆)1/4√

ℎ
(2.45)

приведены в таблице 2.7 для 𝜈 = 0,35 и трех значений длины оболочки.
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Таблица 2.7 — Сравнение численных и асимптотических низших значений частот-

ного параметра для собственных колебаний оболочечного типа.

𝑙 = 4 𝑙 = 6 𝑙 = 8

𝑛 𝑚 Числ. Асимпт. 𝑛 𝑚 Числ. Асимпт. 𝑛 𝑚 Числ. Асимпт.

1 4 4,770 5,026 1 3 3,933 4,228 1 3 3,315 3,537

1 5 5,173 5,287 1 4 4,106 4,267 1 4 3,926 4,090

1 3 5,315 5,991 1 5 4,940 5,061 1 2 3,962 4,466

1 6 6,010 6,086 1 2 5,044 5,914 2 4 4,561 4,744

2 5 6,508 6,901 2 4 5,353 5,690 1 5 4,888 5,019

2 6 6,669 6,760 2 5 5,434 5,551 2 3 4,978 5,436

1 2 6,872 8,848 1 6 5,917 6,017 2 5 5,095 5,194

2 4 7,089 8,082 2 6 6,124 6,173 3 5 5,599 5,722

1 7 6,968 7,030 2 3 6,249 7,061 3 4 5,676 6,058

2 7 7,311 7,293 3 5 6,408 6,719 1 6 5,898 6,005

1 8 7,956 8,012 3 6 6,610 6,668 2 6 5,985 6,057

2.6 Частоты колебаний третьего типа (балочные)

Среди низших собственных частот оболочки могут быть и частоты балочных коле-

баний, при которых конструкция совершает колебания подобно консольной балке

с нагрузкой на конце (см. рисунок 2.2). Уравнение поперечных колебаний бал-

ки с одним защемленном концом и нагруженной концентрированной массой на

другом, имеет вид

𝑤(𝐼𝑉 )
(︁𝑠
𝑙

)︁
− 𝛼4𝑤

(︁𝑠
𝑙

)︁
= 0, 𝛼4 =

𝜌𝑆𝑙4𝑅4

𝐸𝐽
𝜔2, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑙, (2.46)

а граничные условия таковы:

𝑤(0) = 𝑤′(0) = 0, 𝑤′′(1) = 0,
𝐸𝐽𝑤′′′(1)

𝑙3
= −𝑚𝜔2𝑤(1).



72
Здесь 𝐽 — момент инерции сечения оболочки вокруг ее диаметра, 𝑚 = 𝜋𝑅2ℎ𝑝𝜌 —

масса крышки(пластины), 𝑆 = 2𝜋𝑅ℎ — площадь поперечного сечения оболочки.

Подставляя решение уравнения (2.46)

𝑤
(︁𝑠
𝑙

)︁
= 𝐶1 sin

𝛼𝑠

𝑙
+ 𝐶2 cos

𝛼𝑠

𝑙
+ 𝐶3 sinh

𝛼𝑠

𝑙
+ 𝐶4 cosh

𝛼𝑠

𝑙

в граничные условия и приравнивая определитель однородной линейной системы

к нулю, получаем уравнение для нахождения величины 𝛼

𝛾𝛼(cos(𝛼) sinh(𝛼)− cosh(𝛼) sin(𝛼)) + cosh(𝛼) cos(𝛼) + 1 = 0, (2.47)

где 𝛾 = 𝑚
𝑀 =

ℎ𝑝

2𝑙ℎ , 𝑀 — масса оболочки.

В случае, когда крышка является круглой пластиной 𝛾 = 1/(2𝑙). Для та-

ких конструкций результаты аналитического и конечноэлементного анализа при

различных длинах оболочек приведены в таблице 2.8, где частотный параметр Ω

связан с 𝛼 соотношением

Ω =
3𝜎𝛼

𝑙
4

√︂
1 +

4

ℎ2
.

Таблица 2.8 — Зависимость частного параметра Ω от длины оболочки 𝑙 для «ба-

лочных» колебаний оболочки

𝑙 Аналитическое МКЭ Ошибка

4 6,411 5,561 15,3 %

8 3,357 3,203 4,8 %

12 2,277 2,223 2,3 %

16 1,723 1,701 1,8 %

20 1,387 1,375 0,8 %

Для оболочек небольшой относительной длины решение уравнения (2.47)

дает сильно завышенные частоты, но точность аналитической формулы увели-

чивается с длиной оболочки. Следует отметить, что по мере увеличения длины
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оболочки частоты балочных колебаний быстро уменьшаются и для оболочек при

𝑙 > 8 фундаментальной частотой конструкции является первая частота «балоч-

ных» колебаний.

2.7 Однопараметрическая оптимизация спектра

собственных частот

Полученные результаты для спектра могут быть использованы при решении оп-

тимизационных задач. Наиболее распространенной задачей оптимизации спектра

является максимизация значения наименьшей собственной частоты колебаний

при изменении параметров системы, как геометрических, так и физических.

Для начала ограничимся рассмотрением влияния толщины пластины

(1/𝑟𝑝 = 0) на собственные частоты при условии сохранения массы конструкции.

Поскольку низшие собственные частоты конструкции принадлежат к серии «пла-

стиночных» частот, для увеличения фундаментальной собственной частоты необ-

ходимо увеличить толщину пластины так, чтобы ее низшая частота совпадала с

низшей частотой оболочки.

Для оболочки и пластины толщиной ℎ и ℎ𝑝 = 𝛿ℎ соответственно, для уг-

ловой частоты 𝜔 справедлива формула аналогичная (2.37):

𝜔2 = 𝛽4
𝛿

ℎ2𝐸

12𝜎𝜌𝑅2
, 𝛽4

𝛿 = (𝛽
√
𝛿)4. (2.48)

Во второй строке таблицы 2.9 указан первый корень 𝛽 уравнения (2.36),

а в третьей строке — значение 𝛽𝛿. Четвертая строка содержит значения 𝛽𝛿, со-

ответствующие основной частоте, найденной с помощью МКЭ. Разница между

асимптотическими и численными результатами составляет менее 1,1%.
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Таблица 2.9 — Зависимость частотного параметра фундаментальной частоты от

толщины пластины.

𝛿 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

𝛽 3,086 2,906 2,715 2,565 2,461 2,393 2,348

𝛽𝛿 3,086 3,560 3,840 4,055 4,263 4,477 4,697

МКЭ 3,069 3,537 3,815 4,028 4,231 4,439 4,648

Условие сохранения массы конструкции позволяет определить толщину

оболочки ℎ𝑠, которая уменьшается с увеличением толщины пластины. Действи-

тельно, из условия сохранения объема

2𝜋ℎ𝑙 + 𝜋ℎ = 2𝜋ℎ𝑠𝑙 + 𝜋ℎ𝛿

толщина оболочки

ℎ𝑠 =

(︂
1 +

1− 𝛿

2𝑙

)︂
ℎ = 𝛿𝑠ℎ.

При 𝛿 = 1 толщины пластины и оболочки равны ℎ𝑠 = ℎ𝑝 = ℎ.

На рисунке 2.5 а) показаны аналитические зависимости частотного пара-

метра Ω от 𝛿 для низшей «пластиночной» частоты (𝑚 = 0), двух низших «оболо-

чечных» частот (𝑚 = 4 и𝑚 = 5) и первой «балочной» частоты при ℎ = 0,01, 𝑙 = 4.

Частотный параметр Ω связан с параметрами 𝛼, 𝛽 и 𝜂 следующим образом:

Ω =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝛽𝛿 для «пластиночных» частот (см. (2.48)),

4

√︁
12𝜆
ℎ2
𝑠

для «оболочечных» частот (см. (2.45)),

3𝜎𝛼
𝑙

4

√︁
1 + 4

ℎ2
𝑠
для «балочных» частот (см. (2.46)).

При 𝛿 = 1 фундаментальной является низшая частота «пластиночной» се-

рии колебаний. С увеличением 𝛿 уменьшается ℎ𝑠 и увеличивается масса пластины,

следовательно, уменьшаются как первая «оболочечная», так и первая «балочная»
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частоты. С увеличением длины оболочки 𝑙 низшая «балочная» частота уменьша-

ется и при 𝑙 > 8 становится фундаментальной частотой конструкции.

При изменении параметра 𝛿 частоты могут становиться кратными. При

столкновении пластинчатых и оболочечных частот искажения соответствующих

форм колебаний пренебрежимо малы. Когда «пластиночная» и «балочная» ча-

стоты близки, форма колебаний представляет собой суперпозицию «балочной»

и «пластиночной» формы колебаний, что не позволяет определить тип колеба-

ний. Столкновение первой «балочной» и второй «пластиночной» частот объясня-

ет немонотонность зеленой линии на рисунке 2.5.

В таблице 2.10 приведены значения оптимальных толщин элементов кон-

струкции и соответствующие им значения частотного параметра, найденные ана-

литически и методом конечных элементов.

2.8 Двупараметричекая оптимизация спектра собственных

частот

Рассмотрим задачу о колебаниях конструкции, состоящей из цилиндрической обо-

лочки длины 𝑙, радиуса 1 и толщины ℎ𝑠, сопряженной со сферическим сегментом

радиуса 𝑟𝑝 толщины ℎ𝑝 = ℎ𝑠/𝛿. При 𝑟𝑝 → ∞ сферическая оболочка превращается

в плоскую круглую пластину.

Уменьшение радиуса кривизны сферического сегмента приводит к быст-

рому росту его собственных частот, в то время как уменьшение толщины сфери-

ческого сегмента приводит к не столь значительному снижению его собственных

частот. При этом для сохранения массы конструкции «лишний» материал может

быть использован для увеличения толщины цилиндрической оболочки, что при-

водит к повышению ее собственных частот.
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Условие сохранения массы конструкции имеет вид

2𝜋ℎ𝐿𝑅 + 𝜋ℎ𝑅2 = 2𝜋ℎ𝑠𝐿𝑅 + 𝜋ℎ𝑝𝑅𝑝

(︁
𝑅𝑝 −

√︁
𝑅2

𝑝 −𝑅2
)︁
,

откуда при ℎ𝑠 = 𝛿ℎ𝑝 следует формула для безразмерных параметров

ℎ𝑝 = ℎ · 2𝑙 + 1

2𝑙𝛿 + 2𝑟2𝑝 − 2𝑟𝑝
√︁
𝑟2𝑝 − 1

.

В первой оптимизационной задаче для заданной массы конструкции най-

дем кривизну крышки 𝑘(𝑘 = 1/𝑟𝑝) и отношение толщин 𝛿, при котором фунда-

ментальная частота конструкции является наибольшей.

Для конструкции фиксированной массы на рисунке 2.6 построены полу-

ченные аналитически зависимости низших собственных частот от параметров

𝛿(1 < 𝛿 < 5) и 𝑘(0,01 < 𝑘 < 0,15). На графике значения частот «пластиноч-

ного» типа обозначены зеленым цветом, «оболочечного» типа — желтым, а низ-

шей собственной частоты цилиндрической оболочки в предельном случае, когда

толщина крышки стремится к нулю, — красным. Заметим, что при увеличении

кривизны крышки, низшая собственная частота колебаний «оболочечного» типа

быстро приближается к предельному значению.

Рисунок 2.7 демонстрирует хорошее совпадение значений низших собствен-

ных частот колебаний, полученных аналитически (зеленая, желтая и красная по-

верхности) и численно (точки) в пакете 𝐶𝑜𝑚𝑠𝑜𝑙 для разных значений параметров

𝛿 и 𝑘.

В таблице 2.11 приведены значения первых частот конструкций для разных

значений 𝛿 и 𝑟𝑝.

Оптимальное решение, при котором фундаментальная частота достигает

максимального значения при условии сохранения массы конструкции, достигает-

ся при значении параметров 𝑟𝑝 = 9,851 и 𝛿 = 30. Такая поcтановка не является
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оправданной, так как для цилиндрической оболочки радиуса 𝑅 = 1 м и толщины

𝐻 = 1 см крышка будет иметь толщину 𝐻𝑝 = 0,3 мм, что недопустимо для реаль-

ных конструкций. В частности, в большинстве инженерных нормативов, напри-

мер, для проектирования железнодорожных цистерн, указывается минимальная

толщина торцевой крышки в 3 мм.

Поэтому рассмотрим вторую оптимизационную задачу: при заданной массе

конструкции и заданной минимальной толщине крышки 𝐻𝑝 = 3 мм найти радиус

кривизны крышки, при котором фундаментальная частота конструкции является

наибольшей.

Для конструкции с параметрами определенными выше максимум фунда-

ментальной частоты 40,36 Гц достигается при 𝑅𝑝 = 9,851 м, что существенно пре-

вышает фундаментальную частоту конструкции с плоской крышкой 16,318 Гц.
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а)

б)

Рисунок 2.5 — Зависимость частотного параметра низших собственных частот

от толщины пластины при сохранении общей массы конструкции.

а) аналитические результаты, б) численные (МКЭ).

«Пластиночная» частота — красным, «балочная» частота — зеленым,

«оболочечные» частоты: для 𝑚 = 4 — синим, 𝑚 = 5 — голубым.
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Таблица 2.10 — Оптимальные толщины элементов конструкции и соответствую-

щий частотный параметр

Аналитика МКЭ

Ω 4,50 4,43

ℎ𝑝 3,90 3,83

ℎ𝑠 0,64 0,65

Рисунок 2.6 — Аналитические зависимости от параметров 𝛿 и 𝑘 низших

собственных частот «пластиночного» (зеленый) и «оболочечного» (желтый)

типов, а также низшей собственной частоты цилиндрической оболочки

(красный) в предельном случае.
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Рисунок 2.7 — Низшие собственные частоты колебаний, найденные

аналитически (зеленая, желтая и красная поверхности) и численно (точки).

Таблица 2.11 — Частотный параметр оболочки, сопряженной с пологим сфериче-

ским сегментом

𝛿

𝜌
0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 0,11 0,13

1 3,162 3,500 3,940 4,386 4,768 4,768 4,767

2 2,446 3,032 3,640 4,171 4,633 4,823 4,823

3 2,122 2,892 3,564 4,118 4,594 4,843 4,842

4 1,957 2,850 3,554 4,127 4,619 4,852 4,852

5 1,869 2,845 3,573 4,164 4,673 4,858 4,857
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3 Устойчивость тонкой цилиндрической оболочки,

подкрепленной шпангоутами разной жесткости

В главе исследуется задача о потере устойчивости конструкции, состоящей

из тонкостенной упругой цилиндрической оболочки, подкрепленной на паралле-

лях шпангоутами разной жесткости. Пример такой подкрепленной оболочки изоб-

ражен на рисунке 1.1.

Методом Рэлея–Ритца получена асимптотическая формула для вычисле-

ния значения критической нагрузки конструкции. С помощью численных и асимп-

тотических методов исследуется влияние изменения закона распределения жест-

костей шпангоутов вдоль образующей на критическое давление оболочки.

Решаются две оптимизационные задачи. В первой выбираются коэффици-

енты функций распределения, при которых конструкция заданной массы дости-

гает максимального критического давления. Во второй задаче минимизируется

масса конструкции при заданном критическом давлении.

3.1 Потеря устойчивости подкрепленной цилиндрической

оболочки

3.1.1 Постановка задачи

Рассматривается задача о потере устойчивости тонкостенной упругой цилиндри-

ческой оболочки под действием равномерного внешнего давления 𝑝. Для увели-

чения критического давления, оболочка подкреплена 𝑛𝑠 поперечными реберами

разной жесткости (шпангуотами) с нулевым эксцентриситетом.

Рассматриваются шпангоуты, жесткость которых изменяется вдоль об-

разующей оболочки. Предполагается, что при оптимальном выборе жесткостей
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шпангоутов произойдет максимальное увеличение критического давления кон-

струкции. Решение оптимизационной задачи подразумевает нахождение геомет-

рических параметров шпангоутов, соответствующих максимальному критическо-

му давлению при заданной массе конструкции.

Для исследования потери устойчивости воспользуемся безразмерными

уравнениями технической теории оболочек [25]:

𝜀8∆2𝑤(𝑖)(𝑠)−∆𝑘Φ
(𝑖)(𝑠)− 𝜆𝑚2𝑤(𝑖)(𝑠) = 0, ∆2Φ(𝑖)(𝑠) + ∆𝑘𝑤

(𝑖)(𝑠) = 0, (3.1)

где

∆𝑘 =
𝑑2

𝑑𝑠2
, ∆ = ∆𝑘 −𝑚2, 𝜎 = 1− 𝜈2, 𝜆 =

𝑝

𝐸ℎ
, 𝜀8 =

ℎ2

12𝜎
.

Здесь 𝜀 — малый параметр, 𝑠 — координата, направленная вдоль образующей

цилиндра, 𝑤(𝑖)(𝑠) — проекция перемещения на направление нормали к срединной

поверхности на промежутке между шпангоутами, Φ(𝑖)(𝑠) — функция усилий, 𝑚 —

число волн по параллели, ℎ — безразмерная толщина оболочки, 𝑙 — безразмерная

длина оболочки, 𝜈 — коэффициент Пуассона, а 𝐸 — модуль Юнга. За единицу

длины выбран радиус 𝑅 срединной поверхности цилиндра.

Представим решение системы уравнений (3.1) в виде суммы основного по-

лубезмоментного состояния и простого краевого эффекта вблизи краев оболочки

и параллелей, на которых установлены шпангоуты. В первом приближении полу-

чим (︁
𝑤

(𝑖)
0

)︁𝐼𝑉
− 𝛼4𝑤

(𝑖)
0 = 0, 𝛼4 = 𝑚6𝜆0 − 𝜀8𝑚8, (3.2)

где 𝑤
(𝑖)
0 — приближенное решение системы (3.1), 𝜆0 — приближенное значение

𝜆(см. [14]). В дальнейшем рассматривается только первый член асимптотического

разложения решения, и вместо 𝑤
(𝑖)
0 и 𝜆0 используются обозначения 𝑤(𝑖) и 𝜆.
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Граничные условия для уравнения (3.2) в случае шарнирного опирания

краев оболочки имеют вид:

𝑤(1) = 0,
𝑑2

𝑑𝑠2
𝑤(1) = 0, при 𝑠 = 0,

𝑤(𝑛) = 0,
𝑑2

𝑑𝑠2
𝑤(𝑛) = 0, при 𝑠 = 𝑙,

(3.3)

а в случае жесткой заделки

𝑤(1) = 0,
𝑑

𝑑𝑠
𝑤(1) = 0, при 𝑠 = 0,

𝑤(𝑛) = 0,
𝑑

𝑑𝑠
𝑤(𝑛) = 0, при 𝑠 = 𝑙.

(3.4)

Предположим, что характерный размер поперечного сечения шпангоута

𝑎 ≪ 𝜀. Тогда на параллелях, подкрепленных шпангоутами, выполняются условия

сопряжения [30]:

𝑤(𝑖) = 𝑤(𝑖+1), 𝑤(𝑖)′ = 𝑤(𝑖+1)′,

𝑤(𝑖)′′ = 𝑤(𝑖+1)′′, 𝑤(𝑖)′′′ − 𝑤(𝑖+1)′′′ = −𝑐𝑖𝑤
(𝑖+1),

для 𝑠 = 𝑠𝑖, (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1),

(3.5)

где

𝑐𝑖 =
𝑚8𝜀8𝑙𝜂𝑖

𝑛
, 𝜂𝑖 =

12𝜎𝑛𝐸𝑐𝐽𝑖
ℎ3𝐸𝑙

.

Здесь 𝐸𝑐 — модульЮнга материала шпангоута, 𝜂𝑖 — эффективная жесткость 𝑖−го

шпангоута, пропорциональная отношению изгибных жесткостей шпангоута и обо-

лочки, 𝐽𝑖 — момент инерции поперечного сечения 𝑖−го шпангоута относительно

образующей цилиндра.

Приближенное значение параметра критического давления 𝜆 для подкреп-

ленной оболочки определяется по формуле [14]:

𝜆(𝜂) = min
𝑚

[︂
𝛼4(c)

𝑚6
+ 𝜀8𝑚2

]︂
, c = {𝑐𝑖}𝑛𝑖=1, (3.6)

где 𝛼(c) — собственное значение краевой задачи (3.2), (3.5) с граничными усло-

виями (3.3) в случае шарнирного опирания краев оболочки и (3.4) — в случае их

жесткой заделки.
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3.1.2 Колебания подкрепленной балки

Способ подкрепления оболочки шпангоутами подробно рассмотрен в разделе 2

первой главы диссертации. На рисунке 3.1 изображена оболочка со шпангоутами

в разрезе вдоль образующей оболочки.

Рисунок 3.1 — Осевое сечение оболочки, подкрепленной шпангоутами с нулевым

эксцентриситетом.

Эксцентриситетом шпангоута называется расстояние между центром тя-

жести поперечного сечения шпангоута и срединной поверхностью оболочки. Для

случая подкрепления шпангоутами с нулевым эксцентриситетом момент инерции

𝑖−го шпангоута рассчитывается по формуле:

𝐽𝑖 = 𝐽𝑓 3(𝑖), 𝐽 =
𝑎4𝑘3

12
.

где 𝑎 — ширина шпангоутов, 𝑘 = 𝑏/𝑎 — отношение высоты первого шпангоута

к его ширине, 𝑓(𝑖) — функция, описывающая профиль конструкции. Тогда без-
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размерную жесткость(𝑐𝑖) и относительную жесткость(𝜂𝑖) 𝑖−го шпангоута можно

записать в виде:

𝑐𝑖 = 𝑐 · 𝑓 3(𝑖), 𝜂𝑖 = 𝜂 · 𝑓 3(𝑖), где 𝑐 =
𝑚8𝜀8𝑙𝜂

𝑛
, 𝜂 =

12𝜎𝑛𝐽

ℎ3𝑙
. (3.7)

Функция профиля конструкции 𝑓(𝑖) может иметь произвольный вид, одна-

ко целесообразно подкреплять оболочку шпангоутами, высоты которых симмет-

ричны относительно середины.

В частности:

- для линейного распределения высот шпангоутов (рисунок 3.2 (а)), функ-

ция 𝑓(𝑖) имеет вид

𝑓𝑙𝑖𝑛(𝑖) = (𝜅(𝑖)− 1)(𝑢− 1) + 1, 𝑢 =
𝑏2
𝑏1
, (3.8)

- для распределения высот шпангоутов по параболе, (рисунок 3.2 (б))

𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏(𝑖) = 𝑎𝑝𝜅
2(𝑖)− 𝑛𝑎𝑝𝜅(𝑖) + 𝑛𝑎𝑝 − 𝑎𝑝 + 1, где 𝑎𝑝 =

1− 𝑢

𝑛− 3
, (3.9)

- для экспоненциального распределения высот шпангоутов, (рисунок 3.2

(в))

𝑓𝑒𝑥𝑝(𝑖) =
𝑢− 1

𝑒2 − 𝑒
𝑒𝜅(𝑖) +

𝑒− 𝑢

𝑒− 1
. (3.10)

- при подкреплении оболочки одинаковыми шпангоутами

𝑓0(𝑖) = 1. (3.11)

В формулах (3.8, 3.9, 3.10) функция

𝜅(𝑖) =
𝑛

2
−
⃒⃒⃒𝑛
2
− 𝑖
⃒⃒⃒
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑖, 𝑖 < 𝑛

2

𝑛− 𝑖, 𝑖 ⩾ 𝑛
2

гарантирует симметричность функций профиля конструкции, а параметр 𝑢 =

𝑏2/𝑏1 характеризует амплитуду функции распределения.
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Рисунок 3.2 — Профили конструкции для случая

а). линейной б). параболической в). экспоненциальной

функций распределения высот шпангоутов.

Краевые задачи (3.2, 3.3, 3.5) и (3.2, 3.4, 3.5) эквивалентны задачам об

определении низших частот поперечных колебаний шарнирно опертой и жест-

ко закрепленной балок (рисунок 3.3), подкрепленных пружинами жесткости 𝑐𝑖 в

точках 𝑠 = 𝑠𝑖.

Рисунок 3.3 — Формы колебаний балки, подкрепленной пружинами с

а). жестко закрепленными, б). шарнирно опертыми

концами.

Выбор оптимальных координат установки пружин 𝑠𝑖 рассмотрен в пер-

вой главе диссертации. Пружины следует устанавливать в узлах форм колебаний

неподкрепленной балки:

- при шарнирном опирании краев (3.2, 3.3, 3.5)

𝑤𝑛(𝑠) = sin(𝛼𝑛𝑠), 𝛼𝑛 =
𝑛

𝑙
· 𝜋, (3.12)



87
- при защемлении краев (3.2, 3.4, 3.5)

𝑤𝑛(𝑠) = 𝑈 (𝛼𝑛𝑠)− κ𝑛𝑉 (𝛼𝑛𝑠) , 𝛼𝑛 =
𝑧𝑛
𝑙
, κ𝑛 =

𝑈(𝑧𝑛)

𝑉 (𝑧𝑛)
, (3.13)

где

𝑈(𝑥) = ch𝑥− cos𝑥, 𝑉 (𝑥) = sh 𝑥− sin𝑥

— функции Крылова, а величины

𝑧𝑛 ≃ (2𝑛+ 1)
𝜋

2
, 𝑛 = 1,2, . . .

являются корнями уравнения ch 𝑧 · cos 𝑧 = 1. При этом точки оптимального рас-

положения пружин совпадают с корнями уравнения 𝑤𝑛(𝑠) = 0.

В дальнейшем для упрощения записи опускаем индексы и при этом 𝛼 = 𝜋
2𝑙 ,

κ = 𝑈(3𝜋2 )/𝑉 (3𝜋2 ), а первая форма колебаний неподкрепленной балки обозначает-

ся 𝑤(𝑠).

Формула оценки первого собственного значения методом Рэлея–Ритца кра-

евой задачи (3.2, 3.5) с граничными условиями шарнирного опирания (3.3) концов

балки имеет вид

𝛼4
𝑠 =

𝜋4

𝑙4
+ 𝑐

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑙
, 𝑇𝑠(𝑛) =

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓 3(𝑖) sin2
(︂
𝜋𝑖

𝑛

)︂
, (3.14)

а значение приближенного параметра первой частоты колебаний балки с защем-

ленными концами (3.4) может быть вычислено по формуле

𝛼4
𝑐 =

(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

+ 𝑐
𝑇𝑐(𝑛)

𝐼0
, (3.15)

где

𝐼0 =

𝑙∫︁
0

(︁
𝑈
(︁𝜋𝑠
2𝑙

)︁
− κ · 𝑉

(︁𝜋𝑠
2𝑙

)︁)︁2
𝑑𝑠, 𝑇𝑐(𝑛) =

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓 3(𝑖)𝑤2(𝑠𝑖).



88
3.1.3 Нахождение собственных значений в задаче о потере

устойчивости подкрепленной оболочки

Рассмотрим задачу об определении значения параметра критического давления

𝜆1 для цилиндрической оболочки с шарнирно опертыми (3.3) краями. Оболоч-

ка подкрепляется шпангоутами жесткости 𝑐𝑖 по параллелям с координатами 𝑠𝑖,

которые являются узлами формы колебаний неподкрепленной шарнирно опер-

той оболочки (3.12). Обозначим за 𝛼𝑠(𝜂,𝑚) собственное значение краевой задачи

для случая шарнирного опирания (3.2, 3.3, 3.5), которому соответствует крити-

ческое давление. Соответствующее значение параметра критического давления

𝜆1(𝜂) определим из формулы (3.6) и обозначим за 𝜆𝑠(𝜂)

𝜆𝑠(𝜂) = min
𝑚

[︂
𝛼4
𝑠(𝜂,𝑚)

𝑚6
+ 𝜀8𝑚2

]︂
. (3.16)

С учетом значения жесткости шпангуота 𝑐, которое определено в (3.7),

собственное значение 𝛼𝑠 с учетом формулы (3.14) можно записать в виде

𝛼4
𝑠 =

𝜋4

𝑙4
+ 𝑐

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑙
=

𝜋4

𝑙4
+

𝑚8𝜀8𝑙𝜂

𝑛

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑙
=

𝜋4

𝑙4
+

2𝑇𝑠(𝑛)𝜂𝜀
8

𝑛
𝑚8.

Подстановка полученного 𝛼4
𝑠 в (3.16) дает следующее выражение для собственного

значения параметра критического давления шарнирно опертой оболочки

𝜆𝑠(𝜂) = min
𝑚

[︂(︂
𝜋4

𝑙4
+

2𝑇𝑠(𝑛)𝜀
8𝜂

𝑛
𝑚8

)︂
𝑚−6 + 𝜀8𝑚2

]︂
=

= min
𝑚

[︂
𝜋4

𝑙4
𝑚−6 +

2𝑇𝑠(𝑛)𝜀
8𝜂

𝑛
𝑚2 + 𝜀8𝑚2

]︂
В общем виде минимизируемая функция 𝜆𝑠(𝜂,𝑚) имеет вид

𝜆(𝜂,𝑚) = 𝑋𝑚−6 + 𝑌 𝑚2, где 𝑋 =
𝜋4

𝑙4
, 𝑌 = 𝜀8

(︂
1 +

2𝑇𝑠(𝑛)𝜂

𝑛

)︂
. (3.17)

Минимизируем полученную функцию 𝜆(𝜂,𝑚) по 𝑚:

−6𝑋𝑚−7 + 2𝑌 𝑚 = 0, 𝑚2 =
4

√︂
3𝑋

𝑌
, 𝜆𝑚𝑖𝑛 =

4

√︂
256

27
𝑋𝑌 3. (3.18)
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тогда

𝜆𝑠(𝜂) =
4

√︃
256

27

𝜋4

𝑙4

(︂
𝜀8
(︂
1 +

2𝑇𝑠(𝑛)𝜂

𝑛

)︂)︂3

=
4𝜋𝜀6

𝑙 4
√
27

4

√︃(︂
1 +

2𝑇𝑠(𝑛)𝜂

𝑛

)︂3

.

Поскольку 𝜀8 = ℎ2/(12𝜎) значение 𝜆𝑠 для случая шарнирного опирания

краев оболочки можно записать в виде

𝜆𝑠(𝜂) = 𝜆𝑠(0)
4

√︃(︂
1 +

2𝑇𝑠(𝑛)𝜂

𝑛

)︂3

, где 𝜆𝑠(0) =

√
6𝜋ℎ3/2

9𝑙𝜎3/4
. (3.19)

В случае шарнирного опирания концов оболочки краевая задача (3.2, 3.4)

имеет собственное значение, не зависящее от 𝜂, которое также является собствен-

ным значением краевой задачи (3.2, 3.3, 3.5). Для нахождения предельного зна-

чения 𝜂 подставим собственное значение 𝛼𝑛 из (3.12) краевой задачи (3.2, 3.3) в

выражение (3.6):

𝜆𝑠
𝑛 = min

𝑚

[︂
𝛼4
𝑛

𝑚6
+ 𝜀8𝑚2

]︂
=

4

√︂
256

27
𝛼4
𝑛𝜀

24 = 𝛼𝑛𝜀
6 4

4
√
27

=
𝜋𝑛

𝑙

ℎ3/2

123/4𝜎3/4

4
4
√
27

= 𝜆𝑠(0)𝑛.

Параметр 𝜂*𝑠 , являющийся корнем уравнения

𝜆𝑠(0)
4

√︃(︂
1 +

2𝑇𝑠(𝑛)𝜂*𝑠
𝑛

)︂3

= 𝜆𝑠
𝑛,

называется эффективной жесткостью шпангоута. Параметр критического дав-

ления не увеличивается при значениях жесткости шпангоута 𝜂 больших 𝜂*𝑠 . Сле-

довательно,

𝜆𝑠(𝜂)

𝜆𝑠(0)
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4

√︂(︁
1 + 2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛 𝜂
)︁3
, 𝜂 ⩽ 𝜂*𝑠

𝑛, 𝜂 > 𝜂*𝑠

, 𝜂*𝑠 =
𝑛(𝑛4/3 − 1)

2𝑇𝑠(𝑛)
. (3.20)

Рассмотрим задачу об определении значения параметра критического дав-

ления 𝜆𝑐 для других граничных условий, а именно, для цилиндрической оболоч-

ки с жестко закрепленными (3.4) краями. В этом случае координаты параллелей,
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на которых оболочка подкрепляется шпангоутами жесткости 𝑐𝑖 являются узлами

формы колебаний неподкрепленной жестко заделанной оболочки (3.13). С учетом

выражения для 𝑐 (3.7) собственное значение краевой задачи (3.2, 3.4, 3.5) можно

записать в виде:

𝛼4
𝑐 =

(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

+ 𝑐
𝑇𝑐(𝑛)

𝐼0
=

(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

+
𝑚8𝜀8𝑙𝜂

𝑛

𝑇𝑐(𝑛)

𝐼0
=

(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

+
𝜀8𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0
𝑚8.

Соответствующее значение параметра критического давления 𝜆𝑠(𝜂) с уче-

том минимального значения функции (3.18) равно

𝜆𝑐 = min
𝑚

[︂
𝛼4
𝑐

𝑚6
+ 𝜀8𝑚2

]︂
= min

𝑚

[︃(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

𝑚−6 +
𝜀8𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0
𝑚2 + 𝜀8𝑚2

]︃
=

=
4

√︃
256

27

(︂
3𝜋

2𝑙

)︂4

𝜀24
(︂
1 +

𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0

)︂3

=
6𝜋𝜀6

𝑙33/4
4

√︃(︂
1 +

𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0

)︂3

С учетом выражения для малого параметра 𝜀8 = ℎ2/(12𝜎) значение 𝜆𝑐 для

случая защемления краев оболочки можно записать в виде

𝜆𝑐(𝜂) = 𝜆𝑐(0)
4

√︃(︂
1 +

𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0

)︂3

, где 𝜆𝑐(0) =
𝜋ℎ3/2

√
6𝑙𝜎3/4

. (3.21)

Как и в случае шарнирного опирания краев оболочки, краевая задача (3.2,

3.4) имеет собственное значение, не зависящее от 𝜂, которое также является соб-

ственным значением краевой задачи (3.2, 3.4, 3.5). Для нахождения предельного

значения 𝜂 подставим собственное значение 𝛼𝑛 из (3.13) краевой задачи (3.2, 3.4)

в выражение (3.6):

𝜆𝑐
𝑛 = min

𝑚

[︂
𝛼4
𝑛

𝑚6
+ 𝜀8𝑚2

]︂
=

4

√︂
256

27
𝛼4
𝑛𝜀

24 =
4

33/4
(2𝑛+ 1)𝜋

2𝑙

ℎ3/2

123/4𝜎3/4
=

2𝑛+ 1

3
𝜆𝑐(0).

Эффективная жесткость шпангоута 𝜂*𝑐 в этом случае является корнем

уравнения

𝜆𝑐(0)
4

√︃(︂
1 +

𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂*𝑐
𝑛𝐼0

)︂3

= 𝜆𝑐
𝑛.
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Увеличение жесткости шпангоута 𝜂 после достижения ею значения 𝜂*𝑐 не приводит

к увеличению параметра критического давления. Следовательно,

𝜆𝑐(𝜂)

𝜆𝑐(0)
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4

√︂(︁
1 + 𝑙𝑇𝑐(𝑛)𝜂

𝑛𝐼0

)︁3
, 𝜂 ⩽ 𝜂*𝑐

2𝑛+1
3 , 𝜂 > 𝜂*𝑐

, 𝜂*𝑐 =
𝑛𝐼0

𝑙𝑇𝑐(𝑛)

(︃(︂
2𝑛+ 1

3

)︂4/3

− 1

)︃
. (3.22)

3.2 Максимальное увеличение критического давления

цилиндрической оболочки, подкрепленной

шпангоутами разной жесткости

Пусть масса подкрепленной оболочки фиксирована. Рассмотрим задачу об опреде-

лении оптимального распределения массы между шпангоутами и оболочкой (об-

шивкой), которому соответствует наибольшее значение критического давления.

Критическое давление 𝑝0 для гладкой оболочки длиной 𝑙 и толщиной ℎ0

можно найти по приближенной формуле Саусвелла(Southwell)-Папковича [30] :

𝑝 = 𝜆𝐸ℎ0, (3.23)

где в случае шарнирного опирания краев оболочки

𝜆 = 𝜆𝑠(0) =

√
6𝜋ℎ

3/2
0

9𝑙𝜎3/4
, 𝑝𝑠0 =

√
6𝜋ℎ

5/2
0 𝐸

9𝑙𝜎3/4
. (3.24)

а в случае жесткой заделки краев

𝜆 = 𝜆𝑐(0) =

√
6𝜋ℎ3/2

6𝑙𝜎3/4
, 𝑝𝑐0 =

√
6𝜋ℎ

5/2
0 𝐸

6𝑙𝜎3/4
. (3.25)

Предположим, что за счет уменьшения толщины оболочки до величины ℎ на ней

установлен 𝑛 − 1 шпангоут прямоугольного поперечного сечения шириной 𝑎 и

высотой 𝑏𝑖, 𝑖 = 1 . . . 𝑛− 1. Пусть масса оболочки

𝑀(ℎ) = 𝜌 · 2𝜋𝑅 ·𝑅ℎ ·𝑅𝑙,
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масса шпангоутов

𝑀𝑟 = 𝜌
𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝜋𝑅 ·𝑅𝑎 ·𝑅𝑎𝑘𝑓(𝑖),

где 𝑘 = 𝑏/𝑎 — отношение высоты первого шпангоута к его ширине, а 𝑓(𝑖) —

функция профиля конструкции. Тогда из условия равенства массы подкрепленной

оболочки массе гладкой оболочки

𝜌 · 2𝜋𝑅 ·𝑅ℎ0 ·𝑅𝑙 = 𝜌 · 2𝜋𝑅 ·𝑅ℎ ·𝑅𝑙 + 𝜌
𝑛−1∑︁
𝑖=1

2𝜋𝑅 ·𝑅𝑎 ·𝑅𝑎𝑘𝑓(𝑖)

можно выразить зависимость ширины шпангутов 𝑎 от отношения толщин под-

крепленной и гладкой оболочки 𝑑 = ℎ/ℎ0:

𝑎2 =
1− 𝑑

𝐴
, где 𝐴 =

𝑘𝑃 (𝑛)

ℎ0𝑙
, 𝑃 (𝑛) =

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖). (3.26)

Для оптимального распределения массы конструкции между оболочкой и

шпангоутами, для случая шарнирного опирания краев, введем функцию 𝑓𝑠 отно-

шения критического давления подкрепленной оболочки к критическому давлению

гладкой оболочки. С учетом соотношения (3.20) запишем 𝑓𝑠 в виде

𝑓𝑠 =
𝑝𝑠

𝑝𝑠0
=

𝜆𝑠(𝜂)𝐸ℎ

𝜆𝑠(0)𝐸ℎ0
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑5/2 4

√︂(︁
1 + 2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛 𝜂
)︁3
, 0 ⩽ 𝜂 ⩽ 𝜂*𝑠

𝑑5/2𝑛, 𝜂 > 𝜂*𝑠

, (3.27)

и найдем максимальное значение этой функции.

Преобразуем второе слагаемое подкоренного выражения с учетом значения

относительной жесткости шпангоута 𝜂 (3.7):

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛
𝜂 =

2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛

12𝜎𝑛𝐽

ℎ3𝑙
=

24𝑇𝑠(𝑛)𝜎

ℎ3𝑙

𝑎4𝑘3

12
= 𝐵𝑠

𝑎4

𝑑3
, где 𝐵𝑠 =

2𝑇𝑠(𝑛)𝜎𝑘
3

ℎ3
0𝑙

.

Тогда функцию 𝑓𝑠 можно записать в виде

𝑓𝑠 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑5/2𝑛, 0 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑑*

𝑑5/2
4

√︁(︀
1 +𝐵𝑠

𝑎4

𝑑3

)︀3
, 𝑑* < 𝑑 ⩽ 1

, (3.28)
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где 𝑑* — оптимальное отношение толщин подкрепленной и гладкой оболочек, при

котором достигается максимальное значение функции 𝑓𝑠. С учетом условия ра-

венства масс подкрепленной и гладкой оболочек (3.26)

𝑓𝑠 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑5/2𝑛, 0 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑑*

𝑑5/2 4

√︂(︁
1 + 𝐵𝑠

𝐴2

(1−𝑑)2

𝑑3

)︁3
, 𝑑* < 𝑑 ⩽ 1

. (3.29)

Значение 𝑑* находится из условия непрерывности функции 𝑓𝑠 в точке 𝑑*,

которое запишем в виде

𝑑3 = 𝐶𝑠(𝑑− 1)2, (3.30)

где

𝐶𝑠 =
𝐵𝑠

𝐴2(𝑛4/3 − 1)
=

2𝑇𝑠(𝑛)𝑘
3𝜎

𝑙ℎ3
0

ℎ2
0𝑙

2

𝑘2𝑃 2(𝑛)

1

𝑛4/3 − 1
=

2𝑘𝑙𝜎

ℎ0

𝑇𝑠(𝑛)

𝑃 2(𝑛)(𝑛4/3 − 1)
.

Поскольку 𝐶𝑠 > 0, уравнение (3.30) имеет единственный вещественный корень на

интервале (0, 1). Функция 𝑔𝑠(𝑑) = 𝑓
4/3
𝑠 возрастает при 𝑑 ∈ [0; 𝑑*], следовательно,

максимум функции находится на промежутке [𝑑*; 1]. На этом промежутке функ-

цию 𝑔𝑠(𝑑) можно записать в виде:

𝑔𝑠(𝑑) = 𝑑1/3
(︂
𝑑3 +

𝐵𝑠

𝐴2
(𝑑− 1)2

)︂
.

Корни уравнения 𝑔′𝑠(𝑑) = 0 лежат вне отрезка [𝑑*; 1] (см. [60]), значит максимум

функции 𝑓𝑠(𝑑) достигается на одном из краев [𝑑*; 1].

𝑓 *
𝑠 = max

[︁
𝑑

5
2
*𝑛; 1

]︁
.

Для малых ℎ0 выполняется неравенство 𝑑
5
2
*𝑛 > 1, поскольку 𝑑* → 1 при ℎ0 → 0.

Таким образом, получено кубическое уравнение, корень которого соответ-

ствует максимальному критическому давлению жестко закрепленной оболочки,

подкрепленной шпангоутами разной жесткости:

𝑑3* −
2𝑘𝑙𝜎

ℎ0

𝑇𝑠(𝑛)

𝑃 2(𝑛)(𝑛4/3 − 1)
(𝑑* − 1)2 = 0.
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При этом оптимальную толщину шпангоутов 𝑎* и максимальное значение

функции 𝑓𝑠, cоответствующие 𝑑*, можно вычислить по формулам

𝑎* =

√︂
1− 𝑑*
𝐴

, 𝑓 *
𝑠 = 𝑑5/2* 𝑛.

В завершении, рассмотрим случай жесткого закрепления краев оболочки.

Для этого введем функцию 𝑓𝑐 отношения критического давления подкрепленной

оболочки с защемленными краями к критическому давлению гладкой оболочки с

защемленными краями. Воспользуемся для этого отношением (3.22):

𝑓𝑐 =
𝑝𝑐

𝑝𝑐0
=

𝜆𝑐(𝜂)ℎ

𝜆𝑐(0)ℎ0
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑5/2 4

√︂(︁
1 + 𝑙𝑇𝑐(𝑛)

𝐼0𝑛
𝜂
)︁3
, 0 ⩽ 𝜂 ⩽ 𝜂*𝑐

𝑑5/2
(︀
2𝑛+1
3

)︀
, 𝜂*𝑐 < 𝜂

.

С учетом условия равенства масс подкрепленной и гладкой оболочки(3.26),

а также выражения для относительной жесткости шпангоутов 𝜂 (3.7) второе сла-

гаемое подкоренного выражения можно записать в виде

𝑙𝑇𝑐(𝑛)

𝐼0𝑛
𝜂 =

𝑙𝑇𝑐(𝑛)

𝐼0𝑛

12𝜎𝑛

ℎ3𝑙

𝑎4𝑘3

12
=

𝐵𝑐

𝐴2

(1− 𝑑)2

𝑑3
, где 𝐵𝑐 =

𝜎𝑇𝑐(𝑛)𝑘
3

𝐼0ℎ3
0

,

тогда

𝑓𝑐 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑5/2

(︀
2𝑛+1
3

)︀
, 0 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑑*

𝑑5/2 4

√︂(︁
1 + 𝐵𝑐

𝐴2

(1−𝑑)2

𝑑3

)︁3
, 𝑑* < 𝑑 ⩽ 1

. (3.31)

где 𝑑* - корень кубического уравнения

𝑑3* = 𝐶𝑐(𝑑* − 1)2,

где

𝐶𝑐 =
𝐵𝑐(︁(︀

2𝑛+1
3

)︀4/3 − 1
)︁
𝐴2

=
𝜎𝑇𝑐(𝑛)𝑘

3

𝐼0ℎ3
0

ℎ2
0𝑙

2

𝑘2𝑃 2(𝑛)

1(︀
2𝑛+1
3

)︀4/3 − 1
=

=
𝜎𝑘𝑙2

ℎ0𝐼0

𝑇𝑐(𝑛)

𝑃 2(𝑛)
(︁(︀

2𝑛+1
3

)︀4/3 − 1
)︁ .
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Данное уравнение имеет один корень на интервале (0, 1).

Функция 𝑔𝑐 = 𝑓
4/3
𝑐 возрастает при 𝑑 ∈ [0; 𝑑*], следовательно, максимум

функции находится на промежутке [𝑑*; 1]. На этом промежутке функцию 𝑔 можно

записать в виде:

𝑔𝑐(𝑑) = 𝑑1/3
(︀
𝑑3 +𝐵𝑐𝐴

−2(𝑑− 1)2
)︀
.

Корни уравнения 𝑔′𝑐(𝑑) = 0 лежат вне отрезка [𝑑*; 1], значит максимум функции

𝑓𝑐(𝑑) достигается на одном из краев [𝑑*; 1].

𝑓 *
𝑐 = max

[︂
2𝑛+ 1

3
𝑑

5
2
* ; 1

]︂
.

Для малых ℎ0 выполняется неравенство 𝑑
5
2
* · 2𝑛+1

3 > 1, поскольку 𝑑 → 1 при ℎ0 → 0.

Таким образом, получено кубическое уравнение, корень которого соответ-

ствует максимальному критическому давлению жестко закрепленной оболочки,

подкрепленной шпангоутами разной жесткости:

𝑑3* −
𝜎𝑘𝑙2

ℎ0𝐼0

𝑇𝑐(𝑛)

𝑃 2(𝑛)
(︁(︀

2𝑛+1
3

)︀4/3 − 1
)︁(𝑑* − 1)2 = 0,

При этом 𝑎* и 𝑓 *
𝑐 , соответствующие 𝑑*, можно найти по следующим формулам:

𝑎* =

√︂
1− 𝑑*
𝐴

, 𝑓 *
𝑐 =

(︂
2𝑛+ 1

3

)︂√︀
𝑑5*.

3.3 Нахождение критического давления конструкции

аналитическими и численными методами

В этом параграфе аналитически и численно исследуется потеря устойчивости ци-

линдрической оболочки, подкрепленной шпангоутами, под действием нормально-

го внешнего давления. В качестве примера рассматривается медная цилиндриче-

ская оболочка длины 𝑙 = 4 и толщины ℎ0 = 0,01 с модулем Юнга 𝐸 = 11 ·1010 Па,

коэффициентом Пуассона 𝜈 = 0,35 и плотностью 𝜌 = 8920 кг/м3. Приближенное
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значение критического давления гладкой неподкрепленной оболочки (𝑝0) вычис-

ляется по формуле (3.24) в случае шарнирного опирания краев, и по формуле

(3.25) в случае жесткой заделки. Соответствующие значения 𝑝0𝑠 и 𝑝0𝑐 таковы

𝑝0𝑠 =

√
6𝐸ℎ

5/2
0

9𝑙𝜎3/4
≃ 259,3 кПа, 𝑝0𝑐 =

√
6𝐸ℎ

5/2
0

6𝑙𝜎3/4
≃ 389 кПа.

Для оболочки, подкрепленной 𝑛𝑠 шпангоутами шириной 𝑎 и высотами

𝑏𝑖 = 𝑘𝑎𝑓(𝑖)(𝑖 = 1, . . . , 𝑛𝑠), функция 𝑓(𝑖) определяет распределение высот шпан-

гоутов вдоль образующей оболочки и, следовательно, распределение жесткостей

шпангоутов и профиль конструкции. Эти функции для линейного, параболиче-

ского и экспоненциального распределений задаются формулами (3.8—3.11).

Приближенное значение критического давления такой конструкции может

быть получено по формуле 𝑝𝑠 = 𝑝0𝑠𝑓𝑠 в случае шарнирного опирания краев, и по

формуле 𝑝𝑐 = 𝑝0𝑐𝑓𝑐 в случае жесткой заделки краев. Значения 𝑓𝑠 и 𝑓𝑐 для разных

профилей конструкции приведены в таблицах 3.1 и 3.2. На рисунках 3.4 и 3.5

изображены зависимости функций 𝑓𝑠 и 𝑓𝑐 от числа шпангоутов при различных

отношениях ширины и высоты шпангоутов.

На основании полученных результатов можно сделать вывод, что исполь-

зование неодинаковых шпангоутов для подкрепления цилиндрической оболочки

приводит к более значительному увеличению ее критического давления по срав-

нению с подкреплением одинаковыми шпангоутами. Из трех рассмотренных про-

филей конструкции наибольшее увеличение критического давления дает профиль

с экспоненциальным законом распределения высот шпангоутов. Кроме того, мож-

но заметить, что защемление краев оболочки приводит к более высоким значени-

ям критического давления, чем при шарнирном опирании краев. Эти результаты

подчеркивают важность учета как типа профиля конструкции, так и граничных

условий при усовершенствовании конструкций с цилиндрическими оболочек.
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Таблица 3.1 — Значение функции 𝑓𝑠 шарнирно опертой оболочки, подкрепленной

𝑛𝑠 шпангоутами.

𝑓𝑙𝑖𝑛(𝑖) 𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏(𝑖) 𝑓𝑒𝑥𝑝(𝑖)

𝑛𝑠

𝑢
1 1,5 2 1 1,5 2 1 1,5 2

𝑘
=

1

4 2,94 3,37 3,67 2,94 3,37 3,67 2,94 3,37 3,67

5 3,11 3,78 4,24 3,11 3,70 4,12 3,11 4,00 4,56

6 3,22 4,08 4,67 3,22 3,98 4,52 3,22 4,40 5,10

7 3,28 4,42 5,18 3,28 4,22 4,89 3,28 5,49 6,38

8 3,32 4,66 5,56 3,32 4,44 5,23 3,32 6,00 7,01

𝑘
=

1,
5

4 3,20 3,53 3,78 3,20 3,53 3,78 3,20 3,53 3,78

5 3,43 3,98 4,38 3,43 3,91 4,26 3,43 4,19 4,68

6 3,60 4,33 4,85 3,60 4,24 4,71 3,60 4,64 5,25

7 3,72 4,72 5,39 3,72 4,53 5,11 3,72 5,74 6,52

8 3,80 5,01 5,81 3,80 4,78 5,49 3,80 6,29 7,18

𝑘
=

2

4 3,37 3,64 3,86 3,37 3,64 3,86 3,37 3,64 3,86

5 3,65 4,14 4,49 3,65 4,07 4,38 3,65 4,33 4,77

6 3,87 4,53 4,99 3,87 4,43 4,85 3,87 4,82 5,37

7 4,03 4,94 5,55 4,03 4,76 5,29 4,03 5,92 6,63

8 4,15 5,27 6,00 4,15 5,05 5,69 4,15 6,51 7,31

В таблице 3.3 проведено сравнение критических давлений, полученных ана-

литическим методом (𝑝), описанным в параграфе 3.3, и методом конечных эле-

ментов (𝑝𝑓𝑒𝑚) с помощью пакета 𝐶𝑜𝑚𝑠𝑜𝑙. В качестве примера рассматриваются

несколько разных значений параметров 𝑢 и 𝑘, характеризующих профиль кон-

струкции. Анализируется описанная выше жестко закрепленная оболочка с ли-
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Рисунок 3.4 — Значения функции 𝑓𝑠 для а). линейного, б). параболического, в).

экспоненциального профилей конструкции.

нейной функцией распределения жесткостей. Для жестко закрепленной гладкой

оболочки толщины ℎ = 0,01 значение критического давления, полученного мето-

дом конечных элементов равно 𝑝𝑚𝑎𝑥 = 384840 Па.

Хорошее совпадение результатов аналитического и численного решения по-

казывает, что изложенный выше аналитический подход может быть использован

для приближенного подбора параметров перед началом проектирования.

3.4 Минимизация массы цилиндрической оболочки,

подкрепленной шпангоутами разной жесткости

Рассмотрим конструкцию, которая состоит из цилиндрической оболочки и под-

крепляющих ее круговых шпангоутов разной жесткости. Будем искать парамет-

ры, при которых конструкция имеет наименьшую массу и которая не теряет устой-

чивость под действием внешнего давления 𝑝, где 𝑝 — критическое давление глад-

кой цилиндрической оболочки толщины ℎ0.
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Таблица 3.2 — Значение функции 𝑓𝑐 жестко закрепленной оболочки, подкреплен-

ной 𝑛𝑠 шпангоутами.

𝑓𝑙𝑖𝑛(𝑖) 𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏(𝑖) 𝑓𝑒𝑥𝑝(𝑖)

𝑛𝑠

𝑢
1 1,5 2 1 1,5 2 1 1,5 2

𝑘
=

1

4 2,42 2,71 2,91 2,42 2,71 2,91 2,42 2,71 2,91

5 2,57 3,04 3,34 2,57 2,99 3,26 2,57 3,20 3,55

6 2,68 3,30 3,69 2,68 3,23 3,58 2,68 3,52 3,96

7 2,75 3,59 4,09 2,75 3,44 3,89 2,75 4,30 4,82

8 2,80 3,80 4,40 2,80 3,63 4,17 2,80 4,70 5,28

𝑘
=

1,
5

4 2,59 2,81 2,97 2,59 2,81 2,97 2,59 2,81 2,97

5 2,79 3,17 3,43 2,79 3,12 3,35 2,79 3,32 3,62

6 2,94 3,46 3,79 2,94 3,39 3,70 2,94 3,67 4,05

7 3,06 3,78 4,21 3,06 3,64 4,03 3,06 4,45 4,90

8 3,15 4,03 4,55 3,15 3,87 4,33 3,15 4,87 5,38

𝑘
=

2

4 2,70 2,89 3,02 2,70 2,89 3,02 2,70 2,89 3,02

5 2,94 3,27 3,49 2,94 3,22 3,42 2,94 3,40 3,67

6 3,13 3,58 3,88 3,13 3,52 3,79 3,13 3,78 4,12

7 3,28 3,92 4,31 3,28 3,79 4,13 3,28 4,55 4,96

8 3,40 4,20 4,67 3,40 4,04 4,46 3,40 5,00 5,45

Масса конструкции 𝑀 , состоящей из цилиндрической оболочки длины 𝑙 и

толщины ℎ, на которую установлен 𝑛 − 1 шпангоут толщины 𝑎 и ширины 𝑏𝑖(𝑖 =

1, . . . , 𝑛− 1), такова

𝑀 = 2𝜋𝜌𝑅3𝑙ℎ+ 2𝜋𝜌𝑅3
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑏𝑖 = 2𝜋𝜌𝑅3

(︃
𝑙ℎ+ 𝑎2𝑘

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖)

)︃
,
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Рисунок 3.5 — Значения функции 𝑓𝑐 для а). линейного, б). параболического, в).

экспоненциального профилей конструкции.

Таблица 3.3 — Значения критического давления, полученного аналитическим ме-

тодом 𝑝 и методом конечных элементов 𝑝𝑓𝑒𝑚.

𝑘 = 1 𝑘 = 2

𝑢 = 1

𝑛𝑠 𝑝,Па 𝑝𝑓𝑒𝑚,Па 𝑑* 𝑛𝑠 𝑝,Па 𝑝𝑓𝑒𝑚,Па 𝑑*

3 628199 609440 0.918 3 666391 645430 0.9399

4 700574 688990 0.8850 4 760599 747720 0.9145

5 757109 755760 0.8539 5 839855 839140 0.89

𝑢 = 1.5

3 658402 614370 0.9354 3 689856 642590 0.9530

4 754081 717130 0.9114 4 803660 762560 0.9349

5 863682 804290 0.9 5 927847 861660 0,9262

𝑢 = 2

3 681002 616760 0.9481 3 707084 637890 0.9625

4 787950 733720 0.9276 4 830211 770330 0.9471

5 918921 811080 0.9226 5 971589 851530 0.9434

а масса гладкой оболочки 𝑀0:

𝑀0 = 2𝜋𝜌𝑅3𝑙ℎ0,
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где 𝜌 — плотность материала, 𝑘 = 𝑏/𝑎 — отношение высоты первого шпангоута

к его ширине, 𝑓(𝑖) — функция профиля конструкции. Тогда отношение массы

подкрепленной оболочки к массе гладкой оболочки 𝐹 (𝑎, 𝑑) запишем в виде

𝐹 (𝑎,𝑑) =
𝑀

𝑀0
= 𝑑+ 𝐴𝑎2, где 𝑑 =

ℎ

ℎ0
, 𝐴 =

𝑘𝑃 (𝑛)

ℎ0𝑙
, 𝑃 (𝑛) =

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓(𝑖). (3.32)

Для случая шарнирного опирания краев цилиндрической оболочки (3.3)

воспользуемся функцией отношения критического давления подкрепленной обо-

лочки к критическому давлению гладкой оболочки (3.27)

𝑓𝑠 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑5/2 4

√︂(︁
1 + 2𝑇𝑠(𝑛)

𝑛 𝜂
)︁3
, 0 ⩽ 𝜂 ⩽ 𝜂*𝑠

𝑑5/2𝑛, 𝜂 > 𝜂*𝑠

, где 𝜂*𝑠 =
𝑛(𝑛4/3 − 1)

2𝑇𝑠(𝑛)
,

которую, для удобства анализа, запишем в виде (3.28)

𝑓𝑠 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑑5/2𝑛, 0 ⩽ 𝑑 ⩽ 𝑑*

𝑑5/2 4

√︂(︁
1 + 𝐵𝑠𝑎4

𝑑3

)︁3
, 𝑑* < 𝑑 ⩽ 1

,

где

𝐵𝑠 =
2𝜎𝑘3

𝑙ℎ3
0

𝑇𝑠(𝑛), 𝑇𝑠(𝑛) =
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑓 3(𝑖) sin2
(︂
𝜋𝑖

𝑛

)︂
.

Оптимальным значением отношения толщин подкрепленной и гладкой обо-

лочек 𝑑* будет корень уравнения 𝑓𝑠 = 1 при 𝜂 = 𝜂*𝑠 :

𝑑𝑠* = 𝑛−2/5,

при этом высота первого шпангоута

𝑎𝑠* =
4

√︃(︀
𝑛4/3 − 1

)︀
· 𝑑3*

𝐵𝑠
.

Подставив полученные оптимальные значения 𝑎𝑠* и 𝑑𝑠* в (3.32), получим от-

ношение масс подкрепленной оболочки и гладкой оболочки с равными значениями
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критического давления для случая шарнирного опирания краев:

𝐹𝑠(𝑛) = 𝑛−2/5 +
𝐴√
𝐵𝑠

√︀
𝑛2/15 − 𝑛−6/5.

Тем же методом может быть решена задача о минимизации массы кон-

струкции в случае жесткой заделки краев цилиндрической оболочки.

3.5 Аналитическое и численное определение минимальной

массы конструкции с заданным критическим

давлением

В таблице 3.4 приведены значения функции отношения масс 𝐹𝑠 для описанной

выше конструкции с шарнирно опертыми краями. С увеличением числа шпанго-

утов 𝑛𝑠 уменьшается масса конструкции. То же самое наблюдается и при увели-

чении отношения высоты первого шпангоута к его ширине (𝑘 = 𝑏/𝑎). Параметр

𝑢, отвечающий за амплитуду функции распределения (𝑢 = 𝑏2/𝑏1), для каждой из

функций распределения выбран таким образом, чтобы оптимальное отношение

толщины подкрепленной оболочки к толщине гладкой оболочки (𝑑* = ℎ/ℎ0) было

одинаковым, таким образом представляется возможным оценить влияние выбора

функции профиля конструкции на уменьшение массы. При всех рассмотренных

значениях 𝑛𝑠 и 𝑘 наибольшее уменьшение массы конструкции наблюдается при

использовании экспоненциальной функции распределения.
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Таблица 3.4 — Значения функции 𝐹𝑠 для случая подрепления оболочки одинако-

выми шпангоутами (𝑓0), а так же для линейного(𝑓𝑙𝑖𝑛), параболического(𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏) и

экспоненциального(𝑓𝑒𝑥𝑝) профилей конструкции

𝑘 = 1 𝑘 = 2

𝑓0(𝑖)

𝑛𝑠 𝑑* 𝑎* 𝑀𝑠/𝑀0 𝑛𝑠 𝑑* 𝑎* 𝑀𝑠/𝑀0

4 0,525 0,031 0,623 4 0,525 0,019 0,595

5 0,488 0,030 0,603 5 0,488 0,018 0,570

7 0,435 0,029 0,580 7 0,435 0,017 0,537

9 0,398 0,028 0,568 9 0,398 0,016 0,518

𝑓𝑙𝑖𝑛(𝑖), 𝑢 = 2

𝑛𝑠 𝑑* 𝑎* 𝑀𝑠/𝑀0 𝑛𝑠 𝑑* 𝑎* 𝑀𝑠/𝑀0

4 0,525 0,020 0,585 4 0,525 0,012 0,568

5 0,488 0,016 0,545 5 0,488 0,010 0,529

7 0,435 0,012 0,496 7 0,435 0,007 0,478

9 0,398 0,010 0,461 9 0,398 0,006 0,443

𝑓𝑝𝑎𝑟𝑎𝑏(𝑖), 𝑢 = 2

𝑛𝑠 𝑑* 𝑎* 𝑀𝑠/𝑀0 𝑛𝑠 𝑑* 𝑎* 𝑀𝑠/𝑀0

4 0,525 0,010 0,556 4 0,525 0,006 0,547

5 0,488 0,007 0,517 5 0,488 0,004 0,508

7 0,435 0,005 0,460 7 0,435 0,002 0,453

9 0,398 0,002 0,420 9 0,398 0,001 0,414

𝑓𝑒𝑥𝑝(𝑖), 𝑢 = 1.2

𝑛𝑠 𝑑* 𝑎* 𝑀𝑠/𝑀0 𝑛𝑠 𝑑* 𝑎* 𝑀𝑠/𝑀0

4 0,525 0,008 0,551 4 0,525 0,005 0,544

5 0,488 0,004 0,503 5 0,488 0,002 0,498

7 0,435 0,002 0,445 7 0,435 0,001 0,442

9 0,398 0,001 0,404 9 0,398 0,001 0,403
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Заключение

В контексте дальнейших исследований, представленные в диссертации ре-

зультаты предоставляют основу для ряда перспективных направлений.

Для задач о колебаниях и потере устойчивости оболочки, подкрепленной

шпангоутами разной жесткости, следует рассмотреть шпангоуты с ненулевым экс-

центриситетом: на практике шпангоут находится либо снаружи, либо внутри обо-

лочки.

В задаче о колебаниях цилиндрической оболочки, сопряженной с пологой

крышкой особое внимание может быть уделено случаям, когда материалы крыш-

ки и оболочки различаются, возможно, имеют неоднородную структуру или ис-

пользуются различные методы крепления. А также случаям, когда крышка обо-

лочки имеет форму эллипсоида вращения или какие-либо геометрические особен-

ности.

Подробный анализ данных сценариев потребует разработки более слож-

ных математических моделей и, вероятно, новых методов исследования. Эти на-

правления открывают перспективы для глубокого понимания влияния различных

параметров на общую прочность и устойчивость конструкции.

В дополнение, дальнейшие исследования могут сфокусироваться на анали-

зе эффективности различных методов укрепления соединений между крышкой и

оболочкой, что в конечном итоге способствует более широкому практическому

применению полученных результатов в прикладных проектах.
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