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Введение

Актуальность работы.
Одним из направлений развития математической теории управления яв

ляется исследование граничных задач для управляемых систем обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ). Впервые решение указанных задач для
линейных нестационарных систем в классе управляющих функций, суммируе
мых с квадратом, получено Р. Калманом [1].

Существует несколько основных направлений исследований граничных за
дач управляемых систем ОДУ.

Первое связано с нахождением необходимых и достаточных условий, нало
женных на правую часть управляемых систем, гарантирующих перевод систем
управления в заданную точку фазового пространства. Указанным исследова
ниям посвящены работы Зубова В. И., Красовского Н. Н., Потапова А. П.,
Лепса Н. Л., Комарова В. А., Walczak S., Ohta Y. и Maeda H., Dirk A., Jersy
S., Nistri P. и др.

Второе включает исследование множества конечных состояний, в которые
возможен перевод управляемой системы из некоторого начального состояния.
Основные результаты этого направления изложены в трудах Калмана Р., Чер
ноусько Ф. Л., Панасюка А. И., Бердышева Ю. И. и др.

Третье направление касается разработки точных или приближенных ме
тодов построения управляющих функций и соответствующих им траекторий,
соединяющих заданные точки в фазовом пространстве. Наиболее значимые ре
зультаты данного направления исследований приведены в работах Красовского
Н.Н., Зубова В.И., Черноусько Ф. Л., Крищенко А. П., Квитко А. Н. и др.

Все упомянутые выше аспекты исследования управляемых систем до
статочно хорошо изучены для линейных стационарных, нестационарных и
нелинейных систем специального вида.

Отметим некоторые методы, применяемые для решения задач управления
нелинейными системами:

– принцип максимума Понтрягина [2] и др.;
– дифференциально-геометрический подход [3—6] и др.;
– метод обратной задачи динамики [7—9] и др.;
– метод решения обратной спектральной задачи [10] и др.;



5

– приближенные методы решения [11; 12] и др.;
– методы интеллектуального управления [13] и др.;
– нейросетевые методы [14] и др.;
– обучение с подкреплением [15] и др.;
– классические методы теории управления [16—21] и др.
Вышеизложенное показывает, что проблема решения граничных задач

для нелинейных систем общего вида является фундаментальной и далека от
полного решения.

Анализ публикационной активности в реферативной базе данных рецен
зируемой научной литературы Scopus с 2012 по 2022 гг. по теме управления
нелинейными системами, представленный на рис. 1, показывает рост количе
ства публикаций. А общее число публикаций за указанный период составляет
114 997 (дата обращения - 13 декабря 2022 года).

Рисунок 1 — Анализ публикационной активности по управлению нелинейными
системами в Scopus с 2012 по 2022 гг. Ключевые слова: "control" и "nonlinear

system" (дата обращения - 13 декабря 2022 года).

Таким образом, создание методов построения управляющих функций
для нелинейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений, а так
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же разработка на основе указанных методов алгоритмического и программного
обеспечения являются актуальными задачами теории управления.

Цели и задачи. Основными целями настоящей работы являются:
1. разработка достаточно простого для численной реализации и устой

чивого к погрешностям вычислений метода построения управляющих
функций, гарантирующих перевод объекта управления из начально
го состояния в заданное конечное состояние на конечном промежутке
времени с учетом дискретности и ограниченности управляющего воз
действия;

2. разработка алгоритма построения управляющей функции, гарантирую
щей перевод широкого класса нелинейных стационарных управляемых
систем обыкновенных дифференциальных уравнений из начального
состояния в начало координат с учетом возможности контроля исправ
ности функционирования вычислительных комплексов;

3. изучение динамики управляемых систем нелинейных уравнений, опи
сывающих массивы идентичных и неидентичных Джозефсоновских
переходов, при помощи известного метода оптимального управления.

Для достижения поставленных целей необходимо получить решение сле
дующих задач:

1. разработка алгоритма построения ограниченной по норме дискретной
управляющей функции, обеспечивающей перевод из начального состоя
ния в заданное конечное для достаточно широкого класса нелинейных
нестационарных систем обыкновенных дифференциальных уравнений;

2. разработка алгоритма контроля вычислительных комплексов на основе
построения управляющей функции, обеспечивающей перевод из началь
ного состояния в начало координат для широкого класса нелинейных
стационарных систем обыкновенных дифференциальных уравнений;

3. реализация алгоритма построения дискретных управлений для нели
нейной задачи в виде набора функций на языке Python;

4. апробация построенных алгоритмов на конкретных примерах и их ана
лиз;

5. решение и численное моделирование задачи оптимального управления
массивами идентичных и неидентичных Джозефсоновских переходов.

Методы исследования. В работе применяются методы математиче
ской теории управления, теории устойчивости, теории дифференциальных
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уравнений, математического и функционального анализа, линейной алгебры,
численные методы решения систем обыкновенных дифференциальных уравне
ний, теории сложности вычислений и информационных технологий.

Теоретическая и практическая значимость. Разработан новый ме
тод построения ограниченной по норме дискретной управляющей функции,
обеспечивающей перевод из начального состояния в заданное конечное для до
статочно широкого класса нелинейных нестационарных систем обыкновенных
дифференциальных уравнений. Кроме того, получено конструктивное достаточ
ное условие калмановского типа, при котором возможен указанный перевод.

Для реализации алгоритма дискретного управления разработана библио
тека программных модулей, которая может быть применена для создания
пакетов прикладных программ, предназначенных для решения задач управле
ния, а также в учебном процессе.

Предложен алгоритм построения управляющей функции, которая га
рантирует перевод широкого класса нелинейных стационарных систем обык
новенных дифференциальных уравнений из начального состояния в начало
координат с учетом возможности контроля исправности функционирования
вычислительных комплексов. Найдены конструктивные достаточные условия,
гарантирующие существование решения указанной задачи.

Применение алгоритма контроля вычислительных комплексов возможно
на этапе разработки системы управления, а также в процессе формирования
управляющего сигнала. Предлагаемый метод контроля может дополнить, а ино
гда и заменить традиционные инженерно-технические подходы. Кроме того,
указанный алгоритм может быть использован при решении практической зада
чи выбора шага интегрирования в процессе решения задачи Коши для системы
ОДУ, которая описывает математическую модель объекта управления.

Джозефсоновские переходы весьма перспективны для построения кван
товых битов (кубитов). В настоящее время эта область достаточно активно
развивается. Решение задачи управления массивом Джозефсоновских контак
тов может найти применение при решении технической задачи конструирования
кубитов.

Достоверность полученных результатов обеспечивается корректным
применением методов математической теории управления, вычислительной
математики и информационных технологий. Основные положения подтвержда
ются численным моделированием конкретных практических задач.
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Апробация результатов исследований. На основе результатов, изло
женных в настоящей диссертационной работе, выполнен ряд устных докладов
на конференциях:

1. Litvinov N. Global variables control of a Josephson junctions
array. The 10th International Scientific Conference on Physics
and Control PHYSCON’2021, Fudan University, Shanghai, China,
04.10.2021-08.10.2021

2. Литвинов Н. Н. Дискретное управление однозвенным роботом-манипу
лятором при действии возмущений. // Конференция СПИСОК-2022,
27–29 апреля 2022 г.

3. Литвинов Н. Н. Оптимальное управление однозвенным роботом-мани
пулятором при действии возмущений. // Конференция СПИСОК-2022,
27–29 апреля 2022 г.

4. Литвинов Н. Н. О вычислительной сложности одного алгоритма дис
кретного управления. // LIV Международная конференция аспирантов
и студентов «Процессы управления и устойчивость» Control Processes
and Stability (CPS’23), 4 - 7 апреля 2023 г. [22]

Публикации автора по теме диссертации. По теме диссертации
опубликованы две статьи в периодических изданиях, включенных в библиогра
фическую и реферативную базу данных рецензируемой научной литературы
Scopus, а также в перечень ВАК, одна статья принята в печать, получено два
свидетельства о регистрации программ для ЭВМ:

1. Квитко А. Н., Литвинов Н. Н. Решение локальной граничной задачи
в классе дискретных управлений для нелинейной нестационарной си
стемы // Вестник Санкт-Петербургского университета. Прикладная
математика. Информатика. Процессы управления. 2022. Т. 18. Вып. 1.
С. 18–36. [23]

2. Litvinov N. Control of global variables for identical and non-identical
Josephson junctions arrays // Cybernetics and Physics, vol. 10, No 3, pp.
138-142, 2021 https://doi.org/10.35470/2226-4116-2021-10-3-138-142. [24]

3. Литвинов Н. Н., Квитко А. Н. «Библиотека функций для решения
задач дискретного управления» (DiscrControlLib). Свидетельство о ре
гистрации программы для ЭВМ RU 2023616889, 03.04.2023. Заявка №
22023615862 от 24.03.2023. [25]
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4. Литвинов Н. Н., «Библиотека функций для решения ЛК-задач оп
тимального управления» (OptRicControlLib). Свидетельство о реги
страции программы для ЭВМ RU 2023616890, 03.04.2023. Заявка №
2023615863 от 24.03.2023. [26]

5. Kvitko, A. N. Solution of the Local-Boundary-Value Problem of Control
for a Nonlinear Stationary System Taking into Account Computer System
Verification. / A. N. Kvitko, N. N. Litvinov // Vestnik of Saint Petersburg
University. Mathematics. Mechanics. Astronomy. — 2024. — Vol. 57, no. 2.
— P. 202—212. Принята в печать. [27]

Личный вклад автора в подготовку публикаций. В совместных
публикациях научному руководителю А. Н. Квитко принадлежат постановка
задачи, предложение концепции решения и обсуждение результатов.

Краткое содержание. Во введении обосновывается актуальность
диссертационной работы, приведен краткий обзор литературы, изложены ос
новные цели, задачи, методы и результаты исследования. Обсуждается научная
новизна, теоретическая и практическая значимость работы.

Первая глава диссертации посвящена решению задачи дискретного
управления нелинейной нестационарной системой обыкновенных дифферен
циальных уравнений. Приведены формулировка и доказательство теоремы,
обосновывающей метод решения задачи. Получено конструктивное достаточное
условие, при котором возможен перевод для широкого класса нелинейных неста
ционарных систем ОДУ из начального состояния в заданное конечное. Кроме
того, проведена оценка множества достижимости для рассматриваемой задачи.

Во второй главе приведены анализ вычислительной сложности алго
ритма дискретного управления, численное моделирование различных вариан
тов управления роботом-манипулятором при помощи алгоритма дискретного
управления. Также выполнено сравнение построенного алгоритма с методом
оптимального управления.

В третьей главе настоящей работы приведен алгоритм построения управ
ляющей функции, гарантирующей перевод широкого класса стационарных
нелинейных управляемых систем обыкновенных дифференциальных уравнений
из начального состояния в начало координат с учетом возможности контро
ля функционирования вычислительных комплексов. Найдены конструктивные
достаточные условия, гарантирующие существование решения поставленной за
дачи. Даны рекомендации по построению алгоритма и приведена теоретическая
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оценка вычислительной сложности. Работоспособность алгоритма продемон
стрирована при помощи численного моделирования задачи межорбитального
перелета.

Четвертая глава посвящена решению задачи оптимального управления
системами ОДУ, которые описывают массивы идентичных и неидентичных
Джозефсоновских переходов, численному моделированию и анализу динамики
указанных моделей при наличии управления.

В заключении приведено краткое обсуждение полученных результатов
и возможных направлений дальнейших исследований.

В приложенииях представлен программный код решения задач дискрет
ного и оптимального управления роботом-манипулятором.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 4 глав,
заключения и 2 приложений. Полный объем диссертации составляет 104 стра
ницы, включая 27 рисунков. Список литературы содержит 82 наименования.

Основные научные результаты.
1. Разработан алгоритм построения дискретных управляющих функций

для достаточно широкого класса нелинейных нестационарных систем
[23].

2. Получено конструктивное достаточное условие, при котором возмо
жен перевод для широкого класса нелинейных нестационарных систем
обыкновенных дифференциальных уравнений из начального состояния
в заданное конечное в классе непрерывных и дискретных управлений
[23].

3. Разработан программный модуль для решения задач дискретного
управления на языке программирования Python [25].

4. Разработан алгоритм решения граничной задачи управления для широ
кого класса нелинейных стационарных систем ОДУ с учетом контроля
вычислительных комплексов [27].

5. Изучена динамика систем уравнений, описывающих массивы иден
тичных и неидентичных Джозефсоновских переходов при наличии
управляющего воздействия, полученного при помощи метода оптималь
ного управления [24].
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Основные положения, выносимые на защиту.
1. Алгоритм построения кусочно-постоянных управляющих функций,

обеспечивающих перевод системы ОДУ из начального состояния в
заданное конечное для достаточно широкого класса нелинейных неста
ционарных систем на конечном промежутке времени.

2. Алгоритм решения граничной задачи для нелинейной стационарной си
стемы с учетом контроля вычислительных комплексов.

3. Нахождение конструктивных достаточных условий, обеспечивающих
перевод нелинейной стационарной системы в начало координат из
некоторой окрестности начала координат в классе непрерывных и дис
кретных управлений.

4. Пакет прикладных программ для решения задач дискретного управле
ния на языке программирования Python.

5. Решение задачи оптимального управления массивами идентичных и
неидентичных Джозефсоновских переходов.
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Глава 1. Решение локальной граничной задачи в классе дискретных
управлений для нелинейной нестационарной системы

1.1 Краткий обзор литературы

Применение цифровой вычислительной техники при формировании
управляющего воздействия диктует необходимость решения задач управления
системами ОДУ при помощи построения кусочно-постоянных или дискрет
ных управляющих функций. Это обстоятельство обосновывает актуальность
исследования граничных задач для управляемых систем ОДУ в классе ука
занных управлений.

Основные подходы к решению граничных задач в классе дискретных
управлений на конечном промежутке времени включают в себя вопросы, свя
занные с нахождением необходимых и достаточных условий, гарантирующих
существование их решений [28—34], построения или оценки множества дости
жимости, а также разработки точных или приближенных методов построения
искомых управляющих функций [30; 31; 34—38].

Значительный практический интерес представляют задачи стабилизации
линейных и нелинейных систем ОДУ в классе дискретных управлений. Эти
задачи можно рассматривать как граничные на бесконечном интервале вре
мени [37—42].

В настоящее время локальные и глобальные граничные задачи в классе
дискретных управлений достаточно хорошо изучены для линейных, квазили
нейных и нелинейных систем специального вида [28—53].

Решения задач кусочно-постоянной стабилизации и управления с учетом
неполной информации на бесконечном промежутке времени представлены в
работах [17; 37].

В монографии [52] рассматривается метод синтеза дискретных алгорит
мов управления для нелинейных нестационарных систем на основе дискретиза
ции непрерывных алгоритмов (рассматриваемых в указанной работе).

В публикации [53] предложены необходимые и достаточные условия ло
кальной оптимальности в классе кусочно-постоянных управлений.
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Построение алгоритмов для решения задач управления нелинейными
системами обыкновенных дифференциальных уравнений при помощи кусочно
постоянных функций Ляпунова различного вида представлено в работах [54;
55] и др.

В [54] предлагается метод определения устойчивости нелинейных систем
при помощи кусочно-полиномиальных функций Ляпунова.

В статье [55] рассмотрен алгоритм стабилизации нелинейных систем с по
мощью построения кусочно-гладких функций Ляпунова.

Результаты настоящей главы опубликованы в статье [23] и были включены
в выпускную квалификационную работу [56].

1.2 Постановка задачи и основная теорема

Рассмотрим управляемую систему обыкновенных дифференциальных
уравнений

�̇� = 𝑓(𝑥,𝑢,𝑡), (1.1)

в которой 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 , 𝑢 ∈ 𝑅𝑟, 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑟)

𝑇 , 𝑟 ⩽ 𝑛, 𝑡 ∈ [0,1],
𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)

𝑇 , 𝑓 ∈ 𝐶(𝑛)(𝑅𝑛 × 𝑅𝑟 × 𝑅1;𝑅𝑛);

‖𝑢‖ ⩽ 𝑁,𝑁 > 0, 𝑁 = const. (1.2)

В дальнейшем под нормой вектора 𝑥 будем понимать величину ‖𝑥‖ =√︀∑︀
𝑥2𝑖 , а под нормой матрицы – норму, согласованную с нормой вектора 𝑥.
Правая часть системы (1.1) удовлетворяет условиям

𝑓(0,0,𝑡) ≡ 0, (1.3)

𝐴0 =
𝜕𝑓
𝜕𝑥(0,0,1), 𝐵0 =

𝜕𝑓
𝜕𝑢(0,0,1), 𝑆0 = (𝐵0,𝐴0𝐵0, . . . ,𝐴

𝑛−1
0 𝐵0),

rank 𝑆0 = 𝑛. (1.4)

Введем в рассмотрение матрицы вида
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𝑃 = α𝑒−ατ𝐴0 + α𝑒
−2ατ𝐴1 + . . .+ α𝑒−(𝑛−1)ατ𝐴𝑛−2,

𝑄 = α𝑒−ατ𝐵0 + α𝑒
−2ατ𝐵1 + . . .+ α𝑒−(𝑛−1)ατ𝐵𝑛−2,

(1.5)

где 𝐴𝑖 = (−1)𝑖

𝑖!
𝜕𝑖+1𝑓
𝜕𝑥𝜕𝑡𝑖 (0,0,1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 − 1, 𝐵𝑖 = (−1)𝑖

𝑖!
𝜕𝑖+1𝑓
𝜕𝑢𝜕𝑡𝑖 (0,0,1), 𝑖 =

1, . . . , 𝑛 − 1.

Построим матрицу: 𝑆 =
{︀
𝐿1(τ), . . . , 𝐿𝑛(τ)

}︀
, здесь 𝐿1(τ) = 𝑄(τ), 𝐿𝑖(τ) =

𝑃 (τ)𝐿𝑖−1(τ) − 𝑑𝐿𝑖−1

𝑑τ , 𝑖 = 2, . . . ,𝑛. Пусть

rank 𝑆(τ) = 𝑛, τ ∈ [0,∞), α > 0. (1.6)

Рассмотрим разбиение интервала [0, 1] на бесконечное число точек:

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑘 < 1,

где 𝑡𝑘 → ∞ при 𝑘 → ∞.
Определение 1.1. Управление 𝑢(𝑡) называется дискретным, если

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑘, 𝑢𝑘 ∈ 𝑅𝑟, ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝑘 = 0,1, . . .

Задача 1.1. Найти дискретное управление 𝑢(𝑡), определенное на беско
нечном разбиении интервала [0, 1] и абсолютно непрерывную функцию 𝑥(𝑡),
которые почти всюду удовлетворяют системе (1.1) и условиям

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(1) = 0, 𝑥0 = (𝑥10, . . . , 𝑥
𝑛
0)

𝑇 . (1.7)

Задача 1.2. Найти дискретное управление 𝑢(𝑡), определенное на конеч
ном разбиении 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑚 < 1 интервала [0,1], 𝑡 ∈ [0,𝑡𝑚] и абсолютно
непрерывную функцию 𝑥(𝑡), почти всюду удовлетворяющую системе (1.1) и
условиям

𝑥(0) = 𝑥0, ‖ 𝑥(𝑡𝑚) ‖⩽ ε1, |𝑡𝑚 − 1| < ε2, (1.8)

где 𝑡𝑚 – неизвестное значение времени, ε1 > 0, ε2 > 0 – фиксированные числа.
Теорема 1.1. Пусть для правой части системы уравнений (1.1) выпол

нены условия (1.3), (1.4), (1.6), тогда существует ε > 0 такое, когда для всех
𝑥0, таких, что ‖ 𝑥0 ‖< ε, существуют решения задач 1.1 и 1.2, которые
могут быть найдены при помощи решения задачи стабилизации линейной
нестационарной системы ОДУ с экспоненциальными коэффициентами и по
следующим решением задачи Коши для вспомогательной системы.
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1.3 Построение вспомогательной системы

Рассмотрим задачу.
Найти абсолютно непрерывную функцию 𝑥(𝑡) и дискретную управля

ющую функцию �̄�(𝑡), которые почти всюду удовлетворяют системе (1.1) и
условиям

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝑡) → 0 при 𝑡 → 1. (1.9)

Указанную пару функций 𝑥(𝑡), �̄�(𝑡) будем называть решением задачи
(1.1), (1.9).

Очевидно, имея решение задачи (1.1), (1.9), с помощью предельного пере
хода при 𝑡 → 1 можно получить решение задачи 1.1.

Для решения задачи (1.1), (1.9) выполним в системе (1.1) преобразование
независимой переменной 𝑡 по формуле

𝑡(τ) = 1− 𝑒−ατ, τ ∈ [0,∞), (1.10)

где α > 0 – некоторая постоянная, которая подлежит определению.
Тогда исходная система (1.1) и условия (1.9) примут вид

𝑑𝑐

𝑑τ
= α𝑒−ατ𝑓(𝑐, 𝑑, 𝑡(τ)), (1.11)

𝑐(0) = 𝑥0, 𝑐(τ) → 0 при τ→ ∞,

𝑐(τ) = 𝑥(𝑡(τ)), 𝑐 = (𝑐1 . . . 𝑐𝑛)
𝑇 , 𝑑(τ) = 𝑢(𝑡(τ)), 𝑑 = (𝑑1 . . . 𝑑𝑟)

𝑇 . (1.12)

Рассмотрим дискретную управляющую функцию вида

𝑑(τ) = 𝑑(𝑘ℎ), τ ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ), ℎ > 0, 𝑘 = 0,1, . . .

Задача 1.3. Найти дискретное управление 𝑑(τ) и абсолютно непрерывную
функцию 𝑐(τ), которые удовлетворяют почти всюду системе (1.11) и следую
щим условиям:

𝑐(0) = 𝑥0, 𝑐(τ) → 0 при τ→ ∞. (1.13)

Искомую пару функций 𝑐(τ), 𝑑(τ) назовем решением задачи (1.11), (1.13).
Введем обозначения: �̃� = θ𝑖𝑐, 𝑑 = θ𝑖𝑑, 𝑡(τ) = 1− θ𝑖𝑒−ατ, θ𝑖 ∈ [0,1].
Пусть 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛, 𝑚1, . . . ,𝑚𝑟 – произвольные натуральные числа, тогда
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|𝑘| =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑘𝑗, |𝑚| =
∑︀𝑟

𝑗=1𝑚𝑗, 𝑘! = 𝑘1! . . . 𝑘𝑛!, 𝑚! = 𝑚1! . . .𝑚𝑟!.

Представим правую часть системы (1.11) в окрестности точки (0,0,1) в
виде ряда Тейлора:

𝑑𝑐𝑖
𝑑τ

= α𝑒−ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(0,0,1)𝑐𝑗 + α𝑒−ατ
𝑟∑︁

𝑗=1

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗

(0,0,1)𝑑𝑗 +

+
1

2
α𝑒−ατ

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(0,0,1)𝑐𝑗𝑐𝑘 +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑢𝑘

(0,0,1)𝑑𝑗𝑑𝑘 +

+ 2
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑟∑︁
𝑘=1

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑢𝑘

(0,0,1)𝑐𝑗𝑑𝑘 − 2α𝑒−ατ
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

(0,0,1)𝑐𝑗 −

− 2α𝑒−ατ
𝑟∑︁

𝑗=1

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑡

(0,0,1)𝑑𝑗

)︂
+ . . .+

+ α𝑒−ατ
∑︁

|𝑘|+|𝑚|+𝑙=𝑛−1,

|𝑘|+|𝑚|⩾1

1

𝑘!𝑚!𝑙!

𝜕𝑓
|𝑘|+|𝑚|+𝑙
𝑖

𝜕𝑥𝑘11 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛𝑛 𝜕𝑢𝑚1
1 . . . 𝜕𝑢𝑚𝑟

𝑟 𝜕𝑡𝑙
(0,0,1) ×

× 𝑐𝑘11 . . . 𝑐𝑘𝑛𝑛 𝑑𝑚1
1 . . . 𝑑𝑚𝑟

𝑟 (−1)𝑙𝑒−𝑙ατ +

+ α𝑒−ατ ×
∑︁

|𝑘|+|𝑚|+𝑙=𝑛,

|𝑘|+|𝑚|⩾1

1

𝑘!𝑚!𝑙!

𝜕𝑓
|𝑘|+|𝑚|+𝑙
𝑖

𝜕𝑥𝑘11 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛𝑛 𝜕𝑢𝑚1
1 . . . 𝜕𝑢𝑚𝑟

𝑟 𝜕𝑡𝑙
(𝑐,𝑑, 𝑡(τ)) ×

× 𝑐𝑘11 . . . 𝑐𝑘𝑛𝑛 𝑑𝑚1
1 . . . 𝑑𝑚𝑟

𝑟 (−1)𝑙𝑒−𝑙ατ, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

(1.14)

Все рассуждения, приведенные ниже, будем проводить с учетом ограни
чений на функцию 𝑐(τ):

‖𝑐(τ)‖ < 𝐶1, 𝐶1 > 0, τ ∈ [0,∞). (1.15)

Объединяя в правой части системы (1.14) все слагаемые, линейные по компонен
там векторов 𝑐 и 𝑑 с коэффициентами 𝑒−𝑖ατ, 𝑖 = 1, . . . 𝑛, систему (1.14) можно
записать следующим образом:

𝑑𝑐

𝑑τ
= 𝑃 · 𝑐+𝑄 · 𝑑+𝑅1(𝑐, 𝑑,τ) +𝑅2(𝑐, 𝑑, τ) +𝑅3(𝑐,𝑑, τ),

𝑅1 = (𝑅1
1 . . . 𝑅

𝑛
1)

𝑇 ; 𝑅2 = (𝑅1
2 . . . 𝑅

𝑛
2)

𝑇 , 𝑅3 = (𝑅1
3 . . . 𝑅

𝑛
3)

𝑇 ,
(1.16)
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где 𝑃 и 𝑄 определяются по формулам (1.5). Через 𝑅1
𝑖 обозначены слагаемые

правой части системы (1.16), которые линейно зависят от компонент вектора
𝑐 с коэффициентами 𝑒−𝑛ατ, 𝑅2

𝑖 - слагаемые, линейно зависящие от компонент
вектора 𝑑 с коэффициентами 𝑒−𝑛ατ. В 𝑅3

𝑖 входят все слагаемые, нелинейные по
компонентам векторов 𝑐 и 𝑑.

Из построения функций 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3 с учетом (1.2), (1.15) следуют оценки

‖𝑅1(𝑐,𝑑, τ)‖ ⩽ 𝑒−𝑛ατ𝐿1‖𝑐‖, 𝐿1 > 0, (1.17)

‖𝑅2(𝑐,𝑑, τ)‖ ⩽ 𝑒−𝑛ατ𝐿2‖𝑑‖, 𝐿2 > 0, (1.18)

‖𝑅3(𝑐,𝑑, τ)‖ ⩽ 𝑒−ατ𝐿3(‖𝑐‖2 + ‖𝑑‖2), 𝐿3 > 0. (1.19)

Введем вспомогательную управляющую функцию υ(τ), связанную с 𝑑(τ)

следующим дифференциальным уравнением:

𝑑𝑑(τ)

𝑑τ
= υ(τ), υ = (υ1, . . . ,υ𝑟)

𝑇 . (1.20)

Пусть

𝑑(0) = 0. (1.21)

Тогда система (1.16), (1.20) и начальные условия (1.13), (1.21) могут быть за
писаны так

𝑑𝑐

𝑑τ
= 𝑃 · 𝑐+ �̄� · υ+ �̄�1(𝑐, 𝑑,τ) + �̄�2(𝑐, 𝑑, τ) + �̄�3(𝑐,𝑑, τ), (1.22)

𝑃 =

(︃
𝑃 𝑄

𝑂1 𝑂2

)︃
𝑛+𝑟×𝑛+𝑟

, �̄� =

(︃
𝑂3

𝐸

)︃
𝑛+𝑟×𝑟

, (1.23)

здесь 𝑐 = (𝑐, 𝑑)𝑇𝑛+𝑟×1, �̄�1 = (𝑅1
1, . . . , 𝑅

𝑛
1 , 0, . . . , 0)

𝑇
𝑛+𝑟×1, �̄�2 = (𝑅1

2, . . . , 𝑅
𝑛
2 , 0, . . . , 0)

𝑇
𝑛+𝑟×1,

�̄�3 = (𝑅1
3, . . . , 𝑅

𝑛
3 , 0, . . . , 0)

𝑇
𝑛+𝑟×1, 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3 – матрицы соответствующих раз

мерностей, состоящие из нулевых элементов, 𝐸 – единичная матрица,

𝑐(0) = 𝑐0, 𝑐0 = (𝑐(0), 0, . . . , 0)𝑇𝑛+𝑟×1. (1.24)
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1.4 Решение задачи стабилизации вспомогательной системы

Рассмотрим линейную часть системы (1.22):

𝑑𝑐

𝑑τ
= 𝑃 · 𝑐+ �̄� · υ. (1.25)

Лемма 1.1. Пусть для системы дифференциальных уравнений (1.1)
выполнены условия (1.4), (1.6), тогда существует вспомогательная управля
ющая функция υ(τ) вида

υ(τ) = 𝑀(τ)𝑐, (1.26)

‖𝑀(τ)‖ = 𝑂(𝑒𝑛ατ) при τ→ ∞, (1.27)

которая обеспечивает экспоненциальное убывание фундаментальной матри
цы системы (1.25), замкнутой функцией (1.26).

Приведем краткое описание основных этапов решения поставленной за
дачи.

После решения задачи стабилизации системы (1.25), находим решение
задачи Коши для системы (1.22) с начальными условиями (1.24), замкнутую
найденным вспомогательным управлением (1.26). В итоге получим функции
𝑐(τ), 𝑑(τ), υ(τ) при τ ∈ [0,∞). Далее, построим функцию

𝑑(τ) = 𝑑(𝑘ℎ), τ ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ), 𝑘 = 0,1, . . . , (1.28)

и решим задачу Коши для системы (1.22) с начальными условиями (1.24) после
подстановки функции 𝑑(τ) в ее правую часть первых 𝑛 уравнений. В результате
получим функцию 𝑐(τ). В свою очередь, первая компонента 𝑐(τ) даст функции
𝑐(τ). Если в функциях 𝑐(τ), 𝑑(τ) перейти к исходным независимым перемен
ным по формулам (1.10), (1.12), то из построения системы (1.22) будем иметь
функции 𝑥(𝑡), �̄�(𝑡), которые являются решением задачи 3. Переходя к пределу
в функциях 𝑥(𝑡), �̄�(𝑡) при 𝑡 → 1 получим решение задачи 1. При этом точки
переключения дискретного управления 𝑡𝑘 определяются по формуле

𝑡𝑘 = 1− 𝑒−α𝑘ℎ, 𝑘 = 0,1, . . . . (1.29)

Если выбрать в решении задачи 1 значения 𝑡𝑚 такие, что ‖ 𝑥(𝑡𝑚) ‖⩽ ε1, 1−𝑡𝑚 <

ε2, то сужения функций 𝑥(𝑡), �̄�(𝑡) на промежутке [0,𝑡𝑚] дадут решение задачи 2.
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Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы. Обозначим через 𝐿𝑗
1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟 𝑗-й

столбец матрицы �̄�. Рассмотрим матрицу

𝑆1 =
{︀
𝐿1
1,𝐿

1
2, . . . ,𝐿

1
𝑘1
,𝐿2

1,𝐿
2
2, . . . ,𝐿

2
𝑘2
, . . . , 𝐿𝑟

1,𝐿
𝑟
2, . . . ,𝐿

𝑟
𝑘𝑟

}︀
,

𝐿𝑗
𝑖 = 𝑃𝐿𝑗−1

𝑖 − 𝑑𝐿𝑗−1
𝑖

𝑑τ
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, 𝑖 = 2, . . . , 𝑘𝑗,

(1.30)

где 𝑘𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, – максимальное количество столбцов матрицы 𝐿𝑗
1, . . . ,𝐿

𝑗
𝑘𝑗

,
𝑗 = 1, . . . ,𝑟, таких, что векторы 𝐿1

1,𝐿
1
2, . . . ,𝐿

1
𝑘1
,𝐿2

1,𝐿
2
2, . . . ,𝐿

2
𝑘2
, . . . , 𝐿𝑟

1,𝐿
𝑟
2, . . . ,𝐿

𝑟
𝑘𝑟

линейно независимы.
Замечание 1.1. Легко видеть, что матрица 𝑆1 с точностью до пере

становки столбцов имеет следующую структуру:

𝑆1 =

(︃
𝑂𝑛×𝑟 𝐿1 . . . 𝐿𝑛

𝐸𝑟×𝑟 𝑂𝑟×𝑟 . . . 𝑂𝑟×𝑟

)︃
,

где 𝑂𝑟×𝑟 – матрица размера 𝑟 × 𝑟, состоящая из нулевых элементов,

𝐿1 = 𝑄, 𝐿𝑖 = 𝑃𝐿𝑖 − 𝑑𝐿𝑖

𝑑τ , 𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

Пусть �̄�𝑗
1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, – 𝑗-й столбец матрицы α𝑒−ατ𝐵0. Рассмотрим мат

рицу

𝑆2 =
{︀
�̄�1
1,�̄�

1
2, . . . ,�̄�

1
𝑘1
,�̄�2

1, �̄�
2
2, . . . , �̄�

2
𝑘2
, . . . ,�̄�𝑟

1,�̄�
𝑟
2, . . . ,�̄�

𝑟
𝑘𝑟

}︀
,

�̄�𝑗
𝑖 = α𝑒

−ατ𝐴0�̄�
𝑗−1
𝑖 − 𝑑�̄�𝑗−1

𝑖

𝑑τ , 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, 𝑖 = 2, . . . , 𝑘𝑗.

С одной стороны, при помощи рассуждения от противного и принимая во вни
мание (1.4), можно убедиться в справедливости условия

rank 𝑆2 = 𝑛, τ ∈ [0,∞). (1.31)

С другой стороны

𝐴0 + 𝑒−ατ𝐴1 + . . .+ 𝑒−(𝑛−2)ατ𝐴𝑛−2 → 𝐴0, при τ→ ∞,

𝐵0 + 𝑒−ατ𝐵1 + . . .+ 𝑒−(𝑛−2)ατ𝐵𝑛−2 → 𝐵0, при τ→ ∞.
(1.32)

Из (1.31), (1.32) следует оценка

‖𝑆−1
2 ‖ = 𝑂(𝑒𝑛ατ), τ→ ∞. (1.33)
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Из условия (1.6) и структуры матрицы 𝑆1 (см. Замечание 1.1) вытекает условие

rank 𝑆1 = 𝑛+ 𝑟, τ ∈ [0,∞). (1.34)

Из построения столбцов матрицы 𝑆2 следует, что ее элементы убывают со ско
ростью не выше 𝑒−𝑛ατ. Отсюда и из структуры матриц 𝑃 и �̄� следует, что
элементы матрицы 𝑆−1

2 будут возрастать со скоростью не выше, чем 𝑒𝑛ατ (см.
(1.33)). В результате имеем оценку

‖𝑆−1
1 ‖ = 𝑂(𝑒𝑛ατ), τ→ ∞. (1.35)

Используя (1.34) выполним замену переменных:

𝑐 = 𝑆1(τ)𝑦. (1.36)

В итоге система (1.25) примет вид:

𝑑𝑦

𝑑τ
= 𝑆−1

1

(︂
𝑃𝑆1 −

𝑑𝑆1

𝑑τ

)︂
𝑦 + 𝑆−1

1 �̄�υ. (1.37)

В соответствии с [57] матрицу правой части системы (1.37) запишем сле
дующим образом:

𝑆−1
1

(︂
𝑃𝑆1 −

𝑑𝑆1

𝑑τ

)︂
= {𝑒2, . . . , 𝑒𝑘1,φ𝑘1(τ), . . . , 𝑒𝑘1+...+𝑘𝑟−1+2, . . . , 𝑒𝑘1+...+𝑘𝑟 ,φ𝑘𝑟(τ)}.

(1.38)

В (1.38) 𝑒𝑖 = (0, . . . ,1, . . . ,0)𝑇𝑛+𝑟×1 – столбец матрицы, в котором 1 сто
ит на 𝑖-м месте.

Компоненты вектора φ𝑘𝑗(τ) имеют вид:

φ𝑘𝑗(τ) = (−φ1
𝑘1
(τ), . . . ,−φ𝑘1

𝑘1
(τ), . . . ,−φ1

𝑘𝑗
(τ), . . . ,−φ𝑘𝑗

𝑘𝑗
(τ), 0, . . . , 0)𝑇𝑛+𝑟×1,

где −φ𝑖
𝑘𝑗
(τ) – коэффициенты разложения вектора 𝐿𝑗

𝑘𝑗+1 по векторам 𝐿1
𝑖 ,

𝑖 = 1, . . . , 𝑘1; 𝐿2
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘2; 𝐿𝑗

𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟,
∑︀𝑟

𝑗=1 𝑘𝑗 =

𝑛 + 𝑟.
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𝐿𝑗
𝑘𝑗+1 = −

𝑘1∑︁
𝑖=1

φ𝑖
𝑘1
(τ)𝐿1

𝑖 − . . .−
𝑘𝑗∑︁
𝑖=1

φ𝑖
𝑘𝑗
(τ)𝐿𝑗

𝑖 ,

𝑆−1
1 𝑄 = {𝑒1, . . . ,𝑒𝑘𝑗+1, . . . , 𝑒γ+1}, γ =

𝑟−1∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖.

(1.39)

Рассмотрим задачу стабилизации системы

𝑑𝑦𝑘𝑗
𝑑τ

= {𝑒𝑘𝑗2 , . . . ,𝑒
𝑘𝑗
2 ,φ̄𝑘𝑗}𝑦𝑘𝑗 + 𝑒

𝑘𝑗
1 𝑑𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑟, (1.40)

в которой 𝑦𝑘𝑗 = (𝑦1𝑘𝑗 , . . . ,𝑦
𝑘𝑗
𝑘𝑗
)𝑇𝑘𝑗×1, 𝑒

𝑘𝑗
1 = (0, . . . ,1, . . . ,0)𝑇𝑘𝑗×1, 1 на 𝑖-м месте, φ̄𝑖

𝑘𝑗
=

(−φ1
𝑘𝑗
, . . . , − φ

𝑘𝑗
𝑘𝑗
)𝑇𝑘𝑖×1.

Пусть 𝑦
𝑘𝑗
𝑘𝑗

= ψ. Из структуры матрицы правой части системы (1.40) сле
дуют равенства

𝑦
𝑘𝑗
𝑘𝑗

= ψ, 𝑦
𝑘𝑗−1
𝑘𝑗

= ψ(1) +φ
𝑘𝑗
𝑘𝑗
ψ,

𝑦
𝑘𝑗−2
𝑘𝑗

= ψ(2) +φ
𝑘𝑗
𝑘𝑗
ψ(1) +

(︂
𝑑φ

𝑘𝑗
𝑘𝑗

𝑑τ
+φ

𝑘𝑗−1
𝑘𝑗

)︂
ψ,

𝑦1𝑘𝑗 = ψ
(𝑘𝑗−1) + 𝑟𝑘𝑗−2(τ)ψ

(𝑘𝑗−2) + . . .+ 𝑟1(τ)ψ
(1) + 𝑟0(τ)ψ.

(1.41)

После дифференцирования последнего равенства (1.41) и подстановки послед
него выражения в первое уравнение системы (1.40) будем иметь систему

ψ(𝑘𝑗) + ε𝑘𝑗−1(τ)ψ
(𝑘𝑗−1) + . . .+ ε0(τ)ψ = υ𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑟. (1.42)

Замечание 1.2. Из построения матриц 𝑃 и �̄�, а также из формул
(1.39) вытекает ограниченность функций φ𝑘𝑗

𝑘𝑗
(τ), . . . ,φ2

𝑘𝑗
(τ),φ1

𝑘𝑗
(τ) их произ

водных, а также функций 𝑟𝑘𝑗−2(τ), . . . , 𝑟1(τ), 𝑟0(τ).
Пусть

υ𝑗 =

𝑘𝑗∑︁
𝑖=1

(ε𝑘𝑗−𝑖(τ)− γ𝑘𝑗−𝑖)ψ
(𝑘𝑗−𝑖), 𝑗 = 1, . . . ,𝑟, (1.43)

и коэффициенты γ𝑘𝑗−𝑖 выбраны таким образом, чтобы корни характеристиче
ского уравнения

λ𝑘𝑖 + γ𝑘𝑖−1λ
𝑘𝑖−1 + . . .+ γ0 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟



22

удовлетворяли условиям

λ𝑖𝑘𝑖 ̸= λ
𝑗
𝑘𝑖
, 𝑖 ̸= 𝑗; λ𝑗𝑘𝑖 < −(2𝑛+ 1)α− 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑟. (1.44)

Возвращаясь к исходным переменным, получаем

υ𝑗 = δ𝑘𝑗𝑇
−1
𝑘𝑗

𝑆−1
1𝑘𝑗

𝑐, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, (1.45)

где δ𝑘𝑗 = (ε𝑘𝑗−1(τ) − γ𝑘𝑗−1, . . . , ε0(τ) − γ0), 𝑇𝑘𝑗 – матрица из равенств (1.41)
такая, что 𝑦𝑘𝑗 = 𝑇𝑘𝑗ψ̄, ψ̄ = (ψ𝑘𝑗−1, . . . ,ψ)𝑇 , 𝑆−1

1𝑘𝑗
– матрица, состоящая из со

ответствующих 𝑘𝑗 строк 𝑆−1
1 .

Полученная вспомогательная управляющая функция может быть записа
на в форме (1.26), в которой 𝑀(τ) = δ𝑘𝑇

−1
𝑘 𝑆−1

1𝑘 = (δ𝑘1𝑇
−1
𝑘1

𝑆−1
1𝑘1

, . . . , δ𝑘𝑟𝑇
−1
𝑘𝑟

𝑆−1
1𝑘𝑟

)𝑇 .
Пусть Ψ(τ) – фундаментальная матрица системы (1.42), замкнутая

вспомогательным управлением (1.43). Из (1.44) следует, что Ψ(τ) является
фундаментальной матрицей экспоненциально устойчивой линейной системы
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Отсюда вы
текает, что

‖Ψ(τ)Ψ(𝑡)−1‖ ⩽ �̄�𝑒−λ(τ−𝑡), �̄� > 0, λ > 0. (1.46)

Рассмотрим систему (1.25), замкнутую вспомогательной управляющей
функцией (1.45):

𝑑𝑐

𝑑τ
= 𝐷(τ)𝑐, 𝐷(τ) = 𝑃 (τ) + �̄�(τ)𝑀(τ). (1.47)

Пусть Φ(τ) (Φ(0) = 𝐸) – фундаментальная матрица системы (1.47). 𝐸 –
единичная матрица. Введем блочную диагональную матрицу 𝑇 (τ) с матрицами
𝑇𝑘𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑟, на ее диагонали. Из формул (1.36) и (1.41) получаем равенство

Φ(τ) = 𝑆1(τ)𝑇 (τ)Ψ(τ)Ψ−1(0)𝑇−1(0)𝑆−1
1 (0). (1.48)

Далее, из (1.35), (1.36), (1.41), (1.46), (1.48) и замечания 2 следуют оценки
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‖Φ(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−λτ, λ > 0, �̄� > 0,

‖Φ(τ)Φ−1(𝑡)‖ ⩽ �̄�1𝑒
−λ(τ−𝑡)𝑒(𝑛−1)α𝑡, τ ⩾ 𝑡, �̄�1 > 0,

‖𝑀(τ)‖ = 𝑂(𝑒𝑛ατ), τ→ ∞.

(1.49)

Лемма доказана.

1.5 Продолжение доказательства теоремы

Рассмотрим систему (1.22), замкнутую найденным вспомогательным
управлением (1.26):

𝑑𝑐

𝑑τ
= 𝐷(τ)𝑐+ �̄�1(𝑐, 𝑑, τ) + �̄�2(𝑐, 𝑑, τ) + �̄�3(𝑐, 𝑑, τ). (1.50)

Выполним следующую замену переменных:

𝑐 = 𝑧(τ)𝑒−𝑛ατ,𝑧 = (𝑧1, 𝑧2)
𝑇 , 𝑐(0) = 𝑧(0);

𝑐 = 𝑧1(τ)𝑒
−𝑛ατ, 𝑑 = 𝑧2(τ)𝑒

−𝑛ατ.
(1.51)

В результате система примет вид

𝑑𝑧

𝑑τ
= 𝐶(τ)𝑧 + 𝑒𝑛ατ(�̄�1(𝑧1𝑒

−𝑛ατ, 𝑧2𝑒
−𝑛ατ,τ)+

�̄�2(𝑧1𝑒
−𝑛ατ, 𝑧2𝑒

−𝑛ατ, τ) + �̄�3(𝑧1𝑒
−𝑛ατ, 𝑧2𝑒

−𝑛ατ, τ)),

𝐶(τ) = 𝐷(τ) + 𝑛α𝐸.

(1.52)

Покажем, что все решения системы (1.52) с начальными условиями (1.51),
начинающиеся в достаточно малой окрестности нуля, экспоненциально убыва
ют.

Пусть Φ1(τ), Φ1(0) = 𝐸, – фундаментальная матрица системы 𝑑𝑧
𝑑τ = 𝐶(τ)𝑧.

Тогда, согласно (1.49), (1.51):

‖Φ1(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−βτ, ‖Φ1(τ)Φ
−1
1 (𝑡)‖ ⩽ 𝐾1𝑒

−β(τ−𝑡)𝑒(𝑛−1)α𝑡,

β = λ− 𝑛α, τ ⩾ 𝑡.
(1.53)

Выберем значение α так, чтобы выполнялось условие
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β > 0. (1.54)

Решение системы (1.50) с начальными условиями (1.24), (1.51) представим
следующим образом:

𝑧(τ) = Φ1(τ)Φ
−1
1 (τ1)𝑧(τ1)+

τ∫︁
τ1

Φ1(τ)Φ
−1
1 (𝑡)𝑒𝑛α𝑡(𝑅1(𝑧1𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑡) +

𝑅2(𝑧1𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑡) +𝑅3(𝑧1𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑡))𝑑𝑡; τ ∈ [τ1,∞),

(1.55)

𝑧(τ) = Φ1(τ)𝑐(0) +

τ∫︁
0

Φ1(τ)Φ
−1
1 (𝑡)𝑒𝑛α𝑡(𝑅1(𝑧1𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑡) +

+ 𝑅2(𝑧1𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑡) +𝑅3(𝑧1𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑡))𝑑𝑡; τ ∈ [0,τ1].

(1.56)

Из (1.55), (1.56) с учетом (1.17) - (1.19), (1.53), (1.54) в области (1.2), (1.15)
следуют оценки:

‖ 𝑧(τ) ‖⩽ �̄�𝑒−βτ ‖ Φ−1
1 (τ1)𝑧(τ1) ‖ +

τ∫︁
τ1

𝐾1𝑒
−β(τ−𝑡)𝐿𝑒−α𝑡‖𝑧‖𝑑𝑡,

τ ∈ [τ1,∞),

(1.57)

‖ 𝑧(τ) ‖⩽ �̄�𝑒−βτ ‖ 𝑐(0) ‖ +

τ∫︁
0

𝐾1𝑒
−β(τ−𝑡)𝐿𝑒−α𝑡‖𝑧‖𝑑𝑡,

τ ∈ [0, τ1].

(1.58)

Здесь 𝐿 > 0 – константа, зависящая от области (1.2), (1.15).
Воспользовавшись теоремой 6.1 [58], из неравенств (1.57), (1.58) получаем

неравенство

‖𝑧(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−γτ‖𝑧(τ1)‖, τ ∈ [τ1,∞), (1.59)

где γ = β − 𝐾1𝐿𝑒
−ατ1,
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‖𝑧(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−µτ‖𝑐(0)‖, τ ∈ [0,τ1], (1.60)

µ = β − 𝐾1𝐿.
Воспользовавшись условием (1.54), выберем τ1 > 0 таким образом, чтобы

выполнялись неравенства γ > 0. Оценки (1.59), (1.60) можно записать так:

‖𝑧(τ)‖ ⩽ 𝐾1𝑒
−γτ‖𝑐(0)‖, τ ∈ [0,∞). (1.61)

Из (1.61) следует, что все решения системы (1.52), начинающиеся в об
ласти

‖𝑥0‖ ⩽
𝐶1

�̄�1
(1.62)

экспоненциально убывают.
При помощи формул (1.51), (1.26) получаем функции 𝑐(τ) = (𝑐(τ), 𝑑(τ))𝑇 ,

υ(τ). Вторая компонента вектора 𝑐(τ) даст функцию 𝑑(τ). Из (1.51), (1.59) вы
текает, что в области (1.2), (1.15) имеет место оценка:

‖ 𝑐(τ) ‖⩽ 𝐾2𝑒
−(γ+𝑛α)τ, τ ∈ [τ,∞), 𝐾2 > 0. (1.63)

Постоянная 𝐾2 зависит от области (1.2), (1.15).
Подстановка 𝑑(τ) в (1.28) дает управление 𝑑(τ). Рассмотрим систему

(1.25), которая замкнута вспомогательной управляющей функцией υ(τ) после
подстановки в правую часть ее первых 𝑛 уравнений функции 𝑑(τ), введенную
в постановке задачи 3. Эту систему можно записать в виде

𝑑𝑐

𝑑τ
= 𝐷(τ)𝑐+ �̄�(𝑑− 𝑑) + �̄�1(𝑐, 𝑑, τ) + �̄�2(𝑐, 𝑑, τ) + �̄�3(𝑐, 𝑑, τ)+

(�̄�2(𝑐, 𝑑, τ)− �̄�2(𝑐, 𝑑, τ)) + (�̄�3(𝑐, 𝑑, τ)− �̄�3(𝑐, 𝑑, τ)),

τ ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ), 𝑘 = 0,1, . . . , �̄� = (𝑄,𝑂4)
𝑇
𝑛+𝑟×𝑟,

(1.64)

здесь 𝑂4 – матрица соответствующей размерности, состоящая из нулевых эле
ментов.



26

Из теоремы о среднем получаем следующие равенства:

𝑅𝑖
2(𝑐, 𝑑, τ)−𝑅𝑖

2(𝑐, 𝑑, τ) =

(︂(︂
𝜕𝑅𝑖

2

𝜕𝑑
(𝑐, 𝑑, τ)

)︂𝑇

,(𝑑− 𝑑)

)︂
=

=

(︂(︂
𝜕𝑅𝑖

2

𝜕𝑑
(𝑐, 𝑑, τ)

)︂𝑇

,
𝑑

𝑑τ
𝑑(τ̄)ℎ

)︂
,

𝑅𝑖
3(𝑐, 𝑑, τ)−𝑅𝑖

3(𝑐, 𝑑, τ) =

(︂(︂
𝜕𝑅𝑖

3

𝜕𝑑
(𝑐, 𝑑, τ)

)︂𝑇

,(𝑑− 𝑑)

)︂
=

=

(︂(︂
𝜕�̄�𝑖

3

𝜕𝑑
(𝑐, 𝑑, τ)

)︂𝑇

,
𝑑

𝑑τ
𝑑(τ̄)ℎ

)︂
,

(1.65)

где 𝑑 – средняя точка в области (1.2), 𝑑 = (𝑑1, . . . ,𝑑𝑟)
𝑇 .

Из (1.20), (1.26), (1.27), (1.63), (1.65) в области (1.2), (1.15) следуют оценки

‖ υ(τ̃) ‖=‖ 𝑑

𝑑τ
𝑑(τ̃) ‖⩽‖ 𝑀(τ̃) ‖‖ 𝑐(τ̃) ‖⩽ 𝐾4𝑒

−γτ̃ =

= 𝐾3𝑒
−γτ𝑒γ(τ−τ̃) ⩽ 𝐾3𝑒

−γτ𝑒γℎ = 𝐾4𝑒
−γτ,

𝐾4 > 0, 𝐾4 = 𝐾3𝑒
γℎ, τ̃ ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ), τ ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ),

τ̃ = (τ̃1, . . . , τ̃𝑟)
𝑇 ;υ(τ̃) = (υ1(τ̃1), . . . ,υ𝑟(τ̃𝑟))

𝑇 .

(1.66)

В (1.66) постоянная 𝐾4 зависит от области (1.2), (1.15), но не зависит от но
мера 𝑘.

Из (1.65), (1.66) получим неравенства

‖ 𝑑− 𝑑 ‖⩽ 𝐾5𝑒
−γτℎ,𝐾5 > 0, ‖ 𝑅𝑖

2(𝑐, 𝑑, τ)−𝑅𝑖
2(𝑐, 𝑑, τ) ‖⩽ 𝐾6𝑒

−γτℎ,

𝐾6 > 0, ‖ 𝑅𝑖
3(𝑐, 𝑑, τ)−𝑅𝑖

3(𝑐, 𝑑, τ) ‖⩽ 𝐾7𝑒
−γτℎ,𝐾7 > 0,

τ ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ), 𝑘 = 0,1, . . . .

(1.67)

В (1.67) постоянные 𝐾5, 𝐾6, 𝐾7 зависят от области (1.2), (1.15), но не зави
сят от значения 𝑘. Покажем, что все решения системы (1.64), начинающиеся
в достаточно малой окрестности нуля, экспоненциально убывают. В системе
(1.64) выполним замену переменной 𝑐 по формуле (1.51). В результате имеем
равентсва
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𝑑𝑧

𝑑τ
= 𝐶(τ)𝑧 + 𝑒𝑛ατ(�̄�(𝑑− 𝑑) + �̄�1(𝑧1𝑒

−𝑛ατ, 𝑑, τ)+

�̄�2(𝑧1𝑒
−𝑛ατ, 𝑑, τ) + �̄�3(𝑧1𝑒

−𝑛ατ, 𝑑, τ)+

(�̄�2(𝑧1𝑒
−𝑛ατ, 𝑑, τ)− �̄�2(𝑧1𝑒

−𝑛ατ, 𝑑, τ)) +

+ (�̄�3(𝑧1𝑒
−𝑛ατ, 𝑑, τ)− �̄�3(𝑧1𝑒

−𝑛ατ, 𝑑, τ))),

𝑑(τ) = 𝑧2(τ)𝑒
−𝑛ατ, 𝑑(𝑘ℎ) = 𝑧2(𝑘ℎ)𝑒

−𝑛α𝑘ℎ,

τ ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ), 𝑘 = 0,1, . . . .

(1.68)

Решение системы (1.68) с начальными условиями (1.51), (1.24) имеет вид

𝑧(τ) = Φ1(τ)Φ
−1
1 (𝑘ℎ)𝑧(𝑘ℎ) +

τ∫︁
𝑘ℎ

Φ1(τ)Φ
−1
1 (𝑡)𝑒𝑛α𝑡(�̄�(𝑑− 𝑑) +

+�̄�1(𝑧1𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑡) + �̄�2(𝑧1𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑡)+

𝑅3(𝑧1𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑡) + (�̄�2(𝑧1𝑒
−𝑛ατ, 𝑑, τ)− �̄�2(𝑧1𝑒

−𝑛ατ, 𝑑, τ))+

+ (�̄�3(𝑧1𝑒
−𝑛ατ, 𝑑, τ)− �̄�3(𝑧1𝑒

−𝑛ατ, 𝑑, τ)))𝑑𝑡, τ ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ),

(1.69)

𝑧(τ) = Φ1(τ)𝑐(0) +

τ∫︁
0

Φ1(τ)Φ
−1
1 (𝑡)𝑒𝑛α𝑡(�̄�(𝑑− 𝑑)+

�̄�1(𝑧1𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑡) + �̄�2(𝑧1𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑡)+

𝑅3(𝑧1𝑒
−𝑛α𝑡, 𝑧2𝑒

−𝑛α𝑡, 𝑡) + (�̄�2(𝑧1𝑒
−𝑛ατ, 𝑑, τ)− �̄�2(𝑧1𝑒

−𝑛ατ, 𝑑, τ))+

+(�̄�3(𝑧1𝑒
−𝑛ατ, 𝑑, τ)− �̄�3(𝑧1𝑒

−𝑛ατ, 𝑑, τ)))𝑑𝑡, τ ∈ [0,𝑘ℎ).

(1.70)

Из формул (1.69), (1.70) с учетом (1.17), (1.18), (1.19), (1.51), (1.53), (1.63), (1.66),
(1.67) следуют оценки

‖ 𝑧(τ) ‖⩽ �̄�𝑒−β(τ−𝑘ℎ) ‖ 𝑧(𝑘ℎ) ‖ +

τ∫︁
𝑘ℎ

𝐾𝑒−β(τ−𝑡)(𝐿‖𝑧‖+𝐾8ℎ)𝑒
−α𝑡𝑑𝑡,

τ ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ),

(1.71)

‖ 𝑧(τ) ‖⩽ 𝐾𝑒−βτ ‖ 𝑐(0) ‖ +

τ∫︁
0

𝐾𝑒−βτ(𝐿‖𝑧‖+𝐾8ℎ)𝑒
−α𝑡𝑑𝑡, τ ∈ [0, 𝑘ℎ], (1.72)

здесь �̄� = 𝐾𝑒(𝑛−1)α𝑘ℎ.
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Применяя к формулам (1.71), (1.72) результат из [58], получим оценки

‖𝑧(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−γ1(τ−𝑘1ℎ)‖𝑧(𝑘1ℎ)‖+𝐾9ℎ𝑒
−ατ, τ ∈ [𝑘1ℎ, (𝑘1 + 1)ℎ), (1.73)

в которых γ1 = β − 𝐾𝐿𝑒−α𝑘1ℎ,

‖𝑧(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−µ1τ‖𝑐(0)‖+𝐾10ℎ, τ ∈ [0,𝑘1ℎ], (1.74)

где µ1 = β − 𝐾𝐿.
Выберем значение 𝑘 = 𝑘1 таким, чтобы выполнялось условие γ1 > 0.
В (1.73), (1.74) константы 𝐾9,𝐾10 > 0 зависят от области (1.2), (1.15) и

не зависят от значения 𝑘. С одной стороны, из (1.73), (1.74) следует, что все
решения системы (1.52), принадлежащие области (1.2), (1.15) экспоненциально
убывают. С другой стороны, согласно (1.74) можно подобрать ε > 0, ℎ0 > 0,
такие, что для любых 𝑥0, ℎ : ||𝑥0|| < ε, 0 < ℎ < ℎ0 решение системы будет
принадлежать области (1.2), (1.15).

Тогда подстановка (1.69), (1.70) в формулы (1.26), (1.51) даст известные
функции 𝑐(τ), υ(τ). В силу построения систем (1.16), (1.22) и (1.68) имеем то,
что функция 𝑐(τ), соответствующая первой компоненте функции 𝑐(τ), удовле
творяет системе (1.11) при подстановке в правую часть 𝑑(τ). Из (1.51), (1.73)
следует, что функция 𝑐(τ) удовлетворяет граничным условиям (1.13). Следова
тельно, пара функций 𝑐(τ), 𝑑(τ) является решением задачи 3.

Возвращаясь к исходной независимой переменной 𝑡 по формулам (1.10),
(1.11), (1.29), получаем функции 𝑥(𝑡) = 𝑐(τ(𝑡)), �̄�(𝑡) = 𝑑(τ(𝑡)) и ῡ(𝑡) = υ(τ(𝑡)),
которые удовлетворяют системе

�̇� = 𝑓(𝑥, �̄�(𝑡), 𝑡),

�̇� = α−1(1− 𝑡)−1ῡ(𝑡)
(1.75)

и начальным условиям

𝑥(0) = 0, 𝑢(0) = 0, �̄�(𝑡) = 𝑢(𝑡𝑘), 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝑘 = 0,1, . . . . (1.76)

В свою очередь, из построения системы (1.75) следует, что найденная пара функ
ций 𝑥(𝑡), �̄�(𝑡) есть решение задачи (1.1), (1.9). Далее, переходя к пределу при
𝑡 → 1 в функциях 𝑥(𝑡), �̄�(𝑡) получаем решение задачи 1.

Сужения функций 𝑥(𝑡), �̄�(𝑡) на интервале [0, 𝑡𝑚] дадут решение задачи 2.
Теорема доказана.
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1.6 Оценка области достижимости

Определение 1.2. Областью достижимости называется множество
всех точек 𝑀 = {𝑥0} ∈ 𝑅𝑛 такое, что для всех 𝑥0 ∈ 𝑀 существует пара
функций 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), удовлетворяющая системе ОДУ (1.1) и условиям (1.2),
(1.3), (1.7), (1.8), (1.9).

Оценка области ‖𝑥0‖ < ε, в которой начинаются решения системы (1.1),
переводящие вектор состояния в начало координат, даст оценку искомой об
ласти достижимости.

Неравенство (1.62) описывает область достижимости для непрерывного
случая.

Выполним оценку области достижимости при условии воздействия на си
стему ОДУ (1.1) дискретной функции управления.

Из формулы (1.74) следует, что в области (1.2), (1.15) справедлива оценка:

‖𝑥0‖ ⩽
𝐶1 −𝐾10 · ℎ

�̄�
, (1.77)

где 0 < ℎ < ℎ0 – шаг дискретизации; �̄�, 𝐾10 - константы, описанные выше. Из
(1.70), (1.72) с учетом оценок (1.67) получим

𝐾10 ⩽
𝐾1 · (𝐾5 +𝐾6 +𝐾7)

(𝑛− 1) · α
, (1.78)

Из (1.77), (1.78) следует

‖𝑥0‖ ⩽
𝐶1 − 𝐾1·(𝐾5+𝐾6+𝐾7)

(𝑛−1)·α · ℎ
�̄�

, (1.79)

Формула (1.79) дает оценку области достижимости.
Проведем оценку шага дискретизации, от которого зависит область до

стижимости (1.77). Для построенного метода минимальное число точек, в
которых необходимо проинтегрировать функцию, равно числу точек переклю
чения, определяемых по формуле (1.29).

Дальнейшие рассуждения проводятся при условии применения явных чис
ленных методов интегрирования систем дифференциальных уравнений.

Из (1.44) следует, что все вещественные части собственных значений
матрицы правой части вспомогательной системы уравнений при воздействии
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управления строго отрицательны. Величина шага интегрирования системы
обыкновенных дифференциальных уравнений для явных методов составляет
[59]:

∆𝑡 ⩽
𝑎

|λ𝑚𝑎𝑥|
. (1.80)

Здесь 𝑎 – постоянная, которая зависит от применяемого численного метода;
λ𝑚𝑎𝑥 – максимальное по модулю собственное число матрицы вспомогательной
системы.

Из (1.29) и (1.80) следует

1− 𝑒−αℎ0 ⩽ 𝑎
|λ𝑚𝑎𝑥| .

С учетом условий (1.44) оценка для максимального шага дискретизации име
ет вид:

ℎ0 ⩽

⃒⃒⃒⃒
ln(1− 𝑎

(2𝑛+1)α+1)

α

⃒⃒⃒⃒
. (1.81)

Выполним подстановку значения (1.81) в (1.77) и получим окончательную
оценку области достижимости, которая учитывает дискретность управления:

‖𝑥0‖ ⩽
𝐶1 −𝐾10 ·

⃒⃒⃒⃒
ln(1− 𝑎

(2𝑛+1)α+1 )

α

⃒⃒⃒⃒
�̄�

. (1.82)

Из формул (1.77), (1.82) следует, что с увеличением шага дискретизации
уменьшается область достижимости.

1.7 Выводы по главе 1

В настоящей главе решена задача кусочно-постоянного управления для
широкого класса нелинейных нестационарных систем обыкновенных диф
ференциальных уравнений. В процессе решения получены конструктивные
достаточные условия, гарантирующие существование управляющей функции,
обеспечивающей перевод из начального состояния в заданное конечное для
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указанного класса систем за конечный промежуток времени. Кроме того, вы
полнена оценка области достижимости для рассматриваемых систем.

На основе доказательства теоремы возможно построение алгоритма,
который можно применять для решения задач управления различными тех
ническими и физическими системами, описываемыми системами ОДУ, правые
части которых удовлетворяют условиям (1.3), (1.4), (1.6). Построению и подроб
ному исследованию данного алгоритма посвящена следующая глава.
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Глава 2. Построение, анализ и применение алгоритма дискретного
управления

Материалы настоящей главы опубликованы в статьях [22],[23], а также
включены в выпускную квалификационную работу аспиранта [56].

2.1 Описание алгоритма дискретного управления

Метод решения граничной задачи в классе дискретных управлений, изло
женный в главе 1, дает алгоритм построения искомого управления, состоящий
из следующих этапов [22; 23]:

Построение вспомогательной системы.
1. Разложение системы (1.1) по формуле Тейлора.
2. Замена исходной независимой переменной 𝑡 на вспомогательную неза

висимую переменную τ по формуле

𝑡(τ) = 1− 𝑒−ατ, τ ∈ [0,∞), α > 0.

Результатом вычисления пп. 1 и 2 является система:

𝑑𝑐

𝑑τ
= 𝑃 · 𝑐+𝑄 · 𝑑+

3∑︁
𝑖=1

𝑅𝑖(𝑐, 𝑑,τ), 𝑅𝑖 = (𝑅1
𝑖 . . . 𝑅

𝑛
𝑖 )

𝑇 .

3. Введение вспомогательного управления, удовлетворяющего системе

𝑑
𝑑τ𝑑(τ) = υ(τ), υ = (υ1, . . . ,υ𝑟)

𝑇 , 𝑑(0) = 0,

и построение вспомогательной системы

𝑑𝑐

𝑑τ
= 𝑃 · 𝑐+ �̄� · υ, (2.1)

где 𝑃 =

(︃
𝑃 𝑄

𝑂1 𝑂2

)︃
(𝑛+𝑟)×(𝑛+𝑟)

, �̄� =

(︃
𝑂3

𝐸

)︃
(𝑛+𝑟)×𝑟

. 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3 – матрицы

соответствующих размерностей, состоящие из нулевых элементов, 𝐸 –
единичная матрица.
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Далее рассматривается линейная часть вспомогательной системы (2.1).
Решение задачи стабилизации вспомогательной системы.

4. Построение матрицы

𝑆 =

(︃
𝑂𝑛×𝑟 𝐿1 . . . 𝐿𝑛

𝐸𝑟×𝑟 𝑂𝑟×𝑟 . . . 𝑂𝑟×𝑟

)︃
, (2.2)

где 𝑂𝑟×𝑟 – матрица размера 𝑟 × 𝑟, состоящая из нулевых элементов,
𝐿1 = 𝑄, 𝐿𝑖 = 𝑃𝐿𝑖 − 𝑑𝐿𝑖

𝑑τ , 𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

5. Вычисление матрицы 𝑆 = 𝑆−1

(︂
𝑃𝑆 − 𝑑𝑆

𝑑τ

)︂
.

6. Определение коэффициентов полинома, корни которого находятся в
левой полуплоскости и удовлетворяют условиям (см. формулы (40) –
(42) в [23])
λ𝑖𝑘𝑖 ̸= λ

𝑗
𝑘𝑖
, 𝑖 ̸= 𝑗; λ𝑗𝑘𝑖 < −(2𝑛+ 1)α− 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑟.

7. Вычисление вспомогательной управляющей функции
υ(τ) = 𝑀(τ)𝑐, 𝑀(τ) = δ𝑇−1𝑆−1, 𝑐 = (𝑐,𝑑), где 𝑇 – верхняя треугольная
матрица, построенная на основе элементов матрицы 𝑆; δ – вектор-стро
ка, полученная на основе 𝑆 и коэффициентов полинома из п. 6.

8. Решение задачи Коши для вспомогательной системы с начальными
условиями 𝑐(0) = 𝑥0, замкнутой управлением υ(τ). Результатом реше
ния являются функции 𝑐(τ) = (𝑐(τ),𝑑(τ)), υ(τ).
Решение задачи управления исходной системой.

9. Нахождение точек переключения по формуле

𝑡𝑘 = 1− 𝑒−α𝑘ℎ, 𝑘 = 0,1, . . . , (2.3)

где ℎ – шаг дискретности управления.
10. Переход в функции υ(τ) к исходной независимой переменной 𝑡 по фор

муле (1.10), дающий ῡ(𝑡) = υ(τ(𝑡)).
11. Решение задачи Коши для системы

�̇� = 𝑓(𝑥, �̄�(𝑡), 𝑡), �̇� = α−1(1− 𝑡)−1ῡ(𝑡),

𝑥(0) = 0, 𝑢(0) = 0, �̄�(𝑡) = 𝑢(𝑡𝑘), 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1), 𝑘 = 0,1, . . . .
(2.4)

На восьмом и одиннадцатом этапах алгоритма решается задача Коши при
помощи одного из численных методов решения ОДУ [60; 61]. Остальные этапы
реализуются аналитически при помощи программных пакетов для символьных
вычислений, например [62].



34

2.2 Анализ вычислительной сложности алгоритма

В настоящем разделе рассматриваются оценка и анализ вычислительной
сложности алгоритма дискретного управления, приведенного выше.

Излагаемый материал был представлен на LIV Международной конферен
ции аспирантов и студентов «Процессы управления и устойчивость» Control
Processes and Stability (CPS’23), проходившей с 4 по 7 апреля 2023 г. и опуб
ликован в статье [22].

2.2.1 Краткий обзор литературы

При разработке программного обеспечения для ЭВМ полезно знать оцен
ку вычислительной сложности реализуемых алгоритмов.

Оценку вычислительной сложности чаще всего проводят по времени ра
боты алгоритма. Также иногда бывает полезной оценка затрат памяти при
выполнении вычислений.

Данные по вычислительной сложности для некоторых алгоритмов управ
ления приведены в работах [44; 54; 55] и др.

Кроме того, следует отметить работу [63], посвященную анализу вы
числительной сложности для алгоритмов синтеза оптимальных управлений,
получаемых в рамках теоретико-игровых моделей функционирования актив
ных систем.

На основе результатов оценок вычислительной сложности алгоритмов при
веденных в [44; 54; 55; 63] и др., можно сделать вывод, что значительная часть
из них имеет не более, чем полиномиальную сложность.



35

2.2.2 Теоретическая оценка вычислительной сложности алгоритма

Лемма 2.1. Вычислительная сложность алгоритма дискретного управ
ления, построенного в [23] составляет

𝑂(𝑛4) +𝑂
(︀
𝐾 · 𝐶(𝑛)

)︀
, (2.5)

где 𝑂(𝑛4) – сложность символьных вычислений; 𝑂
(︀
𝐾 ·𝐶(𝑛)

)︀
– вычислительная

сложность решения задачи Коши методом Рунге–Кутты; 𝐾 =

[︂
ln((1−𝑡𝑚)−1)

α·ℎ

]︂
+ 1

– количество точек переключения (1.29); 𝐶(𝑛) – функция, характеризующая
количество операций при вычислении компонент интегрируемой функции.

Доказательство. Наибольшую вычислительную сложность имеют опе
рации вычисления матрицы (2.2) и решение задачи Коши (2.4).

При вычислении (2.2) требуется 𝑛 − 1 умножений двух прямоугольных
матриц размером (𝑛 + 𝑟) × (𝑛 + 𝑟) и (𝑛 + 𝑟) × 𝑟. Оценка сверху сложности
данной операции составляет 𝑂((𝑛 + 𝑟)2 · 𝑟). Так как 𝑟 ⩽ 𝑛 по условию задачи,
с учетом необходимого количества умножений для определения (2.2) получим
оценку сверху для данной операции: 𝑂(𝑛4).

Интегрирование задачи Коши производится на интервале 𝑡 ∈ [0, 1]. Точки
переключения определяются по (2.3) и составляют либо счетное (задача 1.1,
Глава 1), либо конечное (задача 1.2, Глава 1) множество. Для оценки количества
операций в наихудшем случае необходимо определить наибольшее количество
точек переключения. С этой целью можно принять точность приближения к
1 значения 𝑡𝑚 на правом конце интервала [0,1]. Тогда из формулы (2.3) будем
иметь количество точек переключения:

𝐾 = 𝑚+ 1 =

[︂
ln((1−𝑡𝑚)−1)

α·ℎ

]︂
+ 1,

где |1− 𝑡𝑚| < ε2 – точность приближения значения 𝑡𝑚 на правом конце интер
вала [0,1] в соответствии с задачей 2 из Главы 1.
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2.2.3 Анализ вычислительной сложности

На основе полученной формулы (2.5) построены графики, которые пока
зывают характер зависимости функций роста вычислительной сложности и ее
составляющих от размерности задачи и точности приближения на правом конце
интервала [0,1] (рис. 2.1 – 2.3). Были приняты значения: ε2𝑓 = 10−6 (точность
float), ε2𝑑 = 10−16 (точность double), α = 0,25, ℎ = 0,01, 𝐶(𝑛) = 120 · 𝑛. Значе
ния ε2 выбраны исходя из стандартных значений типов данных float и double,
применяемых в различных языках программирования.
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Рисунок 2.1 — Характер зависимости вычислительной сложности от размерно
сти задачи при разных значениях точности приближения на конце интервала
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Рисунок 2.2 — Характер зависимости вычислительной сложности от точности
решения задачи
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Рисунок 2.3 — Характер зависимости вычислительной сложности символьной
и численной частей алгоритма от размерности задачи
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Анализ графиков на рис. 2.1 – 2.3 и полученных формул позволяет сде
лать следующие выводы:

1. чем выше точность приближения на правом конце интервала [0,1], тем
больше вычислительная сложность решения задачи Коши;

2. при небольших размерностях сложность решения задачи Коши превы
шает сложность символьных вычислений;

3. начиная с некоторого значения 𝑁 =

[︂
3

√︁
𝐶 · ln(ε−1

2 )
α·ℎ

]︂
, вклад в вычис

лительную сложность символьных вычислений превышает сложность
решения задачи Коши;

4. при достаточно большой размерности задачи вычислительную
сложность решения системы ОДУ можно не учитывать, однако,
большинство решаемых задач управления обычно имеет небольшую
размерность (порядка 2− 10);

5. вычислительная сложность исследуемого алгоритма зависит от значе
ний α и ℎ.

2.3 Дискретное управление однозвенным роботом-манипулятором

Рассмотрим задачу управления роботом-манипулятором, который переме
щает груз переменной массы в заданную точку. Решение настоящей задачи
также изложено в работе [23].

В соответствии с [64; 65] систему уравнений запишем следующим образом:

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑎2(𝑡) sin𝑥1 − 𝑎1(𝑡)𝑥2 + 𝑢,

здесь 𝑥1 – угол отклонения манипулятора от вертикальной оси, 𝑥2 – угловая
скорость манипулятора, 𝑎1(𝑡) = ᾱ𝐿−2𝑚1(𝑡)

−1, 𝑚1(𝑡) = 𝑚(𝑡) + 𝑀/3, 𝑎2(𝑡) =

𝑔𝐿−1
(︀
𝑚(𝑡) +𝑀/2

)︀
𝑚1(𝑡)

−1, 𝑀 – масса манипулятора, 𝐿 - длина манипулятора,
𝑔 – ускорение свободного падения, ᾱ – коэффициент трения, 𝑚(𝑡) = 𝑚0 − 𝑞𝑡 –
масса груза, 𝑞 > 0, 𝑚0 – начальная масса груза, 𝑥 = (𝑥1,𝑥2)

𝑇 – вектор состояния,
𝑢 – скалярное управление.

Рассмотрим граничные условия 𝑥(0) = �̄�, 𝑥(1) = 0.
Аналоги системы уравнений (1.22) и условий (1.24) имеют вид
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𝑑𝑐1
𝑑τ

= α𝑒−ατ𝑐2,

𝑑𝑐2
𝑑τ

= −α𝑒−ατ𝑎2(1− 𝑒−ατ) sin 𝑐1 − α𝑒−ατ𝑎1(1− 𝑒−ατ)𝑐2 + α𝑒
−ατ𝑑,

𝑑

𝑑τ
𝑑(τ) = υ,

(2.6)

в которых 𝑐1(τ) = 𝑥1(𝑡(τ)), 𝑐2(τ) = 𝑥2(𝑡(τ)),

𝑐1(0) = �̄�1, 𝑐2(0) = �̄�2, 𝑑(0) = 0, 𝑐𝑖(τ) → 0. (2.7)

Линейная часть системы (2.6):

𝑑𝑐

𝑑τ
= 𝑃𝑐+ �̄�υ, 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, 𝑑)

𝑇 , (2.8)

где 𝑃 и �̄� построены по формулам (1.23):

𝑃 =

⎡⎢⎣ 0 α𝑒−ατ 0

−𝑎2(1)α𝑒
−ατ −𝑎1(1)α𝑒

−ατ α𝑒−ατ

0 0 0

⎤⎥⎦, �̄� =

⎡⎢⎣00
1

⎤⎥⎦.

Составим матрицу (1.30):

𝑆 =

⎡⎢⎣0 0 α2𝑒−2ατ

0 α𝑒−ατ α2𝑒−ατ − 𝑎1(1)α
2𝑒−2ατ

1 0 0

⎤⎥⎦ . (2.9)

Из (2.9) следует, что выполнены условия (1.4) и (1.6).
Матрица 𝑆 имеет вид

𝑆 = 𝑆−1

(︂
𝑃𝑆 − 𝑑𝑆

𝑑τ

)︂
=

⎡⎢⎣0 0 0

1 0 α2
(︀
−2𝑒2ατ + 𝑎1(1)𝑒

ατ − 𝑎2(1)
)︀
𝑒−2ατ

0 1 3α− 𝑎1(1)α𝑒
−ατ

⎤⎥⎦ . (2.10)

Введем обозначения для элементов третьего столбца матрицы (2.10):⎡⎢⎣φ1(τ)

φ2(τ)

φ3(τ)

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ 0

α2
(︀
−2𝑒2ατ + 𝑎1(1)𝑒

ατ − 𝑎2(1)
)︀
𝑒−2ατ

3α− 𝑎1(1)α𝑒
−ατ

⎤⎥⎦.



40

Матрица 𝑇 имеет вид

𝑇 =

⎡⎢⎣1 −φ3(τ) −(𝑑φ3(τ)
𝑑τ +φ2(τ))

0 1 −φ3(τ)

0 0 1

⎤⎥⎦ . (2.11)

Строку δ = (δ1,δ2,δ3) ищем в форме

δ =

⎡⎢⎣δ1δ2
δ3

⎤⎥⎦
𝑇

=

⎡⎢⎣ −γ2 −φ3

−γ1 − 2𝑑φ3(τ)
𝑑τ −φ2(τ)

−γ0 − 𝑑2φ3(τ)
𝑑τ2 − 𝑑φ2(τ)

𝑑τ

⎤⎥⎦
𝑇

, (2.12)

где γ2 = 12, γ1 = 47, γ0 = 60.
Подставляя (2.12), (2.11), (2.9) в (1.45) получим:

υ(τ) = 𝑀(τ)𝑐, 𝑀(τ) = δ𝑇−1𝑆−1, 𝑐 = (𝑐1,𝑐2,𝑑), (2.13)

𝑀(τ) = (𝑚1(τ),𝑚2(τ),𝑚3(τ)),

𝑚1(τ) = −𝑎1(1)𝑎2(1)α𝑒
−ατ+3𝑎2(1)α+𝑎2(1)γ2−8α𝑒2ατ−4γ2𝑒

2ατ− 2γ1𝑒
2ατ

α
− γ0𝑒

2ατ

α2 ,
𝑚2(τ) = −𝑎1(1)

2α𝑒−ατ+3𝑎1(1)α+𝑎1(1)γ2+𝑎2(1)α𝑒
−ατ− 7α𝑒ατ− 3γ2𝑒

ατ− γ1𝑒
ατ

α
,

𝑚3(τ) = −3α+ 𝑎1(1)α𝑒
−ατ − γ2.

Далее, решаем задачу Коши для системы (2.6) с начальными условия
ми (2.7), замкнутую управлением (2.13). В итоге имеем функции 𝑐1(τ), 𝑐2(τ),
𝑑(τ), υ(τ).

Используя формулы (1.10) и (1.29) получим функцию ῡ(𝑡) = ῡ(τ(𝑡)) и
точки переключения 𝑡𝑘.

Решим задачу Коши для системы уравнений

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑎2(𝑡) sin𝑥1 − 𝑎1(𝑡)𝑥2 + �̄�,

�̇� = α−1(1− 𝑡)−1υ(𝑡)

с начальными условиями 𝑥1(0) = �̄�1, 𝑥2(0) = �̄�2, 𝑢(0) = 0.
Численное моделирование проводилось при следующих значениях пара

метров модели: �̄�1 = −0.5 рад, �̄�2 = −0.8 рад/с, ᾱ = 0.1, α = 0.25, 𝐿 = 10 м,
𝑀 = 20 кг, 𝑚0 = 1 кг, ℎ = 0.01, 𝑞 = 0.01, 𝑡 ∈ [0,0.99].



41

При решении задачи Коши применен метод Рунге–Кутты. На рис. 2.4
представлены графики изменения фазовых координат 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) и управле
ния 𝑢(𝑡).

Рисунок 2.4 — Графики функций 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑢(𝑡)
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Изучение результатов численного моделирования, представленных на рис.
2.4, позволяет сделать следующие выводы:

1. графики изменения функций фазовых координат и управления иллю
стрируют переходной процесс;

2. наибольшие затраты ресурса управления приходятся на начальный уча
сток перевода от 0 до 0.2 и максимальное значение управляющего
воздействия составляет около 50 рад/с2;

3. предложенный алгоритм может быть использован при решении задачи
стабилизации на конечном промежутке времени для широкого класса
нелинейных нестационарных систем. Это сокращает время переходного
процесса.

2.4 Дискретное управление однозвенным роботом-манипулятором
при действии возмущений

Рассмотрим систему уравнений модели управления однозвенным роботом
манипулятором, который перемещает груз переменной массы в заданную точку
при действии возмущений:

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑎2(𝑡) sin𝑥1 − 𝑎1(𝑡)𝑥2 + 𝑓(1− 𝑡)2 + 𝑢,
(2.14)

где 𝑓(1 − 𝑡)2 - возмущающее воздействие, а остальные параметры приве
дены в разделе 2.3.

Граничные условия имеют вид:

𝑥(0) = �̄�, 𝑥(1) = 0. (2.15)

Задача дискретного управления. Найти дискретное управление
𝑢(𝑡𝑘), которое решает задачу стабилизации системы (2.14) при граничных усло
виях (2.15), где 𝑡𝑘 - точки переключения, определяемые по формуле:

𝑡𝑘 = 1− 𝑒−α𝑘ℎ, 𝑘 = 0,1, . . . (2.16)

ℎ - шаг дискретизации, α > 0 - произвольная постоянная, подлежащая опре
делению, 𝑡 ∈ [0; 1].
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Для решения задачи получим управляющую функцию для системы (2.3)
при помощи алгоритма дискретного управления, представленного в первом
разделе настоящей главы. Подставим полученную управляющую функцию в
систему

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −𝑎2(𝑡) sin𝑥1 − 𝑎1(𝑡)𝑥2 + 𝑓(1− 𝑡)2 + �̄�,

�̇� = α−1(1− 𝑡)−1υ(𝑡).

(2.17)

Далее, решим задачу Коши с начальными условиями 𝑥1(0) = �̄�1, 𝑥2(0) = �̄�2,
𝑢(0) = 0 и проведем численное моделирование.

При расчетах приняты следующие значения параметров: ᾱ = 0.1, 𝐿 = 10

м, 𝑀 = 20 кг, 𝑚0 = 1 кг, 𝑞 = 0.01, 𝑡 ∈ [0,0.99], �̄�1 = 0.5 рад, �̄�2 = −0.8 рад/с.
Для определения границ примененимости построенного алгоритма рассмотре
ны различные значения возмущающего воздействия, шага дискретизации ℎ и
параметра α.

При решении задачи Коши применен метод Рунге–Кутты [61]. На рис.
2.5—2.8 представлены графики изменения фазовых координат 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) и
управления 𝑢(𝑡) при различных значениях параметров α, ℎ и возмущения.

Анализ результатов численного моделирования:
1. цель управления достигается при любых значениях начальных данных

и практически от них не зависит;
2. при увеличении возмущающего воздействия увеличивается время,

необходимое для стабилизации системы; однако, это происходит прак
тически при любом значении возмущения, см. рис. 2.5, 2.6; указанное
обстоятельство связано с убывающим характером возмущающего воз
действия;

3. значение шага дискретизации ℎ необходимо выбирать в диапазоне зна
чений 0 < ℎ < 0.536, см. рис. 2.7; оптимальное значение шага
дискретного управления ℎ = 0.1, см. рис. 2.5;

4. диапазон значений параметра α лежит в интервале α ∈ (0; 2.135), см.
рис. 2.8, а оптимальное значение данной постоянной - 0.25.
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Рисунок 2.5 — Решение задачи Коши
системы (2.17) при значениях 𝑓 = 5,

α = 0.25, ℎ = 0.1

Рисунок 2.6 — Решение задачи Коши
системы (2.17) при значениях 𝑓 = 5 ·

1013, α = 0.25, ℎ = 0.1

Рисунок 2.7 — Решение задачи Коши
системы (2.17) при значениях 𝑓 = 5,

α = 0.25, ℎ = 0.536

Рисунок 2.8 — Решение задачи Коши
системы (2.17) при значениях 𝑓 = 5,

α = 2.135, ℎ = 0.1
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2.5 Оптимальное управление однозвенным
роботом-манипулятором при действии возмущений

В настоящем разделе излагается решение задачи оптимального управле
ния однозвенным роботом-манипулятором с учётом возмущающих воздействий.
Рассматриваемая система является нелинейной.

В работе [66] рассмотрены некоторые подходы к решению задач оптималь
ного управления для нелинейных систем. Например, один из них предполагает
рассмотрение линейно-квадратичной задачи для системы уравнений первого
приближения и ее сведение к задаче линейного программирования.

Основу применяемого в настоящем разделе алгоритма составляет поста
новка линейно-квадратичной задачи для линеаризованной системы и решение
нестационарного дифференциально-матричного уравнения Риккати. Для реше
ния указанного уравнения возможно использование метода последовательных
приближений В.И. Зубова [31; 57]. Кроме того, возможно применение подхо
да, заключающегося в непосредственном интегрировании системы уравнений
при помощи одного из численных методов. При решении поставленной задачи
применен способ непосредственного интегрирования уравнения Риккати и про
веден анализ его решений на основе одной из теорем, приведенных в книге [57].
Подобный подход разработан для решения линейно-квадратичной задачи для
стационарных линейных систем и известен под названием "метод установле
ния"[67; 68].

Решение задачи
Перейдем от исходной системы (2.14) к линеаризованной, без учета воз

мущающего воздействия:

�̇� = 𝐴(𝑡) · 𝑥+𝐵 · 𝑢, (2.18)

где 𝐴(𝑡) =

[︃
0 1

−𝑎2(𝑡) −𝑎1(𝑡)

]︃
, 𝐵 =

[︃
0

1

]︃
.

Задача оптимального управления. Необходимо найти стабилизиру
ющее управление для системы (2.18) c квадратичным функционалом качества:

𝐽1(𝑢) =
∫︀∞
0 [𝑥𝑇 (𝑡)𝑁1𝑥(𝑡) + 𝑢2]𝑑𝑡 → 𝑖𝑛𝑓

𝑢
,

где 𝑥(𝑡) - вектор состояния, 𝑢 - скалярное управление, 𝑁1 > 0 - положи
тельно-определенная матрица.
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Мы получили нестационарную линейно-квадратичную задачу. Решением
которой является функция вида:

𝑢(𝑥,𝑡) = −𝐵𝑇 · 𝑃 (𝑡) · 𝑥(𝑡), (2.19)

где 𝑃 (𝑡) - решение дифференциально-матричного нестационарного уравнения
Риккати:

−𝐴(𝑡)𝑇𝑃 (𝑡)− 𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡) + 𝑃 (𝑡)𝐵𝐵𝑇𝑃 (𝑡)−𝑁1 = − ˙𝑃 (𝑡). (2.20)

Утверждение 2.1. Если существует ограниченное решение нестацио
нарного уравнения Риккати (2.20) с начальными условиями 𝑃 (0) = 0 в виде
симметричной матрицы 𝑃 (𝑡), то управление (2.19) стабилизирует систему
(2.18) и, более того, решает задачу управления исходной системы (2.14).

Замечание 2.1. Для системы (2.18) данное утверждение является
частным случаем теоремы 2.1 [57], с. 208.

Замечание 2.2. Теорему 2.1 [57], с. 208 можно считать "критери
ем управляемости" для линейно-квадратичных задач для нестационарных
линейных управляемых систем.

Результаты численного моделирования
Численные эксперименты проводились при следующих значениях пара

метров модели: ᾱ = 0.1, 𝐿 = 10 м, 𝑀 = 20 кг, 𝑚0 = 1 кг, 𝑞 = 0.01, 𝑡 ∈ [0,100]

с, �̄�1 = 0.5 рад, �̄�2 = −0.8 рад/с, 𝑁1 =

[︃
1 0

0 2

]︃
.

Также рассмотрены различные значения возмущающего воздействия для
определения границ применимости построенного алгоритма.

На рис. 2.9 изображены графики изменения элементов симметричной
матрицы решения уравнения Риккати в зависимости от времени. На рис.
2.10–2.12 представлены графики изменения фазовых координат 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) при
различных значениях возмущающего воздействия. Численные решения систем
обыкновенных дифференциальных уравнений получены при помощи метода
Рунге-Кутты [61].

Анализ результатов вычислительных экспериментов
1. Из графика на рис. 2.9 следует, что матрица решения уравнения Рик

кати симметрична и ее коэффициенты ограничены. А это означает, что
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Рисунок 2.9 — Решение уравнения
Риккати (2.20)

Рисунок 2.10 — Решение задачи Ко
ши системы (2.14) при значении

параметра 𝑓 = 0.10

Рисунок 2.11 — Решение задачи Ко
ши системы (2.14) при значении

параметра 𝑓 = 1.50

Рисунок 2.12 — Решение задачи Ко
ши системы (2.14) при значении

параметра 𝑓 = 2.28

выполнены условия теоремы 2.1 [57], c. 208 и, следовательно, управ
ление (2.19) стабилизирует систему (2.18). А из графика на рис. 2.10
видно, что данное управление стабилизирует и исходную систему.

2. Диапазон значений коэффициента 𝑓 , характеризующего возмущающее
воздействие, лежит в диапазоне 𝑓 ∈ [0; 2.28), см. рис. 2.10–2.12.

3. Как следует из графиков на рис. 2.10, 2.11, чем больше значение
возмущающего воздействия, тем большее время и более значительный
энергетический ресурс управления требуются для стабилизации систе
мы.

4. Исходя из построения решения задачи, цель управления достигается на
неограниченном промежутке времени. Указанное обстоятельство огра
ничивает возможности применения данного способа решения.
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Рисунок 2.13 — Результаты числен
ного моделирования решения задачи
дискретного управления для системы
(2.14) при значениях 𝑓 = 1.50, α =

0.25, ℎ = 0.1

Рисунок 2.14 — Результаты числен
ного моделирования решения задачи
оптимального управления для систе
мы (2.14) при значении параметра 𝑓 =

1.50

2.6 Сравнение построенных алгоритмов управления

На рис. 2.13, 2.14 представлены результаты численных экспериментов
для задач дискретного и оптимального управления для системы (2.14) при оди
наковых значениях параметров модели.

Анализ результатов расчетов:
1. для решения задачи стабилизации системы в случае оптимального

управления требуется больше времени и меньший энергетический ре
сурс управления, см. рис. 2.12, 2.13;

2. из анализа графиков (рис. 2.5–2.7, 2.10–2.14) и рассмотренных моде
лей следует, что алгоритм дискретного управления позволяет получить
решение задачи при на порядки большем значении возмущающего воз
действия.
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2.7 Выводы по главе 2

В настоящей главе проведены построение и анализ алгоритма дискретного
управления, описанного в Главе 1.

На основе изложенного материала можно сделать следующие выводы:
1. реализация рассматриваемого алгоритма возможна при помощи ком

бинации численных методов и программных пакетов, реализующих
символьные вычисления;

2. построенный алгоритм дискретного управления можно отнести к клас
су сложности 𝑃 [69];

3. для задач небольших размерностей достаточно персонального компью
тера средних возможностей;

4. построенный алгоритм по сравнению с оптимальным управлением бо
лее устойчив к наличию возмущающих воздействий в системе ОДУ, а
также позволяет достигнуть цели за меньшее время, но при этом тре
бует гораздо больших энергетических затрат на управление.
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Глава 3. Решение локальной граничной задачи управления для
нелинейных стационарных систем с учетом контроля

вычислительных комплексов

3.1 Введение

Значительный интерес представляют вопросы решения граничных задач
для управляемых систем, связанные с возможностью и эффективностью мате
матического моделирования процессов управления. Использование процедуры
численного моделирования на различных этапах проектирования систем управ
ления техническими объектами значительно сокращает затраты на разработку
и сроки создания. Качество и достоверность результатов численного моделиро
вания зависит от исправности функционирования вычислительных комплексов.
В связи с этим обстоятельством возникает проблема разработки алгоритмов
построения управления таким образом, чтобы в процессе моделирования мож
но было контролировать исправность работы вычислительных комплексов. В
данной работе задача нахождения искомой управляющей функции и соответ
ствующих функций фазовых координат решается таким образом, что одна из
функций фазовых координат считается известным полиномом от независимой
переменной. Соответственно, метод контроля подразумевает подход, основан
ный на сравнении значений фазовой координаты, полученных в результате
вычислений, с точными значениями, которые определяются заданным поли
номом. Если модуль разности этих значений превышает некоторое пороговое
число, то принимается решение на использование резервного компьютера. Ана
логичным образом решается задача контроля вычислительных комплексов,
расположенных на объекте управления, в процессе формирования управляю
щего сигнала. Предложенный метод контроля может дополнить, а иногда и
заменить традиционные технические инженерные подходы.

Кроме того, предложенный алгоритм может быть использован при реше
нии важной и сложной практической задачи выбора шага интегрирования в
процессе решения задачи Коши для системы обыкновенных дифференциаль
ных уравнений, описывающую математическую модель объекта управления.
Трудность решения этой задачи состоит в том, что при больших шагах инте
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грирования увеличивается методическая погрешность расчетной схемы, а при
малых шагах увеличивается вычислительная погрешность. Имея информацию
о точном значении одной из фазовых координат можно найти сбалансирован
ный шаг интегрирования для выбранной расчетной схемы.

При решении поставленной задачи используется подход, применяемый в
работах [23; 34; 70]. Главное отличие настоящего результата от опубликован
ных в [34; 70] состоит в том, что решение исходной задачи сводится к решению
граничной задачи для нестационарной системы. В публикации [23] приведен
алгоритм решения граничной задачи, аналогичной той, которая была рассмот
рена в [70]. Однако воспользоваться ее результатами при решении поставленной
задачи не представляется возможным, так как в формулировке теоремы не при
меняется условие 𝑓(0,0,𝑡) = 0 из статьи [23].

3.2 Постановка задачи и основная теорема

Объектом исследования является управляемая система обыкновенных
дифференциальных уравнений вида

�̇� = 𝑓(𝑥,𝑢), (3.1)

где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 , 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑟)

𝑇 , 𝑢 ∈ 𝑅𝑟, 𝑟 ⩽ 𝑛, 𝑡 ∈ [0,1].
Здесь 𝑥 - вектор фазовых координат, 𝑢 - вектор управления.
Пусть выполнены условия

𝑓 ∈ 𝐶2𝑛(𝑅𝑛 ×𝑅𝑟,𝑅𝑛), 𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)
𝑇 , (3.2)

𝑓(0,0) = 0; (3.3)

𝜕𝑓1
𝜕𝑢1

(0,0) ̸= 0. (3.4)

Введем в рассмотрение матрицы
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𝐴0 = {𝑎𝑖𝑗}, 𝑎𝑖𝑗 = 𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(0,0) − 𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑢1

(0,0) · 𝜕𝑓1
𝜕𝑥𝑗

(0,0) ·
(︀
𝜕𝑓1
𝜕𝑢1

(0,0)
)︀−1

,

𝐵0 = {𝑏𝑖𝑗}, {𝑏𝑖𝑗} = 𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗

(0,0) − 𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑢1

(0,0) · 𝜕𝑓1
𝜕𝑢𝑗

(0,0) ·
(︀
𝜕𝑓1
𝜕𝑢1

(0,0)
)︀−1

, 𝑖 =

2, . . . , 𝑛, 𝑗 = 2, . . . , 𝑟,
Пусть 𝑆0 = (𝐵0,𝐴0𝐵0, . . . ,𝐴

𝑛−1
0 𝐵0).

Будем предполагать, что матрица 𝑆0 удовлетворяет условию:

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆0 = 𝑛− 1. (3.5)

На управление 𝑢 наложены ограничения:

‖𝑢‖ ⩽ 𝑁,𝑁 > 0, 𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (3.6)

Задача 3.1. Найти пару функций 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡))
𝑇 , 𝑥(𝑡) ∈

𝐶1[0,1]; 𝑅𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝐶1[0,1]; 𝑅𝑟, удовлетворяющих системе (3.1) и условиям:

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(1) = 0, 𝑥0 = (𝑥01, . . . , 𝑥
0
𝑛)

𝑇 , (3.7)

𝑥1(𝑡) = 𝑥01 · (1− 𝑡), 𝑥01 ∈ 𝑅1. (3.8)

Указанную пару функций будем называть решением задачи (3.1), (3.7),
(3.8).

Решение поставленной задачи можно получить на основе доказательства
следующей теоремы.

Теорема 3.1. Пусть для системы (3.1) выполнены условия (3.2) -
(3.5). Тогда существует такое ε > 0, что ∀𝑥0 ∈ 𝑅𝑛 : ‖𝑥0‖ < ε существует
решение задачи (3.1), (3.7), (3.8), которое может быть получено после реше
ния задачи стабилизации линейной нестационарной системы специального
вида и последующим решением задачи Коши для вспомогательной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Доказательство теоремы можно разбить на несколько этапов.
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3.3 Формулировки вспомогательных задач и построение
вспомогательных систем

Из условий (3.2) - (3.4) и теоремы о неявной функции следует существо
вание ε1 > 0, такого, что для всех 𝑥01, 𝑥𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, 𝑢𝑗, 𝑗 = 2, . . . , 𝑟 : |𝑥01| <
ε1, |𝑥𝑖| < ε1, |𝑢𝑖| < ε1 существует функция 𝑢1(𝑡, 𝑥

0
1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟), удовле

творяющая уравнению

𝑥01 = 𝑓1(𝑥
0
1 · (1− 𝑡), 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢1(𝑥1(𝑡), 𝑥

0
1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟), 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟),

𝑡 ∈ [0,1],

(3.9)

и условию

𝑢1(𝑡, 0, . . . , 0) ≡ 0. (3.10)

После подстановки функции 𝑢1(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟) и 𝑥1(𝑡) из фор

мулы (3.8) в правую часть всех уравнений системы (3.1), кроме первого,
получим систему

�̇�𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥1(𝑡), 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢1(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟), 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟),

𝑖 = 2, . . . , 𝑛.
(3.11)

Рассмотрим задачу:
найти пару функций �̄�(𝑡), �̄�(𝑡), где �̄�(𝑡) = (𝑥2(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡))

𝑇 , �̄�(𝑡) =

(𝑢2(𝑡), . . . , 𝑢𝑟(𝑡))
𝑇 , удовлетворяющих системе (3.11) и условиям

�̄�(0) = �̄�0, �̄�(1) = 0̄, �̄�0 = (𝑥02, . . . , 𝑥
0
𝑛)

𝑇 , 0̄ = (0, . . . , 0)𝑛−1×1. (3.12)

Пару функций �̄�(𝑡), �̄�(𝑡), удовлетворяющую системе (3.11) и условиям (3.12)
будем называть решением задачи (3.11), (3.12).

Замечание 3.1. Если подставить решение задачи (3.11), (3.12) в функ
цию 𝑢1(𝑡, 𝑥

0
1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟), то будем иметь набор функций 𝑥1(𝑡), �̄�(𝑡) и

𝑢1(𝑡), �̄�(𝑡), который является решением задачи 3.1.
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Введем обозначения

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑟) =

𝑓𝑖(𝑥1(𝑡), 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢1(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟), 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

(3.13)

Из условий (3.3), (3.10) следует

𝑓𝑖(𝑡, 0,0̄, ¯̄0) = 0, ¯̄0 = (0, . . . , 0)𝑟−1×1, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.14)

Выполним в системе (3.11) замену независимой переменной 𝑡 на τ по фор
муле:

𝑡(τ) = 1− 𝑒−ατ, τ ∈ [0,∞), (3.15)

где α > 0 - некоторое вещественное число, подлежащее определению.
В результате система (3.11) в векторной форме примет вид

𝑑𝑐

𝑑τ
= α𝑒−ατ𝑓(𝑡(τ),𝑥01, 𝑐, 𝑑), 𝑓 = (𝑓2, . . . , 𝑓𝑛)

𝑇 , (3.16)

𝑐(τ) = �̄�(𝑡(τ)), 𝑐 = (𝑐2, . . . , 𝑐𝑛)
𝑇 , 𝑑(τ) = �̄�(𝑡(τ)), 𝑑 = (𝑑2, . . . , 𝑑𝑟)

𝑇 . (3.17)

Рассмотрим задачу:
Найти пару функций 𝑐(τ) ∈ 𝐶1([0,∞)), 𝑑(τ) ∈ 𝐶1([0,∞)), удовлетворяю

щую системе (3.16) и условиям

𝑐(0) = �̄�0, 𝑐(τ) → 0̄ при τ→ ∞ (3.18)

Указанную пару функций будем называть решением задачи (3.16), (3.18).
Замечание 3.2. Легко видеть, что после перехода в решении задачи

(3.16), (3.18) к пределу при τ→ ∞ и к исходной независимой переменной 𝑡 по
формулам (3.15), (3.17) получим решение задачи (3.11), (3.12).

Для решения задачи (3.16), (3.18) введем вспомогательные обозначения:
˜̄𝑐 = θ𝑖𝑐,

˜̄𝑑 = θ𝑖𝑑, 𝑡 = 1− θ𝑖𝑒−ατ, θ𝑖 ∈ [0,1], 𝑖 = 2, . . . , 𝑛;

|𝑘| =
∑︀𝑛

𝑗=2 𝑘𝑗; |𝑚| =
∑︀𝑟

𝑗=2𝑚𝑗, 𝑘! = 𝑘2! . . . 𝑘𝑛!, 𝑚! = 𝑚2! . . .𝑚𝑟!.
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Если представить правую часть системы (3.11) в виде формулы Тейлора в
окрестности точки (1, 𝑥01, 0̄, ¯̄0), с учетом замены функций 𝑓 на 𝑓 и переменной
𝑡 на τ, то система примет вид

𝑑𝑐𝑖
𝑑τ

= α𝑒−ατ
(︂
𝑓𝑖(1, 𝑥

0
1,0̄,

¯̄0) +
𝑛∑︁

𝑗=2

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐𝑗 +

𝑟∑︁
𝑗=2

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑑𝑗−

−𝑒−ατ
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)

)︂
+

+
1

2
α𝑒−ατ

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=2

𝑛∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐𝑗𝑐𝑘 +

𝑟∑︁
𝑗=2

𝑟∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑢𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑑𝑗𝑑𝑘 +

+ 2
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑟∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑢𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐𝑗𝑑𝑘 − 2α𝑒−ατ

𝑛∑︁
𝑗=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐𝑗 −

− 2α𝑒−ατ
𝑟∑︁

𝑗=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑑𝑗 + 𝑒−2ατ𝜕

2𝑓𝑖
𝜕𝑡2

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)

)︂
+ . . .+

+ α𝑒−ατ
∑︁

|𝑘|+|𝑚|+𝑙=2𝑛−2,

1

𝑘!𝑚!𝑙!

𝜕𝑓
|𝑘|+|𝑚|+𝑙
𝑖

𝜕𝑥2𝑘2 . . . 𝜕𝑥𝑛𝑘𝑛𝜕𝑢2𝑚2 . . . 𝜕𝑢𝑟𝑚𝑟𝜕𝑡𝑙
(1, 𝑥01,0̄,

¯̄0) ×

× 𝑐2
𝑘2 . . . 𝑐𝑛

𝑘𝑛𝑑𝑚2
2 . . . 𝑑𝑟

𝑚𝑟(−1)𝑙𝑒−𝑙ατ +

+ α𝑒−ατ ×
∑︁

|𝑘|+|𝑚|+𝑙=2𝑛−1,

1

𝑘!𝑚!𝑙!

𝜕𝑓
|𝑘|+|𝑚|+𝑙
𝑖

𝜕𝑥𝑘22 . . . 𝜕𝑥𝑘𝑛𝑛 𝜕𝑢𝑚2
2 . . . 𝜕𝑢𝑚𝑟

𝑟 𝜕𝑡𝑙
(𝑡(τ), 𝑥01, ˜̄𝑐,

˜̄𝑑) ×

× 𝑐2
𝑘2 . . . 𝑐𝑛

𝑘𝑛𝑑2
𝑚2 . . . 𝑑𝑟

𝑚𝑟(−1)𝑙𝑒−𝑙ατ, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

(3.19)

Дальнейшие рассуждения будем проводить при условии ограничений на
функцию 𝑐(τ):

‖𝑐(τ)‖ < 𝐶,𝐶 > 0. (3.20)

Выполним 2𝑛 − 1 преобразований сдвига функции 𝑐𝑖 → 𝑐
(2𝑛−1)
𝑖 . Главная

цель этих преобразований состоит в том, чтобы норма слагаемых правой ча
сти, которые не содержат компонент векторов 𝑐(2𝑛−1) и 𝑑, удовлетворяла оценке
𝑂(𝑒−2𝑛ατ|𝑥01|), τ → ∞, 𝑥01 → 0. На первом шаге выполним замену 𝑐𝑖(τ) на
𝑐
(1)
𝑖 (τ) по формуле:
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𝑐𝑖 = 𝑐
(1)
𝑖 (τ)− 𝑒−ατ𝑓𝑖(1, 𝑥

0
1,0̄,

¯̄0), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.21)

Пусть 𝐷|𝑘|+|𝑚|+𝑙𝑓𝑖 =
𝜕𝑓

|𝑘|+|𝑚|+𝑙
𝑖

𝜕𝑥
𝑘2
2 ...𝜕𝑥𝑘𝑛

𝑛 𝜕𝑢
𝑚2
2 ...𝜕𝑢𝑚𝑟

𝑟 𝜕𝑡𝑙
.

Для компактности записи введем обозначение:

𝐹𝑖(𝑥
0
1) = 𝑓𝑖(1, 𝑥

0
1,0̄,

¯̄0), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.22)

Очевидно

𝐹𝑖(0) = 0, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.23)

После подстановки (3.21) в левую и правую части (3.19), с учетом введен
ных обозначений, получим систему:
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𝑑𝑐
(1)
𝑖

𝑑τ
= −α𝑒−2ατ

𝑛∑︁
𝑗=2

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1)

+α𝑒−3ατ
(︀1
2

𝑛∑︁
𝑗=2

𝑛∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1)𝐹𝑘(𝑥

0
1) +

𝑛∑︁
𝑗=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1)
)︀

+α𝑒−ατ
(︂ 𝑛∑︁

𝑗=2

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(1)
𝑗 +

𝑟∑︁
𝑗=2

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑑𝑗 − 𝑒−ατ

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)

)︂

−1

2
α𝑒−2ατ

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=2

𝑛∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(1)
𝑗 𝐹𝑘(𝑥

0
1)

+
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑛∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1)𝑐

(1)
𝑘 + 2

𝑛∑︁
𝑗=2

𝑟∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑢𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1)𝑑𝑘

)︂

+
1

2
α𝑒−ατ

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=2

𝑛∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(1)
𝑗 𝑐

(1)
𝑘 +

𝑟∑︁
𝑗=2

𝑟∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑢𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑑𝑗𝑑𝑘

+ 2
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑟∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑢𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(1)
𝑗 𝑑𝑘 − 2α𝑒−ατ

𝑛∑︁
𝑗=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(1)
𝑗

− 2α𝑒−ατ
𝑟∑︁

𝑗=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑑𝑗 + 𝑒−2ατ𝜕

2𝑓𝑖
𝜕𝑡2

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)

)︂
+ . . .+

+ α𝑒−ατ
∑︁

|𝑘|+|𝑚|+𝑙=2𝑛−2,

1

𝑘!𝑚!𝑙!
𝐷|𝑘|+|𝑚|+𝑙𝑓𝑖(1, 𝑥

0
1,0̄,

¯̄0)×

(𝑐
(1)
2 − 𝑒−ατ𝐹2(𝑥

0
1))

𝑘2
. . . (𝑐(1)𝑛 − 𝑒−ατ𝐹𝑛(𝑥

0
1))

𝑘𝑛
𝑑2

𝑚2 . . . 𝑑𝑟
𝑚𝑟(−1)𝑙𝑒−𝑙ατ

+ α𝑒−ατ
∑︁

|𝑘|+|𝑚|+𝑙=2𝑛−1,

1

𝑘!𝑚!𝑙!
𝐷|𝑘|+|𝑚|+𝑙𝑓𝑖(𝑡(τ), 𝑥

0
1, ˜̄𝑐,

˜̄𝑑)×

(𝑐
(1)
2 − 𝑒−ατ𝐹2(𝑥

0
1))

𝑘2
. . . (𝑐(1)𝑛 − 𝑒−ατ𝐹𝑛(𝑥

0
1))

𝑘𝑛
𝑑2

𝑚2 . . . 𝑑𝑟
𝑚𝑟(−1)𝑙𝑒−𝑙ατ,

𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

(3.24)
Начальные условия примут вид:

𝑐
(1)
𝑖 (0) = 𝑥0𝑖 + 𝐹𝑖(𝑥

0
1), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.25)

На следующем шаге выполним замену переменной по формуле:
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𝑐
(1)
𝑖 = 𝑐

(2)
𝑖 (τ) + 𝑒−2ατ

(︂ 𝑛∑︁
𝑗=2

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)

)︂
𝐹𝑖(𝑥

0
1) =

= 𝑐
(2)
𝑖 (τ) + 𝑒−2ατφ

(2)
𝑖 (𝑥01), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

(3.26)

где φ(2)
𝑖 (𝑥01) =

∑︀𝑛
𝑗=2

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1),

Из (3.23) следует

φ
(2)
𝑖 (0) = 0. (3.27)

После подстановки (3.26) в левую и правую части системы (3.24) получим

𝑑𝑐
(2)
𝑖

𝑑τ
= α𝑒−3ατ

(︂
1

2

𝑛∑︁
𝑗=2

𝑛∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1)𝐹𝑘(𝑥

0
1)

+
𝑛∑︁

𝑗=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1) +

𝑛∑︁
𝑗=2

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)φ

(2)
𝑗 (𝑥01)

)︂

−1

2
α𝑒−4ατ ×

(︂ 𝑛∑︁
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)φ

(2)
𝑗 (𝑥01)𝐹𝑘(𝑥

0
1)

+
𝑛∑︁

𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1)φ

(2)
𝑘 (𝑥01)

+2
𝑛∑︁

𝑗=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)φ

(2)
𝑗 (𝑥01)

+α𝑒−ατ
𝑛∑︁

𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)φ

(2)
𝑗 (𝑥01)φ

(2)
𝑘 (𝑥01)

)︂

(3.28)

+α𝑒−ατ
(︂∑︀𝑛

𝑗=2
𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(2)
𝑗 +

∑︀𝑟
𝑗=2

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑑𝑗 − 𝑒−ατ 𝜕𝑓𝑖𝜕𝑡 (1, 𝑥

0
1,0̄,

¯̄0)

)︂
−α𝑒−2ατ

(︂∑︀𝑛
𝑗=2

∑︀𝑛
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(2)
𝑗 𝐹𝑘(𝑥

0
1)

+
∑︀𝑛

𝑗=2

∑︀𝑛
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1)𝑐

(2)
𝑘 +

∑︀𝑛
𝑗=2

∑︀𝑟
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑢𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝐹𝑗(𝑥

0
1)𝑑𝑘

)︂
+1

2α𝑒
−3ατ

(︂∑︀𝑛
𝑗=2

∑︀𝑛
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(2)
𝑗 φ

(2)
𝑘 (𝑥01)

+
∑︀𝑛

𝑗=2

∑︀𝑛
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)φ

(2)
𝑗 (𝑥01)𝑐

(2)
𝑘 +∑︀𝑛

𝑗=2

∑︀𝑟
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑢𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)φ

(2)
𝑗 (𝑥01)𝑑𝑘

)︂
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+ 1
2α𝑒

−ατ
(︂∑︀𝑛

𝑗=2

∑︀𝑛
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(2)
𝑗 𝑐

(2)
𝑘 +

∑︀𝑟
𝑗=2

∑︀𝑟
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑢𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑑𝑗𝑑𝑘

+ 2
∑︀𝑛

𝑗=2

∑︀𝑟
𝑘=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑢𝑘

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(2)
𝑗 𝑑𝑘 − 2α𝑒−ατ

∑︀𝑛
𝑗=2

𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑐

(2)
𝑗

− 2α𝑒−ατ
∑︀𝑟

𝑗=2
𝜕2𝑓𝑖
𝜕𝑢𝑗𝜕𝑡

(1, 𝑥01,0̄,
¯̄0)𝑑𝑗 + 𝑒−2ατ 𝜕2𝑓𝑖

𝜕𝑡2 (1, 𝑥
0
1,0̄,

¯̄0)

)︂
+ . . .+

+ α𝑒−ατ
∑︀

|𝑘|+|𝑚|+𝑙=2𝑛−2,
1

𝑘!𝑚!𝑙!𝐷
|𝑘|+|𝑚|+𝑙𝑓𝑖(1, 𝑥

0
1,0̄,

¯̄0)×
(𝑐

(2)
2 − 𝑒−ατ𝐹2(𝑥

0
1) + 𝑒−2ατφ

(2)
2 (𝑥01))

𝑘2
. . . (𝑐

(2)
𝑛 − 𝑒−ατ𝐹𝑛(𝑥

0
1) + 𝑒−2ατφ

(2)
𝑛 (𝑥01))

𝑘𝑛×
𝑑2

𝑚2 . . . 𝑑𝑟
𝑚𝑟(−1)𝑙𝑒−𝑙ατ + α𝑒−ατ

∑︀
|𝑘|+|𝑚|+𝑙=2𝑛−1,

1
𝑘!𝑚!𝑙!𝐷

|𝑘|+|𝑚|+𝑙𝑓𝑖(𝑡(τ), 𝑥
0
1, ˜̄𝑐,

˜̄𝑑)×
(𝑐

(2)
2 − 𝑒−ατ𝐹2(𝑥

0
1) + 𝑒−2ατφ

(2)
2 (𝑥01))

𝑘2
. . . (𝑐

(2)
𝑛 − 𝑒−ατ𝐹𝑛(𝑥

0
1) + 𝑒−2ατφ

(2)
𝑛 (𝑥01))

𝑘𝑛×
𝑑2

𝑚2 . . . 𝑑𝑟
𝑚𝑟(−1)𝑙𝑒−𝑙ατ, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛.

Начальные условия примут вид

𝑐
(2)
𝑖 (0) = 𝑥0𝑖 + 𝐹𝑖(𝑥

0
1)−φ

(2)
𝑖 (𝑥01), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.29)

Очевидно, что слагаемые правой части системы (3.28), не содержащие
степеней компонент векторов 𝑐(2) и 𝑑 удовлетворяют оценке 𝑂(𝑒−3ατ|𝑥01|) при
τ → ∞, 𝑥01 → 0 в области (3.20), (3.6).

На основании (3.21), (3.24), (3.26), (3.28) и индуктивного перехода искомое
преобразование на 𝑘−м шаге будет иметь вид

𝑐
(𝑘−1)
𝑖 = 𝑐

(𝑘)
𝑖 (τ) + 𝑒−𝑘ατφ

(𝑘)
𝑖 (𝑥01), φ

(𝑘)
𝑖 (0) = 0, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛. (3.30)

Если преобразование (3.30) применить 2𝑛 − 1 раз и в правой части по
лученной системы объединить слагаемые, линейные по компонентам вектора
𝑐(2𝑛−1), и содержащие коэффициенты 𝑒−𝑖ατ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, а также слагаемые, ли
нейные по компонентам вектора 𝑑 с коэффициентами 𝑒−𝑖ατ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, то в
соответствии с формулами (3.21), (3.24), (3.25), (3.26), (3.28), (3.29) получим
систему и начальные данные, которые можно записать в векторной форме

𝑑𝑐(2𝑛−1)

𝑑τ
= 𝑃 (𝑥01) · 𝑐(2𝑛−1) +𝑄(𝑥01) · 𝑑+𝑅1(τ, 𝑥

0
1, 𝑐

(2𝑛−1), 𝑑)+

+𝑅2(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1), 𝑑) +𝑅3(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1),𝑑) +𝑅4(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1),𝑑);

𝑅1 = (𝑅1
2, . . . , 𝑅

1
𝑛)

𝑇 , 𝑅2 = (𝑅2
2, . . . , 𝑅

2
𝑛)

𝑇 , 𝑅3 = (𝑅3
2, . . . , 𝑅

3
𝑛)

𝑇 ,

𝑅4 = (𝑅4
2, . . . , 𝑅

4
𝑛)

𝑇 .

(3.31)
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Из условия (3.13) и дифференцирования функций 𝑓𝑖, 𝑖 = 2, . . . , 𝑛 по компо
нентам векторов �̄�, �̄� и переменной 𝑡 как сложные функции получим равенство:

𝑃 (𝑥01) = α𝑒
−ατ(𝐴(𝑥01) + α𝑒

−ατ𝑃2(𝑥
0
1) + . . .+ α𝑒−(𝑛−1)ατ𝑃𝑛(𝑥

0
1)),

𝑄(𝑥01) = α𝑒
−ατ(𝐵(𝑥01) + α𝑒

−ατ𝑄2(𝑥
0
1) + . . .+ α𝑒−(𝑛−1)ατ𝑄𝑛(𝑥

0
1)),

(3.32)

𝑐
(2𝑛−1)
𝑖 (0) = 𝑥0𝑖 + 𝐹𝑖(𝑥

0
1)−φ

(2)
𝑖 (𝑥01)− . . .−φ(2𝑛−1)

𝑖 (𝑥01), , 𝑖 = 2, . . . , 𝑛,

φ
(𝑘)
𝑖 (𝑥01) = (φ

(𝑘)
2 (𝑥01), . . . ,φ

(2𝑛−1)
𝑛 (𝑥01)), 𝑘 = 2, . . . , 2𝑛− 1, φ

(𝑘)
𝑖 (0) = 0.

(3.33)

Легко видеть, что

𝑃𝑖(𝑥
0
1) → 0, 𝑄𝑖(𝑥

0
1) → 0 при 𝑥01 → 0, 𝑖 = 2, . . . ,𝑛. (3.34)

Кроме того

𝐴(0) = 𝐴0, 𝐵(0) = 𝐵0. (3.35)

Функции 𝑅1
𝑖 содержат слагаемые правой части системы (3.31), линейно

зависящие от компонент вектора 𝑐(2𝑛−1) с коэффициентами 𝑒−𝑖ατ, где 𝑖 ⩾ 𝑛+ 1.
𝑅2

𝑖 включают слагаемые правой части системы (3.31), линейно зависящие от
компонент 𝑑 с коэффициентами 𝑒−𝑖ατ, 𝑖 ⩾ 𝑛+1. В 𝑅3

𝑖 входят слагаемые правой
части системы (3.31), нелинейно зависящие от компонент векторов 𝑐(2𝑛−1) и 𝑑. 𝑅4

𝑖

состоит из слагаемых, не содержащих степеней компонент векторов 𝑐(2𝑛−1) и 𝑑.
Из условий (3.21), (3.26), (3.30) следует, что существуют константы 𝐶1 > 0

и ε1 > 0, такие, что для всех 𝑐(2𝑛−1) и 𝑥01, принадлежащих области

||𝑐(2𝑛−1)|| < 𝐶1, |𝑥01| < ε1 (3.36)

соответствующая функция 𝑐(τ) будет принадлежать области (3.20).
Из условий (3.2), (3.3) и построения функций 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝑅4 следует, что

в области (3.6), (3.36) справедливы оценки:

‖𝑅1(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1), 𝑑)‖ ⩽ 𝑒−(𝑛+1)ατ𝐿1‖𝑐(2𝑛−1)‖, 𝐿1 > 0, (3.37)

‖𝑅2(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1), 𝑑)‖ ⩽ 𝑒−(𝑛+1)ατ𝐿2‖𝑑‖, 𝐿2 > 0, (3.38)

‖𝑅3(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1), 𝑑)‖ ⩽ 𝑒−ατ𝐿3(‖𝑐(2𝑛−1)‖2 + ‖𝑑‖2), 𝐿3 > 0, (3.39)

‖𝑅4(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1), 𝑑)‖ ⩽ 𝑒−2𝑛ατ𝐿4(𝑥
0
1), 𝐿4(𝑥

0
1) → 0 при 𝑥01 → 0. (3.40)
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Константы 𝐿𝑖, 𝑖 = 1 . . . 4 зависят от области (3.36).
Введем в рассмотрение вспомогательную управляющую функцию ῡ, кото

рая связана с исходной 𝑑 системой дифференциальных уравнений

𝑑

𝑑τ
𝑑(τ) = ῡ, ῡ = (υ1, . . . ,υ𝑟−1)

𝑇 . (3.41)

Пусть

𝑑(0) = ¯̄0. (3.42)

Тогда система уравнений (3.31), (3.41) и начальные условия (3.33), (3.42)
примут вид

𝑑

𝑑τ
𝑐(2𝑛−1) = 𝑃 (𝑥01) · 𝑐(2𝑛−1) + �̄�(𝑥01) · ῡ+ �̄�1(τ, 𝑥

0
1, 𝑐

(2𝑛−1), 𝑑)+

+�̄�2(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1), 𝑑) + �̄�3(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1),𝑑) + �̄�4(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1),𝑑),
(3.43)

𝑃 (𝑥01) =

(︃
𝑃 (𝑥01) 𝑄(𝑥01)

𝑂1 𝑂2

)︃
𝑛+𝑟−2×𝑛+𝑟−2

, �̄� =

(︃
𝑂3

𝐸

)︃
𝑛+𝑟−2×𝑟−1

,

где 𝑐(2𝑛−1) = (𝑐(2𝑛−1), 𝑑)𝑇𝑛+𝑟−2×1, �̄�1 = (𝑅1
2, . . . , 𝑅

1
𝑛, 0, . . . , 0)

𝑇
𝑛+𝑟−2×1,

�̄�2 = (𝑅2
2, . . . , 𝑅

2
𝑛, 0, . . . , 0)

𝑇
𝑛+𝑟−2×1, �̄�3 = (𝑅3

2, . . . , 𝑅
3
𝑛, 0, . . . , 0)

𝑇
𝑛+𝑟−2×1,

�̄�4 = (𝑅4
2, . . . , 𝑅

4
𝑛, 0, . . . , 0)

𝑇
𝑛+𝑟−2×1, 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3 – матрицы соответствующих

размерностей, состоящие из нулевых элементов, 𝐸 – единичная матрица,

𝑐(2𝑛−1)(0) = 𝑐
(2𝑛−1)
0 , 𝑐

(2𝑛−1)
0 = (𝑐

(2𝑛−1)
0 , 0, . . . , 0)𝑇𝑛+𝑟−2×1. (3.44)

Дальнейшее доказательство теоремы будет опираться на лемму.
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3.4 Формулировка и доказательство вспомогательной леммы

Рассмотрим линейную часть системы (3.43):

𝑑

𝑑τ
𝑐(2𝑛−1) = 𝑃 · 𝑐(2𝑛−1) + �̄� · ῡ. (3.45)

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия (3.2), (3.5). Тогда существует
положительное число ε2: 0 < ε2 < ε1, такое, что для всех 𝑥01: |𝑥01| < ε2

существует вспомогательная управляющая функция ῡ(τ) вида

ῡ(τ) = 𝑀(τ)𝑐(2𝑛−1), ‖𝑀(τ)‖ = 𝑂(𝑒(𝑛−1)ατ) при τ→ ∞, (3.46)

которая обеспечивает экспоненциальное убывание фундаментальной мат
рицы системы (3.45), замкнутой вспомогательной управляющей функцией
(3.46).

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы. Обозначим через 𝐿𝑗
1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟 − 1

𝑗-й столбец матрицы �̄�. Рассмотрим матрицу

𝑆1 =
{︀
𝐿1
1,𝐿

1
2, . . . ,𝐿

1
𝑘1
,𝐿2

1,𝐿
2
2, . . . ,𝐿

2
𝑘2
, . . . , 𝐿𝑟−1

1 ,𝐿𝑟−1
2 , . . . ,𝐿𝑟−1

𝑘𝑟−1

}︀
,

𝐿𝑗
𝑖 = 𝑃𝐿𝑗−1

𝑖 − 𝑑𝐿𝑗−1
𝑖

𝑑τ
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟 − 1, 𝑖 = 2, . . . , 𝑘𝑗,

где 𝑘𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟−1, – максимальное количество столбцов матрицы 𝐿𝑗
1, . . . ,𝐿

𝑗
𝑘𝑗

,
𝑗 = 1, . . . ,𝑟−1, таких, что векторы 𝐿1

1,𝐿
1
2, . . . ,𝐿

1
𝑘1
,𝐿2

1,𝐿
2
2, . . . ,𝐿

2
𝑘2
, . . . , 𝐿𝑟−1

1 ,𝐿𝑟−1
2 , . . . ,𝐿𝑟−1

𝑘𝑟−1

линейно независимы.
С точностью до перестановки столбцов, матрица 𝑆1 обладает структурой:(︃

𝑂𝑛−1×𝑟−1 𝐿1 . . . 𝐿𝑛−1

𝐸𝑟−1×𝑟−1 𝑂𝑟−1×𝑟−1 . . . 𝑂𝑟−1×𝑟−1

)︃
,

где 𝑂𝑟−1×𝑟−1 – матрица размера 𝑟 − 1× 𝑟 − 1, состоящая из нулевых эле
ментов;

𝐿1 = 𝑄, 𝐿𝑖 = 𝑃𝐿𝑖 − 𝑑𝐿𝑖−1

𝑑τ , 𝑖 = 2, . . . , 𝑛− 1.

Покажем, что ранг матрицы 𝑆1 равен 𝑛 + 𝑟 − 2.
Пусть 𝑆2 = {𝐿1, . . . , 𝐿𝑛−1}.
Введем в рассмотрение матрицу 𝑆3 = {�̄�1, . . . , �̄�𝑛−1}. �̄�1 = α𝑒−ατ𝐵(𝑥01),

�̄�𝑖 = α𝑒−ατ𝐴(𝑥01)𝐿𝑖 − 𝑑𝐿𝑖−1

𝑑τ , 𝑖 = 2, . . . , 𝑛 − 1.
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Условия (3.34) гарантируют существование ε̄ < ε1 такого, что ∀𝑥01 : |𝑥01| <
ε̄, 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆2 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆3.

Рассуждая методом от противного, с учетом условий (3.5), (3.35) нетрудно
видеть, что существует ε̃: 0 < ε̃ < ε̄ такое, что ∀𝑥01 : |𝑥01| < ε̃ и

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆3 = 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑆0 = 𝑛− 1. (3.47)

Из равенства (3.47) и структуры матрицы 𝑆1 следует, что

rank 𝑆1 = 𝑛+ 𝑟 − 2. (3.48)

На основании построения столбцов матрицы 𝑆2 можно сделать вывод, что
ее элементы убывают со скоростью не выше 𝑒−(𝑛−1)ατ, при τ → ∞. Отсюда и
следует, что элементы матрицы 𝑆−1

2 будут возрастать со скоростью не выше
𝑒(𝑛−1)ατ, при τ → ∞. В результате получим оценку:

‖𝑆−1
1 ‖ = 𝑂(𝑒(𝑛−1)ατ), τ→ ∞. (3.49)

Выполним замену переменных с учетом (3.48):

𝑐(2𝑛−1) = 𝑆1(τ)𝑦, 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛+𝑟−2)
𝑇 . (3.50)

В результате система (3.45) примет вид:

𝑑𝑦

𝑑τ
= 𝑆−1

1

(︂
𝑃𝑆1 −

𝑑𝑆1

𝑑τ

)︂
𝑦 + 𝑆−1

1 �̄�ῡ. (3.51)

Согласно работе [57] матрица правой части (3.51) имеет вид:

𝑆−1
1

(︂
𝑃𝑆1 −

𝑑𝑆1

𝑑τ

)︂
=

{𝑒2, . . . , 𝑒𝑘1,φ𝑘1(τ), . . . , 𝑒𝑘1+...+𝑘𝑟−1+2, . . . , 𝑒𝑘1+...+𝑘𝑟−1
,φ𝑘𝑟−1

(τ)}.
(3.52)

В (3.52) 𝑒𝑖 = (0, . . . ,1, . . . ,0)𝑇𝑛+𝑟−2×1 – столбец матрицы, в котором 1 стоит
на 𝑖-м месте.

Компоненты вектора φ𝑘𝑗(τ) имеют вид:
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φ𝑘𝑗(τ) = (−φ1
𝑘1
(τ), . . . ,−φ𝑘1

𝑘1
(τ), . . . ,−φ1

𝑘𝑗
(τ), . . . ,−φ𝑘𝑗

𝑘𝑗
(τ), 0, . . . , 0)𝑇𝑛+𝑟−2×1,

где −φ𝑖
𝑘𝑗
(τ) – коэффициенты разложения вектора 𝐿𝑗

𝑘𝑗+1 по векторам 𝐿1
𝑖 ,

𝑖 = 1, . . . , 𝑘1; 𝐿
2
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘2; 𝐿𝑗

𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟−1,
∑︀𝑟−1

𝑗=1 𝑘𝑗 =

𝑛 + 𝑟 − 2.

𝐿𝑗
𝑘𝑗+1 = −

𝑘1∑︁
𝑖=1

φ𝑖
𝑘1
(τ)𝐿1

𝑖 − . . .−
𝑘𝑗∑︁
𝑖=1

φ𝑖
𝑘𝑗
(τ)𝐿𝑗

𝑖 ,

𝑆−1
1 𝑄 = {𝑒1, . . . ,𝑒𝑘𝑗+1, . . . , 𝑒γ+1}, γ =

𝑟−2∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖.

(3.53)

Рассмотрим задачу стабилизации системы обыкновенных дифференциаль
ных уравнений

𝑑𝑦𝑘𝑗
𝑑τ

= {𝑒𝑘𝑗2 , . . . ,𝑒
𝑘𝑗
𝑘𝑗
,φ̄𝑘𝑗}𝑦𝑘𝑗 + 𝑒

𝑘𝑗
1 𝑑𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑟 − 1, (3.54)

где 𝑦𝑘𝑗 = (𝑦1𝑘𝑗 , . . . ,𝑦
𝑘𝑗
𝑘𝑗
)𝑇𝑘𝑗×1, 𝑒

𝑘𝑗
1 = (0, . . . ,1, . . . ,0)𝑇𝑘𝑗×1, 1 на 𝑖-м месте, φ̄𝑖

𝑘𝑗
=

(−φ1
𝑘𝑗
, . . . , − φ

𝑘𝑗
𝑘𝑗
)𝑇𝑘𝑖×1.

Пусть 𝑦
𝑘𝑗
𝑘𝑗

= ψ. Из структуры матрицы правой части системы (3.54) сле
дуют равенства

𝑦
𝑘𝑗
𝑘𝑗

= ψ, 𝑦
𝑘𝑗−1
𝑘𝑗

= ψ(1) +φ
𝑘𝑗
𝑘𝑗
ψ,

𝑦
𝑘𝑗−2
𝑘𝑗

= ψ(2) +φ
𝑘𝑗
𝑘𝑗
ψ(1) +

(︂
𝑑φ

𝑘𝑗
𝑘𝑗

𝑑τ
+φ

𝑘𝑗−1
𝑘𝑗

)︂
ψ,

𝑦1𝑘𝑗 = ψ
(𝑘𝑗−1) + 𝑟𝑘𝑗−2(τ)ψ

(𝑘𝑗−2) + . . .+ 𝑟1(τ)ψ
(1) + 𝑟0(τ)ψ.

(3.55)

Продифференцируем последнее равенство из (3.55) и подставим полученное вы
ражение в первое уравнение системы (3.54), в результате будем иметь систему:

ψ(𝑘𝑗) + ε𝑘𝑗−1(τ)ψ
(𝑘𝑗−1) + . . .+ ε0(τ)ψ = υ𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑟 − 1. (3.56)

Замечание 3.3. Из построения столбцов матрицы 𝑆1 и формул (3.53)
следует ограниченность функций φ𝑘𝑗

𝑘𝑗
, . . . ,φ2

𝑘𝑗
,φ1

𝑘𝑗
их производных, а также

функций 𝑟𝑘𝑗−2(τ), . . . , 𝑟1(τ), 𝑟0(τ).
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Пусть

υ𝑗 =

𝑘𝑗∑︁
𝑖=1

(ε𝑘𝑗−𝑖(τ)− γ𝑘𝑗−𝑖)ψ
(𝑘𝑗−𝑖), 𝑗 = 1, . . . ,𝑟 − 1, (3.57)

и коэффициенты γ𝑘𝑗−𝑖 выбраны так, чтобы корни характеристического урав
нения

λ𝑘𝑖 + γ𝑘𝑖−1λ
𝑘𝑖−1 + . . .+ γ0 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 − 1

удовлетворяли условиям

λ𝑖𝑘𝑖 ̸= λ
𝑗
𝑘𝑖
, 𝑖 ̸= 𝑗; λ𝑗𝑘𝑖 < −(2𝑛+ 1)α− 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑟 − 1. (3.58)

Возвращаясь к исходным переменным, получим

υ𝑗 = δ𝑘𝑗𝑇
−1
𝑘𝑗

𝑆−1
1𝑘𝑗

𝑐(2𝑛−1), 𝑗 = 1, . . . , 𝑟 − 1, (3.59)

где δ𝑘𝑗 = (ε𝑘𝑗−1(τ) − γ𝑘𝑗−1, . . . , ε0(τ) − γ0), 𝑇𝑘𝑗 – матрица из равенств (3.55)
такая, что 𝑦𝑘𝑗 = 𝑇𝑘𝑗ψ̄, ψ̄ = (ψ𝑘𝑗−1, . . . ,ψ)𝑇 , 𝑆−1

1𝑘𝑗
– матрица, состоящая из со

ответствующих 𝑘𝑗 строк 𝑆−1
1 .

Полученная вспомогательная управляющая функция (3.59) может быть
записана в форме (3.46), где 𝑀(τ) = δ𝑘𝑇

−1
𝑘 𝑆−1

1𝑘 = (δ𝑘1𝑇
−1
𝑘1

𝑆−1
1𝑘1

, . . . , δ𝑘𝑟𝑇
−1
𝑘𝑟

𝑆−1
1𝑘𝑟

)𝑇 .
Пусть Ψ(τ) – фундаментальная матрица системы (3.56), замкнутая

вспомогательным управлением (3.57). Из (3.58) следует, что Ψ(τ) является
фундаментальной матрицей экспоненциально устойчивой линейной системы
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Отсюда вы
текает, что

‖Ψ(τ)Ψ(𝑡)−1‖ ⩽ �̄�𝑒−λ(τ−𝑡), �̄� > 0, λ > 0. (3.60)

Рассмотрим систему (3.45), замкнутую вспомогательной управляющей
функцией (3.59):

𝑑𝑐(2𝑛−1)

𝑑τ
= 𝐷(τ)𝑐(2𝑛−1), 𝐷(τ) = 𝑃 (τ) + �̄�(τ)𝑀(τ). (3.61)
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Пусть Φ(τ) (Φ(0) = 𝐸) – фундаментальная матрица системы (3.61). 𝐸 –
единичная матрица. Введем блочную диагональную матрицу 𝑇 (τ) с матрицами
𝑇𝑘𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑟 − 1, на диагонали. Из формул (3.50) и (3.55) следует равенство

Φ(τ) = 𝑆1(τ)𝑇 (τ)Ψ(τ)Ψ−1(0)𝑇−1(0)𝑆−1
1 (0). (3.62)

Далее, учитывая Замечание 3.3 и формулы (3.49), (3.50), (3.55), (3.60),
(3.62), получим оценки

‖Φ(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−λτ, λ > 0, �̄� > 0,

‖Φ(τ)Φ−1(𝑡)‖ ⩽ �̄�1𝑒
−λ(τ−𝑡)𝑒(𝑛−2)α𝑡, τ ⩾ 𝑡, �̄�1 > 0,

‖𝑀(τ)‖ = 𝑂(𝑒(𝑛−1)ατ), τ→ ∞.

(3.63)

В качестве величины ε2, фигурирующей в формулировке леммы, можно
положить величину ε2 = ε̃.

Лемма доказана.

3.5 Доказательство теоремы

Рассмотрим систему (3.43), замкнутую вспомогательной управляющей
функцией (3.46):

𝑑𝑐(2𝑛−1)

𝑑τ
= 𝐷(τ)𝑐(2𝑛−1) + �̄�1(τ, 𝑥

0
1, 𝑐

(2𝑛−1)) + �̄�2(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1))+

+�̄�3(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1)) + �̄�4(τ, 𝑥
0
1, 𝑐

(2𝑛−1)).

(3.64)

Выполним в системе (3.64) замену переменных по формулам:

𝑐(2𝑛−1) = 𝑧(τ)𝑒−(𝑛−1)ατ, 𝑐(2𝑛−1)(0) = 𝑧(0). (3.65)

В результате получим

𝑑𝑧

𝑑τ
= 𝐶(τ)𝑧 + 𝑒(𝑛−1)ατ(�̄�1(τ, 𝑥

0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)ατ)+

+�̄�2(τ, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)ατ) + �̄�3(τ, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)ατ)+

+�̄�4(τ, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)ατ)), 𝐶(τ) = 𝐷(τ) + (𝑛− 1)α𝐸.

(3.66)
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Покажем, что все решения системы (3.66) с начальными условиями (3.65),
которые начинаются в достаточно малой окрестности нуля, убывают экспо
ненциально.

Пусть Φ1(τ), Φ1(0) = 𝐸, – фундаментальная матрица системы 𝑑𝑧
𝑑τ = 𝐶(τ)𝑧.

Тогда, в соответствии с (3.63), (3.65):

‖Φ1(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−βτ, ‖Φ1(τ)Φ
−1
1 (𝑡)‖ ⩽ 𝐾1𝑒

−β(τ−𝑡)𝑒(𝑛−2)α𝑡,

β = λ− (𝑛− 1)α, τ ⩾ 𝑡.
(3.67)

Выберем значение коэффициента α так, чтобы выполнялось условие

β > 0. (3.68)

Решение системы (3.64) с начальными условиями (3.33), (3.44), (3.65) мож
но записать в виде:

𝑧(τ) = Φ1(τ)Φ
−1
1 (τ1)𝑧(τ1) +

τ∫︁
τ1

Φ1(τ)Φ
−1
1 (𝑡)𝑒(𝑛−1)α𝑡×

(�̄�1(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)α𝑡) + �̄�2(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)α𝑡)+

�̄�3(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)α𝑡) + �̄�4(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)α𝑡))𝑑𝑡, τ ∈ [τ1,∞);

(3.69)

𝑧(τ) = Φ1(τ)𝑐
(2𝑛−1)(0) +

τ∫︁
0

Φ1(τ)Φ
−1
1 (𝑡)𝑒(𝑛−1)α𝑡×

(�̄�1(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)α𝑡) + �̄�2(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)α𝑡)+

�̄�3(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)α𝑡) + �̄�4(𝑡, 𝑥
0
1, 𝑧𝑒

−(𝑛−1)α𝑡))𝑑𝑡, τ ∈ [0,τ1].

(3.70)

Воспользовавшись (3.69), (3.70) с учетом (3.37) - (3.40), (3.67), (3.68) в
области (3.6), (3.36) получим оценки:

‖ 𝑧(τ) ‖⩽ �̄�𝑒−βτ ‖ Φ−1
1 (τ1)𝑧(τ1) ‖ +

τ∫︁
τ1

𝐾1𝑒
−β(τ−𝑡)(𝐿𝑒−α𝑡‖𝑧‖+ 𝐿4(𝑥

0
1)𝑒

−𝑛α𝑡)𝑑𝑡, τ ∈ [τ1,∞),
(3.71)

‖ 𝑧(τ) ‖⩽ �̄�𝑒−βτ ‖ 𝑐(2𝑛−1)(0) ‖ +
τ∫︁

0

𝐾1𝑒
−β(τ−𝑡)(𝐿𝑒−α𝑡‖𝑧‖+ 𝐿4(𝑥

0
1)𝑒

−𝑛α𝑡)𝑑𝑡, τ ∈ [0, τ1],
(3.72)
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где 𝐿 > 0 – константа, зависящая от области (3.6), (3.36).
Применяя к (3.71), (3.72) известный результат (см. [58]), в области (3.6),

(3.36) будем иметь неравенства

‖𝑧(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−µτ‖Φ−1
1 (τ1)𝑧(τ1)‖+

τ∫︁
τ1

𝐾1𝑒
−µ(τ−𝑡)𝐿4(𝑥

0
1)𝑒

−𝑛α𝑡𝑑𝑡,

τ ∈ [τ1,∞),

(3.73)

где µ = β − 𝐾1𝐿𝑒
−ατ1,

‖𝑧(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−µ1τ‖𝑐(2𝑛−1)(0)‖+
τ∫︁

0

𝐾1𝑒
−µ1(τ−𝑡)𝐿4(𝑥

0
1)𝑒

−𝑛α𝑡)𝑑𝑡,

τ ∈ [0,τ1],

(3.74)

µ1 = β − 𝐾1𝐿.
Выберем значение τ1 > 0 так, чтобы было выполнено условие µ > 0.
После вычисления интегралов в правых частях (3.73), (3.74) получим:

‖𝑧(τ)‖ ⩽ �̄�𝑒−µτ‖Φ−1
1 (τ1)‖‖𝑧(τ1)‖+𝐾2𝑒

−ατ𝐿4(𝑥
0
1), τ ∈ [τ1,∞),

‖𝑧(τ)‖ ⩽ 𝐾3‖𝑐(2𝑛−1)(0)‖+𝐾4𝐿4(𝑥
0
1), τ ∈ [0,τ1],

(3.75)

здесь коэффициенты �̄�, 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3 и 𝐾4 строго положительны.
В свою очередь, оценки (3.75) можно записать в виде одного неравенства:

‖𝑧(τ)‖ ⩽ 𝐾5𝑒
−ατ‖𝑐(2𝑛−1)(0)‖ (3.76)

Из (3.65), (3.76) следует, что для всех 𝑐(2𝑛−1)(0), принадлежащих области:

‖𝑐(2𝑛−1)(0)‖ <
𝐶1

𝐾5
(3.77)

решение системы (3.64) не покидает области (3.36) и экспоненциально
убывает.

Воспользовавшись условием (3.33), найдем ε > 0 такое, что ∀𝑥0, удовле
творяющих неравенству ‖𝑥0‖ < ε, было выполнено условие (3.77).
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Подстановка полученной функции 𝑧(τ) в формулу (3.65) дает известную
функцию 𝑐(2𝑛−1)(τ) = (𝑐(2𝑛−1)(τ), 𝑑(τ)). В свою очередь, после подстановки
𝑐(2𝑛−1) в формулу (3.46) получим известную функцию ῡ(τ). Далее, используя
𝑐(2𝑛−1), с помощью формул (3.30), (3.26), (3.21) будем иметь пару функций 𝑐(τ),
𝑑(τ), которая является решением задачи (3.16), (3.18).

Если в функциях 𝑐(τ), 𝑑(τ) вернуться к исходной независимой
переменной 𝑡 по формулам (3.15), (3.17), подставить их в формулу
𝑢1(𝑡, 𝑥

0
1, 𝑥2(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡), 𝑢2(𝑡), . . . , 𝑢𝑟(𝑡)), перейти к пределу при 𝑡 → 1 и присо

единить функцию 𝑥1(𝑡) из формулы (3.8), то будем иметь пару функций 𝑥(𝑡),
𝑢(𝑡), которая является решением исходной задачи 3.1.

Найденные функции �̄�(𝑡) = 𝑐(τ(𝑡)), �̄�(𝑡) = 𝑑(τ(𝑡)) и υ̃(𝑡) = ῡ(τ(𝑡)) удо
влетворяют системе

˙̄𝑥 = 𝑓(𝑥1(𝑡), �̄�, 𝑢1(𝑥1(𝑡), �̄�, �̄�),�̄�),

˙̄𝑢 = α−1(1− 𝑡)−1υ̃(𝑡)
(3.78)

и начальным условиям

�̄�(0) = �̄�0, �̄�(0) = ¯̄0. (3.79)

Замечание 3.4. Из анализа доказательства теоремы следует, что
после незначительных изменений условия (3.5) и доказательства, ее утвер
ждение будет верным, если вместо известной функции 𝑥0(𝑡), заданной по
формуле (3.8) будет фигурировать функция 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑝𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, где 𝑝𝑖(𝑡)

- полином степени 𝑛 ⩾ 1, удовлетворяющий граничному условию (3.7).
Теорема доказана.

3.6 Описание алгоритма

Алгоритм решения исходной задачи состоит из следующих этапов:
1. нахождение функции 𝑢1 из условия (3.9); в результате получаем функ

цию
𝑢1(𝑥1(𝑡), 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟);

2. построенние системы (3.11);
3. построение вспомогательной системы (3.43);
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4. решение задачи стабилизации системы (3.45); в результате получаем
вспомогательную управляющую функцию вида (3.46) в символьном ви
де;

5. решение задачи Коши для системы (3.43) с начальными условиями
(3.44), замкнутой вспомогательным управлением, полученным в пункте
4; в результате будем иметь известные функции 𝑐(2𝑛−1)(τ),𝑑(τ);

6. подстановка найденных функций 𝑐(2𝑛−1)(τ),𝑑(τ) в формулу (3.46) даст
известную функцию ῡ(τ);

7. переход в функции ῡ(τ) к исходной независимой переменной 𝑡 по фор
муле (3.15); в результате получим υ̃(𝑡) = ῡ(τ(𝑡));

8. решение задачи Коши (3.78) с начальными данными (3.79); в итоге
получаем известные функции �̄�(𝑡), �̄�(𝑡);

9. подстановка найденных решений �̄�(𝑡), �̄�(𝑡) в функцию 𝑢1(𝑥1(𝑡),�̄�(𝑡), �̄�(𝑡))

и ее вычисление.
Реализация этапов с первого по четвертый, а также шестого, седьмого и

девятого осуществляется аналитическими методами при помощи средств сим
вольных вычислений. Например, возможно применение библиотеки на языке
программирования Python Sympy [62] или прикладного пакета программ для
решения задач компьютерной алгебры Wolfram Mathematica [71].

Пятый и восьмой пункты выполняются при помощи численных методов
решения систем ОДУ. Например, одного из методов Рунге-Кутты.

Вычислительная сложность алгоритма составляет

𝑂(𝑛4) +𝑂

(︂
𝐶2(𝑛) · τ𝑓

ℎ

)︂
+𝑂

(︂
𝐶2(𝑛)

ℎ

)︂
, (3.80)

где 𝑂(𝑛4) – совокупная сложность символьных операций; 𝑂(
𝐶2(𝑛)·τ𝑓

ℎ )

- вычислительная сложность пятого этапа алгоритма; 𝑂(𝐶2(𝑛)
ℎ ) - сложность

вычисления восьмого этапа; 𝐶2(𝑛) - функция, характеризующая количество
операций, необходимых для вычисления компонент интегрируемой функции;
τ𝑓 - конечное значение отрезка времени; ℎ - шаг интегрирования при решении
задачи Коши. Для определенности был принят метод Рунге-Кутты четвертого
порядка с постоянным шагом интегрирования.



71

3.7 Решение задачи межорбитального перелета

Рассмотрим задачу перевода материальной точки, движущейся по круго
вой орбите с постоянной скоростью в центральном поле тяготения, в заданную
точку, лежащую в плоскости этой орбиты, при помощи реактивной силы.

В соответствии с [72] система уравнений в отклонениях относительно дви
жения по круговой орбите имеет вид:

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = ν1(𝑥1, 𝑥4) + 𝑢1,

�̇�3 = 𝑥4,

�̇�4 = ν2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥4) + ν3(𝑥1)𝑢2 ,

(3.81)

где 𝑥1 = 𝑟−𝑟0, 𝑥2 = �̇�, 𝑥3 = ψ−α0𝑡, 𝑥4 = ψ̇−α0, 𝑢1 = 𝑎γ�̇�/𝑚, 𝑢2 = 𝑎ψ�̇�/𝑚; 𝑟0 -
радиус круговой орбиты, �̇� - радиальная скорость, ψ - полярный угол, ψ̇ - угло
вая скорость, 𝑎γ, 𝑎ψ - проекция вектора относительной скорости отделяющейся
частицы на направление радиуса и поперечное направление соответственно,
𝑚, �̇� - масса и скорость изменения массы, α0 - угловая скорость движения
по заданной круговой орбите,

ν1 = − ν
(𝑥1+𝑟0)2

+ (𝑥1 + 𝑟0)(𝑥4 + α0)
2, ν2 = −2𝑥2(𝑥4+α0)

(𝑥1+𝑟0)
, ν3 = 1

𝑥1+𝑟0
,

где ν = 𝐺·𝑀 ; 𝐺 = 6.6743×10−11 м3 кг−1 с−2 - гравитационная постоянная,
𝑀 = 5.972×1024 кг - масса Земли, α0 =

√︁
ν
𝑟30

, 𝑟0 = 7 ·106 м, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
𝑇 ,

𝑢 = (0, 𝑢1, 0, 𝑢2)
𝑇 .

Задача. Найти функции 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), которые удовлетворяют системе (3.81)
и условиям:

𝑥1(0) = 100, 𝑥2(0) = 0.2, 𝑥3(0) = −α0 · 10−6, 𝑥4(0) = 10−5, 𝑥(1) = 0 (3.82)

𝑥4(𝑡) = (3𝑥04 + 2𝑥03) · 𝑡2 − (4𝑥04 + 6𝑥03) · 𝑡+ 𝑥04. (3.83)

Начальные условия и значения параметров приведены из [37].
Решение поставленной задачи управления было проведено при помощи

алгоритма, описанного в п. 3.6 при α = 0.25.
Найдем управление 𝑢1. Для этого рассмотрим систему, состоящую из пер

вых двух уравнений (3.81):
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�̇�1 = 𝑥2,
�̇�2 = − ν

(𝑥1+𝑟0)2
+ ((𝑥04(1− 𝑡))2 + 2α0𝑥

0
4(1− 𝑡) + α2

0)𝑥1+

+𝑟0(𝑥
0
4(1− 𝑡))2 + 2α0𝑟0𝑥

0
4(1− 𝑡) + α2

0𝑟0 + 𝑢1,

Перейдем к новой независимой переменной по формуле (3.15):

𝑑

𝑑τ
𝑐1 = α𝑒

−ατ𝑐2,

𝑑

𝑑τ
𝑐2 = α𝑒

−ατ
(︂
− ν

(𝑐1 + 𝑟0)2
+ ((𝑥04𝑒

−ατ)2 + 2α0𝑥
0
4𝑒

−ατ + α2
0)𝑐1+

+𝑟0(𝑥
0
4𝑒

−ατ)2 + 2α0𝑟0𝑥
0
4𝑒

−ατ + α2
0𝑟0 + 𝑑1

)︂
,

(3.84)

где 𝑐1(τ) = 𝑥1(𝑡(τ)), 𝑐2(τ) = 𝑥2(𝑡(τ)),

𝑐1(0) = �̄�1, 𝑐2(0) = �̄�2, 𝑑1(0) = 0, 𝑐𝑖(τ) → 0.

Выполним преобразования сдвига и дополним (3.84) вспомогательной
управляющей функцией υ(τ), в итоге получим систему:

𝑑
𝑑τ𝑐1 = α𝑒

−ατ𝑐2,
𝑑
𝑑τ𝑐2 = α𝑒

−ατ
(︂
− ν

(𝑐1+𝑟0)2
+ ((𝑥04𝑒

−ατ)2 + 2α0𝑥
0
4𝑒

−ατ + α2
0)𝑐1++𝑟0(𝑥

0
4𝑒

−ατ)2 +

2α0𝑟0𝑥
0
4𝑒

−ατ + α2
0𝑟0 + 𝑑1

)︂
, 𝑑
𝑑τ𝑑1 = υ(τ).

В результате получим:

𝑢1 =

[︂
2.16 · 10−8 · 𝑡− 3.51 · 10−6 − 4.0

(1− 𝑡)2
− 78.0

α(1− 𝑡)2
−

− 380

α2(1− 𝑡)2

]︂
· 𝑥1 −

3(α+ 13)

α(1− 𝑡)
· 𝑥2

(3.85)

Из четвертого уравнения системы (3.81), с учетом заданной функции
(3.83), получим управление 𝑢2:

𝑢2 =
((6 · 𝑥04 + 4 · 𝑥03) · 𝑡− (4 · 𝑥04 + 6 · 𝑥03)− ν2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥4))

ν3(𝑥1)
(3.86)

После подстановки управляющих функций (3.85) и (3.86) в (3.81) найдем
численное решение задачи Коши для данной системы.

Результаты вычислений представлены на рис. 3.1—3.4. Все расчеты и
построения графиков выполнены в среде Jupiter Notebook.
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Рисунок 3.1 — Графики функций 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)
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Рисунок 3.2 — Графики функций 𝑥3(𝑡), 𝑥4(𝑡)
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Рисунок 3.3 — График функции 𝑢1(𝑡)
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Рисунок 3.4 — График функции 𝑢2(𝑡)

Анализ результатов численного моделирования позволяет сделать выво
ды:

1. анализ графиков на рис. 3.1—3.4 показывает, что полученные функции
вектора состояния соответствуют условиям (3.82), (3.83) и (3.7);

2. из графиков следует, что норма вектора управления ||𝑢||∞ = 7858.86;
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3. продемонстрирована работоспособность построенного алгоритма.

3.8 Выводы по главе 3

Предложенный метод может быть использован при решении конкретных
практических задач по контролю вычислительных комплексов.

Из формулы (3.80) следует, что вычислительная сложность алгорит
ма существенно зависит от шага интегрирования при решении задачи Коши
вспомогательной и исходной систем уравнений. Решение задач небольшой раз
мерности возможно на персональной ЭВМ со средними параметрами, а также
в среде Google Colab.

В примере задан полином (3.83), степень которого выше, чем в условии
(3.8), что позволяет сделать вывод о возможности обобщения решения зада
чи 3.1.
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Глава 4. Решение задачи управления массивом Джозефсоновских
переходов

4.1 Введение

Одним из возможных способов создания квантового бита (кубита) являет
ся его построение на основе так называемых Джозефсоновских переходов [73].
Джозефсоновский переход может быть представлен в виде нелиенейного резо
натора. Существует три типа Джозефсоновских переходов на основе модели
нелинейного резонатора: фазовые, потоковые и зарядовые кубиты. Фазовые и
потоковые кубиты чувствительны к значению фазы Джозефсоновского тока
[74; 75].

Для реализации квантовых вычислений необходимо создание массивов
или цепочек из кубитов. Динамика массивов Джозефсоновских переходов изу
чалась в достаточно большом количестве работ, например, [76—78]. Также стоит
отметить статью [79], в которой была исследована динамика сети идентичных
нелинейных осцилляторов.

Управление одним Джозефсоновским переходом построено в [80].
Массив Джозефсоновских переходов можно представить в виде многомер

ной управляемой системы, содержащей периодические нелинейные функции.
Динамика такой системы была рассмотрена в [81].

В статье [78] авторы показали зависимость фаз массива от глобальных
переменных электрической цепи. Они не устойчивы и растут в зависимости
от времени.

В настоящей работе предлагается подход к управлению массивом Джозеф
соновских переходов, основанный на решении задачи оптимального управления
глобальными переменными.

Результаты, изложенные в настоящей главе, опубликованы в работе [24].
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4.2 Описание модели

4.2.1 Модель массива идентичных Джозефсоновских переходов

Массив идентичных Джозефсоновских переходов может быть представлен
в виде системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) в обезраз
меренном виде [77; 78]:

�̇�𝑖 = 𝐼 − sin𝑥𝑖 − ε𝑥𝑁+2, �̇�𝑁+1 = 𝑥𝑁+2,

�̇�𝑁+2 = 𝐼 − γ𝑥𝑁+2 −ω2
0𝑥𝑁+1 −

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

sin𝑥𝑖
(4.1)

где 𝑥𝑖 - фаза 𝑖-того Джозефсоновского перехода; 𝑁 - количество переходов
в массиве; 𝑥𝑁+1 заряд конденсатора; 𝐼 - внешний электрический ток в цепи; ε,
γ и ω2

0 - безразмерные параметры 𝑅𝐿𝐶-цепочки.
Рассмотрим систему ОДУ при следующих начальных условиях:

𝑥0 = (0, . . . , 0, 0.5, 0)𝑇 (4.2)

Эквивалентная электрическая схема для массива идентичных Джозефсо
новских переходов с параллельной 𝑅𝐿𝐶-цепочкой представлена на Рис. 4.1.

Рисунок 4.1 — Эквивалентная электрическая схема массива идентичных Джо
зефсоновских переходов с общей RLC-цепочкой [82]

Численное моделирование для (4.1) представлено на Рис. 4.2. Расчеты
проводились для массива из 200 контактов в соответствии с работой [78].
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Рисунок 4.2 — Результаты модели
рования массива идентичных Джо
зефсоновских переходов. Значения
параметров: (a) 𝐼 = 1.2, ε = 0.5,
ω2

0 = 1.2, γ = 1; (b) 𝐼 = 2.5, ε = 0.5,
ω2

0 = 1.2, γ = 1

Рисунок 4.3 — Результаты модели
рования массива идентичных Джо
зефсоновских переходов при разных
значениях начальных фаз. Показан
график 15 фаз из 200. Значения пара
метров: (a) 𝐼 = 1.2, ε = 0.5, ω2

0 = 1.2,
γ = 1; (b) 𝐼 = 2.5, ε = 0.5, ω2

0 = 1.2,
γ = 1

Результаты моделирования показывают, что в массиве идентичных Джо
зефсоновских переходов при начальных условиях (4.2), все контакты находятся
в синхронном состоянии.

Также было выполнено моделирование для случая разных начальных
значений фаз. Данные значения находились в диапазоне [0; 10]. Результаты
представлены на Рис. 4.3.
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4.2.2 Массив неидентичных Джозефсоновских переходов

Система ОДУ для неидентичных Джозефсоновских переходов имеет сле
дующий вид [77; 78]:

�̇�𝑖 = 𝐼 − (1 + ξ𝑖) sin𝑥𝑖 − ε𝑥𝑁+2, �̇�𝑁+1 = 𝑥𝑁+2,

�̇�𝑁+2 = 𝐼 − γ𝑥𝑁+2 −ω2
0𝑥𝑁+1 −

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(1 + ξ𝑖) sin𝑥𝑖
(4.3)

где все параметры, кроме ξ𝑖, имеют те же значения, что и в системе (4.1), а
ξ𝑖 - параметр, который характеризует отличие критического тока 𝑖-го перехода
от номинального значения. Начальные условия имеют вид (4.2).

Принципиальная электрическая схема для массива неидентичных Джо
зефсоновских переходов с параллельной 𝑅𝐿𝐶-цепочкой представлена на Рис.
4.4.

Рисунок 4.4 — Эквивалентная электрическая схема массива неидентичных Джо
зефсоновских переходов с общей RLC-цепочкой [82]

Результаты численного моделирования для массива из 200 Джозефсонов
ских переходов, описываемых системой (4.3), (4.2), представлены на Рис. 4.5. В
данном случае выполнены расчеты, аналогичные приведенным в статье [78].
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Рисунок 4.5 — Результаты моделирования для массива неидентичных Джо
зефсоновских переходов. На графике 10 фаз из 200. Значения параметров:
(a) 𝐼 = 1.2, ε = 0.5, ω2

0 = 1.2, γ = 1, ξ𝑖 ∈ [−1; 1]; (b) 𝐼 = 2.5, ε = 0.5,
ω2

0 = 1.2, γ = 1, ξ𝑖 ∈ [−1; 1]

4.3 Постановка задачи и ее решение

Представим системы ОДУ (4.1), (4.3) в общем виде и дополним получив
шуюся систему управляющей функцией. В результате получим:

�̇� = 𝑓(𝑥) +𝐵𝑢+ 𝐼 = 𝐹 (𝑥,𝑢) + 𝐼, (4.4)
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где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 , 𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑟)
𝑇 , 𝑢 ∈ 𝑅𝑟, 𝑟 ⩽ 𝑛,

𝑓 = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)
𝑇 , 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑅𝑛 ×𝑅𝑟;𝑅𝑛);

𝐼 = (𝐼, . . . , 𝐼, 0, 𝐼)𝑇 , 𝐹 (0,0) = 0,

𝐵 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0 0 0

0 1 . . . 0 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0 0

0 0 . . . 0 0 0

0 0 . . . 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Рассмотрим следующую задачу.
Задача 4.1 . Найти пару функций 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), которая удовлетворяет

системе (4.4) и начальным условиям:

𝑥0 = (𝑥10, . . . , 𝑥
𝑛
0). (4.5)

Причем, 𝑢(𝑡) - функция, которая является решением задачи оптималь
ного управления для линеаризованной системы (4.4).

Решение задачи 4.1. Рассмотрим нелинейные системы ОДУ (4.1), (4.3).
Выполним их разложение в ряд Тейлора и возьмем только линейные слагае
мые. Линеаризованная система в общем виде будет описываться следующей
формулой:

�̇� = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, (4.6)

где 𝐴 - матрица слагаемых первого приближения:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−(1 + ξ1) . . . 0 0 −ε

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . −(1 + ξ𝑁) 0 −ε
0 . . . 0 0 1

−1+ξ1
𝑁 . . . −1+ξ𝑁

𝑁 −ω2
0 −γ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (4.7)

Значения ξ𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 соответствуют случаю массива идентичных
Джозефсоновских переходов.

Проверка условий управляемости для данных систем показывает, что

𝑟𝑎𝑛𝑘𝑆 = 𝑛, (4.8)
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где 𝑆 = (𝐵,𝐴𝐵, . . . , 𝐴𝑛−1𝐵), 𝑛 - размерность системы.
Переформулируем Задачу 4.1 для линеаризованной системы (4.6) в виде

стационарной линейно-квадратичной задачи (далее ЛК-задача) [64].
ЛК-задача. Найти пару функций 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), которая удовлетворяет си

стеме (4.6) при начальных условиях (4.5) на бесконечном интервале времени
при условии минимизации критерия качества:

𝐽(𝑢) =

∫︁ ∞

0

[𝑥𝑇 (𝑠)𝑁2𝑥(𝑠) + 𝑢𝑇 (𝑠)𝑁3𝑢(𝑠)]𝑑𝑠,𝑁3 > 0, 𝑁2 > 0, (4.9)

где матрицы 𝑁2 и 𝑁3 положительно определены и имеют размерности
[𝑛 × 𝑛] и [𝑟 × 𝑟] соответственно.

Из выполнения условия (4.8) следует разрешимость ЛК-задачи.
Управляющая функция 𝑢(𝑡), удовлетворяющая условию (4.9), имеет сле

дующий вид [64]:

𝑢(𝑥) = −𝑁−1
3 𝐵𝑇𝑃𝑥, (4.10)

где положительно определенная матрица 𝑃 > 0 является решением урав
нения Риккати:

𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴+𝑁2 − 𝑃𝐵𝑁−1
3 𝐵𝑇𝑃 = 0, (4.11)

Уравнение Риккати (4.11) решается при помощи модуля MATLAB Control
Toolbox. После подстановки решения указанного уравнения 𝑃 в формулу (4.10)
получим управляющую функцию. На последнем этапе необходимо подставить
данную функцию в исходную нелинейную систему ОДУ.

4.4 Результаты численного моделирования и их анализ

Численное решение задач управления для массивов идентичных и
неидентичных Джозефсоновских переходов было получено с использовани
ем MATLAB и Jupiter Notebook.

Начальные условия (4.5) для всех рассмотренных вариантов, кроме слу
чая разных фаз для массива идентичных контактов, - (4.2).При расчетах были
приняты два значения внешнего тока, а именно 𝐼 = 1.2 и 𝐼 = 2.5. Значения
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параметров ξ𝑖 для случая неидентичных переходов изменяются в диапазоне
[−1,1]. В обоих случаях параметры параллельной 𝑅𝐿𝐶-цепочки имеют следую
щие значения: ε = 0.5, γ = 1,ω2

0 = 1.2. Параметры моделей массивов контактов
приняты в соответствии с работами [77; 78]. 𝑁2 и 𝑁3 - единичные матрицы
соответствующих размерностей. Результаты моделирования представлены на
Рис. 4.6, 4.7, 4.8.

Рисунок 4.6 — Результаты численного решения задачи управления массивом
идентичных Джозефсоновских переходов. Значения параметров: ε = 0.5, ω2

0 =

1.2, γ = 1; (a) 𝐼 = 1.2, (b) 𝐼 = 2.5

В случае разных начальных фаз для массива идентичных Джозефсонов
ских переходов, данные значения приняты в диапазоне [0, 10]. Также, были
проведены численные эксперименты, в ходе которых варьировались значения
внешнего тока. Результаты представлены на Рис. 4.7.
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Рисунок 4.7 — Результаты численного решения задачи управления массивом
идентичных Джозефсоновских переходов при различных начальных значениях
фаз. Показаны графики первых 15 фаз из 200. Значения параметров: ε = 0.5,

ω2
0 = 1.2, γ = 1; (a) 𝐼 = 1.2, (b) 𝐼 = 1.738

Анализ результатов численных расчетов
1. Результаты решения задачи управления массивами идентичных и

неидентичных Джозефсоновских переходов показывают, что при нали
чии управляющего воздействия значения фаз токов в зависимости от
времени стремятся к некоторым постоянным значениям (см. Рис. 4.6,
4.7, 4.8).

2. Из графиков на Рис. 4.6, 4.7, 4.8 следует зависимость фаз от значения
внешнего тока 𝐼.
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Рисунок 4.8 — Результаты численного решения задачи управления массивом
неидентичных Джозефсоновских переходов. Показаны графики первых 15 фаз
из 200. Значения параметров: ε = 0.5, ω2

0 = 1.2, γ = 1, ξ𝑖 ∈ [−1; 1]; (a) 𝐼 = 1.2,
(b) 𝐼 = 2.5

3. В случае идентичных Джозефсоновских переходов при разных началь
ных значениях фаз наблюдается эффект синхронизации при наличии
управляющего воздействия, см. Рис. 4.7. При значении внешнего то
ка 𝐼 ⩾ 1.738 фазы сходятся к одному состоянию. При значении тока
𝐼 < 1.738 значения фаз сходятся к двум различным значениям.



86

Заключение

В настоящей работе были построены и изучены следующие алгоритмы
управления нелинейными системами:

1. алгоритм построения дискретного управления для нелинейной нестаци
онарной системы;

2. алгоритм построения непрерывного управления для нелинейной ста
ционарной системы с учетом возможности контроля вычислительных
комплексов.

Показана работоспособность построенных алгоритмов на конкретных при
мерах и определена их вычислительная сложность. Указанные алгоритмы
позволяют построить управляющие функции для достаточно широких классов
нелинейных систем. На основе алгоритма дискретного управления разработа
на библиотека функций, которая позволяет упростить моделирование при его
применении к исследованию управляемых систем ОДУ.

Кроме того, была изучена динамика систем, описывающих массивы иден
тичных и неидентичных Джозефсоновских переходов при условии применения
к ним метода оптимального управления. Джозефсоновские переходы находят
применение при разработке различных видов современной техники. Решение
задачи управления ими может быть полезно при решении указанных задач.

В заключение обсудим дальнейшее возможное развитие представленных
в настоящей работе исследований.

Помимо предложенного метода получения дискретной управляющей
функции, возможно рассмотрение задачи кусочно-постоянного управления
нелинейной системой при неполной информации или управляемости системы,
а также случая системы с запаздыванием. Кроме того, представляет интерес
решение задачи дискретного управления с учетом контроля вычислитель
ных комплексов.

Задача контроля вычислительных комплексов рассмотрена для случая,
когда известна одна из компонент вектора состояния. В дальнейшем предпола
гается обобщить задачу на большее количество компонент вектора состояния.
Также возможно рассмотрение более сложных функций, описывающих извест
ные компоненты вектора состояния. Кроме того, представляет интерес решение
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задачи дискретного управления с учетом контроля вычислительных комплек
сов.

Для модели массивов идентичных и неидентичных Джозефсоновских пе
реходов возможно решение задачи оптимального управления при неполной
измеримости системы, а также представляет интерес получение оценки мак
симального количества контактов, для которого имеет место решение задач
управления.
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Приложение А

Программный код решения задачи дискретного управления
роботом–манипулятором

import sympy as sp
import math as mt
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from sympy import *
import DiscrControlLib as ds

#вывод графика
def PlotFig(y,t,m,label_y):

plt.figure(figsize=(16, 5))
plt.subplot(121)
st = label_y
label=[’$x_1(t)$, рад’,’$x_2(t)$, рад/c’]
if m > 1:

for n in range(0,m):
r = [y[i][n] for i in range(0,len(y))]
plt.plot(t,r,label=label[n])
plt.legend(loc=’best’, fontsize=12)

else:
plt.plot(t,y,label=st)

plt.xlabel(’t’)
plt.ylabel(st)
plt.grid()
plt.subplot(122)
sg = ’* k’
s = len(t)
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plt.plot(t[:s],y[:s,2], sg)
plt.grid()
plt.xlabel(’t’)
plt.ylabel(’$u(t)$, $рад/с^2$’)
plt.show()

#переменные

u = sp.var(’u:5’)
c = sp.var(’c:5’)
d = sp.var(’d:5’)
a = var(’a’)
sp.var(’alpha’)
t, tau = symbols(’t tau’)
y = sp.var(’y:3’)

#Значения параметров
a = 0.25
x_0 = 0.05
a1 = 0.1
q = 0.01
L = 10
M = 20
m_0 = 1
g = 9.81

m = m_0 - q*t
m_1 = m + M/3
a_1 = a1/(L**2*m_1)
a_2 = g*(m + M/2)/(L*m_1)

"""###Построение матриц вспомогательной системы"""

#Вектор-функция
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F = sp.Matrix([y1,- a_2*sp.sin(y0) - a_1*y1 + y2, 0])

P = ds.Matrix_P(F, y, t, 1)

Q = sp.Matrix([0,0,1])

"""###Построение матрицы S, проверка условия калмановского типа"""

S, R = ds.Test_controllability(P, Q, tau)

"""### Построение матрицы $S^{-1}(PS-\frac{dS}{d\tau})$"""

U = sp.simplify(S.inv()*(P*S - sp.diff(S,tau)))

"""### Задание коэффициентов устойчивого полинома"""

gamma = ds.Koeffs_Sym(3,a)

"""### Построение матрицы $T$"""

phi = U.col(-1)

T = sp.Matrix([[1, -phi[-1], -(sp.diff(phi[-1],tau)+phi[-2])],
[0, 1, -phi[-1]],[0, 0, 1]])

"""Построение вектора $\delta$"""

delta = sp.simplify(sp.Matrix([-gamma[0]-phi[-1],
-gamma[1]-2*sp.diff(phi[-1],tau)-phi[-2],
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-gamma[2] - sp.diff(phi[-1],tau,2)- sp.diff(phi[-2],tau)]))

"""### Построение управляющей функции"""

M_u = sp.simplify(delta.T*T.inv()*S.inv())
M_u

"""### Возвращение к исходным переменным"""

TAU = - sp.log(1-t)/alpha
TAU

M_t = M_u.subs(tau, TAU)
M_t

"""### Подстановка управляющей функции в исходную систему и
решение задачи Коши"""

M_t1 = M_t.subs(alpha, a)
M_t1

u_t = ds.Sym_to_Num(M_t1,t)
m = len(u_t)
for i in range(m):

print(u_t[i](t))

at1 = sp.lambdify(t, a_1, "numpy")

at2 = sp.lambdify(t, a_2, "numpy")

per = 5*10**13
def f(t,y):

f = np.zeros((m),’float’)
u = 0
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#h = 1-mt.exp(-a*t)
for i in range(m):

u += u_t[i](t)*y[i]

f[0] = y[1]
f[1] = - at2(t)*np.sin(y[0]) - at1(t)*y[1] + y[2] + per*(1-t)**2
f[2] = u/(a*(1-t))
return f

t0 = 0.
tEnd = 0.99
y0 = np.array([0.5, -0.8, 0.])
tau1 = 0.1

k = len(y0)

t_u = []
y_u = []

for i in range(k):
t_f, y_f = ds.rungediscr_23(f,t0,y0[i],tEnd,tau1,a)
t_u.append(t_f)
y_u.append(y_f)
PlotFig(y_f,t_f,2,’x(t)’)
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Приложение Б

Программный код решения задачи оптимального управления
роботом – манипулятором

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import math as mt
import sympy as sp
import OptRicControlLib as opt

def PlotFig(y,t,m,label_y):
plt.figure(figsize=(8, 5))
#plt.subplot(121)
st = label_y
if m == 2:

label=[’$x_1(t)$, рад’,’$x_2(t)$, рад/c’]
else:

label = ["$p_{11}$","$p_{12}$","$p_{21}$","$p_{22}$"]
if m > 1:

for n in range(0,m):
r = [y[i][n] for i in range(0,len(y))]
plt.plot(t,r,label=label[n])
plt.legend(loc=’best’, fontsize=12)

else:
plt.plot(t,y,label=st)

plt.xlabel(’t’)
plt.ylabel(st)
plt.grid()
plt.show()

#Задание всех необходимых символьных переменных
t, tau = sp.var(’t tau’)
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sp.var(’alpha’)
y = sp.var(’y:2’)
x = sp.var(’x:4’)

#Параметры модели
a = 1/2
x_0 = 0.05
a1 = 0.1
q = 0.01
L = 10
M = 20
m_0 = 1
g = 9.81
m = m_0 - q*t
m_1 = m + M/3
a_1 = a1/(L**2*(m_0 - q*t + M/3))
a_2 = g*(m_0 - q*t + M/2)/(L*(m_0 - q*t + M/3))

#Вектор-функция
F = sp.Matrix([y1,- a_2*sp.sin(y0) - a_1*y1])

Y_f = sp.Matrix([y0,y1])

"""###Построение матриц вспомогательной системы"""

P = sp.Matrix([[0,1],[-a_2,-a_1]])

Q = sp.Matrix([0,1])

"""###Проверка условия калмановского типа"""

S, R = opt.Test_control_one_col(P, Q, tau)

#Задание матриц системы
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N_0 = 1
N_1 = sp.eye(2)
N_1[1,1] += 1
A = P
B = Q

#Решение уравнения Риккати
t0 = 0.
tEnd = 100
p0 = np.array([0, 0, 0, 0])
tau1 = 0.02

t_p, y_p = opt.Riccati_solve(A,B,N_0,N_1,t0,tEnd,tau1)

label = ["$p_{11}$","$p_{12}$","$p_{21}$","$p_{22}$"]

opt.PlotFigRic(y_p,t_p,4,label,figsize=(8,5))

"""### Построение управляющей функции"""

X = sp.Matrix([[x0,x1],[x2,x3]])
u = -N_0*B.T*X
u = sp.lambdify(t, u, "numpy")

"""### Подстановка управляющей функции в исходную систему и
решение задачи Коши"""

at1 = sp.lambdify(t, a_1, "numpy")

at2 = sp.lambdify(t, a_2, "numpy")

def f(t,y,y_p,k,h):
f = np.zeros((2),’float’)
f[0] = y[1]
f[1] = - at2(t)*np.sin(y[0]) - at1(t)*y[1] -
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y_p[k][2]*y[0] - y_p[k][3]*y[1] + h*(1 - t/tEnd)**2
return f

h = [0.10,1.5,2.28]

t0 = 0.
y0 = np.array([0.5, -0.8])
tau1 = 0.02

t_u = []
y_u = []
for i in range(len(h)):

t_f, y_f = opt.runKut_23_U(f,t0,y0,tEnd,tau1,y_p,h[i])
t_u.append(t_f)
y_u.append(y_f)
PlotFig(y_f,t_f,2,’x(t)’)
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