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"Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà, òåîðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà"

Ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âàæíîé, èíòåðåñíîé è àêòóàëüíîé òå-
ìå èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðíîé òåîðèè ãðóïï Øåâàëëå íàä êîëüöàìè. Áîëåå òî÷íî,
â äèññåðòàöèè èçó÷àþòñÿ íàäãðóïïû áîëüøèõ ïîäãðóïï ãðóïï Øåâàëëå íàä
êîëüöàìè, ïðèíàäëåæàùèå Àøáàõåðîâñêèì êëàññàì C1 è C2.

Òàêèå áîëüøèå ïîäãðóïïû íîñÿò íàçâàíèå subsystem subgroups - ïîäñèñòåì-
íûå ïîäãðóïïû. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ âëîæåíèÿìè ñèñòåì êîðíåé, à èìåííî ïóñòü
∆ ⊂ Φ âëîæåíèå ñèñòåì êîðíåé. Ýòî âëîæåíèå îïðåäåëÿåò ðåãóëÿðíîå âëî-
æåíèå ãðóïï Øåâàëëå G(∆, R) â G(Φ, R) íàä ïðîèçâîëüíûì êîììóòàòèâíûì
êîëüöîì R ñ 1. Íàñ èíòåðåñóåò îïèñàíèå íàäãðóïï E(∆, R) â G(Φ, R).

Ía÷íåì ñ íåñêîëüêèõ îáùèõ ñëîâ ïî ïîâîäó ýòîé çàäà÷è.Îñíîâîé âñåãî ñëó-
æèò èçâåñòíàÿ êëàññèôèêàöèÿ Àøáàõåðà. Îíà óòâåðæäàåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà êîíå÷íîé êëàññè÷åñêîé ãðóïïû ïîïàäàåò ëèáî â îäèí èç 8 ÿâíî îïðå-
äåëåííûõ êëàññîâ C1 � C8 áîëüøèõ ïîäãðóïï, ëèáî â êëàññ S ïî÷òè ïðîñòûõ
ãðóïï â íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè (Invent.Math, 1984). Â ýòèõ òåðìèíàõ
ïîçäíåå áûëà ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï â ãðóïïàõ òè-
ïà Ëè íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè (Àøáàõåð, Ëèáåê, Çåéòö è äð.), à çàòåì è íàä
ïðîèçâîëüíûì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî îáîáùå-
íèé íà ïðîèçâîëüíûå ïîëÿ, íà ïîëóëîêàëüíûå êîëüöà, íà ïîëÿ ñïåöèàëüíîãî
òèïà, íà àðèôìåòè÷åñêèå êîëüöà, è òàê äàëåå. Í.À. Âàâèëîâ â 80-õ ïðåäëî-
æèë ðàññìàòðèâàòü êëàññû Àøáàøåðà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðóïï Øåâàëëå íàä
êîëüöàìè. Ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ îïèñàíèåì îïðåäåëåííûõ ïîäãðóïï êëàññè÷åñêèõ
ãðóïï â ðàáîòàõ Áîðåâè÷à- Âàâèëîâà è ñ ïîíÿòèåì ñåòè èäåàëîâ, âîçíèêøèì
åùå â 76-ì ãîäó â ðàáîòå Ç.È.Áîðåâè÷à.

Ñðåäè âñåõ êëàññîâ Àøáàõåðà íàäãðóïïû ïîäñèñòåìíûõ ïîäãðóïï èãðàþò
îñîáóþ ðîëü. Ôàêòè÷åñêè, ñ íèõ âñå íà÷èíàëîñü, è ê 90-ì ãîäàì áëàãîäàðÿ
ðàáîòàì Í.À.Âàâèëîâà ñèòóàöèÿ â êëàññè÷åñêèõ ãðóïïàõ íàä êîëüöàìè ïîë-
íîñòüþ ïðîÿñíèëàñü. Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ ìîæíî óòâåðæàäàòü ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîé íàäãðóïïû H ñóùåñòâóåò ñåòü èäåàëîâ σ òàêàÿ, ÷òî èìååòñÿ
ñýíäâè÷ E(σ) ≤ H ≤ N(σ). Â èòîãå, â ðàáîòå Ñòåïàíîâà-Âàâèëîâà (2008) áûëà
ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà (Ïðîáëåìà 7)

Problem 1. Îïèñàòü ïîäãðóïïû èñêëþ÷èòåëüíûõ ãðóïï G(Φ, R), ñîäåðæàùèå
ðåãóëÿðíî âëîæåííóþ ïîäãðóïïó E(∆, R), ∆ ⊂ Φ, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ∆
äîñòàòî÷íî âåëèêà.
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Íàïîìíèì, ÷òî ïîäñèñòåìû íåïðèâîäèìûõ ñèñòåì êîðíåé êëàññèôèöèðîâà-
íû â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Áîðåëÿ, äå Çèáåíòàëÿ è Äûíêèíà. Èõ òàáëèöû
è íîðìàëèçàòîðû â ãðóïïå Âåéëÿ ïðèâåäåíû ó Ð.Êàðòåðà. Â âàæíîé ðàáîòå
Âàâèëîâà-Ùåãîëåâà (2012) óêàçàíû ïàðû (∆,Σ), äëÿ êîòîðûõ îïèñàíèå ïîäñè-
ñòåìíûõ íàäãðóïï ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðåàëèñòè÷íîé çàäà÷åé, íàìå÷åíû åñòåñòâåí-
íûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñèñòåìû êîðíåé è íà êîëüöî, è â ÿâíîì âèäå ñôîðìó-
ëèðîâàíû ïðîáëåìû. Ôàêòè÷åñêè, â ïðåäñòàâëåííîé äèññåðòàöèè ðåàëèçóåòñÿ
îñíîâíàÿ ÷àñòü ýòîé ïðîãðàììû è óíèâåðñàëüíûì îáðàçîì ðåøàþòñÿ ìíîãèå
èç ïîñòàâëåííûõ â 2012 ãîäó òðåõ äåñÿòêîâ îòêðûòûõ ïðîáëåì. Íåò íèêàêîãî
ñîìíåíèÿ, ÷òî ýòî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì âêëàäîì â ðàçâèòèå ñòðóêòóðíîé
òåîðèè ãðóïï Øåâàëëå íàä êîëüöàìè.

Ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âàæíîìó îïðåäåëåíèþ
òàíäåìà è ðàçâèòèþ ìåòîäà âû÷èñëåíèé ïàðàëëåëüíî â ãðóïïå Øåâàëëå è â
ñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðå Ëè. Ýòà èäåÿ äàåò âîçìîæíîñòü ðàçâèòü åäèíîîáðàç-
íûé ïîäõîä ê îñíîâíîé ïðîáëåìå. Âî âòîðîé ãëàâå äîêàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûé
ðåçóëüòàò îá îïèñàíèè íàäãðóïï ïîäñèñòåìíûõ ïîäãðóïï äëÿ ãðóïï ñ ïðîñòû-
ìè ñâÿçÿìè, òî åñòü äëÿ ñëó÷àåâ ADE. Òðåòüÿ ãëàâà îïèñûâàåò ñòðóêòóðû
ñýíäâè÷åé çàäàííûõ ñåòÿìè èäåàëîâ.

Íåñîìíåííîé êóëüìèíàöèåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ
òåîðåìà:

Theorem 2. Ïóñòü Φ ñèñòåìà êîðíåé òèïà ADE. Ïóñòü ∆ ≤ Φ óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ (∗). Ïóñòü R êîììóòàòèâíîå êîëüöî è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

(∗∗) èëè (∗ ∗ ∗). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé íàäãðóïïû E(∆, R) ≤ H ≤ G(Φ, R)
ñóùåñòâóåò óðîâåíü σ òàêîé, ÷òî èìååòñÿ ñýíäâè÷ E(σ) ≤ H ≤ S(σ).

Çäåñü ïîäãðóïïà S(σ) î÷åíü áëèçêà ê íîðìàëèçàòîðó E(σ), "óðîâåíü"çàìåíÿåò
ïîíÿòèå óðîâíÿ ââåäåííîå â ðàáîòå Âàâèëîâà-Ùåãîëîâà (2012), à óñëîâèÿ ñî
çâåçäî÷êàìè - íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå óñëîâèÿ, êîòîðûå äèêòóþòñÿ ëîãèêîé
çàäà÷è. Â ëþáîì ñëó÷àå ýòà òåîðåìà äàåò îòâåò ñðàçó íà âñå 29 ïðîáëåì ñôîð-
ìóëèðîâàííûõ äåñÿòü ëåò íàçàä â ðàáîòå Âàâèëîâà-Ùåãîëåâà!

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòíûì ñëó÷àåì ââîäèìîãî ïîíÿòèÿ óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå
ïðîñòîå ïîíÿòèå ñåòè èäåàëîâ. Â òîì ñëó÷àå êîãäà óðîâíè çàäàþòñÿ ñåòÿìè
èäåàëîâ ìîæíî îïèñàòü ñòðóêòóðó ñýíäâè÷à, à èìåííî ìîæíî îïèñàòü âñå íàä-
ãðóïïû ìåæäó E(σ) è S(σ). Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåìàÿ ýëå-
ìåíòàðíàÿ ñåòåâàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì â S(σ). Çàòåì
äîêàçûâàþòñÿ íåñêîëüêî òåîðåì îïèñûâàþùèõ K1 àíàëîã äëÿ ñåòåâûõ ïîä-
ãðóïï.

Íàïîìíèì, ÷òî â ïðèâåäåííîé âûøå òåðìèíîëîãèè ôèãóðèðóþò òàê íàçû-
âàåìûå áîëüøèå ïîäãðóïïû. ×òî ýòî òàêîå? Â ñëó÷àå ïîäñèñòåìíûõ ïîäãðóïï
ýòî ïîäãðóïïû â êîòîðûõ ðåøåòêà íàäðóïï äîïóñêàåò ðàçóìíîå, ñòàíäàðòíîå
â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îïèñàíèå. Â ýòîì ñìûñëå, ñòðóêòóðà ñýíäâè÷à äëÿ ðå-
øåòêè íàäãðóïï äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîäñèñòåìíîé ïîäãðóïïû è åñòü ñòàí-
äàðòíîå îïèñàíèå. Àâòîð óòî÷íÿåò ýòî ïîíÿòèå è ðàñïðîñòðàíÿåò åãî íà áîëåå
øèðîêèé êðóã âëîæåíèé, ïðè ýòîì ñýíäâè÷è íå îáÿçàòåëüíî áàçèðóòñÿ íà ñåòÿõ
èäåàëîâ, à íà áîëåå õèòðîì îá'åêòå, íàçûâàåìîì óðîâíåì.

Ñëåäóåò ñêàçàòü ÷òî íà ïóòè äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì àâòîð ïðå-
îäîëåâàåò ìàññó òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì, îáõîäèò ìíîæåñòâî ïîäâîäíûõ êàìíåé,
ââîäèò öåëóþ ñèñòåìó íîâûõ ïîíÿòèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, çà ôîðìóëüíîé ëà-
ïèäàðíîñòüþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ êðîåòñÿ âèðòóàçíîå âëàäåíèå òåõíèêîé
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âû÷èñëåíèé â ãðóïïàõ Øåâàëëå è øèðîêèé ñïåêòð èäåé ïîçâîëÿþùèõ ñîõðà-
íèòü îæèäàåìûé ñòàíäàðò ðåçóëüòàòîâ çà ñ÷åò óìåëûõ îãðàíè÷åíèé íà êîëüöî,
íà âëîæåíèå ñèñòåì êîðíåé, è íà îáîáùåíèå áàçèñíûõ îïðåäåëåíèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïåðñïåêòèâå äàííîé ðàáîòû ëåæàò ðåçóëüòàòû äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ âëîæåíèé ñèñòåì êîðíåé, à èìåííî òå âëîæåíèÿ ñ êðàòíûìè ñâÿçÿìè,
êîòîðûå ïîääàþòñÿ êîíòðîëþ.

Ñóììèðóÿ âñå âûøåñêàçàííîå, äèññåðòàöèÿ íà òåìó ¾Íàäãðóïïû ïîäñèñòåì-
íûõ ïîäãðóïï¿ ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíûì òðåáîâàíèÿì, óñòàíîâëåííûì Ïðèêà-
çîì îò 19.11.2021 � 11181/1 ¾Î ïîðÿäêå ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíûõ ñòåïåíåé â Ñàíêò-
Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå¿, ñîèñêàòåëü Ãâîçäåâñêèé Ïàâåë
Áîðèñîâè÷ íåñîìíåííî çàñëóæèâàåò ïðèñóæäåíèÿ ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà
íàóê ïî íàó÷íîé ñïåöèàëüíîñòè 1.1.5 � "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, àëãåáðà, òåî-
ðèÿ ÷èñåë è äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà".
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