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Введение

Полевая электронная эмиссия (ПЭЭ) является одним из основных средств по-
лучения пучка электронов в вакууме и играет важную роль во многих прак-
тических и исследовательских приложениях, включая электронно-вакуумные
устройства, источники света и электронную микроскопию [48, 49]. Поскольку
полевые катоды используются в очень широкой области современных техноло-
гий, то ведутся интенсивные поиски соответствующих материалов в зависимо-
сти от назначения электронно-вакуумных приборов. Современная потребность
в источниках электронов в таких приложениях, как плоские дисплеи, компакт-
ные микроволновые усилители, нанолитография, электронно-лучевая микро-
скопия и портативные рентгеновские трубки, подтолкнула всемирные исследо-
вания к альтернативным источникам электронов, которые меньше по размеру
и высокоэффективны [73, 81]. Холодные катоды с полевой электронной эмисси-
ей являются хорошими кандидатами на роль подобных источников электронов.
Полевые эмиссионные источники электронов благодаря своим выдающимся ха-
рактеристикам, таким как широкий диапазон температур, низкое излучение и
высокое пространственное разрешение, также используются в таких вакуумных
электронных устройствах, как, например, датчики давления, электронные пуш-
ки, микроволновые усилители. Электронно-эмиссионные материалы являются
ключом к разработке полевых эмиссионных эмиттеров. К настоящему времени
изучаются и исследуются многочисленные катодные материалы, такие как ок-
сиды металлов, металлы, кремний и его карбид, а также материалы на основе
углерода и различные композиты [34, 66, 110].

В последние два десятилетия большой интерес исследователей вызывает
изучение полевых эмиссионных свойств различных материалов, используемых
для получения полевых катодов. Для эффективного полевого эмиттера матери-
ал должен иметь достаточный ток эмиссии с высокой стабильностью, долгим
жизненным циклом, высокой яркостью, низкой работой выхода, химической
инертностью, высокой температурой плавления и высокой механической проч-
ностью [20, 109].

Среди многочисленных наноматериалов аллотропные модификации углеро-
да (углеродные наноструктуры), такие как углеродные нанотрубки, алмазопо-
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добные углеродные пленки, графен и так далее, имеют сходную структуру, об-
ладают отличной теплопроводностью, электропроводностью и механическими
свойствами, более высокой и стабильной плотностью тока при минимально воз-
можном электрическом поле [29, 60, 62, 72, 92]. Исследуемые в последнее время
двумерные слоистые материалы должны найти широкое применение в разра-
ботке новых наноскопических устройств [23]. Высокое соотношение сторон уг-
леродных нанотрубок и острые края графена идеально подходят для высоких
характеристик полевой эмиссии. Данные характеристики подобных эмиттеров,
включая, помимо прочего, вольт-амперные характеристики, стабильность то-
ка и распределение центров эмиссии, были исследованы как эксперименталь-
но, так и теоретически. Углеродные нанотрубки уникальны благодаря своим
особым физико-химическим свойствам и потенциальным применениям в раз-
личных областях, включая биомедицинские приложения, приложения для пре-
образования энергии, суперконденсаторы, устройства для измерения газов и
полевую электронную эмиссию [21, 48, 75, 96, 111]. Помимо указанных угле-
родные наноструктур активно исследуются различные соединения, представ-
ляющие собой полупроводники [51]. Кроме того, проводятся многочисленные
эксперименты по созданию эффективных полевых эмиттеров на основе метал-
лов и различных композитов [52, 76, 82, 84, 107].

Полевой катод может представлять собой как отдельной острие, так и мас-
сив острий. Одноострийный полевой эмиттер в качестве точечного источника
электронов является основным компонентом электронно-лучевых контрольно-
измерительных приборов и оборудования для микрообработки, такого как ска-
нирующая электронная микроскопия, просвечивающая электронная микроско-
пия, электронно-лучевая литография [24, 67] . В качестве альтернативы тради-
ционной структуры с одним эмиттером широко используются массивы с несколь-
кими эмиттерами, такие как, например, вертикально ориентированные углерод-
ные нанотрубки, обеспечивающие усовершенствованную конфигурацию элек-
тронного катода, высокую эффективность и долговременную стабильность [59,
63, 74].

Актуальность темы

Полевые эмиттеры привлекают внимание исследователей благодаря своим
уникальным эмиссионным свойствам и потенциальным технологическим при-
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менением. Основными характеристиками устройств, использующих полевые эмис-
сионные катоды, являются их малые геометрические размеры, потребление
небольшой мощности для эффективной работы. Всё это делает такие устрой-
ства крайне перспективными в разработке различных малогабаритных устройств.

Однако их проектирование связано с определенными сложными процессами
при ПЭЭ. В то время как простые острийные структуры с очень большим со-
отношением геометрических размеров обеспечивают наилучшие величины уси-
ления поля, они менее механически устойчивы, чем структуры с более низким
соотношением размеров, что обеспечивает компромисс между усилением элек-
тростатического поля и другими практическими соображениями, такими, на-
пример, как механическая стабильность. Кроме того, некоторые процессы фор-
мирования эмиттеров естественным образом создают структуры со сложными
формами.

Также системы с одиночным полевым острием обычно дают небольшие зна-
чения эмиссионного тока. В зависимости от назначения прибора, существуют
несколько методов получения нужных значений полного тока в полевой эмисси-
онной системе. Во-первых, увеличить ток позволяют многоострийные системы.
Существует большое число экспериментальных исследований с массивами поле-
вых катодов различной формы. Однако, в силу взаимного влияния множества
эмиттеров друг на друга — эффекта экранирования – требуется исследование
подобного влияния и определение оптимального набора геометрических пара-
метров системы, например, плотности упаковки, где под плотностью упаковки
понимается отношение расстояния между соседними эмиттерами к длине само-
го эмиттера.

Поэтому вторым методом является увеличение площади эмиссии самого по-
левого катода. Полевые катоды так называемой лезвийной формы обладают
значительно большей площадью эмиссии по сравнению с одиночными острий-
ными эмиттерами, что и позволяет увеличить общий ток в эмиссионной систе-
ме. Края слоев двухмерных полупроводниковых нано-материалов, например,
графена, также обладают высокой эффективностью эмиссии и могут рассмат-
риваться как полевые эмиттеры.

Цель работы — математическое моделирование осесимметричных и плос-
косимметричных диодных эмиссионных систем на основе полевых электронных
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катодов.

Задачи, поставленные для достижения цели:

1) Построение математической модели осесимметричной диодной системы
с одиночным полевым катодом специальной формы в цилиндрической си-
стеме координат.

2) Построение математических моделей плоскосимметричных диодных си-
стем с одиночными полевыми катодами лезвийной формы и многоэмит-
терных систем в декартовой системе координат.

3) Построение математической модели полевого эмиттера лезвийной фор-
мы с диэлектрическим покрытием на вершине в полярной системе коор-
динат.

4) Нахождение распределения электростатического потенциала во всей об-
ласти системы для каждой из представленных моделей полевых катодов
с учетом влияния диэлектриков.

5) Разработка комплекса вычислительных программ, реализующих пред-
ложенные математические модели эмиссионных систем с полевыми като-
дами.

Соответствие диссертации специальности 1.2.2. Поставленные задачи
диссертационного исследования отвечают следующим направлениям исследова-
ний, обозначенным в паспорте специальности 1.2.2 Математическое моделиро-
вание, численные методы и комплексы программ:

пункту Разработка новых математических методов моделирования объ-
ектов и явлений отвечают задачи 1) – 3);

пункту Развитие аналитических и приближенных методов исследования
математических моделей отвечает задача 4);

пункту Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде
комплексов проблемно-ориентированных программ для проведения вычисли-
тельного эксперимента отвечает задача 5).
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Научная новизна.
Для получения представления об эффективности того или иного способа

моделирования, необходимо рассчитать распределение электростатического по-
тенциала во всей области системы. Нулевая эквипотенциальная линия, полу-
ченная в результате расчёта потенциала, визуализирует форму катода. Таким
образом возможно контролировать форму поверхности катода, изменяя пара-
метры рассматриваемой задачи, что дает возможность определить, удобен ли
соответствующий метод для моделирования в требуемом диапазоне измерения
геометрических параметров системы.

Впервые представлены аналитические формулы для расчёта распределения
электростатического потенциала:

— осесимметричных диодных систем на основе одиночного полевого эмит-
тера полой формы в цилиндрической системе координат с учетом диэлектри-
ческой прослойки;

— плоскосимметричных диодных систем как с одиночными полевыми като-
дами лезвийной формы, так и многоэмиттерных систем в декартовой и поляр-
ной системах координат с учетом диэлектрических прослоек.

Методы исследования.
Основные методы исследования — методы математической физики, диф-

ференциальных уравнений, математического моделирования, прикладного про-
граммирования.

Практическая значимость.
Преимущество математического моделирования полевых эмиссионных си-

стем заключается в том, что они облегчают изучение ключевых параметров са-
мой системы, таких как высота эмиттера, радиус вершины острия, геометрию
массива, при этом подразумевая концептуальную простоту. Эти модели поз-
воляют вычислить распределение потенциала и электрического поля как для
одиночных острий, так и для массивов, поскольку дают возможность получить
простые аналитические выражения, вместо того, чтобы решать трехмерные за-
дачи с соответствующими сложными граничными условиями.

Основные положения, выносимые на защиту:
— физические и математические модели полевых эмиссионных систем с оди-
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ночными катодами в цилиндрической, полярной и декартовой системах коор-
динат с учетом и без учета диэлектрических слоев;

— физические и математические модели полевых многоэмиттерных эмисси-
онных систем в декартовой системе координат с учетом и без учета диэлектри-
ческих слоев;

— методы расчета электростатического потенциала во всей области каждой
из представленных эмиссионных систем;

— аналитические формулы распределения электростатического потенциала;
— комплекс программ для расчета распределения электростатического по-

тенциала, реализующий предложенные математические модели эмиссионных
систем с полевыми катодами.

Достоверность полученных результатов.
Все результаты моделирования полевых эмиссионных систем, представлен-

ные в диссертации, получены с помощью корректной постановки решаемых за-
дач, строгими математическими методами в аналитических выкладках, и апро-
бированы с использованием численного эксперимента. Все эти результаты до-
кладывались на нескольких международных конференциях и опубликованы в
трех российских рецензируемых журналах, включенных в перечень ВАК и вхо-
дящих в базу SCOPUS.

Апробация работы.
Результаты диссертационной работы были представлены на научных семи-

нарах Кафедры моделирования электромеханических и компьютерных систем
факультета Прикладной математики и процессов управления Санкт-Петербург-
ского государственного университета и на следующих международных конфе-
ренциях:

∙ Young Researchers in Vacuum Micro/Nano Electronics, VMNE-YR 2016, St.
Petersburg, Russia;

∙ 14th International Baltic Conference on Atomic Layer Deposition, BALD
2016, St. Petersburg, Russia;

∙ Young Researchers in Vacuum Micro/Nano Electronics, VMNE-YR 2017, St.
Petersburg, Russia;
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∙ XLIX международная конференция «Процессы управления и устойчи-
вость» (CPS’18), 2–5 апреля 2018, Санкт-Петербург, Россия;

∙ L международная конференция «Процессы управления и устойчивость»
(CPS’19), 8–11 апреля 2019, Санкт-Петербург, Россия;

∙ LI международная конференция «Процессы управления и устойчивость»
(CPS’20), 20–24 апреля 2020, Санкт-Петербург, Россия;

∙ IV международная конференция «Устойчивость и процессы управле- ния»,
посвященная 90-летию со дня рождения профессора, чл.-корр. РАН В. И.
Зубова (SCP), 5–9 октября 2020, Санкт-Петербург, Россия;

∙ 7th ITG International Vacuum Electronics Workshop (IVEW) 2020 and 13th
International Vacuum Electron Sources Conference (IVeSC) 2020, Bad Honnef,
Germany;

∙ LII международная конференция «Процессы управления и устойчивость»
(CPS’21), 5–9 апреля 2021, Санкт-Петербург, Россия.

Личный вклад.
Диссертация представляет собой законченную самостоятельную работу, об-

ладающую всеми признаками актуальности, научной новизны и практической
значимости. Постановка задач принадлежит Виноградовой Е.М. Консультации
по методике решения поставленных задач проводились Виноградовой Е.М. и
Егоровым Н.В. Личный вклад автора состоит в непосредственном активном
участии на всех этапах исследования: при постановке задач и в разработке мето-
дов моделирования. Автор диссертации осуществил реализацию методов реше-
ния поставленных задач и написание компьютерных программ в соответствии с
полученными им аналитическими решениями. Все результаты, представленные
в диссертации, получены лично автором.

Публикации.
Основные результаты по теме диссертации изложены в 12 научных публика-

циях [5, 6, 11, 12, 13, 14, 32, 33, 43, 35, 97, 99], три из которых изданы в журналах,
включённых в перечень ВАК [5, 6, 43], шесть — в изданиях, индексируемых в
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SCOPUS и Web Of Science [5, 6, 32, 43, 97, 99], и в выпускной аспирантской
работе автора [15].

Объем и структура работы.
Структура диссертационной работы состоит из введения, четырёх глав и

заключения. Полный объём диссертации составляет ... страниц и ... рисунками.
Список литературы содержит ... наименований.

Во введении обоснованы актуальность работы по изучаемой тематике, её
научная и практическая значимость, сформулированы цель и задачи исследо-
вания, приведены методы исследования и представлены основные положения,
выносимые на защиту.

Глава I посвящена моделированию диодной и триодной электронно-опти-
ческих систем на основе полевого катода с острой кромкой в цилиндрической
системе координат. В силу того, что за поверхность катода можно принять лю-
бую эквипотенциальную поверхность, для вычисления электростатического по-
тенциала влияние катода на распределение поля заменяется системой круговых
заряженных нитей.

В результате моделирования осесимметричной диодной системы на основе
полевого катода с острой кромкой, вся внутренняя область которой заполнена
двумя различными диэлектриками, получено распределение электростатиче-
ского потенциала в явном виде.

При моделирования электронной пушка с полым катодом в виде триодной
системы с модулятором и двумя диэлектрическими слоями решение исходной
задачи сведено к решению системы линейных алгебраических уравнений отно-
сительно коэффициентов рядов, входящих разложение потенциала по собствен-
ным функциям.

В Главе II представлен метод моделирования плоскосимметричных диод-
ных эмиссионных систем с одиночными полевыми эмиттерами лезвийной фор-
мы, расположенными на плоской подложке. Анодом является плоскость, парал-
лельная подложке. Представлены модели диодных полевых систем без учета и
с учетом диэлектрических слоев на подложке эмиттера и на боковых поверхно-
стях.

Для вычисления распределения электростатического потенциала во всей об-
ласти системы используется метод разделения переменных в декартовых коор-
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динатах, влияние эмиттера заменено влиянием заряженных нитей и плоско-
стей. Распределение электростатического потенциала для каждой из исследу-
емых моделей найдено аналитически в виде рядов по собственным функциям,
коэффициенты рядов вычислены в явном виде.

В Главе III разработан метод моделирования плоскосимметричных перио-
дических систем полевых эмиттеров лезвийной формы на плоской подложке с
помощью произвольного числа заряженных плоскостей в декартовых координа-
тах. Анод — плоскость, параллельная подложке. Распределение электростати-
ческого потенциала найдено аналитически для периодических систем эмиттеров
с учетом и без учета диэлектрических слоев в области систем и представлено
в виде рядов по собственным функциям, коэффициенты рядов вычислены в
явном виде.

Глава IV посвящена моделированию диодной системы на основе полево-
го острия лезвийной формы с заданным радиусом кривизны на вершине и с
учетом диэлектрического покрытия. Решение граничной в полярной системе
координатсведено к решению системы линейных алгебраических уравнений от-
носительно коэффициентов в разложении потенциала пособственным функци-
ям.

В Заключении сформулированы основные результаты работы.
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I Моделирование осесимметричных полевых
эмиссионных систем с одиночным полевым

катодом специальной формы в
цилиндрической системе координат

При написании Главы I использовались следующие источники: [1, 11, 32, 33, 35,
99].

Данная глава посвящена моделированию полевого катода в цилиндриче-
ской системе координат. Полевые эмиттеры осесимметричной формы широко
используются в электронно-вакуумных приборах [25, 28]. Математическое мо-
делирование подобных систем затруднено тем, что геометрические параметры
системы могут отличаться на несколько порядков [47, 68, 78]. Для расчета по-
тенциала заменим влияние катода на распределение поля системой круговых
заряженных нитей в силу того, что за поверхность катода можно принять лю-
бую эквипотенциальную поверхность [3, 4, 8, 16, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 47, 93, 94,
95, 100, 101, 102, 103, 104, 105]. Электростатический потенциал ищется методом
разделения переменных в цилиндрической системе координат (𝑟, 𝑧, 𝜑).

I.1 Моделирование полевого катода с помощью
круговой заряженной нити

Физическая постановка задачи расчета потенциала, создаваемого
круговой заряженной нитью

Рассмотрим диодную эмиссионную систему с полевым катодом полой формы на
плоской подложке, в которой катод моделируется круговой заряженной нитью.
Рассматриваемая система осесимметрична, поэтому задачу можно свести от
трёхмерного случая к двумерному. На рисунке 1 представлено схематическое
изображение диодной системы на плоскости, Ω — поверхность полевого катода.

Параметры системы:
𝑧 = 𝑧1 - подложка катода;
𝑧 = 𝑧2 - поверхность анода;
𝑟 = 𝑟1 - поверхность границы системы по переменной 𝑟.
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Рис. 1: Схематическое изображение электронно-оптической системы на плоско-
сти.

Математическая модель задачи с круговой заряженной нитью в
ограниченной области

Для того, чтобы найти распределение электростатического потенциала 𝑈(𝑟, 𝑧)

во всей области диодной системы, требуется решить уравнение Лапласа:

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑈

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑈

𝜕𝑧2
= 0,

𝑈(𝑟, 𝑧)|Ω = 0,

Ω−поверхность острия.

(I.1)

с граничными условиями первого рода:

𝑈(𝑟1, 𝑧) = 𝑓1(𝑧), 𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2;

𝑈(𝑟, 𝑧1) = 𝑓2(𝑟), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1;

𝑈(𝑟, 𝑧2) = 𝑓3(𝑟), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1.

Для нахождения распределения электростатического потенциала во всей об-
ласти системы заменим влияние катода влиянием заряженной нити с линейной
плотностью заряда 𝜏 , координаты заряженной нити — (𝑟𝑞, 𝑧𝑞), положение заря-
женной нити представлено на рисунке 2.
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Рис. 2: Схематическое изображение положение заряда в системе на плоскости.

Представим решение уравнения I.1 в виде:

𝑈(𝑟, 𝑧) = 𝑈1(𝑟, 𝑧) + 𝑈2(𝑟, 𝑧),

где 𝑈1(𝑟, 𝑧) - распределение потенциала, создаваемого заряженной нитью при
однородных граничных условиях, 𝑈2(𝑟, 𝑧) - распределение потенциала, задава-
емого граничными условиями в I.1.

Функция 𝑈2(𝑟, 𝑧), как решение уравнения Лапласа с граничными условиями
первого рода, представлена в работе [15].

Задача определения распределения поля в системе с одной заряженной ни-
тью и однородными граничными условиями сводится к решению уравнения
Пуассона [34]:

△𝑈1 =
1

𝑟
(
𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕𝑈1

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑈1

𝜕𝑧2
= −𝜌(𝑟, 𝑧)

𝜀0
, (I.2)

граничные условия:
𝑈1(𝑟1, 𝑧) = 0,

𝑈1(𝑟, 𝑧1) = 0,

𝑈1(𝑟, 𝑧2) = 0.

(I.3)

Линейная плотность заряда 𝜏 определяется по формуле:

𝜏 =
𝑞

2𝜋𝑟𝑞
,

тогда объёмная плотность заряда 𝜌 определяется уравнением:

𝜏 = lim
𝜀→,𝛿→0

4𝜀𝛿𝜌,
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где
𝑞 = 2𝜌𝜀𝜋((𝑟𝑞 + 𝛿)2 − (𝑟𝑞 − 𝛿)2) = 8𝜌𝜀𝜋𝑟𝑞𝛿.

Заряд 𝑞 располагается в малом объёме |𝑟 − 𝑟𝑞| ⩽ 𝛿, |𝑧 − 𝑧𝑞| ⩽ 𝜀.

Вычисление распределения потенциала системы с круговой
заряженной нитью в ограниченной области

Распределение потенциала в системе с одной заряженной круговой нитью на-
ходится с помощью метода разделения переменных в виде разложений Фурье-
Бесселя. Функция 𝜌(𝑟, 𝑧) в правой части уравнения I.2 имеет вид:

𝜌(𝑟, 𝑧) =

⎧⎨⎩𝜌, |𝑟 − 𝑟𝑞| ⩽ 𝛿 & |𝑧 − 𝑧𝑞| ⩽ 𝜀,

0, |𝑟 − 𝑟𝑞| > 𝛿 ∨ |𝑧 − 𝑧𝑞| > 𝜀.
(I.4)

Решение граничной задачи для уравнения Пуассона I.2-I.4 представляется в
виде ряда:

𝑈1(𝑟, 𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜈𝑛(𝑧)𝐽0(𝛾𝑛
𝑟

𝑟1
). (I.5)

Обозначим через 𝛾𝑛 корни уравнения:

𝐽0(𝛾𝑛) = 0.

Для того, чтобы выразить 𝜈𝑛(𝑧) через 𝑈1(𝑟, 𝑧), умножим обе части этого равен-
ства на 𝑟𝐽0(𝛾𝑛

𝑟

𝑟1
) и проинтегрируем по 𝑟 от 0 до 𝑟1. Воспользуемся свойством

ортогональности функций Бесселя, в результате получим дифференциальное
уравнение относительно функции 𝜈𝑛 [66]:

𝑟21𝐽
2
1 (𝛾𝑛)

2
[𝜈 ′′𝑛(𝑧)−

𝛾2
𝑛

𝑟21
𝜈𝑛(𝑧)] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− 𝜌

𝜀0

(𝑟𝑞+𝛿)∫︀
(𝑟𝑞−𝛿)

𝑟𝐽0(𝛾𝑛
𝑟
𝑟1
)𝑑𝑟, |𝑧 − 𝑧𝑞| ⩽ 𝜀,

0, |𝑧 − 𝑧𝑞| > 𝜀.

(I.6)

Вычислим интеграл, входящий в правую часть уравнения I.6:

𝐼 =

𝑟𝑞+𝛿∫︁
𝑟𝑞−𝛿

𝑟𝐽0(𝛾𝑛
𝑟

𝑟1
)𝑑𝑟 =

𝑟21
𝛾2
𝑛

𝑟𝑞+𝛿

𝑟1∫︁
𝑟𝑞−𝛿

𝑟1

𝑡𝐽0(𝑡)𝑑𝑡,
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где 𝑡 = 𝛾𝑛
𝑟

𝑟1
.

Пользуясь пределом, получим [109]:

lim
𝜌→0

𝑟𝑞 + 𝛿

𝑟1
𝛾𝑛∫︁

𝑟𝑞 − 𝛿

𝑟1
𝛾𝑛

𝑡𝐽0(𝑡)𝑑𝑡 = 2𝛿
𝛾𝑛
𝑟1

𝛾𝑛
𝑟1
𝑟𝑞𝐽0(

𝑟𝑞
𝑟1
𝛾𝑛) = 2𝛿

𝛾2
𝑛

𝑟21
𝑟𝑞𝐽0(𝛾𝑛

𝑟𝑞
𝑟1
)

Тогда

𝐼 = 2𝛿𝑟𝑞𝐽0(𝛾𝑛
𝑟𝑞
𝑟1
). (I.7)

Дифференциальное уравнение относительно функций 𝜈𝑛(𝑥) с учетом I.7
можно представить в виде:

𝜈 ′′𝑛(𝑧)−
𝛾2
𝑛

𝑟21
𝜈𝑛(𝑧) = 𝜑(𝑧), (I.8)

где правая часть I.8 определяется по формуле:

𝜑(𝑧) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩− 𝜌

𝜀0
2

𝑟21𝐽
2
1 (𝛾𝑛)

2𝛿𝐽0(𝛾𝑛
𝑟𝑞
𝑟1
) = − 𝜌

𝜀0

4𝛿𝐽0(𝛾𝑛
𝑟𝑞
𝑟1
)𝑟𝑞

𝑟21𝐽
2
1 (𝛾𝑛)𝛾𝑛

, |𝑧 − 𝑧𝑞| ⩽ 𝜀,

0, |𝑧 − 𝑧𝑞| > 𝜀.

Решение уравнения I.8 имеет вид:

𝜈𝑛(𝑧) = 𝐶 sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧 − 𝑧1)) +

𝑟1
𝛾𝑛

𝑧∫︁
𝑧1

𝜑(𝜂) sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝜂))𝑑𝜂,

где 𝐶 - константа интегрирования, для нахождения которой можно использо-
вать равенство:

𝑣𝑛(𝑧2) = 0.

В силу того, что:

𝐶 sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1)) +

𝑟1
𝛾𝑛

𝑧𝑞+𝜀∫︁
𝑧𝑞−𝜀

𝜑(𝜂) sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝜂))𝑑𝜂 = 0,
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вычислив интеграл при 𝜀 → 0, получим:

𝜈𝑛(𝑧2) = 𝐶 sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1))−

𝑟1
𝛾𝑛

𝜌

𝜀0
4𝛿𝐽0(𝛾𝑛

𝑟𝑞
𝑟1
)

𝑟𝑞
𝑟21𝐽

2
1 (𝛾𝑛)

2𝜀 sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧𝑞)) = 0.

Таким образом,

𝐶 = 𝜏
2𝐽0(𝛾𝑛

𝑟𝑞
𝑟1
) sh(𝛾𝑛𝑟1 (𝑧2 − 𝑧𝑞))𝑟𝑞

𝜀0𝛾𝑛𝐽2
1 (𝛾𝑛) sh(

𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1))𝑟1

.

Тогда функции 𝜈𝑛(𝑧) имеют вид:

𝜈𝑛(𝑧) = 𝜏
2𝐽0(𝛾𝑛

𝑟𝑞
𝑟1
) sh(𝛾𝑛𝑟1 (𝑧2 − 𝑧𝑞)) sh(

𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧 − 𝑧1))𝑟𝑞

𝜀0𝛾𝑛𝐽2
1 (𝛾𝑛) sh(

𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1))𝑟1

+

+
𝑟1
𝛾𝑛

𝑧∫︁
𝑧1

𝜑(𝜂) sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝜂))𝑑𝜂,

или

𝜈𝑛(𝑧) = 𝜏
2𝐽0(𝛾𝑛

𝑟𝑞
𝑟1
) sh(𝛾𝑛𝑟1 (𝑧2 − 𝑧𝑞)) sh(

𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧 − 𝑧1))𝑟𝑞

𝜀0𝛾𝑛𝐽2
1 (𝛾𝑛) sh(

𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1))𝑟1

+

+
𝑟1
𝛾𝑛

𝑧𝑞+𝜀∫︁
𝑧𝑞−𝜀

𝜑(𝜂) sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝜂))𝑑𝜂.

Следовательно, решение уравнения I.8 можно представить в виде:

𝜈𝑛(𝑧) = 𝜏
2𝐽0(𝛾𝑛

𝑟𝑞
𝑟1
) sh(𝛾𝑛𝑟1 (𝑧2 − 𝑧𝑞)) sh(

𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧 − 𝑧1))𝑟𝑞

𝜀0𝛾𝑛𝐽2
1 (𝛾𝑛) sh(

𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1))𝑟1

+

+𝜏
2𝐽0(𝛾𝑛

𝑟𝑞
𝑟1
)

𝜀0𝐽2
1 (𝛾𝑛)𝛾𝑛

sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧 − 𝑧𝑞))

𝑟𝑞
𝑟1
,

(I.9)

при 𝑧𝑞 < 𝑧 ⩽ 𝑧2.

Итак, решение уравнения I.2 с учетом I.5, I.9 в общем виде:

𝑈(𝑟, 𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜏
2𝑟𝑞𝐽0(𝛾𝑛

𝑟𝑞
𝑟1
)

𝜀0𝐽2
1 (𝛾𝑛)𝛾𝑛

sh(𝛾𝑛𝑟1 (𝑧2 − 𝑧𝑞)) sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧 − 𝑧1))

𝑟1 sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1))

𝐽0(𝛾𝑛
𝑟

𝑟1
), (I.10)

при 𝑧1 < 𝑧 ⩽ 𝑧𝑞,

𝑈(𝑟, 𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜏
2𝑟𝑞𝐽0(𝛾𝑛

𝑟𝑞
𝑟1
)

𝜀0𝐽2
1 (𝛾𝑛)𝛾𝑛

sh(𝛾𝑛𝑟1 (𝑧2 − 𝑧)) sh(𝛾𝑛𝑟1 (𝑧𝑞 − 𝑧1))

𝑟1 sh(
𝛾𝑛
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1))

𝐽0(𝛾𝑛
𝑟

𝑟1
), (I.11)

при 𝑧𝑞 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧2.
Распределение электростатического потенциала 𝑈1(𝑟, 𝑧) во всей области ди-

одной системы можно вычислить по формулам I.10, I.11.
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Результаты численного расчета потенциала с круговой заряженной
нитью

На основе полученных результатов I.10-I.11, были построены графики распре-
деления потенциала во всей области системы при 𝑈2(𝑟, 𝑧) = 𝑈0

𝑧 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

.

Значения всех параметров приведены в безразмерных величинах.
Значения потенциала на границах системы:

𝑓1(𝑧) = 𝑈0
𝑧 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

, 𝑓2(𝑟) = 0, 𝑓3(𝑟) = 𝑈0.

По приведенным графикам можно определить форму моделируемого катода,
что играет ключевую роль в понимании адекватности модели. Форму эмиттера
на рисунках 3-4 задает нулевая эквипотенциаль.

а) 𝑟1 = 5, 𝑟𝑞 = 2.5 б) 𝑟1 = 20, 𝑟𝑞 = 10

Рис. 3: 𝑧1 = 0, 𝑧2 = 5, 𝑧𝑞 = 2.5, 𝑈0 = 100, 𝜏 = −20.

Рисунок 3 демонстрирует изменение формы эмиттера при варьировании ве-
личины 𝑟 = 𝑟1 - внешней границы по переменной 𝑟 и величины 𝑟𝑞.
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а) 𝑧2 = 5, 𝑧𝑞 = 2.5 б) 𝑧2 = 10, 𝑧𝑞 = 5

Рис. 4: 𝑧1 = 0, 𝑟1 = 10, 𝑟𝑞 = 5, 𝑈0 = 100, 𝜏 = −20.

Рисунок 4 представляет изменение формы эмиттера при варьировании ве-
личины 𝑧2 - внешней границы по переменной 𝑧 и величины 𝑧𝑞.
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I.2 Моделирование осесимметричной полевой
эмиссионной системы с диэлектриками

В данном параграфе моделируется осесимметричная диодная система на основе
полевого острия с острой кромкой, вся внутренняя область которой заполнена
двумя различными диэлектриками.

Физическая постановка задачи расчета потенциала в полевой
эмиссионной системы с диэлектриками

Рис. 5: Схематическое изображение электронно-оптической системы с двумя
диэлектриками.

Полевое острие с острой кромкой расположено на плоской подложке. Ано-
дом является плоскость, параллельная подложке катода [99].
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На рисунке 6 представлено схематическое изображение диодной системы на
плоскости (𝑟, 𝑧).

z1 zz2

r1f1(r)

f2(z)

ε2
f3(r)

ε1
r2

zq

rq
Ω

r

Рис. 6: Схематическое изображение электронно-оптической системы с острой
кромкой на плоскости.

Параметры задачи:
𝑧 = 𝑧1 - поверхность подложки катода;
𝑧 = 𝑧2 - поверхность анода;
𝑟 = 𝑟1 - плоскость, разделяющая диэлектрики;
𝑟 = 𝑟2 - внешняя граница системы по переменной 𝑟;
𝑈(𝑟, 𝑧1) = 𝑓1(𝑟) - граничное условие на подложке;
𝑈(𝑟, 𝑧2) = 𝑓3(𝑧) - граничное условие на аноде;
𝑈(𝑟2, 𝑧) = 𝑓2(𝑧) - граничное условие на боковой поверхности системы.
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Математическая модель полевой эмиссионной системы с
диэлектриками

Для нахождение распределения потенциала 𝑈(𝑟, 𝑧) в системе решается уравне-
ние Лапласа I.1 с краевыми условиями:

𝑓1(𝑟) = 0, 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2;

𝑓2(𝑧) = 𝑈0
𝑧 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

, 𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2;

𝑓3(𝑟) = 𝑈0, 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2.

Влияние острия на распределение потенциала заменяется влиянием круго-
вой заряженной нити с координатами (𝑟𝑞, 𝑧𝑞) и линейной плотностью заряда 𝜏 ,
что приводит к решению уравнения Пуассона I.2 с граничными условиями:

𝑈 |𝑧=𝑧1 = 0,

𝑈 |𝑧=𝑧2 = 𝑈0,

𝑈 |𝑟=𝑟2 = 𝑈0
𝑧 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

,

(I.12)

где правая часть уравнения Пуассона определяется по формуле I.4.

Решение задачи нахождения распределения потенциала в системе с
учетом влияния двух диэлектриков и одной заряженной нити

Обозначим:

𝑈(𝑟, 𝑧) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑈11(𝑟, 𝑧), 𝑟 < 𝑟1 & 𝑧 < 𝑧𝑞;

𝑈12(𝑟, 𝑧), 𝑟 < 𝑟1 & 𝑧 > 𝑧𝑞;

𝑈2(𝑟, 𝑧), 𝑟 > 𝑟1.

Тогда решение уравнения Пуассона с граничными условиями I.12 в соответ-
ствии с формулами I.10, I.11 будет иметь вид:

при 𝑧 < 𝑧𝑞

𝑈11(𝑟, 𝑧) = 𝑈0(
𝑧 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

) +
∞∑︀

𝑚=1
𝑔𝑚

𝐼0(𝜇𝑚𝑟)

𝐼0(𝜇𝑚𝑟1)
sin𝜇𝑚(𝑧 − 𝑧1)+

+
2𝜏𝑟𝑞
𝜀0𝑟1

∞∑︀
𝑠=1

𝐽0(
𝛾𝑠𝑟𝑞
𝑟1

) sh(
𝛾𝑠
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧𝑞)) sh(

𝛾𝑠
𝑟1
(𝑧 − 𝑧1))

𝛾𝑠𝐽2
1 (𝛾𝑠) sh(

𝛾𝑠
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1))

𝐽0(
𝛾𝑠𝑟

𝑟1
),

(I.13)
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при 𝑧 > 𝑧𝑞:

𝑈12(𝑟, 𝑧) = 𝑈0(
𝑧 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

) +
∞∑︀

𝑚=1
𝑔𝑚

𝐼0(𝜇𝑚𝑟)

𝐼0(𝜇𝑚𝑟1)
sin𝜇𝑚(𝑧 − 𝑧1)+

+
2𝜏𝑟𝑞
𝜀0𝑟1

∞∑︀
𝑠=1

𝐽0(
𝛾𝑠𝑟𝑞
𝑟1

) sh(
𝛾𝑠
𝑟1
(𝑧𝑞 − 𝑧1)) sh(

𝛾𝑠
𝑟1
(𝑧2 − 𝑧))

𝛾𝑠𝐽2
1 (𝛾𝑠)(sh(𝑧2 − 𝑧1)

𝛾𝑠
𝑟1
)

𝐽0(
𝛾𝑠𝑟

𝑟1
),

(I.14)

𝑈2(𝑟, 𝑧) =
∞∑︀

𝑚=1
𝑔𝑚
̃︁𝑊0(𝜇𝑚, 𝑟, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝜇𝑚, 𝑟1, 𝑟2)

sin𝜇𝑚(𝑧 − 𝑧1) + 𝑈0(
𝑧 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

), (I.15)

где
𝜇𝑚 =

𝜋𝑚

𝑧2 − 𝑧1
, 𝛾𝑠 - корни функции Бесселя 𝐽0(𝛾𝑠) = 0, а функция ̃︁𝑊0 яв-

ляется линейной комбинацией модифицированных функций Бесселя первого и
второго рода [66]:

̃︁𝑊0(𝜇𝑚, 𝑟, 𝑟2) = 𝐼0(𝜇𝑚𝑟)𝐾0(𝜇𝑚𝑟2)−𝐾0(𝜇𝑚𝑟)𝐼0(𝜇𝑚𝑟2).

Нахождение коэффициентов разложений потенциала из условий
сопряжения на границе раздела двух диэлектриков

Пользуясь условием непрерывности потенциала и вектора электрического сме-
щения на границе раздела двух диэлектриков при 𝑟 = 𝑟1:

при 𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧𝑞:

𝜕𝑈11

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 =

𝜀1
𝜀2

𝜕𝑈2

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1,

при 𝑧𝑞 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2:

𝜕𝑈12

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 =

𝜀1
𝜀2

𝜕𝑈2

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1,

вычислим коэффициент 𝑔𝑚.

(𝑈11(𝑟, 𝑧))
′
𝑟=𝑟1

=
∞∑︀

𝑚=1
𝑔𝑚𝜇𝑚

𝐼1(𝜇𝑚𝑟1)

𝐼0(𝜇𝑚𝑟1)
sin𝜇𝑚(𝑧 − 𝑧1)−

− 1

𝜀0

∞∑︀
𝑠=1

2𝜏𝑟𝑞𝐽0(
𝛾𝑠
𝑟1
𝑟𝑞)

𝑟1𝐽2
1 (𝛾𝑠)

𝐽1(𝛾𝑠)

𝑟1

sh(
𝛾𝑠)

𝑟1
(𝑧2 − 𝑧𝑞)

sh(
𝛾𝑠)

𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1)

sh(
𝛾𝑠)

𝑟1
(𝑧 − 𝑧1),
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(𝑈12(𝑟, 𝑧))
′
𝑟=𝑟1

=
∞∑︀

𝑚=1
𝑔𝑚𝜇𝑚

𝐼1(𝜇𝑚𝑟1)

𝐼0(𝜇𝑚𝑟1)
sin𝜇𝑚(𝑧 − 𝑧1)−

− 1

𝜀0

∞∑︀
𝑠=1

2𝜏𝑟𝑞𝐽0(
𝛾𝑠
𝑟1
𝑟𝑞)

𝑟1𝐽2
1 (𝛾𝑠)

𝐽1(𝛾𝑠)

𝑟1

sh(
𝛾𝑠)

𝑟1
(𝑧𝑞 − 𝑧1)

sh(
𝛾𝑠)

𝑟1
(𝑧2 − 𝑧1)

sh(
𝛾𝑠)

𝑟1
(𝑧2 − 𝑧),

𝜀1
𝜀2
(𝑈2(𝑟, 𝑧))

′
𝑟=𝑟1

=
𝜀1
𝜀2

∞∑︁
𝑚=1

𝑔𝑚𝜇𝑚

̃︁𝑊1(𝜇𝑚, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝜇𝑚, 𝑟1, 𝑟2)
sin(𝜇𝑚(𝑧 − 𝑧1)),

где ̃︁𝑊1(𝜇𝑚, 𝑟1, 𝑟2) = 𝐼1(𝜇𝑚𝑟1)𝐾0(𝜇𝑚𝑟2) + 𝐼0(𝜇𝑚𝑟2)𝐾1(𝜇𝑚𝑟1)

Таким образом:

𝑧2 − 𝑧1
2

𝑔𝑚𝜇𝑚(
𝐼1(𝜇𝑚𝑟1)

𝐼0(𝜇𝑚𝑟1)
− 𝜀1

𝜀2

̃︁𝑊1(𝜇𝑚, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝜇𝑚, 𝑟1, 𝑟2)
) =

=
1

𝜀0

∞∑︀
𝑠=1

2𝜏𝑟𝑞𝐽0(
𝛾𝑠
𝑟1
𝑟𝑞)𝐽1(𝛾𝑠)

𝑟21𝐽
2
1 (𝛾𝑠)

𝛾𝑠
𝑟1

(
𝛾𝑠
𝑟1
)2 + 𝜇2

𝑚

sin(𝜇𝑚(𝑧𝑞 − 𝑧1)).

В итоге получим:

𝑔𝑚 =
𝐴𝑚

𝐵𝑚
, (I.16)

где:

𝐴𝑚 =
1

𝜀0

2𝜏𝑟𝑞
𝑟31

∞∑︁
𝑠=1

𝐽0(
𝛾𝑠
𝑟1
𝑟𝑞)𝐽1(𝛾𝑠)

𝐽2
1 (𝛾𝑠)

𝛾𝑠
𝑟1

(
𝛾𝑠
𝑟1
)2 + 𝜇2

𝑚

sin(𝜇𝑚(𝑧𝑞 − 𝑧1))

𝐵𝑚 =
𝜋𝑚

2
(
𝐼1(𝜇𝑚𝑟1)

𝐼0(𝜇𝑚𝑟1)
− 𝜀1

𝜀2

̃︁𝑊1(𝜇𝑚, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝜇𝑚, 𝑟1, 𝑟2)
)

Формулы I.12-I.16 позволяют вычислить распределение электростатическо-
го потенциала во всем пространстве исследуемой диодной системы.

Результаты численного расчета потенциала полевой эмиссионной
системы с диэлектриками

На основе полученных формул распределения потенциала были построены гра-
фики. На рисунках 7 представлены различия в поведении нулевой эквипотенци-
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али, очерчивающей форму края катода, в зависимости от значения диэлектри-
ков на границе областей. Можно заметить, что при уменьшении соотношения

𝜀1
𝜀2

в 10 раз, нулевая эквипотенциаль становится довольно плоской и форма катода
не выражена явно.

Все значения параметров заданы в безразмерных величинах.

а)
𝜀1
𝜀2

= 10 б)
𝜀1
𝜀2

= 1

Рис. 7: 𝑟1 = 10, 𝑟𝑞 = 5, 𝑟2 = 20, 𝑧1 = 10, 𝑧𝑞 = 5, 𝜏 = −100, 𝑈0 = 100.

Если же значение отношения диэлектрических проницаемостей оставлять
постоянным, однако не равным единице, то при увеличениии значения плот-
ности заряда 𝜏 , как изображено на рисунке 8, форма катода изменяется не
так существенно, в отличие от задачи, рассматриваемой в первом параграфе,
рисунки 3-4.

а)
𝜏 = −100

б)
𝜏 = −500

Рис. 8: 𝑟1 = 10, 𝑟𝑞 = 5, 𝑟2 = 20, 𝑧1 = 10, 𝑧𝑞 = 5,
𝜀1
𝜀2

= 5, 𝑈0 = 100.
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I.3 Моделирование триодной осесимметричной системы
с модулятором

Физическая постановка задачи расчета потенциала в полевой
эмиссионной системе с модулятором

В данном разделе рассматривается моделирование электронной пушки с по-
лым катодом в виде триодной системы с модулятором и учитывается влияние
диэлектриков на распределение потенциала.

0 z1 z2 z

r1

r2

r

ε1

ε2
f1(z)

ε1
f2(r)

ε2

rq τ

zq

U2

U1

U4

U3Ω

Рис. 9: Схематическое изображение электронно-оптической системы на плоско-
сти.

Рассматриваемая система осесимметрична, а значит задачу можно свести
от трёхмерного случая к двумерному 9. Для того, чтобы найти распределе-
ние электростатического потенциала, заменим влияние полевого катода на рас-
пределение поля влиянием круговой заряженной нити с линейной плотностью
заряда 𝜏 . На рисунке схематическое изображение системы на плоскости. Коор-
динаты заряженной нити - (𝑟𝑞, 𝑧𝑞). Модулятор имеет форму диафрагмы. Внут-
ренняя область рассматриваемой системы заполнена двумя диэлектриками с
диэлектрическими проницаемостями 𝜀1 при 𝑟 < 𝑟1 и 𝜀2 при 𝑟 > 𝑟1.

Параметры системы:
𝑟 = 0 - поверхность подложки катода, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2;
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𝑧 = 𝑧2 - поверхность анода, 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2;
𝑧 = 𝑧1 - поверхность модулятора, при 𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2;
𝑟 = 𝑟2 - внешняя граница области, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2;
𝑟 = 𝑟1 - граница между двумя диэлектриками, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2.

Математическая модель

Распределение электростатического потенциала 𝑈(𝑟, 𝑧) в цилиндрической си-
стеме координат удовлетворяет уравнению Лапласа: .

△𝑉 =
1

𝑟
(
𝜕

𝜕𝑟
𝑟
𝜕𝑉

𝜕𝑟
) +

𝜕2𝑉

𝜕𝑧2
= 0,

𝑉 (𝑟, 𝑧)|Ω = 0,

Ω−поверхность острия.

(I.17)

и граничным условиям:

𝑉 (𝑟2, 𝑧) = 𝑓1(𝑧),

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2;

𝑉 (𝑟, 𝑧1) = 𝑓3(𝑟), 𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2;

𝑉 (𝑟, 𝑧2) = 𝑓2(𝑟), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2.

(I.18)

В силу того, что влияние катода заменяется влиянием заряженной нити,
исходная граничная задача I.17,I.18 сводится к решению уравнения Пуассона:

△𝑉 (𝑟, 𝑧) = −𝜌(𝑟, 𝑧)

𝜀0
, (I.19)

с граничными условиями:
𝑉 (𝑟2, 𝑧) = 𝑓1(𝑧),

𝑉 (𝑟, 𝑧1) = 𝑓3(𝑟),

𝑉 (𝑟, 𝑧2) = 𝑓2(𝑟),

(I.20)

где 𝜌(𝑟, 𝑧) определяется по формуле:

𝜌(𝑟, 𝑧) =

⎧⎨⎩𝜌, |𝑟 − 𝑟𝑞| < 𝛿 & |𝑧 − 𝑧𝑞| < 𝜀1;

0, |𝑟 − 𝑟𝑞| > 𝛿 𝑉 |𝑧 − 𝑧𝑞| > 𝜀2,
(I.21)

𝜏 = lim
𝛿1→0,𝛿2→0

4𝛿1𝛿2𝜌. (I.22)
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Для нахождения решения уравнения Пуассона I.19,I.20 для всей системы
разобьем внутреннюю область системы на 4 подобласти:

𝑈(𝑟, 𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑈1(𝑟, 𝑧), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1 & 0 < 𝑧 ≤ 𝑧1;

𝑈2(𝑟, 𝑧), 𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2 & 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧1;

𝑈3(𝑟, 𝑧), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1 & 𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2;

𝑈4(𝑟, 𝑧), 𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2 & 𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2.

(I.23)

Распределение потенциала находится в виде рядов по собственным функци-
ям для каждой из приведенных областей. Коэффициенты рядов определяются
из следующих условий:

𝑈1|𝑟=𝑟1 = 𝑈2|𝑟=𝑟1;
𝜕𝑈1

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 =

𝜀2
𝜀1

𝜕𝑈2

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1;

𝑈1|𝑧=𝑧1 = 𝑈3|𝑧=𝑧1;
𝜕𝑈1

𝜕𝑧
|𝑧=𝑧1 =

𝜕𝑈3

𝜕𝑧
|𝑧=𝑧1;

𝑈3|𝑟=𝑟1 = 𝑈4|𝑟=𝑟1;
𝜕𝑈3

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 =

𝜀2
𝜀1

𝜕𝑈4

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1.

(I.24)

Решение уравнения Пуассона

Распределение потенциала 𝐹 (𝑟, 𝑧), задаваемое одной заряженной нити в соот-
ветствии с формулами параграфа I.1, будет иметь вид:

𝐹 (𝑟, 𝑧) =
∞∑︁

𝑚=1

1

𝜀0

2𝜏𝑟𝑞𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)

𝛾𝑚𝑟1𝐽2
1 (𝛾𝑚)

𝐽0(𝜇𝑚𝑟)
sh(𝜇𝑚(𝑧1 − 𝑧𝑞)) sh(𝜇𝑚𝑧)

sh(𝜇𝑚𝑧1)
,

при 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧𝑞,

𝐹 (𝑟, 𝑧) =
∞∑︁

𝑚=1

1

𝜀0

2𝜏𝑟𝑞𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)

𝛾𝑚𝑟1𝐽2
1 (𝛾𝑚)

𝐽0(𝜇𝑚𝑟)
sh(𝜇𝑚(𝑧𝑞 − 𝑧1) sh(𝜇𝑚(𝑧1 − 𝑧))

sh(𝜇𝑚𝑧1)
,

при 𝑧𝑞 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧1, где 𝜇𝑚 =
𝛾𝑚
𝑟1

, 𝛾𝑚 - корни функции Бесселя 𝐽0(𝛾𝑚) = 0.

В зависимости от области I.23, значение электростатического потенциала
можно представить в виде:

при (0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧1) и (0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1):
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𝑈1(𝑟, 𝑧) =
∞∑︀

𝑚=1
𝑏𝑚

sh
𝛾𝑚
𝑟1

𝑧

sh
𝛾𝑚
𝑟1

𝑧1
𝐽0(

𝛾𝑚𝑟

𝑟1
) +

∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛

𝐼0

(︂
𝜋𝑛𝑟

𝑧1

)︂
𝐼0

(︂
𝜋𝑛𝑟1
𝑧1

)︂ sin
𝜋𝑛𝑧

𝑧1
+ 𝐹 (𝑟, 𝑧), (I.25)

при (0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧1) и (𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2):

𝑈2(𝑟, 𝑧) =
∞∑︀
𝑞=1

𝑑𝑞𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟, 𝑟2)
sh𝜆𝑞𝑧

sh𝜆𝑞𝑧1
+

+
∞∑︀
𝑛=1

(︃
𝑎𝑛
̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)

+ 𝑔𝑛
̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟)̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)

)︃
sin(𝛼𝑛(𝑧 − 𝑧1)),

(I.26)

где 𝑊0 и ̃︁𝑊0 являются линейными комбинациями функций Бесселя:

𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟, 𝑟2) = 𝐽0(𝜆𝑞𝑟)𝑌0(𝜆𝑞𝑟2)− 𝐽0(𝜆𝑞𝑟2)𝑌0(𝜆𝑞𝑟),

̃︁𝑊0(𝛽𝑞, 𝑟, 𝑟2) = 𝐼0(𝛽𝑞𝑟)𝐾0(𝛽𝑞𝑟2)− 𝐼0(𝛽𝑞𝑟2)𝐾0(𝛽𝑞𝑟).

Распределение потенциала при (𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2) и (0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1) имеет вид:

𝑈3(𝑟, 𝑧) =
∞∑︀

𝑚=1

(︂
𝑏𝑚

sh𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧)

sh𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1)
+ 𝑡𝑚

sh𝜇𝑚(𝑧 − 𝑧1)

sh𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1)

)︂
𝐽0(

𝛾𝑚𝑟

𝑟1
)+

+
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘
𝐼0(𝛽𝑘𝑟)

𝐼0(𝛽𝑘𝑟1)
sin(𝛽𝑘(𝑧 − 𝑧1)),

(I.27)

при (𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2) и (𝑟1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟2):

𝑈4(𝑟, 𝑧) =
∞∑︀
𝑞=1

(︂
𝑑𝑞

sh𝜆𝑞(𝑧2 − 𝑧)

sh𝜆𝑞(𝑧2 − 𝑧1)
+ 𝑠𝑞

sh𝜆𝑞(𝑧 − 𝑧1)

sh𝜆𝑞(𝑧2 − 𝑧1)

)︂
𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟, 𝑟2)+

+
∞∑︀
𝑘=0

(︃
𝑐𝑘
̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)

+ ℎ𝑘

̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟)̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)

)︃
sin(𝛽𝑘(𝑧 − 𝑧1)).

(I.28)

где 𝛾𝑚 - корни уравнения 𝐽0(𝛾𝑚) = 0, 𝜇𝑚 =
𝛾𝑚
𝑟1

, 𝛼𝑛 =
𝜋𝑛

𝑧1
, 𝛽𝑘 =

𝜋𝑘

𝑧2 − 𝑧1
-

собственные значения.
𝜆𝑞 - корни линейной комбинации функций Бесселя первого и второго рода:

𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2) = 0,



31

Вычисление коэффициентов в рядах I.25-I.28

0 z1 z2 z

r1

r2

r

bm

f3(r)dq

f1(z)

an ck f2(r)

gn hk

sq

tm

Рис. 10: Обозначение коэффициентов разложений граничных функций.

Для нахождения распределения потенциала во всей области моделируемой
системы необходимо найти коэффициенты разложений потенциала по собствен-
ным функциям (см. Рисунок 10). Данные коэффициенты представляют собой
коэффициенты разложений функций на границах подобластей системы.

Исходя из условий непрерывности вектора смещения на границах раздела
областей I.24, можем составить равенства, позволяющие вычислить данные ко-
эффициенты. Необходимо вычислить частные производные распределения по-
тенциала по переменным 𝑧 и 𝑟 для каждой из областей в соответствии с I.24:

𝜀1
𝜕𝑈1

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 = 𝜀2

𝜕𝑈2

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1

∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝛼𝑛
𝐼1(𝛼𝑛𝑟1)

𝐼0(𝛼𝑛𝑟1)
sin(𝛼𝑛𝑧)−

∞∑︀
𝑚=1

𝑏𝑚𝜇𝑚
sh(𝜇𝑚𝑧)

sh(𝜇𝑚𝑧1)
𝐽1(𝛾𝑚) +

𝜕𝐹

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 =

=
𝜀2
𝜀1

∞∑︀
𝑞=1

𝜆𝑞𝑑𝑞𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)
sh𝜆𝑞𝑧

sh𝜆𝑞𝑧1
+

+
∞∑︀
𝑛=1

(︃
𝑎𝑛
̃︁𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)

− 𝑔𝑛
̃︁𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟1)̃︁𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)

)︃
sin(𝛼𝑛𝑧),
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где

𝜕𝐹

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 = − 1

𝜀0

∞∑︁
𝑚=1

2𝜏𝑟𝑞
𝛾𝑚𝑟1𝐽1(𝛾𝑚)

𝜇𝑚𝐽1(𝜇𝑚𝑟𝑞)
sh(𝜇𝑚(𝑧1 − 𝑧𝑞)) sh(𝜇𝑚𝑧)

sh(𝜇𝑚𝑧1)
,

при 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧𝑞,

𝜕𝐹

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 = − 1

𝜀0

∞∑︁
𝑚=1

2𝜏𝑟𝑞
𝛾𝑚𝑟1𝐽1(𝛾𝑚)

𝜇𝑚𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)
sh(𝜇𝑚𝑧𝑞) sh(𝜇𝑚(𝑧1 − 𝑧))

sh(𝜇𝑚𝑧1)
.

при 𝑧𝑞 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧1.
Умножим предыдущее равенство на sin(𝛼𝑛𝑧) и интегрируем по переменной

𝑧:

𝑎𝑛𝛼𝑛
𝑧1
2

(︁𝐼1(𝛼𝑛𝑟1)

𝐼0(𝛼𝑛𝑟1)
− 𝜀2

𝜀1

̃︁𝑊1(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)

)︁
−

∞∑︀
𝑚=1

𝑏𝑚𝜇𝑚𝐽1(𝛾𝑚)
𝑧1∫︀
0

sh(𝜇𝑚𝑧)

sh(𝜇𝑚𝑧1)
sin(𝛼𝑛𝑧) =

= −𝜀2
𝜀1
𝑔𝑛
̃︁𝑊1(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟1)̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)

𝛼𝑛
𝑧1
2
+

𝜀2
𝜀1

∞∑︀
𝑞=1

𝑑𝑞𝜆𝑞𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)
𝑧1∫︀
0

sh(𝜆𝑞𝑧)

sh(𝜆𝑞𝑧1)
sin(𝛼𝑛𝑧)𝑑𝑧+

+
1

𝜀0

∞∑︀
𝑚=1

2𝜏𝑟𝑞𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)

𝛾𝑚𝑟1𝐽2
1 (𝛾𝑚)

𝜇𝑚𝐽1(𝛾𝑚)
[︁ 𝑧𝑞∫︀

0

sh(𝜇𝑚𝑧) sin(𝛼𝑛𝑧)𝑑𝑧
sh(𝜇𝑚(𝑧1 − 𝑧𝑞))

sh(𝜇𝑚𝑧1)
+

+
𝑧1∫︀
𝑧𝑞

sh(𝜇𝑚(𝑧1 − 𝑧)) sin(𝛼𝑛(𝑧))𝑑𝑧
sh(𝜇𝑚𝑧𝑞)

sh(𝜇𝑚𝑧1)

]︁
.

Вычислив интегралы, получим:

𝑎𝑛𝛼𝑛
𝑧1
2

(︁𝐼1(𝛼𝑛𝑟1)

𝐼0(𝛼𝑛𝑟1)
− 𝜀2

𝜀1

̃︁𝑊1(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)

)︁
+

∞∑︀
𝑚=1

𝑏𝑚𝜇𝑚𝐽1(𝛾𝑚)
𝛼𝑛

𝜇2
𝑚 + 𝛼2

𝑛

(−1)𝑛 =

= −𝜀2
𝜀1
𝑔𝑛𝛼𝑛

𝑧1
2

̃︁𝑊1(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟1)̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)
− 𝜀2

𝜀1

∞∑︀
𝑞=1

𝑑𝑞𝜆𝑞𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)
𝛼𝑛

𝜆2
𝑞 + 𝛼2

𝑛

(−1)𝑛+

+
1

𝜀0

∞∑︀
𝑚=1

2𝜏𝑟𝑞𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)

𝛾𝑚𝑟1𝐽2
1 (𝛾𝑚)

𝜇𝑚𝐽1(𝛾𝑚)
𝜇𝑚

𝜇2
𝑚 + 𝛼2

𝑛

sin(𝛼𝑛𝑧𝑞).

(I.29)
На границе областей с потенциалами 𝑈1 и 𝑈3 будет верным следующее ра-

венство:
𝜕𝑈1

𝜕𝑧
|𝑧=𝑧1 =

𝜕𝑈3

𝜕𝑧
|𝑧=𝑧1,

при 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑟1, откуда следует:
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∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝛼𝑛(−1)𝑛
𝐼0(𝛼𝑛𝑟)

𝐼0(𝛼𝑛𝑟1)
+

∞∑︀
𝑚=1

𝑏𝑚𝜇𝑚 cth(𝜇𝑚𝑧1)𝐽0(𝜇𝑚𝑟)−

− 1

𝜀0

2𝜏𝑟𝑞
𝑟1

∞∑︀
𝑚=1

𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)

𝛾𝑚𝐽2
1 (𝛾𝑚)

𝜇𝑚
sh(𝜇𝑚𝑧𝑞)

sh(𝜇𝑚𝑧1)
𝐽0(𝜇𝑚𝑟) =

=
∞∑︀

𝑚=1

[︀
− 𝑏𝑚𝜇𝑚 cth(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1)) + 𝑡𝑚𝜇𝑚

1

sh(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1))

]︀
𝐽0(𝜇𝑚𝑟)+

+
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘𝛽𝑘
𝐼0(𝛽𝑘𝑟)

𝐼0(𝛽𝑘𝑟1)
,

умножив последнее равенство на 𝑟𝐽0(𝜇𝑚𝑟) и проинтегрировав по переменной 𝑟,
получим:

∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛𝛼𝑛(−1)𝑛
𝑟1𝜇𝑚

𝜇2
𝑚 + 𝛼2

𝑛

𝐽1(𝛾𝑚)+

+𝑏𝑚𝜇𝑚[cth(𝜇𝑚𝑧1) + cth(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1))]
𝑟21
2
𝐽2
1 (𝛾𝑚)−

−
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘𝛽𝑘
𝑟1𝜇𝑚

𝜇2
𝑚 + 𝛽2

𝑘

𝐽1(𝛾𝑚) =
1

𝜀0

2𝜏𝑟𝑞
𝑟1

𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)

𝛾𝑚𝐽2
1 (𝛾𝑚)

𝜇𝑚
sh(𝜇𝑚𝑧𝑞)

sh(𝜇𝑚𝑧1)

𝑟21
2
𝐽2
1 (𝛾𝑚)+

+𝑡𝑚𝜇𝑚
1

sh(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1))

𝑟21
2
𝐽2
1 (𝛾𝑚).

(I.30)

Далее приравняем производные при 𝑟 = 𝑟1 на границе областей с распреде-
лением потенциала, задаваемым функциями 𝑈3(𝑟, 𝑧) и 𝑈4(𝑟, 𝑧):

𝜕𝑈3

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 =

𝜀1
𝜀2

𝜕𝑈4

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1,

−
∞∑︀

𝑚=1

[︁
𝑏𝑚𝜇𝑚

sh(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧))

sh(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1))
+ 𝑡𝑚𝜇𝑚

sh(𝜇𝑚(𝑧 − 𝑧1))

sh(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1))

]︁
𝐽1(𝛾𝑚)+

+
∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘𝛽𝑘
𝐼1(𝛽𝑘𝑟1)

𝐼0(𝛽𝑘𝑟1)
sin(𝛽𝑘(𝑧 − 𝑧1)) =

=
𝜀2
𝜀1

[︃(︁ ∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘𝛽𝑘
̃︁𝑊1(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)

− ℎ𝑘𝛽𝑘
1

𝛽𝑘𝑟1

1̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)

)︁
sin(𝛽𝑘(𝑧 − 𝑧1))+

+
∞∑︀
𝑞=1

(︁
𝑑𝑞

sh(𝜆𝑞(𝑧2 − 𝑧))

sh(𝜆𝑞(𝑧2 − 𝑧1))
+ 𝑠𝑞

sh(𝜆𝑞(𝑧 − 𝑧1))

sh(𝜆𝑞(𝑧2 − 𝑧1))

)︁
𝜆𝑞𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)

]︃
,

где:

̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟)
′|𝑟=𝑟1 = 𝛽𝑘[−𝐼0(𝛽𝑘𝑟1)𝐾1(𝛽𝑘𝑟1)− 𝐼1(𝛽𝑘𝑟1)𝐾0(𝛽𝑘𝑟1)] = − 1

𝑟1
.
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Умножим последнее равенство на sin(𝛽𝑘(𝑧− 𝑧1)) и интегрируем по перемен-
ной 𝑧:

−
∞∑︀

𝑚=1
𝑏𝑚

𝜇𝑚𝐽1(𝛾𝑚)

sh(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1))

𝑧2∫︀
𝑧1

sh(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧)) sin(𝛽𝑘(𝑧 − 𝑧1))𝑑𝑧+

+𝑐𝑘𝛽𝑘
𝑧2 − 𝑧1

2

(︁𝐼1(𝛽𝑘𝑟1)
𝐼0(𝛽𝑘𝑟1)

− 𝜀2
𝜀1

̃︁𝑊1(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)

)︁
=

=
∞∑︀

𝑚=1
𝑡𝑚

𝜇𝑚𝐽1(𝛾𝑚)

sh(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1))

𝑧2∫︀
𝑧1

sh(𝜇𝑚(𝑧 − 𝑧1)) sin(𝛽𝑘(𝑧 − 𝑧1))𝑑𝑧−

−ℎ𝑘
1

𝑟1

1̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)

𝑧2 − 𝑧1
2

+

+
∞∑︀
𝑞=1

𝑑𝑞𝜆𝑞
𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)

sh(𝜆𝑞(𝑧2 − 𝑧1))

𝑧2∫︀
𝑧1

sh(𝜆𝑞(𝑧2 − 𝑧)) sin(𝛽𝑘(𝑧 − 𝑧1))𝑑𝑧+

+
∞∑︀
𝑞=1

𝑠𝑞𝜆𝑞
𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)

sh(𝜆𝑞(𝑧2 − 𝑧1))

𝑧2∫︀
𝑧1

sh(𝜆𝑞(𝑧 − 𝑧1)) sin(𝛽𝑘(𝑧 − 𝑧1))𝑑𝑧,

в итоге получим:

−
∞∑︀

𝑚=1
𝑏𝑚𝜇𝑚𝐽1(𝛾𝑚)

𝛽𝑘
𝜇2
𝑚 + 𝛽2

𝑘

+ 𝑐𝑘𝛽𝑘
𝑧2 − 𝑧1

2

(︁𝐼1(𝛽𝑘𝑟1)
𝐼0(𝛽𝑘𝑟1)

− 𝜀2
𝜀1

̃︁𝑊1(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)

)︁
=

= −
∞∑︀

𝑚=1
𝑡𝑚𝜇𝑚𝐽1(𝛾𝑚)

𝛽𝑘(−1)𝑘

𝜇2
𝑚 + 𝛽2

𝑘

− ℎ𝑘
1

𝑟1

1̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)

𝑧2 − 𝑧1
2

𝜀2
𝜀1
+

+
𝜀2
𝜀1

∞∑︀
𝑞=1

𝑑𝑞𝜆𝑞𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)
𝛽𝑘

𝜆2
𝑞 + 𝛽2

𝑘

− 𝜀2
𝜀1

∞∑︀
𝑞=1

𝑠𝑞𝜆𝑞𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)
𝛽𝑘

𝜆2
𝑞 + 𝛽2

𝑘

(−1)𝑘.

(I.31)
Для удобства, представим равенства I.29 - I.31 в виде:

𝜀1
𝜕𝑈1

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 = 𝜀2

𝜕𝑈2

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 :

𝑎𝑛

(︁𝐼1(𝛼𝑛𝑟1)

𝐼0(𝛼𝑛𝑟1)
− 𝜀2

𝜀1

̃︁𝑊1(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)

)︁
+
[︁ ∞∑︀
𝑚=1

𝑏𝑚𝐽1(𝛾𝑚)
𝜇𝑚

𝜇2
𝑚 + 𝛼2

𝑛

]︁2(−1)𝑛

𝑧1
=

= −𝜀2
𝜀1
𝑔𝑛
̃︁𝑊1(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)

− 𝜀2
𝜀1

[︁ ∞∑︀
𝑞=1

𝑑𝑞𝜆𝑞𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)
𝛼𝑛

𝜆2
𝑞 + 𝛼2

𝑛

]︁2(−1)𝑛

𝑧1 − 𝑧
+

+
1

𝜀0

∞∑︀
𝑚=1

4𝜏𝑟𝑞𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)

𝜋𝑛(𝑟1)2𝐽1(𝛾𝑚)

𝜇𝑚

𝜇2
𝑚 + 𝛼2

𝑛

sin(𝛼𝑛𝑧𝑞),

(I.32)

где ̃︁𝑊1(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2) =
1

𝛼𝑛𝑟1
; 𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2) = − 2

𝜋𝜆𝑞𝑟1

𝐽0(𝜆𝑞𝑟2)

𝐽0(𝜆𝑞𝑟1)
.

𝜀1
𝜕𝑈1

𝜕𝑧
|𝑧=𝑧1 = 𝜀2

𝜕𝑈3

𝜕𝑧
|𝑧=𝑧1 :
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2

𝑟1𝐽1(𝛾𝑚)

∞∑︀
𝑛=1

𝑎𝑛(−1)𝑛
𝛼𝑛

𝛼2
𝑛 + 𝜇2

𝑚

+ 𝑏𝑚[cth(𝜇𝑚𝑧1) + cth(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1))]−

− 2

𝑟1𝐽1(𝛾𝑚)

∞∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘
𝛽𝑘

𝛽2
𝑘 + 𝜇2

𝑚

=
1

𝜀0

2𝜏𝑟𝑞
𝑟1

𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)

𝛾𝑚𝐽2
1 (𝛾𝑚)

sh(𝜇𝑚𝑧𝑞)

sh(𝜇𝑚𝑧1)
+ 𝑡𝑚

1

sh(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1))
.

(I.33)

𝜀1
𝜕𝑈3

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 = 𝜀2

𝜕𝑈4

𝜕𝑟
|𝑟=𝑟1 :

− 2

𝑧2 − 𝑧1

∞∑︀
𝑚=1

𝑏𝑚
𝜇𝑚

𝛽2
𝑘 + 𝜇2

𝑚

𝐽1(𝛾𝑚) + 𝑐𝑘

(︁𝐼1(𝛽𝑘𝑟1)
𝐼0(𝛽𝑘𝑟1)

− 𝜀2
𝜀1

̃︁𝑊1(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)

)︁
=

=
𝜀2
𝜀1

2

𝑧2 − 𝑧1

∞∑︀
𝑞=1

[𝑑𝑞 − 𝑠𝑞(−1)𝑘]
𝜆𝑞

𝜆2
𝑞 + 𝛽2

𝑘

𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)−

− 2

𝑧2 − 𝑧1

∞∑︀
𝑚=1

𝑡𝑚
𝜇𝑚

𝛽2
𝑘 + 𝜇2

𝑚

(−1)𝑘𝐽1(𝛾𝑚)−
𝜀2
𝜀1
ℎ𝑘

1

𝛽𝑘𝑟1

1̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)
,

(I.34)

где

𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2) = − 2

𝜋𝜆𝑞𝑟1

𝐽0(𝜆𝑞𝑟2)

𝐽0(𝜆𝑞𝑟1)
.

В равенствах I.32 - I.34 вычислим значение известных коэффициентов, для ко-
торых заданы значения электростатического потенциала на границах системы.
Вычислим коэффициент 𝑑𝑞:

𝑈2(𝑟, 𝑧1) = 𝑓3(𝑟) =
∞∑︁
𝑞=1

𝑑𝑞𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟, 𝑟2).

Умножим выражение на 𝑟𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟, 𝑟2) и проинтегрируем по переменной 𝑟:

𝑑𝑞
2

𝜋2𝜆2
𝑞

𝐽2
0 (𝜆𝑞𝑟1)− 𝐽2

0 (𝜆𝑞𝑟2)

𝐽2
0 (𝜆𝑞𝑟1)

=

𝑟2∫︁
𝑟1

𝑓3(𝑟)𝑟𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟, 𝑟2)𝑑𝑟,

положим, что 𝑓3(𝑟) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑓3, тогда:

𝑑𝑞 = 𝜋𝑓3
𝐽0(𝜆𝑞𝑟1)

𝐽0(𝜆𝑞𝑟1) + 𝐽0(𝜆𝑞𝑟2)
.

Далее найдём значение коэффициента 𝑔𝑛:

𝑈2(𝑟2, 𝑧) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛 sin(𝛼𝑛𝑧) = 𝑓1(𝑧),
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домножим обе стороны на sin(𝛼𝑧) и проинтегрируем по переменной 𝑧:

𝑔𝑛 =
2

𝑧1

𝑧1∫︁
0

𝑓1(𝑧) sin(𝛼𝑛𝑧)𝑑𝑧.

Пусть 𝑓1(𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑓1:

𝑔𝑛 = 𝑓1
2

𝑧1

(−1)𝑛

𝛼𝑛
((−1)𝑛 − 1) = 𝑓1

2

𝜋𝑛
(1− (−1)𝑛).

Для 𝑡𝑚 будет верно следующее равенство:

𝑈3(𝑟, 𝑧2) = 𝑓2(𝑟) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑡𝑚𝐽0(𝜇𝑚𝑟),

домножим на 𝑟𝐽0(𝜇𝑚𝑟) и проинтегрируем по переменной 𝑟:

𝑡𝑚 =
2

𝑟21𝐽
2
1 (𝛾𝑚)

𝑟1∫︁
0

𝑓2(𝑟)𝑟𝐽0(𝜇𝑚𝑟)𝑑𝑟.

Пусть 𝑓2(𝑟) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑓2, тогда:

𝑡𝑚 =
2𝑓2

𝑟21𝐽
2
1 (𝛾𝑚)

𝑟21
𝛾𝑚

𝐽1(𝛾𝑚) = 𝑓2
2

𝛾𝑚𝐽1(𝛾𝑚)
.

Вычислим 𝑠𝑞:

𝑈4(𝑟, 𝑧2) = 𝑓2(𝑟) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑠𝑞𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟, 𝑟2),

домножим на 𝑟𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟, 𝑟2) и проинтегрируем по переменной 𝑟:

𝑠𝑞 =
𝜋2𝜆2

𝑞

2

𝐽2
0 (𝜆𝑞𝑟1)

𝐽2
0 (𝜆𝑞𝑟1)− 𝐽2

0 (𝜆𝑞𝑟2)

𝑟2∫︁
𝑟1

𝑓2(𝑟)𝑟𝑊0(𝜆𝑞, 𝑟, 𝑟2)𝑑𝑟.

Пусть 𝑓2(𝑟) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑓2, тогда:

𝑠𝑞 = 𝑓2𝜋
𝐽0(𝜆𝑞𝑟1)

𝐽0(𝜆𝑞𝑟1) + 𝐽0(𝜆𝑞𝑟2)
.

Найдём ℎ𝑘:

𝑈4(𝑟2, 𝑧) = 𝑓1(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=1

ℎ𝑘 sin(𝛽𝑘(𝑧 − 𝑧1)),
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домножим на собственные функции и проинтегрируем по переменной 𝑧:

ℎ𝑘 =
2

𝑧2 − 𝑧1

𝑧2∫︁
𝑧1

𝑓1(𝑧) sin(𝛽𝑘(𝑧 − 𝑧1))𝑑𝑧.

Если 𝑓1(𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑓1, тогда:

ℎ𝑘 = 𝑓1
2

𝜋𝑘
(1− (−1)𝑘).

Составим матрицу системы I.32 - I.34, которая позволит нам вычислить
неизвестные коэффициенты. Она будет составлена из множителей при неиз-
вестных коэффициентах:

𝑀 =

⎛⎜⎝𝐴1 𝐵1 𝐶1

𝐴2 𝐵2 𝐶2

𝐴3 𝐵3 𝐶3,

⎞⎟⎠
в правой части системы I.32 - I.34 находится вектор, определяемый коэффици-
ентами, значения которых нам известны:

𝐷 =

⎛⎜⎝𝐷1

𝐷2

𝐷3

⎞⎟⎠ (I.35)

Вычислим матрицу M, для этого необходимо вычислить каждый из блоков
𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐶𝑖(𝑖 = 1, 2, 3):

𝐴1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎111 . . . 0 0 0
... . . . . . . 0 0

0 . . . 𝑎1𝑖𝑗 . . . 0

0 0 . . . . . . ...
0 0 0 . . . 𝑎1𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝐵1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏111 . . . 𝑏11𝑗 . . . 𝑏11𝑚
... . . . . . . . . .

...
𝑏1𝑖1 . . . 𝑏1𝑖𝑗 . . . 𝑏1𝑖𝑚
... . . . . . . . . . ...
𝑏1𝑛1 . . . 𝑏1𝑛𝑗 . . . 𝑏1𝑛𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝐶1 =
(︁
∅
)︁
,
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где:

𝑎1𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︃
𝐼1(𝛼𝑗𝑟1)

𝐼0(𝛼𝑗𝑟1)
− 𝜀1

𝜀2

̃︁𝑊1(𝛼𝑗, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛼𝑗, 𝑟1, 𝑟2)

)︃
, 𝑖 = 𝑗 = 1÷ 𝑛;

0, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1÷ 𝑛;

𝑏1𝑖𝑗 =
2(−1)𝑖

𝑧1

𝜇𝑗

𝜇2
𝑗 + 𝛼2

𝑖

𝐽1(𝛾𝑗), 𝑖 = 1÷ 𝑛, 𝑗 = 1÷𝑚;

𝑐1𝑖𝑗 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1÷ 𝑛.

(I.36)

Аналогично представим следующие блоки матрицы 𝑀 :

𝐴2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎211 . . . 𝑎21𝑗 . . . 𝑎21𝑛
... . . . . . . . . .

...
𝑎2𝑖1 . . . 𝑎2𝑖𝑗 . . . 𝑎2𝑖𝑛
... . . . . . . . . . ...

𝑎2𝑚1 . . . 𝑎2𝑚𝑗 . . . 𝑎2𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝐵2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏211 . . . 0 0 0
... . . . . . . 0 0

0 . . . 𝑏2𝑖𝑗 . . . 0

0 0 . . . . . . ...
0 0 0 . . . 𝑏2𝑚𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝐶2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑐211 . . . 𝑐21𝑗 . . . 𝑐21𝑘
... . . . . . . . . .

...
𝑐2𝑖1 . . . 𝑐2𝑖𝑗 . . . 𝑐2𝑖𝑘
... . . . . . . . . . ...

𝑐2𝑚1 . . . 𝑐2𝑚𝑗 . . . 𝑐2𝑚𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где:

𝑎2𝑖𝑗 =
2

𝑟1𝐽1(𝛾𝑖)
(−1)𝑗

𝛼𝑗

𝛼2
𝑗 + 𝜇2

𝑖

, 𝑖 = 1÷𝑚, 𝑗 = 1÷ 𝑛;

𝑏2𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩cth(𝜇𝑖𝑧1) + cth(𝜇𝑖(𝑧2 − 𝑧1)), 𝑖 = 𝑗 = 1÷𝑚;

0, 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑖, 𝑗 = 1÷𝑚;

𝑐2𝑖𝑗 = − 2

𝑟1𝐽1(𝛾𝑖)

𝛽𝑗
𝛽2
𝑗 + 𝜇2

𝑖

, 𝑖 = 1÷𝑚, 𝑗 = 1÷ 𝑛.

(I.37)

Третья строка имеет вид:
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𝐴3 =
(︁
∅
)︁

𝐵3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏311 . . . 𝑏31𝑗 . . . 𝑏31𝑚
... . . . . . . . . .

...
𝑏3𝑖1 . . . 𝑏3𝑖𝑗 . . . 𝑏3𝑖𝑚
... . . . . . . . . . ...
𝑏3𝑘1 . . . 𝑏3𝑘𝑗 . . . 𝑏3𝑘𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 𝐶3 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑐311 . . . 0 0 0
... . . . . . . 0 0

0 . . . 𝑐3𝑖𝑗 . . . 0

0 0 . . . . . . ...
0 0 0 . . . 𝑐3𝑘𝑘,

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
где:

𝑎3𝑖𝑗 = 0, 𝑖 = 1÷ 𝑘, 𝑗 = 1÷𝑚;

𝑏3𝑖𝑗 = − 2

𝑧2 − 𝑧1

𝜇𝑗

𝜇2
𝑗 + 𝛽2

𝑖

𝐽1(𝛾𝑚), 𝑖 = 1÷ 𝑘, 𝑗 = 1÷𝑚;

𝑐3𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐼1(𝛽𝑖𝑟1)

𝐼0(𝛽𝑖𝑟1)
− 𝜀1

𝜀2

̃︁𝑊1(𝛽𝑖, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛽𝑖, 𝑟1, 𝑟2)
, 𝑖 = 1 = 𝑗 ÷ 𝑘;

0, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1÷ 𝑘.

(I.38)

Представим правую часть системы I.32 - I.34 в соответствии с тем, как были
представлены строки матрицы 𝑀 .

Тогда первые компоненты 𝐷1 вектора 𝐷 будут иметь вид:

𝑑1𝑛 = −𝜀2
𝜀1
𝑔𝑛
̃︁𝑊1(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)̃︁𝑊0(𝛼𝑛, 𝑟1, 𝑟2)

− 𝜀2
𝜀1

2(−1)𝑛

𝑧1

∞∑︀
𝑞=1

𝑑𝑞
𝜆𝑞

𝜆2
𝑞 + 𝛼2

𝑛

𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2),+

+
1

𝜀0
𝜏
4𝑟𝑞
𝑟21𝜋𝑛

∞∑︀
𝑚=1

𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)

𝐽1(𝛾𝑚)

𝜇𝑚

𝜇2
𝑚 + 𝛼2

𝑛

sin(𝛼𝑛𝑧𝑞),

(I.39)

Вторые компоненты 𝐷2 вектора 𝐷 будут иметь вид:

𝑑2𝑚 =
1

𝜀0
𝜏
2𝑟𝑞
𝑟1

𝐽0(𝜇𝑚𝑟𝑞)

𝛾𝑚𝐽2
1 (𝛾𝑚)

sh(𝜇𝑚𝑧𝑞)

sh(𝜇𝑚𝑧1)
+ 𝑡𝑚

1

sh(𝜇𝑚(𝑧2 − 𝑧1))
, (I.40)

Для третьей части компонент 𝐷3 вектора 𝐷 будет верно следующее выра-
жение:

𝑑3𝑘 =
𝜀2
𝜀1

2

𝑧2 − 𝑧1

∞∑︀
𝑞=1

(𝑑𝑞 − 𝑠𝑞(−1)𝑘)
𝜆𝑞

𝜆2
𝑞 + 𝛽2

𝑘

𝑊1(𝜆𝑞, 𝑟1, 𝑟2)−

− 2

𝑧2 − 𝑧1

∞∑︀
𝑚=1

𝑡𝑚
𝜇𝑚

𝜇2
𝑚 + 𝛽2

𝑘

(−1)𝑘𝐽1(𝛾𝑚)−
𝜀2
𝜀1
ℎ𝑘

1

𝛽𝑘𝑟1

1̃︁𝑊0(𝛽𝑘, 𝑟1, 𝑟2)
.

(I.41)
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Итак, формулы I.25 - I.28, I.32 - I.41 задают распределение потенциала во
всей области исследуемой триодной системы.

Основные результаты данной Главы опубликованы в работах [11, 32, 33, 35,
99].
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II Моделирование плоскосимметричных
двумерных диодных систем с полевыми

катодами лезвийной формы в декартовой
системе координат

При написании Главы II использовались следующие источники: [5, 12, 13, 14,
15].

В данной главе представлены методы моделирования плоскосимметричных
диодных эмиссионных систем с полевыми эмиттерами лезвийной формы, рас-
положенными на плоской подложке [7, 44]. Анодом является плоскость, парал-
лельная подложке. Для вычисления распределения электростатического потен-
циала во всей области системы используется метод разделения переменных в
декартовых координатах. Также исследуются диодные системы, внутренняя об-
ласть которых заполнена двумя различными диэлектриками [98].

II.1 Моделирование диодной полевой эмиссионной
системы с помощью заряженной нити

Физическая постановка задачи расчета потенциала системы с
заряженной нитью

Рассмотрим задачу моделирования диодной системы с помощью заряженной
нити в декартовых координатах (𝑥, 𝑦, 𝑧). Пренебрегая краевыми эффектами,
будем считать, что форма лезвийного катода по переменной 𝑧 не меняется.
Таким образом, распределение потенциала 𝑉 (𝑥, 𝑦) зависит от двух координат
(𝑥, 𝑦). Катод располагается на плоской подложке, анодом является плоскость,
параллельная подложке катода. Параметры системы:

𝑦 = 0 - подложка катода;
𝑦 = 𝑦1 -поверхность анода;
𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑥1 - внешние границы системы по переменной 𝑥.
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Рис. 11: Схематическое изображение системы с заряженной нитью на плоскости

Граничные условия:

𝑉 (𝑥, 0) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1,

𝑉 (𝑥, 𝑦1) = 𝑈0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1,

𝑉 (0, 𝑦) =
𝑈0𝑦

𝑦0
, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0,

𝑉 (𝑥1, 𝑦)
𝑈0𝑦

𝑦0
, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0.

(II.1)

Представим распределение потенциала во всей области системы в виде:

𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝑈0
𝑦

𝑦1
+ 𝑈(𝑥, 𝑦), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1. (II.2)

Влияние полевого катода на распределение поля заменим влиянием заряженной
нити с плотностью зарядов 𝜏 , расположенной в плоскости 𝑥𝑂𝑦 с координатами
𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0. На рисунке 11 представлено схематическое изображение системы
с заряженной нитью в двумерной области (𝑥, 𝑦). Положим, что поверхность
реального катода совпадает с нулевой эквипотенциалью. Потенциал подложки
эмиттера равен нулю, потенциал анода равен 𝑈0, на боковых границах системы
по переменной 𝑥 задана линейная функция.
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Математическая модель системы с заряженной нитью в
ограниченной области с однородными граничными условиями

Положим, что заряд с плотностью 𝜌 равномерно распределен внутри прямо-
угольника небольшого объема [12, 17]:

𝑥0 − 𝜀 < 𝑥 < 𝑥0 + 𝜀; 𝑦0 − 𝛿 < 𝑦 < 𝑦0 + 𝛿,

тогда 𝜏 = lim𝜀→0, 𝛿→0 4𝜀𝛿𝜌, и задача сводится к решению уравнения Пуассона:

△𝑈(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
= −𝜌(𝑥, 𝑦)

𝜀0
, (II.3)

где

𝜌(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝜌, |𝑥− 𝑥0| < 𝜀 и |𝑦 − 𝑦0| < 𝛿,

0, |𝑥− 𝑥0| > 𝜀 или |𝑦 − 𝑦0| > 𝛿,
(II.4)

при краевых условиях:

𝑈(0, 𝑦) = 0, 𝑈(𝑥, 0) = 0, 𝑈(𝑥1, 𝑦) = 0, 𝑈(𝑥, 𝑦1) = 0. (II.5)

Вычисление распределения потенциала системы с заряженной
нитью

Собственные функции находятся по переменной 𝑦. Дифференциальное уравне-
ние собственных функций имеет вид:

𝑌 ′′ + 𝜆𝑌 = 0,

общий интеграл
𝑌𝑛(𝑦) = 𝐶1 sin(

√
𝜆𝑛𝑦) + 𝐶2 cos(

√
𝜆𝑛𝑦),

Собственные функции должны удовлетворять условиям:

𝑌𝑛(0) = 𝑌𝑛(𝑦1) = 0.

Из первого равенства можно сделать вывод, что 𝐶2 = 0. Используя второе из
равенств, находим:

𝜆𝑛 =
𝑛2𝜋2

𝑦21
,
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тогда система функций
𝑌𝑛(𝑦) = sin

𝑛𝜋

𝑦1
𝑦

задаёт искомые собственные функции.
Решение ищется в виде ряда:

𝑈(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜈𝑛(𝑥) sin
𝜋𝑛

𝑦1
𝑦. (II.6)

Умножим обе стороны равенства на sin 𝜋𝑛
𝑦1
𝑦 и проинтегрируем по 𝑦 от 0 до

𝑦1:

𝜈𝑛(𝑥) =
2

𝑦1

𝑦1∫︁
0

𝑈(𝑥, 𝑦)) sin
𝜋𝑛

𝑦1
𝑦𝑑𝑦.

Для нахождения 𝜈𝑛(𝑥) домножим II.6 на sin 𝜋𝑛
𝑦1
𝑦 и проинтегрируем по 𝑦 от

0 до 𝑦1:

𝑦1∫︁
0

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
sin

𝜋𝑛

𝑦1
𝑦𝑑𝑦 +

𝑦1∫︁
0

𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
sin

𝜋𝑛

𝑦1
𝑦𝑑𝑦 = − 1

𝜀0

𝑦1∫︁
0

𝜌(𝑥, 𝑦) sin
𝜋𝑛

𝑦1
𝑦𝑑𝑦.

Учитывая условия II.4, получим:

𝜈 ′′𝑛(𝑥)− (
𝑛𝜋

𝑦1
)2𝜈𝑛(𝑥) = − 2

𝑦1𝜀0
𝜑(𝑥)

𝑦0+𝛿∫︁
𝑦0−𝛿

sin
𝑛𝜋

𝑦1
𝑦𝑑𝑦,

где:

𝜑(𝑥) =

⎧⎨⎩𝜌, |𝑥− 𝑥0| < 𝜀,

0, |𝑥− 𝑥0| > 𝜀,
(II.7)

откуда можно вывести окончательный вид уравнения:

𝜈 ′′𝑛(𝑥)− (
𝑛𝜋

𝑦1
)2𝜈𝑛(𝑥) = − 4𝛿

𝜀0𝑦1
𝜑(𝑥) sin

𝑛𝜋𝑦0
𝑦1

.

Решение представим в виде:

𝜈𝑛(𝑥) = 𝐶1(𝑥) ch
𝑛𝜋

𝑦1
𝑥+ 𝐶2(𝑥) sh

𝑛𝜋

𝑦1
𝑥.
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Принимая во внимание однородные граничные условия, найдём, что 𝐶1 = 0.
Тогда для 𝐶2 будет верно следующее выражение [17]:

𝐶2 = lim
𝜀→0, 𝛿→0

8𝜌𝜀𝛿 sin 𝑛𝜋
𝑦1
𝑦0 sin

𝑛𝜋
𝑦1
(𝑥1 − 𝑥0)

𝑛𝜋𝜀0 sin
𝑛𝜋
𝑦1
𝑥1

=
2𝜏 sin 𝑛𝜋

𝑦1
𝑦0 sin

𝑛𝜋
𝑦1
(𝑥1 − 𝑥0)

𝑛𝜋𝜀0 sin
𝑛𝜋
𝑦1
𝑥1

.

Таким образом, получим решение граничной задачи II.2-II.4:
при 𝑥 ≤ 𝑥0

𝑈(𝑥, 𝑦) =
2𝜏

𝜋𝜀0

∞∑︁
𝑛=1

sh(𝜋𝑛𝑦1 (𝑥1 − 𝑥0))

𝑛 sh(𝜋𝑛𝑦1 𝑥1)
sh(

𝜋𝑛

𝑦1
𝑥) sin(

𝜋𝑛

𝑦1
𝑦0) sin(

𝜋𝑛

𝑦1
𝑦), (II.8)

при 𝑥 ≥ 𝑥0

𝑈(𝑥, 𝑦) =
2𝜏

𝜋𝜀0

∞∑︁
𝑛=1

sh(𝜋𝑛𝑦1 𝑥0)

𝑛 sh(𝜋𝑛𝑦1 𝑥1)
sh(

𝜋𝑛

𝑦1
(𝑥1 − 𝑥)) sin(

𝜋𝑛

𝑦1
𝑦0) sin(

𝜋𝑛

𝑦1
𝑦). (II.9)

Таким образом, формулы II.2, II.8, II.9 дают распределение потенциала 𝑉 (𝑥, 𝑦)

во всем пространстве исследуемой системы.

Результаты численного расчета потенциала системы с заряженной
нитью

На основе построенного решения написана программа на языке C++, по ре-
зультатам работы которой построены графики распределения потенциала во
всей области системы.

Значения всех параметров приведены в безразмерных величинах.
Отметим, что на рисунках 12 a) и б) форма катода остается практически

неизменной, как и длина основания катода. Данный факт отражает адекват-
ность построенной модели. В результате моделирования получается необходи-
мая форма и размеры катода, в то время как изменение размеров системы иг-
рает роль в изменении распределения потенциала в области диодной системы,
но вносит незначительный вклад в изменение формы катода.
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а) 𝑥1 = 30, 𝑥0 = 15 б) 𝑥1 = 50, 𝑥0 = 25

Рис. 12: 𝑦1 = 10, 𝑦0 = 5, 𝜏 = −10, 𝑈0 = 100.

а) 𝜏 = −10 б) 𝜏 = −20

Рис. 13: 𝑦1 = 10, 𝑦0 = 5, 𝑥1 = 50, 𝑥0 = 25, 𝑈0 = 100.

Рассмотрим рисунок 13. Рисунки а) и б) отличаются значением плотности
заряда 𝜏 . Графики показывают, что при изменении значения 𝜏 в два раза про-
исходит изменение формы катода - увеличение длины его основания.
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II.2 Моделирование системы с произвольным числом
заряженных нитей

Физическая постановка задачи расчета потенциала системы с
заряженными нитями

Исследуется задача моделирования диодной системы произвольным числом за-
ряженных нитей в декартовых координатах (𝑥, 𝑦, 𝑧).

0 x0 x1 x

y1

y

y01 τ1

τNy0N

Рис. 14: Схематическое изображение двумерной системы с 𝑁 заряженными ни-
тями

Пренебрегая краевыми эффектами, будем считать, что форма лезвийного
катода по переменной 𝑧 не меняется. Таким образом, распределение потенциала
𝑉 (𝑥, 𝑦) зависит от двух координат (𝑥, 𝑦), где 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1. Подложкой
катода является плоскость 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑦1 — поверхность анода, 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑥1

— внешние границы системы по переменной 𝑥.
Влияние полевого катода на распределение поля заменим влиянием 𝑁 заря-

женных нитей с плотностями зарядов 𝜏𝑖 (𝑖 = 1...𝑁), расположенных в плоскости
𝑥𝑂𝑦 с координатами 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0𝑖. На рисунке 14 представлено схематиче-
ское изображение системы с N заряженными нитями в двумерной области (𝑥, 𝑦).
Положим, что поверхность реального катода совпадает с нулевой эквипотенци-
алью. Потенциал подложки эмиттера равен нулю, потенциал анода равен 𝑈0,
на боковых границах системы по переменной 𝑥 при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑥1 задана
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линейная функция:
𝑉 (0, 𝑦) = 𝑉 (𝑥1, 𝑦) = 𝑈0

𝑦

𝑦1
.

Как и в предыдущем параграфе, положим, что:

𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝑈0
𝑦

𝑦1
+ 𝑈(𝑥, 𝑦). (II.10)

Математическая модель системы с произвольным числом
заряженных нитей в ограниченной области с однородными

граничными условиями

Будем считать, что заряды с плотностями 𝜌𝑖 равномерно распределены внутри
прямоугольников небольшого объема

𝑥0 − 𝜀 < 𝑥 < 𝑥0 + 𝜀; 𝑦0𝑖 − 𝛿 < 𝑦 < 𝑦0𝑖 + 𝛿, 𝑖 = 1...𝑁.

тогда 𝜏𝑖 = lim𝜀→0, 𝛿→0 4𝜀𝛿𝜌𝑖, и задача сводится к решению уравнения Пуассона:

△𝑈(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
= −𝜌(𝑥, 𝑦)

𝜀0
, (II.11)

где

𝜌(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝜌𝑖, |𝑥− 𝑥0| < 𝜀 и |𝑦 − 𝑦0𝑖| < 𝛿,

0, |𝑥− 𝑥0| > 𝜀 или |𝑦 − 𝑦0𝑖| > 𝛿.
(II.12)

при однородных краевых условиях:

𝑈(0, 𝑦) = 0, 𝑈(𝑥, 0) = 0, 𝑈(𝑥1, 𝑦) = 0, 𝑈(𝑥, 𝑦1) = 0. (II.13)

Вычисление распределения потенциала системы с произвольным
числом заряженных нитей

В соответствии с формулами, представленными в предыдущем параграфе, бу-
дем искать решение граничной задачи II.11-II.13 в виде ряда:

𝑈(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜈𝑛(𝑥) sin
𝜋𝑛

𝑦1
𝑦.
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Функция 𝜈(𝑥) представляет собой решение дифференциального уравнения:

𝜈 ′′𝑛(𝑥)− (
𝑛𝜋

𝑦1
)2𝜈𝑛(𝑥) = − 4𝛿

𝜀0𝑦1

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜑𝑖(𝑥) sin
𝑛𝜋𝑦0𝑖
𝑦1

,

где

𝜑(𝑥) =

⎧⎨⎩𝜌𝑖, |𝑥− 𝑥0| < 𝜀;

0, |𝑥− 𝑥0| > 𝜀, 𝑖 = 1÷𝑁.

Решение данного уравнения представим в виде:

𝜈𝑛(𝑥) = 𝐶1(𝑥) ch
𝑛𝜋

𝑦1
𝑥+ 𝐶2(𝑥) sh

𝑛𝜋

𝑦1
𝑥.

Принимая во внимание граничные условия II.13, найдём, что 𝐶1 = 0. Тогда
для 𝐶2 будет верно следующее выражение:

𝐶2 =

2
𝑁∑︀
𝑖=1

𝜏𝑖 sin
𝑛𝜋
𝑦1
𝑦0𝑖 sin

𝑛𝜋
𝑦1
(𝑥1 − 𝑥0)

𝑛𝜋𝜀0 sin
𝑛𝜋
𝑦1
𝑥1

.

Таким образом, получим решение граничной задачи II.11-II.13:
при 𝑥 ≤ 𝑥0

𝑈(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

2

𝑛𝜋𝜀0

sh(𝜋𝑛𝑦1 (𝑥2 − 𝑥0))

sh(𝜋𝑛𝑦1 𝑥2)
sh(

𝜋𝑛

𝑦1
𝑥)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏𝑖 sin(
𝜋𝑛

𝑦1
𝑦0𝑖) sin(

𝜋𝑛

𝑦1
𝑦), (II.14)

при 𝑥 > 𝑥0

𝑈(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

2

𝑛𝜋𝜀0

sh(𝜋𝑛𝑦1 𝑥0)

sh(𝜋𝑛𝑦1 𝑥2)
sh(

𝜋𝑛

𝑦1
(𝑥2 − 𝑥0))

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜏𝑖 sin(
𝜋𝑛

𝑦1
𝑦0𝑖) sin(

𝜋𝑛

𝑦1
𝑦). (II.15)

Таким образом, формулы II.10, II.14, II.15 дают распределение потенциала
𝑉 (𝑥, 𝑦) во всей области исследуемой системы.

Результаты численного расчета потенциала системы с
произвольным числом заряженных нитей

На основе построенного решения написана программа, по результатам работы
которой построены графики распределения потенциала во всей области систе-
мы.
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а) 𝑥1 = 10, 𝑥0 = 5 б) 𝑥1 = 20, 𝑥0 = 10

Рис. 15: 𝑦1 = 10, 𝑦0𝑖 = 5(𝑖 = 1÷𝑁), 𝜏𝑖 = −10, 𝑈0 = 100, 𝑁 = 10.

Значения всех параметров приведены в безразмерных величинах.
Отметим, что на рисунках 15 a) и б) при варьировании границ системы по

переменной 𝑥 форма катода остается практически неизменной, как и длина ос-
нования катода. Данный факт отражает адекватность построенной модели. В
результате моделирования получается необходимая форма и размеры катода,
в то время как изменение размеров системы играет роль в изменении потенци-
ала в области диодной системы, но вносит незначительный вклад в изменение
формы катоды.

а) 𝜏𝑖 = −10, 𝑖 = 1÷𝑁 б) 𝜏𝑖 = −20, 𝑖 = 1÷𝑁

Рис. 16: 𝑦1 = 10, 𝑦0𝑖 = 5(𝑖 = 1÷𝑁), 𝑥1 = 50, 𝑥0 = 25, 𝑁 = 10.

Рассмотрим рисунки 16. Рисунки а) и б) отличаются значением плотности
заряда 𝜏 . Графики показывают, что при изменении значения 𝜏 в два раза про-
исходит увеличение длины основания катода.
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II.3 Моделирование диодной системы с произвольным
числом заряженных нитей с учетом влияния

диэлектрического слоя на подложке

Физическая постановка задачи расчета потенциала системы с
заряженными нитями и диэлектрическим слоем на подложке

Решается двумерная задача расчета эмиссионной системы в декартовой систе-
ме координат (𝑥, 𝑦). Анод – плоскость, параллельная подложке. Внутренняя
область системы заполнена двумя разными диэлектриками [98]. Влияние поле-
вого острия заменяется влиянием системы 𝑁 заряженных нитей с линейными
плотностями зарядов 𝜏𝑖, координаты нитей (𝑥0, 𝑦0𝑖), 𝑖 = 1...𝑁 . Границей раздела
диэлектриков с диэлектрическими проницаемостями 𝜀1 и 𝜀2 является плоскость
𝑦 = 𝑦1. Полевой катод расположен на плоской подложке 𝑦 = 0. На внешних
границах рассматриваемой системы 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑥1, 𝑦 = 𝑦2 заданы граничные
условия первого рода. Потенциал подложки 𝑦 = 0 равен нулю. Поверхность
катода совпадает с поверхностью нулевой эквипотенциали.
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Рис. 17: Схематическое изображение системы с заряженными нитями на плос-
кости
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Математическая модель системы с заряженными нитями и
диэлектриками

Распределение электростатического потенциала 𝑈(𝑥, 𝑦) в декартовой системе
координат удовлетворяет уравнению Лапласа

𝜕𝑈 2

𝜕𝑥2
+

𝜕𝑈 2

𝜕𝑦2
= 0.

𝑈(𝑥, 𝑦)|Ω = 0,
(II.16)

где Ω - поверхность катода.

𝑈(0, 𝑦) = 𝑈(𝑥1, 𝑦) = 𝑓(𝑦),

𝑈(𝑥, 𝑦2) = 𝑉1,

𝑈(𝑥, 0) = 0,

(II.17)

𝑓(𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓1(𝑦) = 𝑉1

𝑦𝜀2

𝑦2𝜀1 + 𝑦1
(︀
𝜀2 − 𝜀1

)︀ , 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑦1,

𝑓2(𝑦) = 𝑉1

𝑦𝜀1 + 𝑦1
(︀
𝜀2 − 𝜀1

)︀
𝑦2𝜀1 + 𝑦1

(︀
𝜀2 − 𝜀1

)︀ , 𝑦1 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑦2.
(II.18)

В силу того,что влияние катода заменяется влиянием заряженных нитей,
исходная граничная задача II.16-II.18 сводится к решению уравнения Пуассона
с соответствующими граничными условиями:

△𝑈(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
= −𝜌(𝑥, 𝑦)

𝜀0 , (II.19)

где

𝜌(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜌𝑖, |𝑥− 𝑥0| < 𝜀 и |𝑦 − 𝑦0𝑖| < 𝛿𝑖,

0, |𝑥− 𝑥0| > 𝜀 или |𝑦 − 𝑦0𝑖| > 𝛿𝑖.

𝑖 = 1÷𝑁, 𝜏𝑖 = lim𝜀→0, 𝛿→0 4𝜀𝛿𝜌𝑖.

(II.20)
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Вычисление распределения потенциала системы с заряженными
нитями и диэлектриками

Для решения задачи II.19–II.20 вся внутренняя область системы разбивается
на две подобласти по границе раздела диэлектриков 𝑦 = 𝑦1:

𝑈(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝑈1(𝑥, 𝑦), 0 ⩽ 𝑦0𝑖 ⩽ 𝑦1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗,

𝑈2(𝑥, 𝑦), 𝑦1 ⩽ 𝑦0𝑖 ⩽ 𝑦2, 𝑗 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁.
(II.21)

Распределение потенциала II.21 в соответствии с формулами §II.2 можно
представить в виде [20]:

𝑈1(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑦) +
∞∑︁

𝑚=1

𝐴𝑚
sh𝛼𝑚𝑦

sh𝛼𝑚𝑦1
sin𝛼𝑚𝑥+

𝑗∑︁
𝑖=1

2𝜏𝑖
𝜋𝜀0

×

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑︁
𝑛=1

sh 𝛽𝑛(𝑥1 − 𝑥0) sh 𝛽𝑛𝑥

𝑛 sh 𝛽𝑛𝑥1
sin 𝛽𝑛𝑦0𝑖 sin 𝛽𝑛𝑦,

0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥0;

∞∑︁
𝑛=1

sh 𝛽𝑛(𝑥1 − 𝑥) sh 𝛽𝑛𝑥0
𝑛 sh 𝛽𝑛𝑥1

sin 𝛽𝑛𝑦0𝑖 sin 𝛽𝑛𝑦,

𝑥0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥1;

(II.22)

𝑈2(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑦) +
∞∑︁

𝑚=1

𝐴𝑚
sh𝛼𝑚(𝑦2 − 𝑦)

sh𝛼𝑚(𝑦2 − 𝑦1)
sin𝛼𝑚𝑥+

𝑁∑︁
𝑖=𝑗+1

2𝜏𝑖
𝜋𝜀0

×

×

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑︁
𝑘=1

sh 𝛾𝑘(𝑥1 − 𝑥0) sh 𝛾𝑘𝑥

𝑘 sh 𝛾𝑘𝑥1
sin 𝛾𝑘(𝑦0𝑖 − 𝑦1) sin 𝛾𝑘(𝑦 − 𝑦1),

0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥0;

∞∑︁
𝑘=1

sh 𝛾𝑘(𝑥1 − 𝑥) sh 𝛾𝑘𝑥0
𝑘 sh 𝛾𝑘𝑥1

sin 𝛾𝑘(𝑦0𝑖 − 𝑦1) sin 𝛾𝑘(𝑦 − 𝑦1),

𝑥0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥1;

(II.23)

где

𝛼𝑚 =
𝜋𝑚

𝑥1
, 𝛽𝑛 =

𝜋𝑛

𝑦1
, 𝛾𝑘 =

𝜋𝑘

𝑦2 − 𝑦1
.
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Таким образом, разложения II.22-II.23 устанавливают непрерывность потен-
циала 𝑈(𝑥, 𝑦) на границе раздела диэлектриков 𝑦 = 𝑦1 и выполнение граничных
условий II.17–II.18.

Выполнение условия непрерывности нормальной составляющей вектора элек-
трического смещения на границе раздела диэлектриков:

𝜕𝑈1

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑦1

=
𝜕𝑈2

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑦=𝑦1

приводит к вычислению неизвестных коэффициентов 𝐴𝑚 в рядах II.22 и II.23
в явном виде:

𝐴𝑚 =
4

𝜀0𝜋𝑚(𝜀1 cth(𝛼𝑚𝑦1) + 𝜀2 cth(𝛼𝑚(𝑦2 − 𝑦1)))
×

×
(︃
𝜀1
𝑦1

(︁ 𝑗∑︀
𝑖=1

∞∑︀
𝑛=1

𝜏𝑖(−1)𝑛 sin(𝛽𝑛𝑦0𝑖)
𝛽𝑛

𝛽2
𝑛 + 𝛼2

𝑚

sin(𝛼𝑚𝑥0)
)︁
+

+
𝜀2

(𝑦2 − 𝑦1)

(︁ 𝑁∑︀
𝑖=𝑗+1

∞∑︀
𝑘=1

𝜏𝑖 sin(𝛾𝑘(𝑦0𝑖 − 𝑦1))
𝛾𝑘

𝛾2
𝑘 + 𝛼2

𝑚

sin(𝛼𝑚𝑥0)
)︁)︃

.

(II.24)

Итак, формулы II.21-II.24 дают распределение потенциала 𝑈(𝑥, 𝑦) во всей об-
ласти исследуемой системы.
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Результаты численного расчета потенциала системы с заряженными
нитями и диэлектриками

Отметим, что полученные изображения при моделировании удовлетворяют ожи-
даемым результатам. При увеличении значения отношения диэлектрических
проницаемостей

𝜀1
𝜀2

форма катода меняется, как показано на рисунках 18.

Значения всех параметров приведены в безразмерных величинах.

а)
𝜀1
𝜀2

= 1 б)
𝜀1
𝜀2

= 10

Рис. 18: 𝑦1 = 5, 𝑦2 = 10, 𝑦0𝑖 = [0, 5], 𝑁 = 50, 𝑥1 = 10, 𝑥0 = 5, 𝜏 = −100,

𝑉1 = 100

При увеличении значения 𝜏 видно, что на рисунках 19 острие увеличивается
относительно размеров системы.

а) 𝜏 = −100 б) 𝜏 = −300

Рис. 19: 𝑦1 = 5, 𝑦2 = 10, 𝑦0𝑖 = [0, 5], 𝑁 = 50, 𝑥1 = 10, 𝑥0 = 5,
𝜀1
𝜀2

= 5, 𝑉1 = 100
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II.4 Моделирование диодной эмиссионной системы с
диэлектрическими слоями на боковых поверхностях

Физическая постановка задачи расчета потенциала

Рис. 20: Схематическое изображение диодной системы.

Заменим влияние полевого катода на распределение потенциала влиянием
заряженной плоскости с плотностью зарядов 𝜏 [60, 96]. На рисунке 20 представ-
лено схематическое изображение диодной эмиссионной системы.

Параметры задачи:

область диодной системы — (𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥4, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1);

граница раздела диэлектриков с диэлектрическими проницаемостями 𝜀2 и
𝜀1 — 𝑥 = 𝑥2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1;

граница раздела диэлектриков с диэлектрическими проницаемостями 𝜀1 и
𝜀2 — 𝑥 = 𝑥3, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1;

поверхность заряженной плоскости — 𝑥 = 𝑥0 = (𝑥2 + 𝑥3)/2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0;

поверхность подложки — 𝑦 = 0; поверхность анода — 𝑦 = 𝑦1;
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потенциал подложки — 𝑈(𝑥, 0) = 0, 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥4; потенциал анода —
𝑈(𝑥, 𝑦1) = 𝑈0, 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥4;

распределение потенциала на боковых границах области —

𝑈(𝑥1, 𝑦) = 𝑈(𝑥4, 𝑦) = 𝑈0
𝑦
𝑦1

, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1.

Математическая модель диодной системы с заряженной плоскостью
и диэлектрическими слоями

Распределение электростатического потенциала 𝑈(𝑥, 𝑦) удовлетворяет уравне-
нию Пуассона

△𝑈(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
= −𝜌(𝑥, 𝑦)

𝜀0
, (II.25)

и граничным условиям

𝑈(𝑥1, 𝑦) = 𝑈(𝑥4, 𝑦) = 𝑈0
𝑦

𝑦1
,

𝑈(𝑥, 𝑦1) = 𝑈0, 𝑈(𝑥, 0) = 0,
(II.26)

𝜌(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩𝜌, |𝑥− 𝑥0| < 𝜀 и 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0;

0, |𝑥− 𝑥0| > 𝜀 или 𝑦0 < 𝑦 ≤ 𝑦1,
(II.27)

𝜏 = lim
𝜀 → 0

2𝜀 𝑦0 𝜌. (II.28)

Вычисление распределения потенциала

Представим функцию 𝑈(𝑥, 𝑦) в виде суммы решения 𝑈1(𝑥, 𝑦) и линейной до-
бавки 𝑈0

𝑦
𝑦0

. Для решения граничной задачи II.25-II.28 разобьем всю область
моделируемой системы (𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥4, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1) на три части

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈0𝑦/𝑦1 + 𝑈1(𝑥, 𝑦),

𝑈1(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑈 𝐼
1 (𝑥, 𝑦), 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2;

𝑈 𝐼𝐼
1 (𝑥, 𝑦), 𝑥2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥3;

𝑈 𝐼𝐼𝐼
1 (𝑥, 𝑦), 𝑥3 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥4.
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Тогда, функции 𝑈 𝐼
1 (𝑥, 𝑦), 𝑈 𝐼𝐼

1 (𝑥, 𝑦), 𝑈 𝐼𝐼𝐼
1 (𝑥, 𝑦) можно представить в виде раз-

ложений по собственным функциям:

𝑈 𝐼
1 (𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
sh(𝜆𝑛(𝑥− 𝑥1))

sh(𝜆𝑛(𝑥2 − 𝑥1))
sin𝜆𝑛𝑦, 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2; (II.29)

𝑈 𝐼𝐼
1 (𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑎𝑛

sh(𝜆𝑛(𝑥3 − 𝑥))

sh(𝜆𝑛(𝑥3 − 𝑥2))
+

+𝑏𝑛
sh(𝜆𝑛(𝑥− 𝑥2))

sh(𝜆𝑛(𝑥3 − 𝑥2))

)︂
sin𝜆𝑛𝑦 + 𝑈𝜏(𝑥, 𝑦), 𝑥2 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2;

(II.30)

𝑈 𝐼𝐼𝐼
1 (𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛
sh(𝜆𝑛(𝑥4 − 𝑥))

sh(𝜆𝑛(𝑥4 − 𝑥3))
sin𝜆𝑛𝑦, 𝑥3 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥4, (II.31)

где 𝜆𝑛 =
𝜋𝑛

𝑦1
.

Функция 𝑈𝜏(𝑥, 𝑦) имеет вид [13]:

𝑈𝜏(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜏

𝑦0

∞∑︁
𝑚=1

2 sin𝛼𝑚(𝑥0 − 𝑥2)

𝛼𝑚 𝜋𝑚𝜀0

[︃
1− sh(𝛼𝑚(𝑦1 − 𝑦))

sh(𝛼𝑚𝑦1)
−

−sh(𝛼𝑚𝑦) ch(𝛼𝑚(𝑦1 − 𝑦0))

sh(𝛼𝑚𝑦1)

]︃
×

× sin𝛼𝑚(𝑥− 𝑥2), 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0;

𝜏

𝑦0

∞∑︁
𝑚=1

2 sin𝛼𝑚(𝑥0 − 𝑥2)

𝛼𝑚 𝜋𝑚𝜀0

sh(𝛼𝑚(𝑦1 − 𝑦))

sh(𝛼𝑚𝑦1)
×

×(ch(𝛼𝑚𝑦0)− 1) sin𝛼𝑚(𝑥− 𝑥2), 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1,

(II.32)

где 𝛼𝑚 =
𝜋𝑚

𝑥3 − 𝑥2
, 𝜏 - постоянная плотность заряда на плоскости 𝑥 = 𝑥0,

0 < 𝑦 < 𝑦0.
Распределение потенциала 𝑈(𝑥, 𝑦) является непрерывной функцией на гра-

ницах раздела областей 𝑥 = 𝑥2 и 𝑥 = 𝑥3 при 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0 в соответствии с
формулами II.29-II.32.
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Нахождение коэффициентов разложений потенциала из условий
сопряжения на границе раздела диэлектриков

Коэффициенты 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 в разложениях II.29–II.31 могут быть найдены из условий
непрерывности вектора электрического смещения при 𝑥 = 𝑥2, 𝑥 = 𝑥3

𝜀2
𝜕𝑈 𝐼

1 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥2

= 𝜀1
𝜕𝑈 𝐼𝐼

1 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥2

,

𝜀1
𝜕𝑈 𝐼𝐼

1 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥3

= 𝜀2
𝜕𝑈 𝐼𝐼𝐼

1 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥3

.

Условия сопряжения на границе раздела диэлектриков и ортогональность си-
стемы собственных функция в рядах II.29–II.32 приводят к нахождению коэф-
фициентов 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 в явном виде

𝑎𝑛 = 𝐴𝑛
𝛿𝑛 + 𝛾𝑛

𝛽𝑛𝛿𝑛 − 𝛾2
𝑛

, 𝑏𝑛 = 𝐴𝑛
𝛽𝑛 + 𝛾𝑛
𝛽𝑛𝛿𝑛 − 𝛾2

𝑛

, (II.33)

где

𝐴𝑛 = 𝜏
4(1− cos𝜆𝑛𝑦0)

𝜀0 𝑦0 𝑦1 𝜆2
𝑛

∞∑︁
𝑚=1,3,5,...

sin𝛼𝑚(𝑥0 − 𝑥2)

𝜋𝑚

𝛼2
𝑚

𝛼2
𝑚 + 𝜆2

𝑛

,

𝛽𝑛 =
𝜀2
𝜀1

cth(𝜆𝑛(𝑥2 − 𝑥1)) + cth(𝜆𝑛(𝑥3 − 𝑥2)),

𝛾𝑛 =
1

sh(𝜆𝑛(𝑥3 − 𝑥2))
,

𝛿𝑛 =
𝜀2
𝜀1

cth(𝜆𝑛(𝑥4 − 𝑥3)) + cth(𝜆𝑛(𝑥3 − 𝑥2)).

Величина линейной плотности заряда 𝜏 вычисляется из условия

𝑈(𝑥0, 𝐿) = 0,

чтобы нулевая эквипотенциаль проходила через вершину катода (𝑥 = 𝑥0, 𝑦 =

𝐿).
Формулы II.29-II.33 задают распределение потенциала во всем пространстве

рассматриваемой системы.
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Результаты численного расчета потенциала диодной системы с
диэлектрическими слоями

На рисунках 21, 22 представлены графики распределения потенциала и карти-
ны эквипотенциальных линий в зависимости от отношения значений диэлек-
трических проницаемостях

𝜀2
𝜀1

для заданных геометрических параметров систе-

мы и вычисляемых величинах 𝜏 при условии, чтобы нулевая эквипотенциаль
проходила через вершину катода (𝑥0, 𝐿) [21].

Значения всех параметров приведены в безразмерных величинах.

𝜏 = −417.7326, 𝜀2
𝜀1
= 1 𝜏 = −476.5427, 𝜀2

𝜀1
= 5

𝜏 = −492.7033, 𝜀2
𝜀1
= 20 𝜏 = −494.6468, 𝜀2

𝜀1
= 50

Рис. 21: 𝑦0 = 5, 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 1, 𝑥3 = 9, 𝑥4 = 10, 𝑦1 = 10, 𝑈1 = 100,

𝐿 = 5, 00005, 𝑈0 = 100.

Отметим, что при увеличении соотношения 𝜀2
𝜀1

значения плотности заряда 𝜏

увеличиваются. Влияние диэлектриков на полученное распределение электро-
статического потенциала представлено на рисунках 21.
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На рисунках 22 демонстрируется влияние изменения границ раздела диэлек-
трических слоев системы. С помощью параметров 𝑥2 и 𝑥3 задаются границы
слоев диэлектриков. Таким образом можно изменять форму катода на требуе-
мую не только с помощью изменения значений соотношения диэлектрических
проницаемостей, но и изменяя расположение диэлектриков внутри рассматри-
ваемой системы.

𝜏 = −164.8959, 𝜀2
𝜀1
= 1; 𝜏 = −689.0760, 𝜀2

𝜀1
= 5

𝜏 = −2654.7514, 𝜀2
𝜀1
= 20 𝜏 = −3965.2016, 𝜀2

𝜀1
= 30

Рис. 22: Параметры: 𝑦0 = 5, 𝑥1 = 0, 𝑥4 = 10, 𝑥2 = 4, 𝑥3 = 6, 𝑦1 = 10,

𝑈1 = 100, 𝐿 = 5, 00005, 𝑈0 = 100.
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II.5 Вычисление напряженности электростатического
поля

Напряженность электростатического поля является важнейшей характеристи-
кой полевой эмиссионной системы, т.к. именно она позволяет вычислить плот-
ность тока, величину полного тока и т.д. [21]

В данном разделе напряженность поля рассчитывается не во всей области
системы, так как особый интерес представляет значения напряженности именно
на вершине катода и в его малой окрестности 𝛿:

𝐿 = 𝑦0 + 𝛿.

Значения напряженности для осесимметричной системы, с одиночным по-
левым катодом представлены на рисунках 23:

Рис. 23: Параметры: 𝑟1 = 10, 𝑧1 = 10, 𝑟𝑞 = 5, 𝑧𝑞 = 5, 𝑈0 = 𝑈1 = 100,

𝜏 = −100, 𝐿 = 0.0005
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Значения напряженности для случая периодической системы катодов, моде-
лируемой заряженной плоскостью в декартовых координатах, представлены на
рисунке 24. Отметим, что максимальное значение напряженности для плоской
системы, моделируемой с помощью заряженной плоскости, меньше в 103 раз,
чем значения для осесимметричной системы в цилиндрических координатах.

Рис. 24: Параметры: 𝑥1 = 10, 𝑦1 = 10, 𝑥0 = 5, 𝑦0 = 5 , 𝑉0 = 𝑉1 = 100,

𝜏 = −100, 𝐿 = 0.0005

На рисунке 24 представлена периодическая система эмиттеров, содержащая
диэлектрические прослойки. На данных графиках видно, что максимальная на-
пряженность вблизи острия так же сравнительно небольшая — лишь 12 · 103,
что, однако, больше, чем значения для непериодической системы. Важно отме-
тить, что данные значения напряженности должны уменьшаться при создании
реального устройства из-за влияния эффекта экранирования эмиттеров друг
другом [72].
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Значения напряженности вблизи острия намного выше для одиночного като-
да, моделируемого заряженными нитями, нежели чем для периодической систе-
мы. Данный прирост напряженности объясняется отсутствием эффекта экра-
нирования у одиночного катода (рис.25).

Рис. 25: Параметры: 𝑥1 = 10, 𝑦1 = 10, 𝑥0 = 5, 𝑦0 = 5, 𝑉0 = 100, 𝑉1 = 100,

𝜏 = −100, 𝐿 = 0.0005

Основные результаты данной Главы опубликованы в работах [5, 12, 13, 14].
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III Моделирование плоскосимметричных
периодических систем полевых эмиттеров

лезвийной формы

При написании Главы III использовались следующие источники: [6], [97].
Периодические системы полевых эмиттеров лезвийной формы широко при-

меняются в электронно-вакуумных приборах различного назначения [26, 45,
64, 71, 77, 83, 87, 88, 106, 108, 112]. Следует заметить, что, работ, посвящен-
ных моделированию подобных эмиссионных систем значительно меньше, чем
экспериментальных работ по данной теме [2, 42, 53].

В данной главе разработан метод моделирования плоскосимметричных пе-
риодических систем полевых эмиттеров лезвийной формы на плоской подложке
с помощью заряженных плоскостей в декартовых координатах. Анод — плос-
кость, параллельная подложке. Распределение электростатического потенциала
найдено аналитически для периодических систем эмиттеров с учетом и без уче-
та диэлектрических слоев в области систем и представлено в виде рядов по
собственным функциям, коэффициенты рядов вычислены в явном виде.

III.1 Моделирование периодической системы полевых
эмиттеров с помощью заряженных плоскостей

Физическая постановка задачи расчета потенциала периодической
системы заряженных плоскостей

В данном разделе моделируется периодическая система полевых эмиттеров лез-
вийной формы на плоской подложке. Анодом является плоскость, параллельная
подложке в декартовой системе координат (𝑥, 𝑦). В силу периодичности систе-
мы, можно рассматривать одну элементарную ячейку с границами 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1

(см. рисунок 26). Заменим влияние каждого полевого эмиттера на распределе-
ние потенциала 𝑈(𝑥, 𝑦) в элементарной ячейке влиянием заряженной плоскости
с плотностью зарядов 𝜏 и координатами 𝑥 = 𝑥1/2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0 [62, 72, 92].
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Рис. 26: Схематическое изображение электронно-оптической системы на плос-
кости.

Параметры задачи:
𝑦 = 0 - плоскость подложки катода,
𝑦 = 𝑦1 - плоскость анода,
𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑥1 - границы одной ячейки системы по переменной 𝑥,
𝐿 - высота полевого эмиттера,
𝑈(𝑥, 0) = 0 - потенциал подложки,
𝑈(𝑥, 𝑦1) = 𝑈0 - потенциал анода.

Математическая модель периодической системы заряженных
плоскостей

Для вычисления распределения потенциала 𝑈(𝑥, 𝑦) во всей области одной ячей-
ки (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1) требуется решить граничную задачу для уравнения
Пуассона:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑈(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= − 1

𝜀0𝜌(𝑥, 𝑦),

𝑈(𝑥, 0) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1,

𝑈(𝑥, 𝑦1) = 𝑈0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1,

𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 0

= 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1,

𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥1

= 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1.

(III.1)

Будем считать, что заряженная нить с линейной плотностью заряда 𝜏(𝑦) со-
здает пространственное распределение заряда 𝜌(𝑥, 𝑦) в прямоугольнике малого
объема (|𝑥− 𝑥0| < 𝛿, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0) [29, 62]:

𝜌(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝜌(𝑦), |𝑥− 𝑥0| < 𝛿 и 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0,

0, |𝑥− 𝑥0| > 𝛿 или 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1,
(III.2)

так что

𝜏(𝑦) = lim
𝛿 → 0

2𝛿 𝑦0 𝜌(𝑦). (III.3)

Вычисление распределения потенциала периодической системы
заряженных плоскостей

Представим решение граничной задачи III.1-III.2 в виде

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈0 𝑦/𝑦1 + 𝑈1(𝑥, 𝑦). (III.4)

Для определения функции 𝑈1(𝑥, 𝑦) из уравнения III.4 требуется решить урав-
нение Пуассона с однородными граничными условиями первого рода по пере-
менной 𝑦 и однородными граничными условиями второго рода по переменной
𝑥:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2𝑈1(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑈1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= − 1

𝜀0𝜌(𝑥, 𝑦),

𝑈1(𝑥, 0) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1,

𝑈1(𝑥, 𝑦1) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1,

𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 0

= 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1,

𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥1

= 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1.

(III.5)

Решая уравнение III.5, получим 𝑈1(𝑥, 𝑦) в виде ряда [72]:

𝑈1(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑣𝑛(𝑦) cos(𝛼𝑛𝑥), 𝛼𝑛 =
𝜋𝑛

𝑥1
, (III.6)

где функции 𝜈𝑛(𝑦) удовлетворяют дифференциальному уравнению:

𝜈 ′′𝑛(𝑦)− 𝛼2
𝑛𝜈𝑛(𝑦) =

𝛾𝑛
𝑥1

𝜑𝑛(𝑦), 𝛾𝑛 =

⎧⎨⎩1, 𝑛 = 0

2, 𝑛 > 0

𝜈𝑛(𝑦) = − 1

𝜀0

𝑥1∫︁
0

𝜌(𝑥, 𝑦) cos𝛼𝑛𝑥𝑑𝑥.

При 𝑛 = 0

𝑣0(𝑦) = −𝑦1 − 𝑦

𝑥1 𝑦1

𝑦∫︁
0

𝜂𝜑0(𝜂) 𝑑𝜂 +
𝑦

𝑥1 𝑦1

𝑦0∫︁
𝑦

(𝜂 − 𝑦1)𝜑0(𝜂) 𝑑𝜂, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0,

𝑣0(𝑦) = −𝑦1 − 𝑦

𝑥1 𝑦1

𝑦0∫︁
0

𝜂𝜑0(𝜂) 𝑑𝜂, 𝑦0 < 𝑦 ≤ 𝑦1,

(III.7)
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при 𝑛 > 0

𝑣𝑛(𝑦) = − 2

𝜋𝑛

1

sh𝛼𝑛𝑦1

[︃ 𝑦∫︁
0

𝜑𝑛(𝜂) sh𝛼𝑛𝜂 sh𝛼𝑛(𝑦1 − 𝑦) 𝑑𝜂 −

−
𝑦0∫︁
𝑦

𝜑𝑛(𝜂) sh𝛼𝑛(𝜂 − 𝑦1) sh𝛼𝑛𝑦 𝑑𝜂

]︃
, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0,

𝑣𝑛(𝑦) = − 2

𝜋𝑛

1

sh𝛼𝑛𝑦1
[

𝑦0∫︁
0

𝜑𝑛(𝜂) sh𝛼𝑛𝜂 sh𝛼𝑛(𝑦1 − 𝑦) 𝑑𝜂, 𝑦0 < 𝑦 ≤ 𝑦1.

(III.8)

Таким образом, формулы III.5, III.6, III.7, III.8 определяют распределение
потенциала 𝑈(𝑥, 𝑦) в любой точке исследуемой системы.

Результаты численного расчета потенциала периодической системы
заряженных плоскостей

В соответствии с полученными аналитическими формулами распределения по-
тенциала III.4-III.8 в данном разделе представлены графики и картины эквипо-
тенциалей для элементарной ячейки периодической многоэмиттерной системы.

Значения всех параметров приведены в безразмерных величинах.
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а) 𝑥1 = 20, 𝑥0 = 10. б) 𝑥1 = 50, 𝑥0 = 25.

Рис. 27: 𝑦1 = 10, 𝑦0 = 5 𝜏 = −20, 𝑈0 = 100.

а) 𝜏 = −20. б) 𝜏 = −50.

Рис. 28: 𝑦1 = 10, 𝑦0 = 5, 𝑥1 = 10, 𝑥0 = 5, 𝑈0 = 100

На рисунках 27-28 представлены графики поля для различных значениях
геометрических параметров (Рис.27) и заданных значениях плотности зарядов
𝜏 (Рис.28), где 𝜏(𝑦) = 𝜏(

𝑦

𝑦0
), 𝜏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
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𝑥1 = 10, 𝜏 = −49.285; 𝑥1 = 30, 𝜏 = −54.756;

𝑥1 = 50, 𝜏 = −55.374; 𝑥1 = 100, 𝜏 = −56.955.

Рис. 29: Параметры системы: 𝑦1 = 10, 𝑈0 = 100, 𝑙 = 0.00005, 𝑈0 = 100.

На рисунках 29 представлены графики поля для различных значениях гео-
метрических параметров и при вычисленных значений 𝜏 . Значения 𝜏 определя-
лись из условия прохождения нулевой эквипотенциали, совпадающей с поверх-
ностью катода, на заданном расстоянии 𝑙 от вершины катода 𝑈(𝑥0, 𝑦0 + 𝑙) = 0,
где вершина каждого эмиттера 𝐿 = 𝑦0 + 𝑙.
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III.2 Периодическая система полевых эмиттеров с
диэлектрическими слоями на подложке

Физическая постановка задачи

Рис. 30: Схематическое изображение периодической системы на подложке с ди-
электриками.

В данном параграфе ставится задача расчета в декартовых координатах
(𝑥, 𝑦) распределения потенциала периодической системы полевых эмиттеров с
диэлектрическим слоем на подложке (Рис.30. Параметры рассматриваемой си-
стемы):

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑥1 - границы отдельной ячейки,
𝑦 = 0 — подложка катода;
𝑦 = 𝑦2 — поверхность анода;
Ω — поверхность эмиттера;
𝐿 — длина эмиттора;
𝑦 = 𝑦1 - плоскость раздела диэлектриков;
𝜀2 — диэлектрическая проницаемость при 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1;
𝜀1 — диэлектрическая проницаемость при 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2;
𝐿 — длина острия;
𝑥 = 𝑥0 — координата заряженной плоскости по оси 𝑥;
𝑦0 — длина заряженной плоскости по оси 𝑦;
𝜏(𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0 — линейная плотность заряда;
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𝑈(𝑥, 0) = 0 — граничные условия на подложке;
𝑈(𝑥, 𝑦2) = 𝑈0 — граничные условия на аноде.
Влияние полевого острия в ячейке заменим влиянием заряженной плоскости

с плотностью зарядов 𝜏(𝑦).

Математическая модель

Распределение потенциала удовлетворяет уровнению Пуассона:

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑈(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
= − 1

𝜀0
𝜌(𝑥, 𝑦), (III.9)

с граничными условиями:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈(𝑥, 0) = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1,

𝑈(𝑥, 𝑦2) = 𝑈0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1,

𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥 = 0

= 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2,

𝜕𝑈(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥1

= 0, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2.

(III.10)

Пусть заряженная нить с плотностью заряда 𝜏(𝑦) создаёт распределение
пространственного заряда 𝜌(𝑥, 𝑦) в прямоугольнике небольшого размера (|𝑥 −
𝑥0| < 𝛿, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0):

𝜌(𝑥, 𝑦) =

{︃
𝜌(𝑦), |𝑥− 𝑥0| < 𝛿 и 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0,

0, |𝑥− 𝑥0| > 𝛿 или 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1,
(III.11)

так что:

𝜏(𝑦) = lim
𝛿→0

2𝛿 𝑦0 𝜌(𝑦). (III.12)

Решение задачи III.10–III.12 может быть записано как:

𝑈(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑈0

𝑦 𝜀1

𝑦2𝜀2 + 𝑦1
(︀
𝜀1 − 𝜀2

)︀ + 𝑈1(𝑥, 𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1,

𝑈0

𝑦 𝜀2 + 𝑦1
(︀
𝜀1 − 𝜀2

)︀
𝑦2𝜀2 + 𝑦1

(︀
𝜀1 − 𝜀2

)︀ + 𝑈2(𝑥, 𝑦), 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2.
(III.13)
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Функции 𝑈𝑖(𝑥, 𝑦) (𝑖 = 1, 2) задают распределение потенциала, созданного
заряженной нитью при 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1 и 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2, в соответствии с граничными
условиями:

𝑈1(𝑥, 0) = 0,
𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥 = 0

=
𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥1

= 0,

𝑈2(𝑥, 𝑦2) = 0,
𝜕𝑈2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥 = 0

=
𝜕𝑈2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥1

= 0.

Функция 𝑈1(𝑥, 𝑦) может быть представлена как:

𝑈1(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑣1,𝑛(𝑦) cos(𝛼𝑛𝑥), (III.14)

где
𝛼𝑛 =

𝜋 𝑛

𝑥1
. (III.15)

Подставляя III.11 – III.15 в уравнение Пуассона III.9, получаем функцию
𝑣1,𝑛(𝑦), удовлетворяющую обыкновенному дифференциальному уравнению:

𝑣′′1,𝑛(𝑦)− 𝛼2
𝑛𝑣1,𝑛(𝑦) = 𝜙1,𝑛(𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1,

𝜙1,0(𝑦) = − 1

𝜀0𝑥1
lim
𝛿→0

𝑥0+𝛿∫︁
𝑥0−𝛿

𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 = − 1

𝜀0𝑥1 𝑦0
𝜏(𝑦),

𝜙1,𝑛(𝑦) = − 2

𝜀0𝑥1
lim
𝛿→0

𝑥0+𝛿∫︁
𝑥0−𝛿

𝜌(𝑥, 𝑦) cos(𝛼𝑛𝑥) 𝑑𝑥 = −2 cos(𝛼𝑛𝑥0)

𝜀0𝑥1 𝑦0
𝜏(𝑦), 𝑛 ̸= 0.

(III.16)

Решение уравнений III.16 при условии 𝑣1,𝑛(0) = 0 имеет вид:

𝑣1,0(𝑦) = − 1

𝜀0𝑥1 𝑦0

𝑦∫︁
0

𝜏(𝜂)(𝑦 − 𝜂) 𝑑𝜂 + 𝐶1,0𝑦,

𝑣1,𝑛(𝑦) = −2 cos(𝛼𝑛𝑥0)

𝜀0𝑥1 𝑦0 𝛼𝑛

𝑦∫︁
0

𝜏(𝜂) sh(𝛼𝑛(𝑦 − 𝜂)) 𝑑𝜂 + 𝐶1,𝑛 sh(𝛼𝑛𝑦), 𝑛 ̸= 0,

(III.17)

где 𝐶1,𝑛 —постоянные интегрирования, 𝑛 ≥ 0.
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Распределение потенциала 𝑈2(𝑥, 𝑦) при 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2 может быть найдено так
же, как 𝑈1(𝑥, 𝑦) и записано в виде:

𝑈2(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑣2,𝑛(𝑦) cos(𝛼𝑛𝑥), (III.18)

и, соответственно, функции 𝑣2,𝑛(𝑦) являются решением обычного диффи-
ренциального уравнения:

𝑣′′2,𝑛(𝑦)− 𝛼2
𝑛𝑣2,𝑛(𝑦) = 𝜙2,𝑛(𝑦), 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2,

𝜙2,0(𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
− 1

𝜀0𝑥1
lim
𝛿→0

𝑥0+𝛿∫︁
𝑥0−𝛿

𝜌(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 = − 1

𝜀0𝑥1 𝑦0
𝜏(𝑦), 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0,

0, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2,

𝜙2,𝑛(𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 2

𝜀0𝑥1
lim
𝛿→0

𝑥0+𝛿∫︁
𝑥0−𝛿

𝜌(𝑥, 𝑦) cos(𝛼𝑛𝑥) 𝑑𝑥 =

= −2 cos(𝛼𝑛𝑥0)

𝜀0𝑥1 𝑦0
𝜏(𝑦), 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0,

0, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2,

(III.19)

Решение уравнений III.19 при условии 𝑣2,𝑛(𝑦2) = 0 имеет вид:

𝑣2,0(𝑦) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

𝜀0𝑥1 𝑦0

𝑦0∫︁
𝑦

𝜏(𝜂)(𝑦 − 𝜂) 𝑑𝜂 − 𝐶2,0(𝑦2 − 𝑦), 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0,

−𝐶2,0(𝑦2 − 𝑦), 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2,

𝑣2,𝑛(𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 cos(𝛼𝑛𝑥0)

𝜀0𝑥1 𝑦0 𝛼𝑛

𝑦0∫︁
𝑦

𝜏(𝜂) sh(𝛼𝑛(𝑦 − 𝜂)) 𝑑𝜂+

+𝐶2,𝑛 sh(𝛼𝑛(𝑦2 − 𝑦)), 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦0,

𝐶2,𝑛 sh(𝛼𝑛(𝑦2 − 𝑦)), 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2,

(III.20)

𝐶2,𝑛 — постоянные интегрирования, 𝑛 ≥ 0.

Нахождение неизвестных коэффициентов

Для того, чтобы вычислить неизвестные коэффициенты 𝐶1,𝑛, 𝐶2,𝑛 в III.17, III.20,
необходимо использовать условия непрерывности III.13, III.14, III.18 и условие
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непрерывности нормальной компоненты вектора электрического смещения при
𝑦 = 𝑦1:

𝑈1(𝑥, 𝑦1) = 𝑈2(𝑥, 𝑦1), 𝜀2
𝜕𝑈1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑦1

= 𝜀1
𝜕𝑈2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑦1

. (III.21)

Условия III.21 задают условия для функций 𝑣𝑖,𝑛(𝑦) (𝑖 = 1, 2, 𝑛 ≥ 0):

𝑣1,𝑛(𝑦1) = 𝑣2,𝑛(𝑦1), 𝜀2
𝜕𝑣1,𝑛(𝑦)

𝜕𝑦

⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑦1

= 𝜀1
𝜕𝑣2,𝑛(𝑦)

𝜕𝑦

⃒⃒⃒
𝑦 = 𝑦1

. (III.22)

Формулы III.17, III.20, III.22 позволяют вычислить коэффициенты 𝐶1,𝑛, 𝐶2,𝑛

в явном виде:

𝐶1,0 =
1

𝜀0𝑥1 𝑦0(𝑦2 − (1− 𝜀1/𝜀2)𝑦1)
×

×
[︃ 𝑦1∫︁
0

𝜏(𝜂) (𝑦2 − (1− 𝜀1/𝜀2)𝑦1 − 𝜀1/𝜀2𝜂) 𝑑𝜂 +

𝑦0∫︁
𝑦1

𝜏(𝜂)(𝜀1/𝜀2)(𝑦2 − 𝜂) 𝑑𝜂

]︃
,

𝐶1,𝑛 = −2 cos(𝛼𝑛𝑥0)

𝜀0𝑥1 𝑦0 𝛼𝑛
×

×
(︂
𝜀1
𝜀2

sh(𝛼𝑛𝑦1) ch(𝛼𝑛(𝑦2 − 𝑦1)) + ch(𝛼𝑛𝑦1) sh(𝛼𝑛(𝑦2 − 𝑦1))

)︂−1

×

×
𝑦0∫︁
0

𝜏(𝜂)

[︂
𝜀1
𝜀2

sh(𝛼𝑛(𝜂 − 𝑦1)) ch(𝛼𝑛(𝑦2 − 𝑦1))−

− sh(𝛼𝑛(𝑦2 − 𝑦1)) ch(𝛼𝑛(𝜂 − 𝑦1)

]︂
𝑑𝜂,

(III.23)

𝐶2,0 =
1

𝜀0𝑥1 𝑦0(𝑦2 − (1− 𝜀1/𝜀2)𝑦1)
×

×
[︃
−

𝑦1∫︁
0

𝜏(𝜂)𝜂 𝑑𝜂 +

𝑦0∫︁
𝑦1

𝜏(𝜂)
(︀
(1− 𝜀1/𝜀2)𝑦1 − 𝜂

)︀
𝑑𝜂

]︃
,

𝐶2,𝑛 =
2 cos(𝛼𝑛𝑥0)

𝜀0𝑥1 𝑦0 𝛼𝑛
×

×
(︂
𝜀1
𝜀2

sh(𝛼𝑛𝑦1) ch(𝛼𝑛(𝑦2 − 𝑦1)) + ch(𝛼𝑛𝑦1) sh(𝛼𝑛(𝑦2 − 𝑦1))

)︂−1

×
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×
[︃ 𝑦1∫︁

0

𝜏(𝜂) sh(𝛼𝑛𝜂) 𝑑𝜂 +

𝑦0∫︁
𝑦1

𝜏(𝜂)

[︂
𝜀1
𝜀2

sh(𝛼𝑛𝑦1) ch(𝛼𝑛(𝜂 − 𝑦1))+

+ sh(𝛼𝑛(𝜂 − 𝑦1)) ch(𝛼𝑛𝑦1)

]︂
𝑑𝜂

]︃
.

(III.24)

Таким образом, III.13–III.15, III.18, III.23, III.24 являются решением гранич-
ной задачи III.10. Распределение потенциала 𝑈(𝑥, 𝑦) найдено в аналитическом
виде во всей области периодической системы.

Основные результаты данной Главы опубликованы в работах [6], [97].
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IV Моделирование полевого эмиттера
лезвийной формы в полярной системе

координат

При написании Главы IV использовались следующие источники: [43], [99].
Полевые эмиттеры широко используются в качестве катодных узлов электронно-

вакуумных приборах микроскопии, литографии, усилителях СВЧ, генераторах
рентгеновского излучения и т.д. Для увеличения срока службы полевых като-
дов исследуются покрытия вершины острия различными материалами, в том
числе и диэлектриками [44], [45], [46], [22].

IV.1 Моделирование лезвийного полевого эмиттера с
диэлектрическим покрытием в полярной системе

координат

Физическая постановка задачи расчета полевого эмиттера с
диэлектрическим покрытием на его вершине

В данном параграфе представлено моделирование двумерной диодной эмиссио-
ной системы на основе лезвийного полевого катода в полярной системе коорди-
нат. Вершиной эмиттера является окружность, покрытая диэлектриком. Ано-
дом является окружность, коаксиальная вершине эмиттера. На катоде заданы
граничные условия первого рода, на аноде заданы граничные условия перво-
го и второго рода. Расчет электростатического потенциала сводится к решению
системы линейных алгебраических уравнений с постоянными коэффициентами.

Параметры задачи:
𝑟 = 𝑅1, (𝜙 ∈ [−𝜋, 𝜋]) — поверхность эмиттера,
𝑟 = 𝑅3, (𝜙 ∈ [𝜙0, 𝜋 − 𝜙0]) — поверхность анода ,
𝑟 = 𝑅3, (𝜙 ∈ [−𝜙0, 𝜙0]) — подложка эмиттера,
𝑟 = 𝑅2, (𝜙 ∈ [−𝜋, 𝜋]) — граница раздела двух диэлектриков с диэлектри-

ческими проницаемостями 𝜀1 и 𝜀2,
𝑉1 — значение потенциала на вершине эмиттера,
𝑉2 — значение потенциала на аноде,
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Рис. 31: Схематическое изображение диодной системы в полярных координатах.

𝜕𝑈(𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅3

= 𝑄 — значение потенциала на подложке эмиттера.

Математическая модель полевого эмиттера с диэлектрическим
покрытием

Распределение электростатического потенциала 𝑈(𝑟, 𝜙) найдём как решение
уравнения Лапласа:

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑈

𝜕𝑟

)︂
+

1

𝑟2
𝜕2𝑈

𝜕𝜙2
= 0 (IV.1)

с граничными условиями:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑈(𝑅1, 𝜙) = 𝑉1, 𝜙 ∈ [−𝜋, 𝜋] ,

𝑈(𝑅3, 𝜙) = 𝑉2, 𝜙 ∈ [𝜙0, 2𝜋 − 𝜙0] ,

𝜕𝑈(𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅3

= 𝑄, 𝜙 ∈ [−𝜙0, 𝜙0] ,

𝜀1
𝜕𝑈(𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅2−0

= 𝜀2
𝜕𝑈(𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅2+0

, 𝜙 ∈ [−𝜋, 𝜋] .

(IV.2)

Решение граничной задачи IV.1, IV.2

Учитывая то, что распределение потенциала 𝑈(𝑟, 𝜙) дл всей области
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(𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅3] , 𝜙 ∈ [−𝜋, 𝜋]) симметрично относительно плоскостей 𝜙 = 0 и
𝜙 = 𝜋, задача IV.1, IV.2 может быть решена для (𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅3] , 𝜙 ∈ [0, 𝜋]).

Для нахождения решения уравнения IV.1 с граничными условиями IV.2 вся
внутренняя область диодной системы (𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅3] , 𝜙 ∈ [0, 𝜋]) может быть
разбита на следующие подобласти:

(1) — (𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅2] , 𝜙 ∈ [0, 𝜙0]);
(2) — (𝑟 ∈ [𝑅2, 𝑅3] , 𝜙 ∈ [0, 𝜙0]);
(3) — (𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅2] , 𝜙 ∈ [𝜙0, 𝜋]);
(4) — (𝑟 ∈ [𝑅2, 𝑅3] , 𝜙 ∈ [𝜙0, 𝜋]).

Пусть:

𝑈(𝑟, 𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑈1(𝑟, 𝜙), 𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅2] , 𝜙 ∈ [0, 𝜙0] ,

𝑈2(𝑟, 𝜙), 𝑟 ∈ [𝑅2, 𝑅3] , 𝜙 ∈ [0, 𝜙0] ,

𝑈3(𝑟, 𝜙), 𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅2] , 𝜙 ∈ [𝜙0, 𝜋] ,

𝑈4(𝑟, 𝜙), 𝑟 ∈ [𝑅2, 𝑅3] , 𝜙 ∈ [𝜙0, 𝜋] .

(IV.3)

Рассмотрим функции по переменной 𝑟 — 𝑉1(𝑟), 𝑉2(𝑟), 𝑉3(𝑟), 𝑉4(𝑟) для каждой
из областей IV.3 соответственно:

𝑉1(𝑟) = 𝑄𝑅3
𝜀2
𝜀1

ln (𝑟/𝑅1) + 𝑉1,

𝑉2(𝑟) = 𝑄𝑅3

(︂
ln (𝑟/𝑅2) +

𝜀2
𝜀1

ln (𝑅2/𝑅1)

)︂
+ 𝑉1,

𝑉3(𝑟) =
𝜀2
𝜀1

(𝑉2 − 𝑉1) ln (𝑟/𝑅1)
𝜀2
𝜀1

ln (𝑅2/𝑅1) + ln (𝑅3/𝑅2)
+ 𝑉1,

𝑉4(𝑟) =
(𝑉2 − 𝑉1) ln (𝑟/𝑅3)

𝜀2
𝜀1

ln (𝑅2/𝑅1) + ln (𝑅3/𝑅2)
+ 𝑉2.

(IV.4)

Функции 𝑉1(𝑟), 𝑉2(𝑟), 𝑉3(𝑟), 𝑉4(𝑟) IV.4 удовлетворяют уравнению Лапласа с
граничными условиями IV.2 для каждой (i) -й области соответственно.

Распределение потенциала IV.3 𝑈𝑖(𝑟, 𝜙) (𝑖 = 1, 2, 3, 4) методом разделения
переменных может быть представлен для (i) -й области в виде [43]:
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𝑈1(𝑟, 𝜙) = 𝑉1(𝑟) +
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑒
−𝜆𝑛(𝜙0−𝜙) 1 + 𝑒−2𝜆𝑛𝜙

1 + 𝑒−2𝜆𝑛𝜙0
sin (𝜆𝑛 ln (𝑟/𝑅1)) +

+
∞∑︁

𝑚=0

𝑐𝑚 (𝑟/𝑅2)
𝜇𝑚

1− (𝑟/𝑅1)
−2𝜇𝑚

1− (𝑅1/𝑅2)
2𝜇𝑚

cos(𝜇𝑚𝜙),

(IV.5)

𝑈2(𝑟, 𝜙) = 𝑉2(𝑟) +
∞∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑒
−𝜈𝑘(𝜙0−𝜙) 1 + 𝑒−2𝜈𝑘𝜙

1 + 𝑒−2𝜈𝑘𝜙0
sin (𝜈𝑘 ln (𝑟/𝑅2)) +

+
∞∑︁

𝑚=0

𝑐𝑚 (𝑟/𝑅2)
−𝜇𝑚

1 + (𝑟/𝑅3)
2𝜇𝑚

1 + (𝑅2/𝑅3)
2𝜇𝑚

cos(𝜇𝑚𝜙),

(IV.6)

𝑈3(𝑟, 𝜙) = 𝑉3(𝑟) +

+
∞∑︁
𝑛=1

⎛⎜⎝𝑎𝑛 +
2(−1)𝑛

𝜆𝑛

𝜀2
𝜀1

⎛⎜⎝ 𝑇2 − 𝑇1
𝜀2
𝜀1

ln (𝑅2/𝑅1) + ln (𝑅3/𝑅2)
−𝑄𝑅3

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠×

×𝑒−𝜆𝑛(𝜙−𝜙0)
1 + 𝑒−2𝜆𝑛(𝜋−𝜙)

1 + 𝑒−2𝜆𝑛(𝜋−𝜙0)
sin (𝜆𝑛 ln (𝑟/𝑅1)) +

+
∞∑︁
𝑝=0

𝑑𝑝 (𝑟/𝑅2)
𝜂𝑝 1− (𝑟/𝑅1)

−2𝜂𝑝

1− (𝑅1/𝑅2)
2𝜂𝑝

cos(𝜂𝑝(𝜋 − 𝜙)),

(IV.7)

𝑈4(𝑟, 𝜙) = 𝑉4(𝑟) +
∞∑︁
𝑡=1

𝑔𝑡 𝑒
−𝜉𝑡(𝜙−𝜙0)

1 + 𝑒−2𝜉𝑡(𝜋−𝜙)

1 + 𝑒−2𝜉𝑡(𝜋−𝜙0)
sin (𝜉𝑡 ln (𝑟/𝑅2)) +

+
∞∑︁
𝑝=0

𝑑𝑝 (𝑟/𝑅2)
−𝜂𝑝 1− (𝑟/𝑅3)

2𝜂𝑝

1− (𝑅2/𝑅3)
2𝜂𝑝

cos(𝜂𝑝(𝜋 − 𝜙)),

(IV.8)

где

𝜆𝑛 =
𝜋 𝑛

ln (𝑅2/𝑅1)
, 𝜇𝑚 =

(2𝑚+ 1) 𝜋

2𝜙0
, 𝜈𝑘 =

(2𝑘 + 1) 𝜋

2 ln (𝑅3/𝑅2)
,

𝜂𝑝 =
(2𝑝+ 1) 𝜋

2(𝜋 − 𝜙0)
, 𝜉𝑡 =

𝜋 𝑡

ln (𝑅3/𝑅2)
,

(IV.9)

Нахождение неизвестных коэффициентов в разложении потенциала
IV.5 – IV.9

Функции IV.5-IV.9 𝑈𝑖(𝑟, 𝜙) (𝑖 = 1, 2, 3, 4) как распределение потенциала IV.3
𝑈(𝑟, 𝜙), записанные в виде рядов по собственным функциям, удовлетворяют
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граничным условиям IV.2 на поверхностях катода и анода. Эти формулы зада-
ют следующие условия непрерывности распределения потенциала на границах
раздела областей:

𝑈1(𝑅2, 𝜙) = 𝑈2(𝑅2, 𝜙), 𝜙 ∈ [0, 𝜙0] ;

𝑈1(𝑟, 𝜙0) = 𝑈3(𝑟, 𝜙0), 𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅2] ;

𝑈3(𝑅2, 𝜙) = 𝑈4(𝑅2, 𝜙), 𝜙 ∈ [𝜙0, 𝜋] .

Для вычисления неизвестных коэффициентов 𝑎𝑛, 𝑏𝑘, 𝑐𝑚, 𝑑𝑝, 𝑔𝑡 можно ис-
пользовать дополнительные условия непрерывности распределения потенциала
и нормальной составляющей вектора смещения на остальных границах раздела
областей:

𝑈2(𝑟, 𝜙0) = 𝑈4(𝑟, 𝜙0), 𝑟 ∈ [𝑅2, 𝑅3] ;

𝜀1
𝜕𝑈1(𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅2

= 𝜀2
𝜕𝑈2(𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅2

, 𝜙 ∈ [0, 𝜙0] ;

𝜕𝑈1(𝑟, 𝜙)

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜙=𝜙0

=
𝜕𝑈3(𝑟, 𝜙)

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜙=𝜙0

, 𝑟 ∈ [𝑅1, 𝑅2] ;

𝜀1
𝜕𝑈3(𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅2

= 𝜀2
𝜕𝑈4(𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑟=𝑅2

, 𝜙 ∈ [𝜙0, 𝜋] ;

𝜕𝑈2(𝑟, 𝜙)

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜙=𝜙0

=
𝜕𝑈4(𝑟, 𝜙)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜙=𝜙0

, 𝑟 ∈ [𝑅2, 𝑅3] .

(IV.10)

Пользуясь условиями непрерывности IV.10 и ортогональности собственных функ-
ций можно можно составить линейную алгебраическую систему с соответствен-
ными неизвестными коэффициентами 𝑎𝑛, 𝑏𝑘, 𝑐𝑚, 𝑑𝑝, 𝑔𝑡:

𝑏𝑘
1

2
ln (𝑅3/𝑅2)− (−1)𝑘

∞∑︁
𝑡=1

𝑔𝑡
(−1)𝑡 𝜉𝑡
𝜈2𝑘 − 𝜉2𝑡

=

=
1

𝜈𝑘

(︂
𝜀2
𝜀1

ln (𝑅2/𝑅1) +
1

𝜈𝑘
(−1)𝑘

)︂
×

×
(︃

𝑉2 − 𝑉1
𝜀2
𝜀1

ln (𝑅2/𝑅1) + ln (𝑅3/𝑅2)
−𝑄𝑅3

)︃
;

(IV.11)
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(−1)𝑚
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
(−1)𝑛 𝜆𝑛

𝜆2
𝑛 + 𝜇2

𝑚

− (−1)𝑚
𝜀2
𝜀1

∞∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘
𝜈𝑘

𝜈2𝑘 + 𝜇2
𝑚

+

+𝑐𝑚
𝜙0

2

(︂
coth (𝜇𝑚 (𝑅2/𝑅1)) +

𝜀2
𝜀1

coth (𝜇𝑚 (𝑅3/𝑅2))

)︂
= 0;

(IV.12)

𝑎𝑛
1

2
ln (𝑅2/𝑅1) (tanh(𝜆𝑛𝜙0) + tanh(𝜆𝑛(𝜋 − 𝜙0))) + (−1)𝑛

∞∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚
(−1)𝑚 𝜇𝑚

𝜆2
𝑛 + 𝜇2

𝑚

+

+(−1)𝑛
∞∑︁
𝑝=0

𝑑𝑝
(−1)𝑝 𝜂𝑝
𝜆2
𝑛 + 𝜂2𝑝

= − tanh(𝜆𝑛(𝜋 − 𝜙0))×

×2(−1)𝑛

𝜆𝑛

𝜀2
𝜀1

⎛⎜⎝ 𝑉2 − 𝑉1
𝜀2
𝜀1

ln (𝑅2/𝑅1) + ln (𝑅3/𝑅2)
−𝑄𝑅3

⎞⎟⎠ ;

(IV.13)

(−1)𝑝
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
(−1)𝑛 𝜆𝑛

𝜆2
𝑛 + 𝜂2𝑝

+ 𝑑𝑝
𝜋 − 𝜙0

2

(︂
coth (𝜂𝑝 (𝑅2/𝑅1)) +

𝜀2
𝜀1

coth (𝜂𝑝 (𝑅3/𝑅2))

)︂
−

−(−1)𝑝
𝜀2
𝜀1

∞∑︁
𝑡=1

𝑔𝑡
𝜉𝑡

𝜉2𝑡 + 𝜂2𝑝
= −2 (−1)𝑝

∞∑︁
𝑛=1

1

𝜆2
𝑛 + 𝜂2𝑝

×

×𝜀2
𝜀1

⎛⎜⎝ 𝑉2 − 𝑉1
𝜀2
𝜀1

ln (𝑅2/𝑅1) + ln (𝑅3/𝑅2)
−𝑄𝑅3

⎞⎟⎠ ;

(IV.14)

−
∞∑︁

𝑚=0

𝑐𝑚
𝜇𝑚

𝜇2
𝑚 + 𝜈2𝑘

+ 𝑏𝑘
1

2
ln (𝑅3/𝑅2) tanh(𝜈𝑘 𝜙0) +

+
∞∑︁
𝑝=0

𝑑𝑝
(−1)𝑝𝜂𝑝

𝜈𝑘

(︂
𝜂𝑝

𝜂2𝑝 + 𝜈2𝑘

(−1)𝑘

sinh (𝜂𝑝 (ln (𝑅3/𝑅2)))
− 𝜈𝑘

𝜂2𝑝 + 𝜈2𝑘

)︂
+

+(−1)𝑘
∞∑︁
𝑡=1

𝑔𝑡
𝜉𝑡
𝜈𝑘

(−1)𝑡 𝜉𝑡
(𝜈2𝑘 − 𝜉2𝑡 )

tanh(𝜉𝑡 (𝜋 − 𝜙0)) = 0.

(IV.15)

Итак, решение исходной граничной задачи IV.1, IV.2 сведено к решению
системы линейных алгебраических уравнений IV.11 – IV.15 относительно ко-
эффициентов, входящих в разложение потенциала IV.5 – IV.9.
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Результаты численного расчета распределения потенциала в
диодной системе для полевого эмиттера с диэлектрическим

покрытием

В соответствии с полученными формулами распределения потенциала IV.3 –
IV.9 в данном разделе представлены картины эквипотенциалей во всей области
диодной системы при различных значениях параметров.

Значения всех параметров представлены в безразмерных величинах.
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а) 𝑄 = −0.001 б) 𝑄 = −0.01

Рис. 32: 𝜀1/𝜀2 = 1, 𝑅1 = 10, 𝑅3 = 100, 𝜙0 = 𝜋/4, 𝑉1 = 0, 𝑉2 = 100

а) 𝜀2/𝜀1 = 1 б) 𝜀2/𝜀1 = 0.1

Рис. 33: 𝑅1 = 1, 𝑅2 = 2, 𝑅3 = 100, 𝜙0 = 𝜋/4, 𝑉1 = 0, 𝑉2 = 100, 𝑈(𝑟, 𝜙0) = 0

На рисунках 32 представлены графики распределения потенциала для раз-
личных значениях величины 𝑄 в граничных условиях IV.2 при отсутствии ди-
электрического слоя на вершине катода (𝜀2 = 𝜀1).

На рисунках 33 приведены графики распределения потенциала для раз-
личных значениях величины отношения диэлектрических проницаемостях сло-
ев 𝜀2/𝜀1 при однородных граничных условиях первого рода на поверхности
𝜙0 = 𝜋/4 (𝑅1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅3).
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На рисунке 34 приведен график распределения потенциала при указанных
параметрах во всей области исследуемой диодной системы с полевым катодом,
вершина которого покрыта слоем диэлектрика.

Рис. 34: 𝜀2/𝜀1 = 0.1 𝑅1 = 1, 𝑅2 = 2, 𝑅3 = 100, 𝜙0 = 𝜋/4, 𝑉1 = 0, 𝑉2 = 100,
𝑞 = −15

На рисунках 36 представлены графики распределения потенциала по пе-
ременной r вблизи границы раздела диэлектриков. Заметно, что при увеличе-
нии диэлектрической проницаемости слоя (диэлектрического покрытия верши-
ны острия) 𝜀1 по отношению к 𝜀2, возрастает напряженность поля в области
эмиссии 𝑅2 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅2 + 2𝑅1. Данные результаты вычислений соответствуют
известным экспериментальным фактам [22].
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а) 𝜀2/𝜀1 = 0.01 б) 𝜀2/𝜀1 = 0.5

в) 𝜀2/𝜀1 = 0.1 г) 𝜀2/𝜀1 = 1

Рис. 35: 𝑅1 = 10, 𝑅2 = 2, 𝑅3 = 100, 𝜙 = 0, 𝜙0 = 𝜋/4, 𝑉1 = 0, 𝑉2 = 100

Основные результаты данной Главы опубликованы в работе [43].
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Заключение

В данной работе предложены методы моделирования различных двумерных
эмиссионных систем на основе полевых эмиттеров. Одной из главных задач ис-
следования полевых катодов является поиск наиболее удобного способа моде-
лирования, который для каждой конкретной задачи поможет конструировать
катоды необходимых размеров и форм. Особое внимание уделялось исследо-
ванию вопроса об изменении распределения электростатического потенциала
внутри системы и влиянию на его изменение как геометрических параметров,
так и наличия диэлектрических слоев в системе.

В первой главе представлены следующие осесимметричные эмиссионные ди-
одная и триодная системы в цилиндрической системе координат:
— с одиночным полевым катодом специальной формы, моделируемым с помо-
щью круговой заряженной нити,
— с одиночным катодом и диэлектрической прослойкой на боковой поверхности.

Во второй главе расмотрены плоскосимметричные эмиссионные диодные си-
стемы в декартовой системе координат:
— с одиночным катодом лезвийной формы, моделируемым с помощью тонкой
заряженной нитью,
— с одиночным катодом лезвийной формы, моделируемым с помощью произ-
вольного числа заряженных нитей, с учетом влияния диэлектрических слоев
на боковых поверхностях диодной системы

В третьей главе исследовались плоскосимметричные полевые многоэмиттер-
ные системы в декартовой системе координат:
— периодическая система эмиттеров, моделируемая с помощью заряженных
плоскостей,
— периодическая система эмиттеров с диэлектрической прослойкой на подлож-
ке эмиттеров.

В четвертой главе представлены результаты моделирования в декартовой
системе координат плоскосимметричной диодной системы с полевым эмитте-
ром, на вершину которого нанесено диэлектрическое покрытие.

Для каждой из представленных моделей распределение электростатическо-
го потенциала было вычислено во всей области исследуемой системы в ана-
литическом виде как разложения по собственным функциям, коэффициенты
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разложений найдены либо в явном виде, или их вычисления сведена решению
системы линейных алгебраических уравнений.

В соответствии с полученными формулами приведены графики распреде-
ления потенциала для различных геометрических параметров рассмотренных
диодных систем. Представлены примеры влияния на систему с помощью ва-
рьирования исходных значений параметров задачи.

Для осесимметричных систем, изменение границ области по переменным
𝑟 и 𝑧 меняет форму катода — рисунки 3,4. Влияние изменение соотношения
диэлектрических слоев также продемонстрировано на рисунках 7,8.

Для систем, моделируемых в декартовой системе координат, использовались
различные способы построения виртуального катода, форма которого представ-
лена нулевой эквипотенциалью: с помощью заряженных нитей и с помощью
заряженных плоскостей. Необходимо отметить, что задание формы эмиттера с
помощью заряженных нитей является более предпочтительным, учитывая гиб-
кость модели для широкого класса полевых катодов различной формы (рисунки
12—13, 15—16, 18—19, 21—22).

Решение задачи нахождения распределение электростатического потенциа-
ла для полевого эмиттера лезвийной формы с заданным радиусом кривизны
на вершине, представленное в полярной системе координат, позволяет варьиро-
вать форму самого полевого катода при изменении граничных условий, а также
учитывать наличие диэлектрического слоя на его вершине 27—28.

В работе представлены графики напряженности поля вблизи острия для
нескольких из рассматриваемых систем. Напряженность является важной эмис-
сионной характеристикой модели и позволяет проанализировать целесообраз-
ность использования того или иного способа моделирования при создании ре-
альных устройств вакуумной электроники. Значения напряженности для кру-
говых нитей являются довольно большими, что говорит об удобстве использова-
ния данного метода при создания сравнительно крупных катодов в миллимет-
ровом диапазоне (рисунки 23). Плоские модели, наоборот, обладают довольно
слабыми значениями напряженности поля, однако их преимуществом является
возможность использования таких систем в приборах наноэлектроники (рисун-
ки 24—25).

Таким образом, каждая из представленных моделей обладает рядом преиму-
ществ и недостатков, которые важно учитывать при проектировании реальных
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устройств. Однако каждая из разработанных моделей полевых эмиссионных
систем может быть использована в реальных приборах, в зависимости от по-
ставленной технической задачи.
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Приложение

В данном приложении приведён листинг программы, реализующий численный
расчёт формул и построение графиков для задачи из Главы IV. Программа
написана на языке Python.

Листинг программы

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import colormaps as cm
import matplotlib.patches as mpatches
from matplotlib.ticker import LinearLocator

r1 = 10#int(input("r1 = "))
r2 = 20#int(input("r2 = "))
r3 = 100

eps12 = 0.1#int(input("eps2/eps1="))
q = -5
T1 = 0
T2 = 100
phi_0 = np.pi/8

N1 = 500#int(input("summa = "))
M = 500
N = 500#int(input("pazbienie = "))

# r1 = 1, r2 = 1.001, r3 = 10; q = -200; eps = 0.1
# r1 = 1, r2 = 1.2, r3 = 10; q = -200; eps = 0.1
# r1 = 1, r2 = 2, r3 = 10; q = -100; eps = 0.1

# ################################# COEFFITIENTS
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def lmbd(i):

lamda_i = np.pi*(i+1)/(np.log(r2/r1))

return lamda_i

def mu(i):

mu_i = (2*i + 1)*np.pi/(2*phi_0)

return mu_i

def nu(i):

nu_i = (2*i + 1)*np.pi/(2*np.log(r3/r2))

return nu_i

def etta(i):

etta_i = (2*i + 1)*np.pi/(2*(np.pi - phi_0))

return etta_i

def ksi(i):

ksi_i = (np.pi*(i+1))/np.log(r3/r2)

return ksi_i

# ################################## SUMS

def g1sum(i,j):
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G1sum = (np.power(-1, i)) * (np.power(-1, (j+1))) * ksi(j) /
(np.power(nu(i), 2) - np.power(ksi(j), 2))

return G1sum

def a2sum(i,j):

A2sum = (np.power((-1), i))*lmbd(j)*(np.power((-1), (j+1)))/
((np.power((lmbd(j)), 2))+(np.power((mu(i)), 2)))

return A2sum

def b2sum(i,j):

B1sum = eps12*(np.power((-1), i))*nu(j)/ ((np.power((nu(j)), 2))
+(np.power((mu(i)), 2)))

return B1sum

def c3sum(i,j):

C3sum = (np.power((-1), (i+1)))*(np.power((-1), j))*mu(j)/
((np.power((lmbd(i)), 2))+(np.power((mu(j)), 2)))

return C3sum

def d3sum(i,j):

D3sum = (np.power((-1), (i+1)))*(np.power((-1), j))*etta(j)/
((np.power((lmbd(i)), 2))+(np.power((etta(j)), 2)))

return D3sum
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def a4sum(i,j):

A4sum = (np.power((-1), i))*lmbd(j)*(np.power((-1), (j+1))) /
((np.power((lmbd(j)), 2))+(np.power((etta(i)), 2)))

return A4sum

def g4sum(i,j):

G4sum = eps12*(np.power((-1), i))*ksi(j) /
((np.power((ksi(j)), 2))+(np.power((etta(i)), 2)))

return G4sum

def c5sum(i,j):

C5sum = mu(j)/ ((np.power((mu(j)), 2))+(np.power((nu(i)), 2)))

return C5sum

def d5sum(i,j):

pt1 = (np.power((-1),j))*etta(j)/nu(i)
pt2 = etta(j)/(np.power((etta(j)),2) + np.power((nu(i)),2))
pt3 = (np.power((-1),i))/(np.sinh(etta(j)*np.log(r3/r2)))
pt4 = nu(i)/(np.power((etta(j)),2) + np.power((nu(i)),2))

D5sum = pt1*(pt2 * pt3 - pt4)

return D5sum

def g5sum(i,j):
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pt1 = (np.power((-1),i))
pt2 = ksi(j)/nu(i)
pt3 = (np.power((-1),(j+1)))*ksi(j)/(np.power((nu(i)),2)
- np.power((ksi(j)),2))
pt4 = np.tanh(ksi(j)*(np.pi - phi_0))

G5sum = pt1 * pt2 * pt3 * pt4

return G5sum

def d4sum(i):

pt5 = 0

for j in range(0, M, 1):
pt3 = np.power((-1), i) / (np.power(lmbd(j), 2)
+ np.power(etta(i), 2))
pt1 = -np.power((-1), (j+1))
pt2 = (np.power(-1,j+1)*eps12*((T2-T1)/
(eps12*(np.log(r2/r1))+np.log(r3/r2)) - q*r3))
pt4 = pt1 * pt2 * pt3
pt5 += pt4

return pt5

# ################################## MATRIX LEFT (1)
def an1():
A1 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M+1, 1):
for j in range(0, M+1, 1):

A1[n][j] = 0



110

return A1

def bk1():

B1 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for k in range(0, M+1, 1):
for t in range(0, M+1, 1):

if k == t:
B1[k][t] = (1/2)*np.log(r3/r2)
else:
B1[k][t] = 0

return B1

def cm1():
C1 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for j in range(0, M + 1, 1):

C1[n][j] = 0

return C1

def dp1():
D1 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for j in range(0, M + 1, 1):
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D1[n][j] = 0

return D1

def gt1():

G1 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)
for k in range(0, M + 1, 1):
for t in range(0, M + 1, 1):
G1[k][t] = -g1sum(k,t)

return G1

# ################################# MATRIX LEFT (2)

def an2():
A2 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for m in range(0, M + 1, 1):
A2[m][n] = a2sum(m,n)

return A2

def bk2():

B2 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for m in range(0, M + 1, 1):
for k in range(0, M + 1, 1):
B2[m][k] = -b2sum(m,k)

return B2
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def cm2():
C2 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for j in range(0, M + 1, 1):

if j == n:
C2[n][j] = (phi_0/2)*(np.tanh(mu(j)*np.log(r2/r1)
+eps12*np.tanh(mu(j)*np.log(r3/r2))))
else:
C2[n][j] = 0
return C2

def dp2():
D2 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for j in range(0, M + 1, 1):

D2[n][j] = 0

return D2

def gt2():

G2 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)
for n in range(0, M + 1, 1):
for j in range(0, M + 1, 1):
G2[n][j] = 0

return G2

# ################################# MATRIX LEFT (3)
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def an3():
A3 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for m in range(0, M + 1, 1):

if n == m:
A3[n][m] = (1/2)*np.log(r2/r1)*(np.tanh(lmbd(n)*phi_0)
+np.tanh(lmbd(n)*(np.pi - phi_0)))
else:
A3[n][m] = 0
return A3

def bk3():

B3 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for k in range(0, M + 1, 1):
for m in range(0, M + 1, 1):
B3[k][m] = 0

return B3

def cm3():
C3 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for m in range(0, M + 1, 1):

C3[n][m] = c3sum(n,m)

return C3

def dp3():
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D3 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for p in range(0, M + 1, 1):

D3[n][p] = d3sum(n,p)

return D3

def gt3():

G3 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)
for n in range(0, M + 1, 1):
for j in range(0, M + 1, 1):
G3[n][j] = 0

return G3

# ################################# MATRIX LEFT (4)

def an4():
A4 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for p in range(0, M + 1, 1):
for n in range(0, M + 1, 1):
A4[p][n] = a4sum(p,n)

return A4

def bk4():

B4= np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for k in range(0, M + 1, 1):
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for m in range(0, M + 1, 1):
B4[k][m] = 0

return B4

def cm4():
C4 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for m in range(0, M + 1, 1):

C4[n][m] = 0

return C4

def dp4():
D4 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for p in range(0, M + 1, 1):
if n == p:
D4[n][p] = ((np.pi - phi_0)/2)*(1/(np.tanh(etta(p)
*np.log(r2/r1))+eps12*1/np.tanh(etta(p)*np.log(r3/r2))))
else:
D4[n][p] = 0
return D4

def gt4():

G4 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)
for p in range(0, M + 1, 1):
for t in range(0, M + 1, 1):
G4[p][t] = -g4sum(p,t)
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return G4

# ################################# MATRIX LEFT (5)

def an5():
A5 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
for p in range(0, M + 1, 1):
A5[n][p] = 0

return A5

def bk5():

B5 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for k in range(0, M + 1, 1):
for m in range(0, M + 1, 1):

if k == m:
B5[k][m] = (1/2)*(np.log(r3/r2))*np.tanh(nu(k)*phi_0)
else:
B5[k][m] = 0
return B5

def cm5():
C5 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for k in range(0, M + 1, 1):
for m in range(0, M + 1, 1):

C5[k][m] = -c5sum(k,m)
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return C5

def dp5():
D5 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)

for k in range(0, M + 1, 1):
for p in range(0, M + 1, 1):

D5[k][p] = d5sum(k,p)

return D5

def gt5():

G5 = np.zeros(shape=(M+1, M+1), dtype=’float’)
for k in range(0, M + 1, 1):
for t in range(0, M + 1, 1):
G5[k][t] = g5sum(k,t)

return G5

# ################################# MATRIX RIGHT

def dr1():

D1 = np.zeros(shape=(M+1, 1), dtype=’float’)

for k in range(0, M + 1, 1):
pt1 = (1 / nu(k)) * (eps12 * np.log(r2 / r1)
+ (1 / nu(k)) * np.power((-1), (k)))
pt2 = (T2-T1)/(eps12*np.log(r2/r1)
+np.log(r3/r2)) - q*r3
D1[k] = pt1 * pt2
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return D1

def dr2():
D2 = np.zeros(shape=(M+1, 1), dtype=’float’)

for k in range(0, M + 1, 1):
D2[k] = 0

return D2

def dr3():
D3 = np.zeros(shape=(M+1, 1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):
pt1 = - np.log(r2/r1)
pt2 = (np.power(-1, (n+1))*(1/lmbd(n))*eps12*((T2-T1)
/(eps12*(np.log(r2/r1))+np.log(r3/r2)) - q*r3))
pt3 = np.tanh(lmbd(n)*(np.pi - phi_0))
D3[n] = pt1 * pt2 * pt3

return D3

def dr4():
D4 = np.zeros(shape=(M+1, 1), dtype=’float’)

for n in range(0, M + 1, 1):

D4[n] = 2*d4sum(n)

return D4

def dr5():
D5 = np.zeros(shape=(M+1, 1), dtype=’float’)
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for n in range(0, M + 1, 1):

D5[n] = 0

return D5

a1 = np.array(an1())
a2 = np.array(an2())
a3 = np.array(an3())
a4 = np.array(an4())
a5 = np.array(an5())

b1 = np.array(bk1())
b2 = np.array(bk2())
b3 = np.array(bk3())
b4 = np.array(bk4())
b5 = np.array(bk5())

c1 = np.array(cm1())
c2 = np.array(cm2())
c3 = np.array(cm3())
c4 = np.array(cm4())
c5 = np.array(cm5())

d1 = np.array(dp1())
d2 = np.array(dp2())
d3 = np.array(dp3())
d4 = np.array(dp4())
d5 = np.array(dp5())

g1 = np.array(gt1())
g2 = np.array(gt2())
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g3 = np.array(gt3())
g4 = np.array(gt4())
g5 = np.array(gt5())

dr1r = np.array(dr1())
dr2r = np.array(dr2())
dr3r = np.array(dr3())
dr4r = np.array(dr4())
dr5r = np.array(dr5())

S1 = np.hstack((a1,b1,c1,d1,g1))
S2 = np.hstack((a2,b2,c2,d2,g2))
S3 = np.hstack((a3,b3,c3,d3,g3))
S4 = np.hstack((a4,b4,c4,d4,g4))
S5 = np.hstack((a5,b5,c5,d5,g5))

A1 = np.vstack((S1,S2,S3,S4,S5))

D1 = np.vstack((dr1r,dr2r,dr3r,dr4r,dr5r))

def sole():

a = A1

d = D1

x = np.linalg.solve(a, d)

return x

Q = sole()#np.array(sole())
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an = np.zeros(shape=(M + 1, 1), dtype=’float’)
bk = np.zeros(shape=(M + 1, 1), dtype=’float’)
cm = np.zeros(shape=(M + 1, 1), dtype=’float’)
dp = np.zeros(shape=(M + 1, 1), dtype=’float’)
gt = np.zeros(shape=(M + 1, 1), dtype=’float’)

an = Q[0:M, 0]
bk = Q[M + 1: 2*M + 1, 0]
cm = Q[2*M + 2: 3*M + 2, 0]
dp = Q[3*M + 3: 4*M + 3, 0]
gt = Q[4*M + 4: 5*M + 4, 0]

# ############### UNKNOWN

# ############# MAIN

def u1(r, phi):

t11 = q*eps12*r3*np.log(r/r1) + T1
t_n = 0
t_m = 0

for n in range(0, N1, 1):
t_n += an[n]*(np.exp(-lmbd(n)*(phi_0 - (phi))))
*((1+np.exp(-2*lmbd(n)*(phi)))/
(1+np.exp(-2*lmbd(n)*phi_0)))*np.sin(lmbd(n)*np.log(r/r1))

for m in range(0, N1, 1):
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t_m += cm[m]*(np.power((r/r2), mu(m)))*
((1-np.power((r/r1), -2*mu(m)))/
(1-np.power((r1/r2), 2*mu(m))))*np.cos(mu(m)*(phi))

full = t11 + t_n + t_m

return full

def u2(r, phi):

t22 = q*r3*np.log(r/r2) + q*r3*np.log(r2/r1)*eps12 + T1
t_k = 0
t_m = 0

for k in range(0, N1, 1):
t_k += bk[k]*(np.exp(-nu(k)*(phi_0 - (phi))))
*((1+np.exp(-2*nu(k)*(phi)))/
(1+np.exp(-2*nu(k)*phi_0)))*np.sin(nu(k)*np.log(r/r2))

for m in range(0, N1, 1):
t_m += cm[m]*(np.power((r/r2), -mu(m)))
*((1 + np.power((r/r3), 2*mu(m)))/
(1 + np.power((r2/r3), 2*mu(m))))*np.cos(mu(m)*(phi))

full = t22 + t_k + t_m

return full

def u3(r, phi):

t33 = T1 + eps12*((T2-T1)*np.log(r/r1))/(eps12*np.log(r2/r1)
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+np.log(r3/r2))
t_n = 0
t_p = 0

for n in range(0, N1, 1):
t_n += (an[n] + (np.power(-1, (n+1))*(2/lmbd(n))*(eps12)
*((T2-T1)/(eps12*(np.log(r2/r1))+np.log(r3/r2)) - q*r3)))*
(np.exp(-lmbd(n)*((phi)-phi_0)))*
((1+np.exp(-2*lmbd(n)*(np.pi-(phi))))/(1+np.exp(-2*lmbd(n)
*(np.pi-phi_0))))*np.sin(lmbd(n)*np.log(r/r1))

for p in range(0, N1, 1):
t_p += dp[p]*np.power((r/r2), etta(p))*
((1-np.power((r/r1), -2*etta(p)))/
(1-np.power((r1/r2), 2*etta(p))))
*np.cos(etta(p)*(np.pi - (phi)))
full = t33 + t_n + t_p

return full

def u4(r, phi):

t44 = T2 + ((T2-T1)*np.log(r/r3))/
(eps12*np.log(r2/r1)+np.log(r3/r2))
t_t = 0
t_p = 0

for t in range(0, N1, 1):
t_t += gt[t]*(np.exp(-ksi(t)*((phi) - phi_0)))*
((1+np.exp(-2*ksi(t)*(np.pi - (phi))))/
(1+np.exp(-2*ksi(t)*(np.pi - phi_0))))*
np.sin(ksi(t)*np.log(r/r2))
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for p in range(0, N1, 1):
t_p += dp[p]*np.power((r/r2), (-etta(p)))*
((1-np.power((r/r3), (2*etta(p))))/
(1-np.power((r2/r3), (2*etta(p)))))
*np.cos(etta(p)*(np.pi - (phi)))

full = t44 + t_t + t_p

return full

def potential(r, phi):

U = 0

if r < r1:
U = 0
if 0 <= (abs(phi)) <= phi_0 and r1 <= r <= r2:
U = u1(r, abs(phi))
if 0 <= (abs(phi)) <= phi_0 and r2 < r <= r3:
U = u2(r, abs(phi))
if phi_0 <=(abs(phi)) < np.pi + 1 and r1 <= r <= r2:
U = u3(r, abs(phi))
if phi_0 <= (abs(phi)) < np.pi + 1 and r2 < r <= r3:
U = u4(r, abs(phi))

return U

x_arr = np.zeros(shape=(N, N))
y_arr = np.zeros(shape=(N, N))
r_arr = np.zeros(shape=(N, N))
phi_arr = np.zeros(shape=(N, N))
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F_arr = np.zeros(shape=(N, N))

with open("polar.txt", "w") as file:
for k in range(0, N, 1):
for i in range(0, N, 1):

phi = -np.pi + 2 * np.pi * i / (N - 1)
r = r1 + (2*r2 - r1)* k / (N - 1)

x = (r*np.cos(phi))
y = (r*np.sin(phi))

F = float(potential(r, phi))

if F < 0:
F = 0

r_arr[k][i] = r
phi_arr[k][i] = phi
x_arr[k][i] = x
y_arr[k][i] = y
F_arr[k][i] = F

plt.contour(x, y, F, colors=’black’)

file.write(str(gt) + " ")
#file.write(str(x) + " ")
#file.write(str(y) + " ")
#file.write(str(F) + "\n")
file.write("\n")
file.close
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fig, ax = plt.subplots()

lev_line = [0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45,
50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95, 100]
lev_line = [0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]
c = (’#990000’, ’#FF99FF’, ’#CC99FF’, ’#9999FF’, ’#6699FF’,
’#3399FF’, ’#0099FF’, ’#0099CC’, ’#3399CC’, ’#6699CC’,
’#9999CC’, ’#CC99CC’,’#FF99CC’, ’#FF9999’, ’#CC9999’,
’#999999’, ’#669999’,’#339999’, ’#009999’,
’#009966’, ’#339966’, ’#669966’,’#999966’, ’#CC9966’)
contours = ax.contour(x_arr, y_arr, F_arr,
levels= lev_line, colors = c)
ax.clabel(contours)
ax.legend(title = ’q = -5, eps = 0.1’, # заголовок
title_fontsize = ’20’ # размер шрифта заголовка
)

#plt.plot(r_arr, F_arr)
plt.show()

fig, ax = plt.subplots(subplot_kw={"projection": "3d"})

surf = ax.plot_surface(x_arr, y_arr, F_arr,
cmap=’coolwarm’, linewidth=0, antialiased=False)
fig.colorbar(surf, shrink=0.5, aspect=0.5)

plt.show()


