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Введение

Одной из ключевых задач в области материаловедения является изго-
товление материалов с улучшенными свойствами. При этом большое внимание
уделяется изучению тонкоплёночных покрытий, поскольку серьёзные успехи
в разработке и исследовании таких материалов стали ключом современного
технологического прогресса [55]. Плёночные покрытия используются, напри-
мер, при создании микроэлектронных устройств, микроэлектромеханических
систем, оптических покрытий, декоративных деталей и упрочняющих покры-
тий для инструментов [116]. Однако, несмотря на значительный успех примене-
ния таких структур, проблема разрушения плёнок, используемых при создании
устройств микроэлектронной промышленности, остаётся актуальной.

Наличие остаточных напряжений в плёнках, нанесённых на подложки, и
влияние напряжённого состояния на расслаивание и растрескивание было об-
наружены ещё на заре их использования. Механические повреждения изделий
часто являются результатом хрупкого разрушения или пластической деформа-
ции, вызванных поверхностными дефектами и неоднородностями, которые об-
разуются в процессе производства и эксплуатации устройств. Таким образом,
технология производства микро- и наноразмерных устройств требует, чтобы
наличие дефектов в них было сведено к минимуму, иначе их рабочие характе-
ристики будут неудовлетворительными [55].

Один из основных процессов, ведущих к формированию дефектов в тон-
коплёночных покрытиях, связан с морфологической неустойчивостью, которая
приводит к шероховатости поверхности плёнки вследствие диффузионных про-
цессов во время выращивания или отжига плёнки [15; 16], а также при дру-
гих фазовых изменениях [117; 118]. Кроме того, из-за рассогласования пара-
метров кристаллических решёток материалов, в плёночном покрытии возника-
ют достаточно большие напряжения несоответствия, которые могут достигать
1 – 2,5 ГПа [57]. Один из механизмов их релаксации связан с возникновением
дислокаций вблизи раздела «плёнка – подложка» [24]. Однако, существуют и
другие механизмы: например, перераспределение атомов свободной поверхно-
сти либо межфазной границы посредством диффузионных процессов. В отли-



5

Рисунок 1 — ПЭМ – изображения поперечного сечения
плёнки 𝑆𝑖0.78𝐺𝑒0.22 толщиной 50 нм (A),

V – образный дефект (B), клиновидный дефект (C) [57;113]

чие от макромасштабных материалов, в тонкоплёночных покрытиях — струк-
турах с очень малыми линейными размерами, высокими напряжениями и тем-
пературами — диффузионные процессы оказывают существенное влияние на
эволюцию поверхности системы [55]. Действие диффузии заключается в пере-
мещении поверхностных атомов, молекул и кластеров, что может приводить
к изменению рельефа поверхности. Шероховатость поверхности и напряжения
несоответствия приводят к возникновению концентрации напряжений, из-за че-
го во впадинах могут образовываться микротрещины. На Рис. 1 представлено
полученное методом просвечивающей электронной микроскопии (ПЭМ) изобра-
жение плёночного покрытия [57;113], демонстрирующее зарождение дефектов.

Необходимо отметить, что существуют и положительные стороны вол-
нообразования поверхности твёрдых тел. Шероховатость, возникающая на по-
верхностях и границах наноструктур, является фундаментальной в ряде при-
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Рисунок 2 — СЭМ – изображение наноструктур 𝑍𝑛𝑂, изготовленных на
неровной поверхности светодиода, включая металлический электрод (A);

рельеф поверхности плёнки 𝑍𝑛𝑂 на подложке 𝐼𝑛2𝑂5𝑆𝑛 (B) [87]

кладных задач. Так, например, рельеф поверхности оказывает существенное
влияние на антибликовые свойства оптических устройств [77]. Формирование
рельефа поверхности может быть использовано при производстве квантовых
точек [29; 57], обладающих уникальными электрическими и оптическими свой-
ствами. Данные структуры являются основой для разработки множества но-
вых микроэлектронных устройств, таких как одноэлектронные транзисторы,
квантовые полупроводниковые лазеры, светодиоды и фотоэлектрические эле-
менты [43] (на Рис. 2 представлено полученное методом сканирующей элек-
тронной микроскопии (СЭМ) изображение гофрированной поверхности покры-
тия светодиода, обеспечивающей улучшенный вывод света). При изготовлении
гибкой электроники посредством специальных методов формируют определён-
ный рельеф на поверхности основания, для улучшения сцепления компонентов
схем [97; 144]. Возможность управлять ростом рельефа поверхности позволя-
ет создавать гидрофобные покрытия, получившие сегодня широкое примене-
ние в машиностроении и строительстве [121]. При производстве биоматериа-
лов необходимо учитывать, что микрорельеф поверхности играет важную роль
в определении клеточной адгезии, влияя таким образом на биосовместимость
материалов. В настоящее время особый интерес представляют также имплан-
тационные покрытия, которые за счёт заданной специальными методами шеро-
ховатости позитивно сказываются на прикреплении и дальнейшем нарастании
клеток [120]. Таким образом, проблема самоорганизации поверхности твёрдых
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тел и плёночных покрытий представляет как практический, так и фундамен-
тальный интерес.

Существует два основных подхода для описания термодинамики поверх-
ностных явлений: диффузный интерфейс и «резкая» граница. Идея о том, что
межфазный слой имеет ненулевую толщину, т.е. является диффузным, исполь-
зуется в теории неравновесных фазовых переходов Кана – Хилларда. Границы
промежуточной фазы задают в областях, в которых плотность каждой среды
совпадает с плотностью определённой на большом удалении от границы разде-
ла. Уравнения Кана –Хилларда используются при моделировании различных
процессов: спинодального распада [36;102], кристаллизации [98], роста и укруп-
нения зёрен [42; 145]. Кроме того, теория Кана – Хилларда нашла применение
в медицине при моделировании роста опухоли [79; 146], а также в графике при
восстановлении повреждённых бинарных изображений [35; 136]. Также другие
применения модели Кана – Хилларда представлены в [86]. Однако более простой
подход следует из термодинамики поверхности Гиббса [58], который представил
границу раздела как слой с нулевой толщиной, т.е. как «резкую» границу. Мал-
линз и Секерка с использованием термодинамического подхода Гиббса исследо-
вали феномен морфологической неустойчивости поверхностей твёрдых тел под
действием поверхностной диффузии [107; 108; 124]. В их работах рассматрива-
лось искривление свободных и межфазных поверхностей, связанное с измене-
нием химического потенциала вдоль них во время роста моно- и поликристал-
лов. При этом градиент химического потенциала, вызывающий массоперенос,
был связан с кривизной свободной/межфазной поверхности. Модель морфо-
логической неустойчивости Маллинза – Секерки нашла применение в различ-
ных областях науки. В работах [112; 148] был предложен подход для описания
процесса проникновения расплавленного железа (ядра Земли) в мантию, при-
водящего к аномальным геофизическим явлениям. Исследовалось разрушение
эритроцитов вследствие механического взаимодействия с растущими кристал-
лами льда при замораживании [80]. Аналогично механизму морфологической
неустойчивости Маллинза –Секерки, в исследовании [119] предложена модель
для описания неустойчивости эпителиальной ткани при росте опухоли. Также
были предприняты попытки связать механизм роста ветвей деревьев с фор-
мированием сложных структур при росте кристаллов [53]. Следует отметить,
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что результаты, полученные с использованием модели диффузной и «резкой»
границы раздела, хорошо согласуются, когда толщина поверхностного слоя в
модели диффузной границы стремится к нулю [99;137].

Морфологическая неустойчивость в твёрдых телах может возникать не
только в процессе фазового превращения. Используя модель «резкой» грани-
цы раздела, Азаро и Тиллер [30] обнаружили, что поверхность твёрдого тела,
подверженного одноосному нагружению, неустойчива по отношению к диффу-
зионным возмущениям с длинами волн, превышающими некоторое критическое
значение. При этом поток атомов считался пропорциональным градиенту хи-
мического потенциала вдоль поверхности. Аналогичный результат был позже
независимо получен Гринфельдом [69] и Сроловицем [133]. Некоторые теоре-
тические результаты относительно упругой энергии деформации, вызывающей
морфологическую неустойчивость поверхности тела, были подтверждены экс-
периментально. В работе Тории и Балибар [139] была проведена серия экспери-
ментов с негидростатически напряжённым кристаллом гелия. Они обнаружили,
что при напряжениях, превышающих некоторое критическое значение, на по-
верхности кристалла образуются большие канавки. Аналогичное наблюдение
было сделано Беррехаром [32], который показал, что при продольных напря-
жениях, действующих в твёрдом теле с плёночным покрытием, на поверхности
плёнки образуются канавки или квазипериодические трещины. Эксперименты
также свидетельствуют о том, что наряду со слабой волнистостью [147], возмож-
но образование острых выступов и впадин [83], а в некоторых случаях плёнка
может распадаться на островки [50] (Рис. 3 демонстрирует образование остров-
ков при длительном отжиге [57; 113]). Другие результаты экспериментальных
исследований, посвящённых формированию рельефа поверхности тонкоплёноч-
ных покрытий, могут быть найдены в работах Панина, Шугурова, Бетехтина и
др. [7; 33;115].

В оригинальной модели Азаро – Тиллера – Гринфельда (АТГ) градиент
химического потенциала был связан с изменением кривизны и упругой энер-
гии деформации вдоль искривлённой поверхности. Однако, существуют и дру-
гие факторы, влияющие на эволюцию формы свободных/межфазных гра-
ниц в твёрдых телах. Морфологическая неустойчивость поверхности, вы-
званная электростатическими силами, исследовалась в работах [39; 47; 70]. В
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Рисунок 3 — ПЭМ – изображения поперечного сечения плёнки 𝑆𝑖0,78𝐺𝑒0,22

толщиной 50 нм после отжига при 800 °C в течение 20 минут (A)
и в течение 1 часа (B) [57;113]

[59; 60; 88] была разработана теоретическая модель, описывающая морфологи-
ческую неустойчивость границы соединения двух материалов при совместном
действии электрического тока и механических напряжений, возникающих из–
за искривления межфазной границы. Также исследовалось влияние смачива-
ющего слоя на морфологическую неустойчивость плёночного покрытия [123].
В работах [5; 8; 11; 114; 129] помимо массопереноса вдоль поверхности учитыва-
лось влияние объёмной диффузии, связанной с капиллярным эффектом, роль
которой возрастает при высоких температурах.

На сегодняшний день разработано множество подходов, расширяющих
АТГ– модель для описания эволюции рельефа свободных/межфазных по-
верхностей в твёрдых телах с пустотами и микроканалами, неоднородностя-
ми цилиндрической и сферической формы, гетерогенными системами ядро –
оболочка, моно- и многослойными плёночными покрытиями [28;40;41;49;54;56;
85; 130]. Неустойчивость когерентных границ соединения материалов обсужда-
лась в [25–27;68;84]. Обзор других исследований по этой тематике представлен
в [71]. Однако, в большинстве перечисленных выше работ влиянием поверхност-
ной и межфазной упругости пренебрегалось, так как считалось, что оно мало
по сравнению с объёмным упругим поведением. Тем не менее, в нанострук-
турированных материалах отношение поверхностности к объёму увеличивает-
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ся, в связи с чем возрастает влияние поверхностных и межфазных напряже-
ний [11;37;52;65;89;95;109;110].

Исследования в области поверхностной и межфазной упругости привлек-
ли значительное внимание в последние годы из-за растущего числа инженерных
приложений, связанных с наноразмерными структурами, такими как топологи-
ческие элементы интегральных схем, квантовые точки, пористые полупровод-
ники. Для изучения влияния свободных и межфазных поверхностей в твёрдых
телах разработан ряд математических подходов.

Херринг и Шаттлворт установили явную связь между поверхностным на-
пряжением и поверхностной энергий, при этом разность величин этих характе-
ристик равна изменению поверхностной энергии, связанному с упругой дефор-
мацией поверхности. В ряде работ [1;4;9;38] предполагалось, что такие измене-
ния очень малы, и поверхностное напряжение приравнивалось к поверхностной
энергии. Для учёта упругого деформирования свободных и межфазных поверх-
ностей, Гёртин и Мёрдок [73; 74] предложили моделировать поверхность твёр-
дого тела как упругую мембрану, идеально связанную с объёмной фазой. При
этом в качестве поверхностных напряжений принимались напряжения, действу-
ющие в мембране. Результаты, полученные в [105] на основе непрерывной моде-
ли, включающей определяющие соотношения Гёртина –Мёрдока, сравнивались
с результатами молекулярного моделирования. При этом было показано, что
оба подхода хорошо согласуются. Позже модель Гёртина – Мёрдока была рас-
ширена Штегманом и Огданом, которые учли влияние жёсткости поверхности
на изгиб [134; 135]. При решении задачи о плоской деформации гетерогенной
структуры Бенвенисте и Милох рассматривали межфазную область как тонкий
изогнутый упругий слой, свойства которого отличаются от основных материа-
лов [31]. Также они показали, что при уменьшении толщины межфазного слоя
их подход даёт те же результаты, что и при использовании моделей Гёртина –
Мёрдока и Штегманна – Огдена. Другие подходы для учёта влияния поверх-
ностной и межфазной упругости можно найти в [38;48;101;128]. Однако, в силу
своей простоты, модель Гёртина – Мёрдока остаётся одной из наиболее широко
применяемых моделей,описывающих влияние поверхности на общее поведение
твёрдого тела.



11

Так, модель Гёртина –Мёрдока успешно применяется для изучения вли-
яния поверхностной/межфазной упругости на механические свойства нанораз-
мерных твёрдых тел и наноструктурированных материалов [23; 34; 45; 61; 63;
66; 127]. Обзор исследований по этой теме представлен в [51; 81; 82; 106; 143].
В [72; 75; 76; 103] были разработаны теоретические подходы для описания пе-
рестройки свободных и межфазных поверхностей твёрдого тела, при этом рас-
сматривалось совместное действие диффузии и упругое взаимодействие между
объёмными фазами и свободными/межфазными поверхностями.

В данной работе также рассматривается перестройка свободных и
межфазных поверхностей, однако в отличие от вышеперечисленных работ,
здесь проводится анализ морфологической устойчивости на основе модели
Азаро –Тиллера – Гринфельда. При этом с использованием соотношений
Гёртина – Мёрдока будет учитываться изменение поверхностной/межфазной
энергии, связанное с деформацией материалов. Это позволит проанализиро-
вать, помимо других параметров, влияние упругих постоянных, характеризую-
щих механическое поведение свободных/межфазных поверхностей.

Актуальность темы
Экспериментальные данные свидетельствуют от том, что ещё на стадии

изготовления плёночных покрытий на их свободных и межфазных поверхно-
стях могут образовываться шероховатости, эволюционирующие при дальней-
шей эксплуатации устройств, что негативно сказывается на сроках службы при-
боров. Таким образом, исследование поверхностей раздела двух материалов и
свободных поверхностей слоистых структур является важной технологической
задачей. Стоит отметить, что в большинстве теоретических работ, направлен-
ных на изучение процесса формирования поверхностных структур в твёрдых
телах и слоистых структурах, влиянием поверхностной упругости пренебрега-
ли, поскольку оно считалось относительно малым по сравнению с объёмным
упругим поведением. В то же время многочисленные экспериментальные и тео-
ретические результаты показывают, что влияние поверхностных напряжений
становится существенным в механике наноразмерных материалов.

Цель работы и задачи
Основная цель исследования — на основе соотношений термодинамики

и теории упругости разработать и проанализировать математические модели
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морфологической неустойчивости свободных и межфазных поверхностей твёр-
дых тел и плёночных покрытий.

В качестве основных задач можно выделить следующие:
∙ Вывести эволюционные уравнения, описывающие кинетику развития

рельефа свободной поверхности твёрдого тела и плёночного покрытия,
а также границы соединения материалов при диффузионном массопе-
реносе вдоль рассматриваемых поверхностей.

∙ Получить условия термодинамической устойчивости поверхности рас-
сматриваемых систем и определить соответствующие им критические
значения размера топологических дефектов.

∙ Исследовать влияние физических и геометрических параметров задачи
на рост рельефа свободных и межфазных поверхностей.

Основные положения, выносимые на защиту
∙ Модель морфологической неустойчивости поверхности многослойного

пленочного покрытия при поверхностной диффузии с учётом постоян-
ных поверхностных напряжений.

∙ Модель морфологической неустойчивости наноструктурированной по-
верхности твёрдого тела при поверхностной диффузии с учётом поверх-
ностной упругости.

∙ Модель морфологической неустойчивости поверхности ультратонкого
плёночного покрытия при поверхностной диффузии с учётом поверх-
ностной и межфазной упругости.

∙ Модель морфологической неустойчивости наноструктурированной гра-
ницы соединения двух материалов при поверхностной диффузии с учё-
том межфазной упругости.

Методы исследования
Предлагаемые методы и подходы к изучению влияния поверхностного на-

пряжения на образование поверхностных дефектов твёрдых тел и тонкоплё-
ночных покрытий связаны с построением аналитического решения сопряжён-
ной задачи механики и термодинамики. В данном проекте учитывается влияние
поверхностной упругости на основе соотношений Гёртина – Мёрдока. Таким об-
разом, разработаны новые математические модели, описывающие процесс эво-
люции свободной поверхности твёрдых тел, плёночных покрытий и границы
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соединения материалов. При выводе дифференциального уравнения изменения
рельефа поверхности используется термодинамический подход Гиббса, теория
поверхностной и объёмной упругости, метод возмущений, математический ап-
парат теории функций комплексного переменного и дифференциальных урав-
нений. Численные результаты получены в программном комплексе Maple. Для
визуализации результатов использовалась библиотека Matplotlib языка Python.

Научная новизна
∙ Впервые при анализе термодинамической неустойчивости свободной по-

верхности плёночного покрытия и границы раздела двух материалов
учтено влияние упругих свойств свободных и межфазных поверхностей.

∙ Исследовано влияние поверхностной диффузии на эволюцию нано-
структурированной поверхности твёрдого тела.

∙ Проанализировано влияние толщины плёночного покрытия, длины вол-
ны начального рельефа поверхности, упругих постоянных, определяю-
щих механическое поведение объёмных и поверхностных фаз плёночно-
го покрытия, остаточных поверхностных напряжений, а также напря-
жений несоответствия на морфологическую устойчивость поверхности
плёночного покрытия.

∙ Исследовано влияние длины волны синусоидального рельефа границы
раздела двух материалов, упругих постоянных, определяющих механи-
ческое поведение межфазного слоя, остаточных межфазных напряже-
ний, а также напряжений несоответствия в объёмных фазах на рост
амплитуды рельефа межфазной границы

Научная и практическая значимость
В силу того, что задачи формулируются в достаточно общей постанов-

ке, результаты исследования имеют множество приложений. Создание компо-
зитных структур с заданными топологическими свойствами является одной из
основных задач в электронной промышленности. Например, при производстве
гибкой электроники посредством специальных методов формируют определён-
ный рельеф на поверхности основания, для улучшения сцепления компонен-
тов схем. А при изготовлении биоматериалов микрорельеф поверхности играет
важную роль в определении клеточной адгезии, влияя таким образом на био-
совместимость материалов. Фундаментальный аспект актуальности работы за-
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ключается в том, что исследования самоорганизации свободных и межфазных
поверхностей дают много важной важной информации о физико-механическом
поведении всего композита.

Достоверность полученных результатов
Достоверность результатов обеспечена корректностью постановки задачи

с учётом современных представлений о механике деформируемого тела, а так-
же обоснована публикацией оригинальных результатов в научных журналах и
обсуждением результатов на международных конференциях и научных семи-
нарах. Качественные теоретические результаты совпадают с известными экс-
периментальными, и в целом отражают адекватное представление о поведении
поверхностей напряжённых твёрдых тел при диффузионном массопереносе.

Апробация работы
Результаты диссертационной работы были представлены на научных се-

минарах Кафедры вычислительных методов механики деформируемого твёрдо-
го тела Санкт–Петербургского государственного университета и на следующих
международных конференциях:

∙ XLV международная научная конференция аспирантов и студентов
«Процессы управления и устойчивость» (CPS’14), 1–4 апреля 2014,
Санкт-Петербург, Россия;

∙ XLVI международная научная конференция аспирантов и студентов
«Процессы управления и устойчивость» (CPS’15), 6–9 апреля 2015,
Санкт-Петербург, Россия;

∙ III международная конференция «Устойчивость и процессы управле-
ния», посвященная 85-летию со дня рождения профессора, чл.-корр.
РАН В. И. Зубова (SCP), 5–9 октября 2015, Санкт-Петербург, Россия;

∙ XLVII международная научная конференция аспирантов и студентов
«Процессы управления и устойчивость» (CPS’16), 4–7 апреля 2016,
Санкт-Петербург, Россия;

∙ XXII международная конференция «Петербургские чтения по пробле-
мам прочности», 12–14 апреля 2016, Санкт-Петербург, Россия;

∙ 44 международная летняя школа — конференция «Advanced Problems
in Mechanics» (APM 2016) , 27 июня – 2 июля 2016, Санкт-Петербург,
Россия;
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∙ XLVIII международная конференция «Процессы управления и устойчи-
вость» (CPS’17), 3–6 апреля 2017, Санкт-Петербург, Россия;

∙ VIII международная школа «Физическое материаловедение» с элемен-
тами научной школы для молодёжи, 3–8 сентября 2017, Тольятти, Рос-
сия;

∙ Международная конференция «Перспективные материалы с иерархи-
ческой структурой для новых технологий и надёжных конструкций»,
9-13 октября 2018, Томск, Россия;

∙ Международная научная конференция по механике «VIII Поляховские
чтения», 30 января – 2 февраля 2018, Санкт-Петербург, Россия.

∙ XLIX международная конференция «Процессы управления и устойчи-
вость» (CPS’18), 2–5 апреля 2018, Санкт-Петербург, Россия;

∙ 10 европейская конференция по механике твёрдого тела (ESMC), 2–6
июля 2018, Болонья, Италия;

∙ L международная конференция «Процессы управления и устойчивость»
(CPS’19), 8–11 апреля 2019, Санкт-Петербург, Россия;

∙ LI международная конференция «Процессы управления и устойчи-
вость» (CPS’20), 20–24 апреля 2020, Санкт-Петербург, Россия;

∙ IV международная конференция «Устойчивость и процессы управле-
ния», посвященная 90-летию со дня рождения профессора, чл.-корр.
РАН В. И. Зубова (SCP), 5–9 октября 2020, Санкт-Петербург, Россия;

∙ Международная научная конференция по механике «XIX Поляховские
чтения», 9 – 11 марта 2021, Санкт-Петербург, Россия;

∙ LII международная конференция «Процессы управления и устойчи-
вость» (CPS’21), 5–9 апреля 2021, Санкт-Петербург, Россия;

Публикации
Основные результаты по теме диссертации изложены в девятнадцати на-

учных публикациях [9–13; 19–22; 90; 91; 93; 94; 129–132; 140; 141], три из которых
изданы в журналах, включённых в перечень ВАК [11; 131; 132], девять — в из-
даниях индексируемые SCOPUS и Web Of Science [90; 93;94;129–132;140;141].

Личный вклад
Диссертация является самостоятельным научным исследованием, свиде-

тельствующем о профессиональной квалификации её автора. Постановка задач
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принадлежит С. А. Костырко. Консультации по методам решения проводились
М. А. Грековым и С. А. Костырко. Личный вклад соискателя заключается в
непосредственном участии во всех этапах диссертационного исследования. Ав-
тор диссертации осуществлял реализацию разработанных методов решения по-
ставленных задач и написание компьютерных программ. Обработка и анализ
полученных результатов также выполнялись соискателем.

Поддержка
Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках на-

учного проекта № 19-31-90024 и РНФ в рамках проекта № 19-71-00062.
Объём и структура работы
Структура диссертационной работы состоит из введения, четырёх глав и

заключения. Полный объём диссертации составляет 108 страниц с 22 рисунками
и 11 таблицами. Список литературы содержит 148 наименований.

Содержание работы
Во введении представлен анализ современного состояния исследований

по изучаемой тематике, раскрыта актуальность работы, её научная и практи-
ческая значимость. Также сформулированы цель и задачи исследования, при-
ведены основные положения, выносимые на защиту, и методы исследования. В
конце введения приводится краткое содержание работы по каждой главе.

В Главе 1 на основе термодинамического подхода Гиббса, разработана ма-
тематическая модель самоорганизации поверхности многослойного плёночного
покрытия. С использованием соотношений Херринга – Шаттлворта и обобщён-
ного закона Лапласа—Юнга введено в рассмотрение поверхностное напряжение.
На основе первого приближения в методе разложения по малому параметру
проведён анализ морфологической устойчивости плоской формы поверхности
двухслойного плёночного покрытия при использовании уравнений, описываю-
щих влияние поверхностной диффузии. Построена зависимость изменения от-
носительной амплитуды от длины волны возмущения при различных значениях
геометрических и физических параметров плёночного покрытия.

Глава 2 посвящена исследованию морфологической устойчивости нано-
структурированной поверхности твёрдого тела. Предполагалось, что упругие
свойства поверхности и основного материала различны. С использованием тер-
модинамического подхода Гиббса, модели Азаро –Тиллера – Гринфельда, соот-
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ношений поверхностной упругости Гёртина–Мёрдока, метода возмущений, ком-
плексных потенциалов Гурса–Колосова и соотношений Мусхелишвили получе-
на явная зависимость изменения амплитуды синусоидального возмущения от
времени, физических и геометрических параметров задачи.

В Главе 3 модель Азаро – Тиллера –Гринфельда расширена для анали-
за морфологической устойчивости поверхности ультратонкого плёночного по-
крытия. Как и в Главе 3, на основе модели поверхностной упругости Гёртина–
Мёрдока учитывается влияние упругих свойств свободных и межфазных по-
верхности плёночного покрытия. Было получено эволюционное уравнение, опи-
сывающее изменение амплитуды рельефа поверхности со временем. Для реше-
ния эволюционного уравнения необходимо было найти распределение напря-
жений вдоль искривлённой поверхности. На основе полученного решения был
проведён анализ влияния физических и геометрических параметров задачи на
морфологическую устойчивость свободной поверхности плёночного покрытия.

В Главе 4 разработан теоретический подход для анализа устойчивости на-
норазмерного рельефа границы соединения двух материалов с учётом ее упру-
гих свойств. С использованием термодинамического подхода Гиббса получено
дифференциальное уравнение, описывающее изменение формы поверхности со
временем. При этом скорость роста дефектов зависит от поля объёмных и по-
верхностных напряжений. Для определения напряжённо-деформированного со-
стояния композита использовался асимптотический метод, описанный в работах
Грекова и Костырко. Проанализировано влияние относительной жёсткости си-
стемы, упругих параметров межфазной границы, остаточного поверхностного
напряжения, действующих продольных усилий, диффузионных коэффициен-
тов на морфологическую устойчивость границы соединения материалов.

В заключении сформулированы основные результаты работы.
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Глава 1

Морфологическая устойчивость поверхности
многослойного плёночного покрытия

В данной главе описана математическая модель самоорганизации слабо
искривлённой поверхности многослойного тонкоплёночного покрытия, находя-
щегося в условиях плоской деформации. Экспериментально было установлено,
что в процессе самоорганизации поверхности покрытия наряду со слабой вол-
нистостью [147] возможно образование острых выступов и впадин [83], а в неко-
торых случаях плёнка может распадаться на островки [50]. В рамках данной
работы процесс образования топологических дефектов плёночного покрытия
рассматривается как эволюция периодического рельефа поверхности при усло-
вии, что изменяется только его амплитуда.

В силу рассогласования параметров кристаллических решёток материа-
лов, плёночная система находится в напряжённом состоянии. Исходя из пред-
положения, что для минимизации полной энергии композита может происхо-
дить самоорганизация свободной поверхности путём массопереноса, в качестве
основного механизма потери морфологической устойчивости поверхности плён-
ки рассматривается поверхностная диффузия [90]. Считается, что поток атомов
вдоль поверхности пропорционален градиенту химического потенциала. Урав-
нение смещения границы твёрдого тела в нормальном направлении выводится
из закона сохранения масс.

1.1 Постановка задачи

Модель многослойного плёночного покрытия толщины

ℎ𝑓 =
𝑁∑︀
𝑗=1

ℎ𝑗, осаждённого на подложку толщины ℎ𝑠 ≫ ℎ𝑓 и находящегося в

условиях плоской деформации, представим в виде неоднородной упругой полу-



19

Рисунок 1.1 — Модель многослойного плёночного покрытия со
слабоискривлённой поверхностью под действием продольных усилий

плоскости 𝐵 =
𝑁+1⋃︀
𝑗=1

𝐵𝑗 с криволинейной свободной границей 𝑆1 и прямолиней-

ными межфазными границами 𝑆𝑗

𝑆1 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁1 = 𝑥1 + 𝑖 [ℎ𝑓 + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)]} , 𝑓(𝑥1) = 𝑎 cos(𝑏𝑥1),

𝑆𝑗 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁𝑗 = 𝑥1 + 𝑖𝐻𝑗} , 𝑗 = 2,𝑁 + 1, 𝜀(𝜏) = 𝐴(𝜏)/𝑎,

𝐻𝑖 = 𝐻𝑖+1 + ℎ𝑖, 𝑖 = 1,𝑁, 𝐻𝑁 = ℎ𝑁 , 𝐻𝑁+1 = 0, 𝐻1 = ℎ𝑓 ,

(1.1)

𝐵1 = {𝑧 : 𝐻2 < 𝑥2 < ℎ𝑓 + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} ,

𝐵𝑗 = {𝑧 : 𝐻𝑗+1 < 𝑥2 < 𝐻𝑗} , 𝑗 = 2,𝑁, 𝐵𝑁+1 = {𝑧 : 𝑥2 < 0} .
(1.2)

здесь 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 — комплексная переменная, 𝑥1 и 𝑥2 определяют прямоуголь-
ную систему координат, ℎ𝑁 — толщина 𝑁 –го слоя плёночного покрытия (отсчёт
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слоёв ведётся снизу), 𝑎 — длина волны искривления, 𝑏 = 2𝜋/𝑎 — волновое число
и 𝐴(𝜏) — амплитуда периодического рельефа межфазной поверхности в момент
времени 𝜏 .

В соответствии с термодинамическим подходом Гиббса [58] при решении
задачи учитывается поверхностное напряжение 𝜎𝑠, которое считается постоян-
ным и независящим от деформации поверхности [67]. Тогда условие механиче-
ского равновесия поверхности могут быть записаны в виде обобщённого закона
Лапласа –Юнга, который в данным случае имеет вид [4;38]

𝜎𝑛𝑛(𝜁1) = 𝜅(𝜁1)𝜎
𝑠, 𝜎𝑛𝑡(𝜁1) = 0, 𝜁1 ∈ 𝑆1, (1.3)

где 𝜅 — локальная кривизна искривлённой границы 𝑆1, 𝜎𝑛𝑛, 𝜎𝑛𝑡 — компоненты
вектора напряжения, вычисленные на площадке с нормалью n в локальной
прямоугольной системе координат 𝑛, 𝑡.

На межфазных границах 𝑆𝑗 (𝑗 = 2, 𝑁 + 1) отсутствуют разрывы вектора
перемещений 𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2 и вектора напряжений 𝜎 = 𝜎11 + 𝑖𝜎12 [11]:

∆𝑢(𝑧𝑗) = lim
𝑧→𝑧𝑗+𝑖𝐻𝑗

𝑢(𝑧) − lim
𝑧→𝑧𝑗−𝑖𝐻𝑗

𝑢(𝑧) = 0,

∆𝜎(𝑧𝑗) = lim
𝑧→𝑧𝑗+𝑖𝐻𝑗

𝜎(𝑧) − lim
𝑧→𝑧𝑗−𝑖𝐻𝑗

𝜎(𝑧) = 0,

(1.4)

где 𝑢1 и 𝑢2 — перемещения вдоль соответствующих координат 𝑥1, 𝑥2; 𝜎11 и
𝜎12 — компоненты вектора напряжений, вычисленные на площадке с нормалью,
параллельной оси 𝑥1.

В рамках линейной теории упругости компоненты тензора деформации 𝜀𝑗𝑘

выражаются через вектор перемещения 𝑢 с помощью соотношений Коши [18].
В случае плоской задачи запишем:

𝜀11 =
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

, 𝜀22 =
𝜕𝑢2
𝜕𝑥2

, 𝜀12 =
𝜕𝑢1
𝜕𝑥2

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥1

.
(1.5)

Компоненты тензора деформаций 𝜀𝑗𝑘 и напряжений 𝜎𝑗𝑘 упругого тела свя-
заны обобщённым законом Гука. Для изотропного линейно–упругого материала
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будем иметь [18]:

𝜎𝑛𝑛(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑛𝑛(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑡𝑡(𝑧),

𝜎𝑡𝑡(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑡𝑡(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑛𝑛(𝑧), 𝜎𝑛𝑡(𝑧) = 2𝜇𝑗𝜀𝑛𝑡(𝑧),

𝜎33(𝑧) =
𝜆𝑗

2(𝜆𝑗 + 𝜇𝑗)
[𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧)] , 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = 1, 𝑁 + 1,

(1.6)

здесь 𝜆𝑗, 𝜇𝑗 — модули упругости Ламе среды 𝐵𝑗.
Предполагается, что из–за рассогласования параметров кристаллических

решёток материалов, в плёночной системе действуют продольные напряжения
несоответствия. Тогда на бесконечности напряжения 𝜎𝛼𝛽 (𝛼,𝛽 = {1,2}) и угол
поворота материальной частицы 𝜔 должны удовлетворять условиям:

lim
𝑥2→−∞

𝜎22 = lim
𝑥2→−∞

𝜎12 = lim
𝑥2→−∞

𝜔 = 0, lim
𝑥2→−∞

𝜎11 = 𝜎𝑁+1. (1.7)

Задача заключается в определении зависимости амплитуды 𝐴 искривле-
ния поверхности плёночного покрытия (1.1), (1.2) от времени 𝜏 при учёте по-
верхностной диффузии и упругого деформирования тела с поверхностным сло-
ем переменной толщины. При этом предполагается, что самоорганизация на-
пряжённой поверхности плёночного покрытия происходит вследствие действия
поверхностной диффузии, определяемой производной химического потенциала
вдоль поверхности.

1.2 Химический потенциал и скорость изменения границы
твёрдого тела

Понятие химического потенциала было введено Гиббсом [58] при рассмот-
рении термодинамического равновесия деформируемого твёрдого тела, нахо-
дящегося в контакте с таким же материалом в растворенной форме. В течение
последних нескольких десятилетий, данный подход получил применение в ряде
других исследований. В данной работе, как и в [4;15;16;30;71], под химическим
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потенциалом понимается увеличение свободной энергии на единицу добавляе-
мого объёма.

В соответствии с подходом, предложенным Гиббсом [58], для учёта мас-
сопереноса на поверхности твёрдого тела под действием поверхностной диф-
фузии, вызванной полем напряжений, основной материал и приповерхностный
слой рассматриваются как различные фазы одного и того же материала. При
этом, приповерхностный слой рассматривается как упругая мембрана, коге-
рентно связанная с основным материалом.

При постоянной температуре в качестве свободной энергии основного ма-
териала учитывается упругая энергия деформации, измеряемая в единице объ-
ёма, и поверхностная энергия, измеряемая на единице площади. Тогда полная
свободная энергия может быть записана в виде:

𝐸(𝜏) =
∫︀
𝐵 𝑈𝑑𝐵 +

∫︀
𝑆 𝑈𝑠𝑑𝑆, (1.8)

где 𝐵 — объём, занятый основным материалом, 𝑆 — поверхность, соответству-
ющая этому объёму, 𝑈𝑠 — поверхностная энергия и 𝑈 — энергия упругой де-
формации, вычисляемая в приповерхностном слое.

Время, необходимое для того, чтобы деформированная система достигла
механического равновесия, как правило, очень мало по сравнению со временем,
характерным для механизмов массопереноса, поэтому будем считать, что в каж-
дый момент времени тело находится в механическом равновесии. Однако при
этом, тело необязательно находится в химическом равновесии, определяемом
как состояние с минимальной свободной энергией.

Согласно второму закону термодинамики система, не находящаяся в хи-
мическом равновесии, стремится к уменьшению своей свободной энергии. Ско-
рость изменения свободной энергии тела, описываемая локальной нормальной
скоростью 𝑉𝑛 изменения границы, может быть записана следующим образом:

𝐸̇(𝜏) =

∫︁
𝐵

𝜕𝑈

𝜕𝜏
𝑑𝐵 +

∫︁
𝑆

𝑈𝑉𝑛𝑑𝑆 +

∫︁
𝑆

𝜕𝑈𝑠

𝜕𝜏
𝑑𝑆 −

∫︁
𝑆

𝜅𝑈𝑠𝑉𝑛𝑑𝑆, (1.9)

где 𝜅 – локальная кривизна поверхности.
Физический смысл разных членов в выражении (1.9) следующий: первое

слагаемое учитывает изменение полной энергии, вызванное изменением упругой
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энергии деформации объёмной фазы со временем; второе — вызванное измене-
нием формы поверхности объёмной фазы; третий член описывает изменение
полной энергии через изменение энергии свободной поверхности; а последний
— через искривление свободной поверхности [55].

Считается, что не происходит никакого обмена энергией с окружающей
средой. Тогда мгновенное изменение работы, выполняемой в объёмной фазе,
должно быть равным, но противоположным по знаку мгновенному изменению
работы, выполняемой в поверхностной фазе. Другими словами, сумма первого
и третьего слагаемых в (1.9) равна нулю.

Тогда скорость изменения свободной энергии описывается следующим об-
разом:

𝐸̇(𝜏) =

∫︁
𝑆

(𝑈 − 𝜅𝑈𝑠)𝑉𝑛𝑑𝑆. (1.10)

Произведение 𝑉𝑛𝑑𝑆 можно толковать как локальную скорость добавления
(𝑉𝑛 > 0) или удаления (𝑉𝑛 < 0) материала. Из (1.10) следует выражение для
химического потенциала приповерхностных атомов:

𝜒 = (𝑈 − 𝜅𝑈𝑠)Ω. (1.11)

Если химический потенциал в некоторой области меньше чем в соседней,
то атомы будут диффундировать в область более низкого химического потен-
циала, тем самым снижая свободную энергию системы. Иными словами, поток
атомов вдоль поверхности пропорционален градиенту химического потенциала.
В таком случае имеем [30;55]:

𝐽 = −𝐷𝑠𝐶𝑠

𝑘𝑏𝑇

𝜕𝜒

𝜕𝑠
, (1.12)

где 𝐷𝑠 — коэффициент поверхностной диффузии, 𝐶𝑠 — концентрация поверх-
ностных дефектов, 𝑘𝑏 — постоянная Больцмана, 𝑇 — абсолютная температура.
Дифференцирование по параметру 𝑠 означает дифференцирование по направ-
лению, касательному к поверхности.

Отметим, что равномерность распределения химического потенциала яв-
ляется одним из условий термодинамического равновесия системы.
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Рисунок 1.2 — Диффузия вдоль приповерхностного элемента

Для вычисления скорости смещения границы рассмотрим поток объёма на
поверхности, как показано на Рис. 1.2. Из закона сохранения массы выводится
скорость смещения границы в нормальном направлении

𝑉𝑛 = −Ω
𝜕𝐽

𝜕𝑠
. (1.13)

1.3 Линейный анализ эволюции рельефа свободной поверхности
многослойного плёночного покрытия

Выражение (1.13) может быть записано в форме эволюционного уравне-
ния, описывающего изменение профиля границы тела (1.1) со временем [11;90]

𝜕𝑔(𝑥1,𝜏)

𝜕𝜏
= 𝐾𝑠ℎ(𝑥1,𝜏)

𝜕2

𝜕𝑠2
[𝑈(𝜁1,𝜏) − 𝜅(𝑥1,𝜏)𝑈𝑠(𝜁1,𝜏)] , 𝜁1 ∈ 𝑆1,

𝑔(𝑥1,𝜏) = 𝐻1 + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1), 𝐾𝑠 =
𝐷𝑠𝐶𝑠Ω

2

𝑘𝑏𝑇
,

(1.14)

где ℎ — метрический коэффициент [18], 𝑠 — длина дуги кривой 𝑆1.
Как отмечалось выше, на поверхности плёнки действует поверхностное

напряжение 𝜎𝑠, которое связано с поверхностной энергией 𝑈𝑠 соотношением
Херринга – Шаттлворта [1; 78;128]

𝜎𝑠(𝜁1,𝜏) = 𝑈𝑠(𝜁1,𝜏) +
𝜕𝑈𝑠(𝜁1,𝜏)

𝜕𝜀𝑡𝑡(𝜁1,𝜏)
. (1.15)

Так как изменения поверхности малы, а процесс диффузии протекает мед-
ленно, в данной главе, как и в работе [4], будем считать, что 𝑈𝑠 практически не
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меняется вдоль поверхности при деформации. Тогда из равенства (1.15) полу-
чаем:

𝑈𝑠(𝜁1,𝜏) = 𝜎𝑠, 𝜁1 ∈ 𝑆1. (1.16)

Для того, чтобы проинтегрировать уравнение (1.14), остаётся определить
удельную энергию деформации 𝑈 . В силу того, что в работе исследуется слабое
изменение рельефа поверхности, компоненты тензора напряжений и деформа-
ций определяются в первом приближении метода возмущений

𝜎𝑛𝑛(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜎𝑛𝑛(1)(𝑧), 𝜎𝑛𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜎𝑛𝑡(1)(𝑧),

𝜀𝑛𝑛(𝑧,𝜏) = 𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜀(𝜏)𝜀𝑛𝑛(1)(𝑧), 𝜀𝑛𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜀𝑛𝑡(1)(𝑧),

𝜎𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜎𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜎𝑡𝑡(1)(𝑧), 𝜀𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑧).

(1.17)

Отметим, что 𝜎𝑛𝑛(0)(𝑧) = 𝜎𝑛𝑡(0)(𝑧) = 𝜀𝑛𝑡(0)(𝑧) = 0 в соответствии с (1.6) и (1.7).

Энергию упругой деформации 𝑈 определим по формуле Клапейрона

𝑈(𝑧,𝜏) =
1

2
𝜎𝛼𝛽(𝑧,𝜏)𝜀𝛼𝛽(𝑧,𝜏), (1.18)

где ведётся суммирование по повторяющимся индексам 𝛼, 𝛽 = {1, 2}.
Выражения для метрического коэффициента ℎ и кривизны 𝜅 искривлён-

ной поверхности 𝑆1 также запишем в первом приближении метода возмуще-
ний [129]

𝜅(𝑥1,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝑓 ′′(𝑥1), ℎ(𝑥1,𝜏) = 1. (1.19)

Подставляя выражения (1.17) и (1.19) в (1.14) приходим к обыкновенному
дифференциальному уравнению, описывающему изменение амплитуды искрив-
ления поверхности со временем:

𝑑𝐴(𝜏)

𝑑𝜏
𝑓(𝑥1) =

1

2
𝐴(𝜏)𝐾𝑠

𝑑2

𝑑𝑥21

[︀
𝜀𝑛𝑛(0)𝜎𝑛𝑛(1)(𝑥1)+

+𝜎𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑥1) + 𝜀𝑡𝑡(0)𝜎𝑡𝑡(1)(𝑥1) − 𝜎𝑠𝑓 ′′(𝑥1)
]︀
.

(1.20)
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Как отмечалось выше, для интегрирования уравнения (1.20) необходимо
определить напряжённо – деформированное состояние композита (1.1), (1.2). Ре-
шение соответствующей плоской задачи было предложено Грековым и Костыр-
ко [64]. В соответствии с их подходом, решение исходной задачи для много-
слойной структуры с подложкой представим в виде суммы решения задачи для
полуплоскости с искривлённой свободной границей 𝑆1 с упругими свойствами
верхнего слоя покрытия и решений 𝑁 задач для двухкомпонентных плоскостей
с прямолинейными межфазными границами 𝑆𝑗, 𝑗 = 2, 𝑁 + 1. В первой зада-
че на границе действует неизвестная нагрузка, а в остальных задачах имеются
неизвестные скачки напряжений и перемещений при переходе от одной среды
к другой.

Решение поставленной задачи (1.1) – (1.7), а именно комплексные векторы
перемещений 𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2 и напряжений 𝜎 = 𝜎𝑛𝑛 + 𝑖𝜎𝑛𝑡 в точке комплексной
плоскости 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2, запишем в виде

𝐺(𝑧) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐺𝑘

𝑘(𝑧) + 𝐺𝑘+1
𝑘 (𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1,𝑁,

𝐺𝑁+1
𝑁+1(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵𝑁+1,

(1.21)

𝐺𝑘
𝑗 (𝑧,𝜂𝑗) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜎𝑘(𝑧), 𝜂𝑗 = 1

−2𝜇𝑗
𝑑𝑢𝑘

𝑑𝑧
, 𝜂𝑗 = −κ𝑗

, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑘, 𝑗 = 1,𝑁 + 1, (1.22)

где в случае плоской деформации κ𝑗 = 3 − 4𝜈𝑗; 𝜈𝑗 — коэффициент Пуассона
среды 𝐵𝑗.

В первой задаче (1.21), (1.22) предполагается, что на криволинейной гра-
нице 𝑆1 однородной полуплоскости 𝐷1 с упругими свойствами среды 𝐵1 дей-
ствует неизвестная самоуравновешенная нагрузка 𝑝(𝑧1):

𝜎1(𝜁1) = 𝑝(𝜁1),

∫︁ +∞

−∞
𝑝(𝜉)𝑑𝜉 = 0, 𝜁1 ∈ 𝑆1. (1.23)
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Напряжения 𝜎1
𝛼𝛽 (𝛼𝛽 ∈ {1,2}) и угол поворота 𝜔1 материальной частицы

удовлетворяют следующим условиям на бесконечности:

lim
𝑥2→−∞

𝜎1
11 = 𝜎1

1, lim
𝑥2→−∞

𝜎1
22 = lim

𝑥2→−∞
𝜎1
12 = lim

𝑥2→−∞
𝜔1 = 0. (1.24)

Комплексные векторы напряжений 𝜎𝑘 и перемещений 𝑢𝑘 — решение за-
дачи о совместной деформации двух соединённых полуплоскостей 𝐷𝑘−1

⋃︀
𝐷𝑘 с

упругими свойствами сред 𝐵𝑘−1 и 𝐵𝑘, соответственно (𝑘 = 2,𝑁 + 1), вызванной
неизвестными скачками напряжений ∆𝜎𝑘 и перемещений ∆𝑢𝑘 вдоль прямо-
линейной межфазной границы 𝑆𝑘 под действием продольных усилий 𝜎𝑘

𝑗 в 𝐷𝑗

(𝑗 = 𝑘 − 1,𝑘):

∆𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+(𝑧𝑘) − 𝜎𝑘−(𝑧𝑘), ∆𝑢𝑘 = 𝑢𝑘+(𝑧𝑘) − 𝑢𝑘−(𝑧𝑘),

lim
𝑥2→+∞

𝜎𝑘
11 = 𝜎𝑘

𝑘−1, lim
𝑥2→−∞

𝜎𝑘
11 = 𝜎𝑘

𝑘 ,

lim
𝑥2→±∞

𝜎𝑘
22 = lim

𝑥2→±∞
𝜎𝑘
12 = lim

𝑥2→±∞
𝜔𝑘 = 0.

(1.25)

Согласно [64], величины 𝜎1
1, 𝜎𝑘

𝑘−1, 𝜎
𝑘
𝑘 (𝑘 = 2,𝑁 + 1) в выражении (1.25)

определяются из рекуррентных соотношений, которые вытекают из (1.4) и ра-
венства ∆𝜎𝑘 = ∆𝑢𝑘 = 0, что соответствует случаю плёночного покрытия с
прямолинейной поверхностью

𝜎𝑁+1
𝑁+1 = 𝜎𝑁+1, 𝜎𝑁−2𝑟+1

𝑁−2𝑟 =
𝜇𝑁−2𝑟(1 + κ𝑁−2𝑟+1)

𝜇𝑁−2𝑟+1(1 + κ𝑁−2𝑟)
𝜎𝑁−2𝑟+1
𝑁−2𝑟+1,

𝜎𝑁−2𝑟−1
𝑁−2𝑟−1 =

𝜇𝑁−2𝑟−1(1 + κ𝑁−2𝑟)

𝜇𝑁−2𝑟(1 + κ𝑁−2𝑟−1)
𝜎𝑁−2𝑟+1
𝑁−2𝑟 (𝑁 − 2𝑟 > 1),

𝜎𝑁−2𝑟
𝑁−2𝑟 = 𝜎𝑁−2𝑟

𝑁−2𝑟+1 = 0 (𝑁 − 2𝑟 > 0), 𝑟 = 0,1 . . . .

(1.26)

Граничные условия (1.4), (1.23), заданные на 𝑆𝑘, приводят к 2𝑁 + 1 урав-
нению относительно неизвестной нагрузки 𝑝(𝜁1), скачков напряжений ∆𝜎𝑘 и
перемещений ∆𝑢𝑘
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𝑝(𝜁1) + 𝜎2(𝜁1) = 𝜎(𝜁1),

∆𝜎2(𝑧2) + 𝜎1(𝑝,𝑧2) − 𝜎3(∆𝜎3,∆𝑢3′,𝑧2) = 0,

∆𝑢2(𝑧2) + 𝑢1(𝑝,𝑧2) − 𝑢3(∆𝜎3,∆𝑢3′,𝑧2) = 0,

. . .

∆𝜎𝑁+1(𝑧𝑁+1) − 𝜎𝑁(∆𝜎𝑁 ,∆𝑢𝑁 ′,𝑧𝑁+1) = 0,

∆𝑢𝑁+1(𝑧𝑁+1) + 𝑢𝑁(∆𝜎𝑁 ,∆𝑢𝑁 ′,𝑧𝑁+1) = 0.

(1.27)

Таким образом, решение задачи упругости сводится к решению системы
уравнений (1.27).

В соответствии с [2;64], напряжения 𝜎𝑘(𝑧) и перемещения 𝑢𝑘(𝑧) могут быть
определены через комплексные потенциалы Гурса – Колосова Φ𝑘

𝑗 и Υ𝑘
𝑗

𝐺𝑘
𝑗 (𝑧,𝜂𝑗) = 𝜂𝑗Φ

𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) + Φ𝑘

𝑗 (𝑤𝑘) −
(︁

Υ𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) + Φ𝑘

𝑗 (𝑤𝑘)−

− (𝑤𝑘 − 𝑤𝑘) Φ𝑘 ′
𝑗 (𝑤𝑘)

)︁
𝑒−2𝑖𝛼, 𝑤1 = 𝑧 + 𝑖(𝜀𝑓(𝑥1) −𝐻1),

𝑤𝑘 = 𝑧 − 𝑖𝐻𝑘, 𝑗 = {𝑘 − 1, 𝑘}, 𝑘 = 2, 𝑁 + 1,

(1.28)

где 𝛼 — угол между направлением площадки с нормалью 𝑛 и осью 𝑥1, Φ1
1 и Υ1

1 —
функции, голоморфные в областях 𝐷1 и ̃︁𝐷1 = {𝑧 : 𝑥1 ∈ 𝑅1, 𝑥2 > 𝐻1− 𝜀𝑓(𝑥1)}
соответственно, и Φ𝑘

𝑗 , Υ𝑘
𝑗 — функции, голоморфные в полуплоскостях 𝐷𝑗 и 𝐷𝑟,

(𝑟 = {𝑘 − 1, 𝑘}, 𝑟 ̸= 𝑗) соответственно. В формуле (1.28) черта сверху означает
комплексное сопряжение, штрих — производную по аргументу.
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Полагая в (1.28) 𝛼 = 0 и 𝛼 = 𝜋/2 при 𝑥2 → −∞ и учитывая (1.24) и
(1.25), будем иметь:

lim
Im𝑤1→−∞

Φ1
1(𝑤1) = lim

Im𝑤1→+∞
Υ1

1(𝑤1) =
𝜎1
1

4
,

lim
|Im𝑤𝑘|→∞

Φ𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) =

𝜎𝑘
𝑗

4
, 𝑤𝑘 ∈ 𝐷𝑗, 𝑗 = {𝑘 − 1, 𝑘},

lim
|Im𝑤𝑘|→∞

Υ𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) =

𝜎𝑘
𝑗

4
, 𝑤𝑘 ∈ 𝐷𝑟, 𝑟 = {𝑘 − 1, 𝑘}, 𝑟 ̸= 𝑗.

(1.29)

В соответствии с первым приближением метода возмущений [2–6; 62],
представим функции Φ𝑘

𝑗 , Υ𝑘
𝑗 и 𝑝 в следующем виде:

Ψ(𝑧) = Ψ(0)(𝑧) + 𝜀Ψ(1)(𝑧). (1.30)

Граничные значения функций Φ1
1(𝑛), Υ1

1(𝑛) и 𝑝(𝑛) представим в виде ряда
Тейлора в окрестности прямой Im𝑤1 = 0, рассматривая вещественную перемен-
ную 𝑥1 как параметр. В первом приближении метода возмущений получим [129]

Ψ(𝑚)(𝜁1) = Ψ(𝑚)(𝑥1) + 𝑖𝜀𝑓(𝑥1)Ψ
′
(𝑚)(𝑥1), 𝑚 = {0,1}, (1.31)

где Ψ(𝑚) — любая из вышеупомянутых функций.
Учитывая соотношение 𝜀𝑓 ′(𝑥1) = tg𝛼, можно записать выражение для

функции 𝑒−2𝑖𝛼, входящей в правую часть (1.28):

𝑒−2𝑖𝛼 = 1 − 2𝑖𝜀𝑓 ′(𝑥1). (1.32)

Принимая во внимание граничное условие (1.23) с учётом выражений
(1.28), (1.30), (1.31) и приравнивая коэффициенты при 𝜀𝑚 (𝑚 = {0,1}), при-
ходим к следующей последовательности краевых задач:

Υ1
1(𝑚)(𝑥1) − Φ1

1(𝑚)(𝑥1) = −𝑝(𝑚)(𝑥1) + 𝐹 1
(𝑚)(𝑥1), (1.33)
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где
𝐹 1
0 (𝑥1) = 0,

𝐹 1
1 (𝑥1) = −𝑖𝑓(𝑥1)

[︁
Φ1′

1(0)(𝑥1) + Υ1′
1(0)(𝑥1) + 2Φ1′

1(0)(𝑥1)
]︁

+

+2𝑖𝑓 ′(𝑥1)
[︁
Φ1

1(0)(𝑥1) + Υ1
(0)(𝑥1)

]︁
− 𝑖𝑓(𝑥1)𝑝

′
0(𝑥1).

(1.34)

В соответствии с [64], решение краевой задачи (1.33), (1.34) можно запи-
сать, используя замену

Θ(𝑚)(𝑤1) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Υ1

1(𝑚)(𝑤1), Im𝑤1 > 0,

Φ1
1(𝑚)(𝑤1), Im𝑤1 < 0.

(1.35)

Таким образом, в каждом приближении мы получаем задачу Римана-
Гильберта, где искомые функции представимы в виде [4; 5; 8; 17]:

Θ(𝑚) = Θ1𝑢
(𝑚) + Θ1𝑑

(𝑚) + 𝐶(𝑚), 𝑚 = {0,1} , (1.36)

где 𝐶0 = 𝜎1
1, 𝐶1 = 0.

При этом функции Θ1𝑢
(𝑚) и Θ1𝑑

(𝑚) определены следующим образом:

Θ1𝑢
𝑘 = − 1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑝𝑘(𝜏)

𝜏 − 𝑤1
𝑑𝜏,

Θ1𝑑
𝑘 =

1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝐹 1
𝑘 (𝜏)

𝜏 − 𝑤1
𝑑𝜏.

(1.37)

Отметим, что поскольку функции 𝐹 1
(𝑚)(𝑥1) определяются по рекуррент-

ным формулам (1.34), то в каждом приближении функция Θ1𝑑
(𝑚) известна, а

функцию Θ1𝑢
(𝑚) необходимо определить.

Функции Φ𝑘
𝑗 и Υ𝑘

𝑗 в задачах о совместной деформации двух однородных
полуплоскостей при условиях (1.25) также определяются из решения задач Ри-
мана – Гильберта
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Σ𝑘+(𝜉𝑘𝑘) − Σ𝑘−(𝜉𝑘𝑘) = ∆𝜎𝑘(𝑧𝑘),

𝑉 𝑘+(𝜉𝑘𝑘) − 𝑉 𝑘−(𝜉𝑘𝑘) = 2𝜇𝑘−1𝜇𝑘∆𝑢𝑘′(𝑧𝑘),

(1.38)

где Σ𝑘±(𝜉𝑘𝑘) = lim
𝑧→𝑧𝑘±𝑖0

Σ𝑘(𝑤𝑘), 𝑉 𝑘±(𝜉𝑘𝑘) = lim
𝑧→𝑧𝑘±𝑖0

𝑉 𝑘(𝑤𝑘).

Соответствующие краевые уравнения (1.38) получены из граничных усло-
вий

𝐺𝑘+
𝑘−1(𝜉

𝑘
𝑘 ,1) −𝐺𝑘−

𝑟 (𝜉𝑘𝑘 ,1) = ∆𝜎𝑘(𝑧𝑘),

𝜇2𝐺
𝑘+
𝑘−1(𝜉

𝑘
𝑘 ,− 𝜅𝑘−1) − 𝜇1𝐺

𝑘−(𝜉𝑘𝑘 ,− 𝜅𝑘) = −2𝜇1𝜇2∆𝑢𝑘 ′(𝑧𝑘),

𝐺𝑘±
𝑗 (𝜉𝑘𝑘) = lim

𝑧→𝑧𝑘±𝑖0
𝐺𝑖

𝑗(𝑤𝑟), 𝜉
𝑘
𝑘 = 𝑤𝑘(𝑧𝑘),

(1.39)

при использовании вспомогательных функций

Σ𝑘(𝑤𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Φ𝑘

𝑘(𝑤𝑘) + Υ𝑘
𝑘−1(𝑤𝑘), Im𝑤𝑘 > 0,

Φ𝑘
𝑘−1(𝑤𝑘) + Υ𝑘

𝑘(𝑤𝑘), Im𝑤𝑘 < 0,
(1.40)

𝑉 𝑘(𝑤𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜇𝑘−1Φ

𝑘
𝑘(𝑤𝑘) − 𝜇𝑘𝜅𝑘−1Υ

𝑘
𝑘−1(𝑤𝑘), Im𝑤𝑘 > 0,

𝜇𝑘Φ
𝑘
𝑘−1(𝑤𝑘) − 𝜇𝑘−1𝜅𝑘Υ

𝑘
𝑘(𝑤𝑘), Im𝑤𝑘 < 0.

(1.41)

Следуя [2;8;17], решение обеих задач Римана-Гильберта (1.38) находим в
виде



32

Σ𝑘(𝑤𝑘) =
1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

∆𝜎𝑘(𝑧𝑘)

𝜏 − 𝑤𝑘
𝑑𝜏 + 𝑠𝑘,

𝑉 𝑘(𝑤𝑘) = −𝜇𝑘

𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

∆𝑢𝑘′(𝑧𝑘)

𝜏 − 𝑤𝑘
𝑑𝜏 + 𝑣𝑘,

(1.42)

где 𝑠𝑘 = 𝑎𝑘−1
𝑘 +𝑎𝑘−1

𝑘−1 = 𝑎𝑘𝑘−1+𝑎𝑘𝑘, 𝑣𝑘 = 𝜇𝑘−1𝑎
𝑘−1
𝑘 −𝜇𝑘κ𝑘−1𝑎

𝑘−1
𝑘−1 = 𝜇𝑘𝑎

𝑘
𝑘−1−𝜇𝑘−1κ𝑘𝑎

𝑘
𝑘.

Выражения для комплексных потенциалов Φ𝑘
𝑗 , Υ𝑘

𝑗 определяются из фор-
мул (1.40), (1.41):

Φ𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) =

𝜇𝑗Σ
𝑘(𝑤𝑘) − 𝑉 𝑘(𝑤𝑘)

𝜇𝑗 + 𝜇𝑘κ𝑗
,

Υ𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) =

𝜇𝑗κ𝑘Σ
𝑘(𝑤𝑘) + 𝑉 𝑘(𝑤𝑘)

𝜇𝑘 + 𝜇𝑗κ𝑘
.

(1.43)

После чего приходим к системе интегральных уравнений Фредгольма
(СИУФ) второго рода

∆𝜎𝑘
𝑚(𝑥1) +

+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘1(𝑥1,𝜏)∆𝜎𝑖
𝑚(𝜏)𝑑𝜉 +

+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘2(𝑥1,𝜏)∆𝜎𝑘
𝑚(𝜏)𝑑𝜏+

+
+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘3(𝑥1,𝜏)∆𝑢𝑘 ′𝑚 (𝜏)𝑑𝜉 +
+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘4(𝑥1,𝜏)∆𝑢𝑘 ′𝑚 (𝜏)𝑑𝜏 = 𝐻𝑘
1(𝑚)(𝑥1),

∆𝑢𝑘 ′𝑚 (𝑥1) +
+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘5(𝑥1,𝜏)∆𝜎𝑘
𝑚(𝜏)𝑑𝜏 +

+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘6(𝑥1, 𝜏)∆𝜎𝑘
𝑚(𝜏)𝑑𝜏+

+
+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘7(𝑥1,𝜏)∆𝑢𝑘 ′𝑚 (𝜏)𝑑𝜏 +
+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘8(𝑥1,𝜏)∆𝑢𝑘 ′𝑚 (𝜉)𝑑𝜏 = 𝐻𝑘
2(𝑚)(𝑥1).

(1.44)

Стоит отметить, что система интегральных уравнений (1.44) имеет един-
ственное решение на классе непрерывных функций при любой непрерывной
правой части. Так, решение системы в нулевом приближении (𝐻𝑘

1(0) = 𝐻𝑘
2(0))

имеет тривиальное решение
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∆𝜎𝑘
(0)(𝑥1) = ∆𝑢𝑘(0)(𝑥1) = 0, 𝑘 = 1, 𝑁, (1.45)

что следует из физических соображений [64].
Из выражений (1.29), (1.42), (1.43) и (1.33) получим комплексные потен-

циалы в нулевом приближении:

Φ𝑘
𝑗(0)(𝑤𝑘) = Υ𝑘

𝑗(0)(𝑤𝑘) = 𝜎𝑘
𝑗 /4 (𝑘 = 1,𝑁 + 1, 𝑗 = {𝑘, 𝑘 − 1}). (1.46)

Данные потенциалы соответствуют кусочно–равномерному напряжённо-
му состоянию композита с плоской поверхностью [64]:

𝜎11(0)(𝑧) = 𝜎𝑁+1, 𝑧 ∈ 𝐵𝑁+1,

𝜎11(0)(𝑧) = 𝜎𝑗 =
𝜇𝑗(1 + κ𝑗+1)

𝜇𝑗+1(1 + κ𝑗)
𝜎𝑗+1, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = 1, 𝑁.

(1.47)

Поскольку форма свободной границы определяется выражением (1.1), ре-
шение задачи в первом приближении будем искать в следующем виде:

∆𝜎𝑘
(1)(𝑥1) = 𝑃 𝑘

1 sin(𝑏𝑥1) + 𝑄𝑘
1 cos(𝑏𝑥1),

∆𝑢𝑘 ′(1)(𝑥1) = 𝑃 𝑘
2 sin(𝑏𝑥1) + 𝑄𝑘

2 cos(𝑏𝑥1).

(1.48)

Тогда CИУФ в каждом приближении на основании свойств интеграла ти-
па Коши сводится к системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) от-
носительно неизвестных коэффициентов 𝑃 𝑘

1 , 𝑃 𝑘
2 , 𝑄𝑘

1, 𝑄𝑘
2, где в качестве свобод-

ных членов выступают коэффициенты Фурье 𝐶𝑘
1(1), 𝐶

𝑘
2(1), 𝐷

𝑘
1(1), 𝐷

𝑘
1(1) известных

функций 𝐻𝑘
1(1)(𝑥1), 𝐻

𝑘
2(1)(𝑥1):

𝐻𝑘
1(1)(𝑥1) = 𝐶𝑘

1(1) sin(𝑏𝑥1) + 𝐷𝑘
1(1) cos(𝑏𝑥1),

𝐻𝑘
2(1)(𝑥1) = 𝐶𝑘

2(1) sin(𝑏𝑥1) + 𝐷𝑘
2(1) cos(𝑏𝑥1).

(1.49)

Используя разложения (1.48), (1.49), система 2𝑁−2 интегральных уравне-
ний (1.44) сводится к СЛАУ относительно коэффициентов 𝑃 𝑘

𝑟 , 𝑄𝑘
𝑟 (𝑟 = {1,2}).
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Явные аналитические соотношения между коэффициентами 𝑃 𝑘
𝑟 , 𝑄𝑘

𝑟 и 𝐶𝑘
𝑟(𝑚) ,

𝐷𝑘
𝑟(𝑚 (𝑟 = {1,2}) получены в программном комплексе Maple и не приводятся

здесь в силу громоздкости.
С учётом полученного решения СЛАУ, выражения

(1.21), (1.22), (1.28), (1.35), (1.36), (1.37), (1.42), (1.43) позволяют определить
напряжённо – деформированное состояние многослойной плёночной системы в
любом приближении, а следовательно, найти удельную энергию упругой дефор-
мации 𝑈 по формулам (1.17), (1.18).

1.4 Численные результаты

Интегрирование эволюционного уравнения (1.20) приводит к следующей
зависимости амплитуды возмущения от времени, длины волны начального воз-
мущения, толщин плёнок, упругих параметров материалов, диффузионного ко-
эффициента, поверхностного напряжения и действующих продольных напря-
жений

ln

(︂
𝐴(𝜏)

𝐴0

)︂
=𝑅 (𝑎, ℎ1...ℎ𝑁 , 𝜆1...𝜆𝑁 , 𝜇1...𝜇𝑁 , 𝐾𝑠, 𝜎

𝑠, 𝜎0) 𝜏. (1.50)

Отметим, что правая часть выражения (1.50), определена в явном виде
согласно описанному выше подходу. С этой целью разработана программа в па-
кете символьных вычислений Maple. Однако, в силу громоздкости полученного
выражения, в работе оно не приводится.

В качестве примера рассмотрим двухслойное (𝑁 = 2) плёночное покры-
тие. Упругие параметры верхней плёнки 𝜆1 = 58,17 ГПа и 𝜇1 = 26,13 ГПа
соответствуют алюминию. Для простоты рассматривается металлическая си-
стема, т.е. предполагается, что коэффициенты Пуассона материалов сред
𝐵𝑗 (𝑗 = 1,3) равны 𝜈𝑗 = 0,3 (𝑗 = 1,3). В качестве второго независимого пара-
метра изотропных упругих сред рассматриваются модули сдвига 𝜇𝑗 (𝑗 = 1,3),
связанные следующим образом: 𝜇1/𝜇2 = 𝑟1, 𝜇2/𝜇3 = 𝑟2; 𝑟1, 𝑟2 — отношения
жёсткостей материалов.
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(а) (б)

(в) (г)

Рисунок 1.3 — Зависимость относительной амплитуды 𝐴(𝜏)/𝐴0

периодического рельефа поверхности многослойного плёночного покрытия
от длины волны искривления 𝑎

при ℎ1 = 50 нм, ℎ2 = 50 нм (а), ℎ1 = 50 нм, ℎ2 = 100 нм (б), ℎ1 = 100 нм,
ℎ2 = 50 нм (в) и ℎ1 = 100 нм, ℎ2 = 100 нм (г)

На Рис. 1.3 представлена зависимость относительной амплитуды 𝐴(𝜏)/𝐴0

рельефа свободной поверхности многослойного плёночного покрытия от длины
волны возмущения 𝑎 при различных значениях параметров системы. Продоль-
ные усилия в плёнке равны 𝜎1 = 1 ГПа. Устойчивому состоянию соответствует
такая длина волны 𝑎 = 𝑎𝑐𝑟, при которой ln(𝐴(𝜏)/𝐴0) = 0. При 𝑎 < 𝑎𝑐𝑟 ампли-
туда рельефа убывает со временем, т. е. происходит сглаживание поверхности.
В случае 𝑎 > 𝑎𝑐𝑟 амплитуда возмущения увеличивается со временем. Значение
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длины волны 𝑎𝑚𝑎𝑥, при котором ln(𝐴(𝜏)/𝐴0) достигает своего наибольшего по-
ложительного значения, соответствует наибольшей скорости роста волнистости.
Значения длин волн 𝑎𝑐𝑟 и 𝑎𝑚𝑎𝑥, соответствующие рассмотренным параметрам
системы, представлены в Таблицах 1.1, 1.2.

Таблица 1.1
Критические значения 𝑎𝑐𝑟 длин волн искривления межфазной границы,

определённые при растягивающих усилиях

𝑟1 0,3 0,3 3,0 3,0
𝑟2 0,3 3,0 0,3 3,0

ℎ1, нм ℎ2, нм 𝑎𝑐𝑟, нм
50 50 − 300 213 208
50 100 343 314 210 210
100 50 264 259 232 231
100 100 261 261 231 231

Таблица 1.2
Длины волн 𝑎𝑚𝑎𝑥, соответствующие наибольшей скорости роста амплитуды
рельефа межфазной границы, определённые при растягивающих усилиях

𝑟1 0,3 0,3 3,0 3,0
𝑟2 0,3 3,0 0,3 3,0

ℎ1, нм ℎ2, нм 𝑎𝑚𝑎𝑥, нм
50 50 − 396 282 279
50 100 413 416 279 281
100 50 343 345 309 312
100 100 342 346 310 312

Полученные результаты показывают, что с увеличением толщины верхней
плёнки критическое значение длины волны возмущения для двухслойного плё-
ночного покрытия стремится к значению, соответствующему устойчивому со-
стоянию поверхности твёрдого тела без плёночного покрытия с упругими свой-
ствами верхней плёнки [56]. Также, с увеличением толщины второго слоя, влия-
ние подложки становится пренебрежимо малым, а критические значения стре-
мятся к значениям, соответствующим однослойному плёночному покрытию [4].
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Кроме того, видно, что увеличение значений относительной жёсткости приво-
дит к уменьшению критического значения длины волны возмущения [11;129].

В плёночной системе с параметрами ℎ1 = ℎ2 = 50 нм, 𝑟1 = 𝑟2 = 0,3

максимальное значение ln(𝐴(𝜏)/𝐴0) отрицательное, следовательно при любых
длинах волн начального искривления поверхность плёночного покрытия будет
сглаживаться со временем.

Таблица 1.3
Критические значения 𝑎𝑐𝑟 длин волн искривления межфазной границы,

определённые при сжимающих усилиях

𝑟1 0,3 0,3 3,0 3,0
𝑟2 0,3 3,0 0,3 3,0

ℎ1, нм ℎ2, нм 𝑎𝑐𝑟, нм
50 50 331 276 205 201
50 100 299 286 203 202
100 50 244 241 221 221
100 100 243 242 221 221

Таблица 1.4
Длины волн 𝑎𝑚𝑎𝑥, соответствующие наибольшей скорости роста амплитуды

рельефа межфазной границы, определённые при сжимающих усилиях

𝑟1 0,3 0,3 3,0 3,0
𝑟2 0,3 3,0 0,3 3,0

ℎ1, нм ℎ2, нм 𝑎𝑐𝑟, нм
50 50 398 365 271 269
50 100 371 379 269 271
100 50 318 321 296 299
100 100 318 321 297 299

Отметим, что в данной работе, в отличие от [56; 85], принято во вни-
мание поверхностное напряжение. Это позволило оценить влияние знака про-
дольных усилий. В Таблицах 1.3, 1.4 представлены значения длин волн 𝑎𝑐𝑟 и
𝑎𝑚𝑎𝑥, определённые при действии сжимающих усилий. Относительные разности
|𝑎+𝑐𝑟 − 𝑎−𝑐𝑟|/𝑎−𝑐𝑟 между критическими значения длин волны соответствующими
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разным знакам продольных усилий представлены в Таблице 1.5 (𝑎+𝑐𝑟 соответ-
ствуют растягивающим усилиям, 𝑎−𝑐𝑟 — сжимающим).

Таблица 1.5
Влияние знака продольных усилий

𝑟1 0,3 0,3 3,0 3,0
𝑟2 0,3 3,0 0,3 3,0

ℎ1, нм ℎ2, нм |𝑎+𝑐𝑟 − 𝑎−𝑐𝑟|/𝑎−𝑐𝑟
50 50 − 0,087 0,039 0,035
50 100 0,147 0,098 0,034 0,04
100 50 0,082 0,075 0,05 0,045
100 100 0,074 0,079 0,045 0,045

1.5 Выводы

В данной главе предложен подход к анализу морфологической устойчи-
вости свободной поверхности многослойного плёночного покрытия. На осно-
ве уравнений Шаттлворта –Херринга и Юнга – Лапласа учтено постоянное по-
верхностное напряжение, что позволило учесть влияние знака продольных уси-
лий. Предполагалось, что в начальный момент времени форма свободной по-
верхности отлична от плоской и описывается периодической функцией. Также
считалось, что плёночная система находится в напряжённом состоянии, обу-
словленном несоответствием параметров кристаллических решёток материа-
лов или внешними усилиями. В процессе релаксации напряжений рельеф по-
верхности может изменяться в результате самодиффузии приповерхностных
атомов. При этом, поток атомов вдоль поверхности плёночного покрытия вы-
зван неравномерным распределением напряжений. Для определения напряжён-
но – деформированного состояния получено решение статической задачи теории
упругости с использованием подхода Грекова и Костырко [64]. На основе перво-
го приближения в методе разложения по малому параметру получена зависи-
мость изменения амплитуды периодического рельефа от времени, физических
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и геометрических параметров задачи. В качестве примера рассмотрено двух-
слойное плёночное покрытие. Построена зависимость изменения амплитуды от
длины волны начального возмущения со временем при различных относитель-
ных жёсткостях и толщинах плёнок. На основе полученных результатов можно
сделать следующие выводы:

∙ критические значения длины волны возрастают с уменьшением
отношения жёсткостей верхней и нижней плёнок, а также нижней плён-
ки и подложки;

∙ влияние относительной жёсткости на морфологическую устойчивость
свободной поверхности многослойного плёночного покрытия возрастает
с уменьшением толщин плёнок;

∙ в многослойной плёночной системе с увеличением толщины одного из
слоев снижается влияние нижележащих слоёв;

∙ влияние знака продольных усилий увеличивается с уменьшением тол-
щины слоя, в случае когда его жёсткость меньше жёсткости нижележа-
щего слоя;

∙ влияние знака продольных усилий снижается с уменьшением толщины
слоя, в случае когда его жёсткость больше жёсткости нижележащего
слоя.

Отметим, что в рамках данной главы поверхностное напряжение счита-
лось постоянным, независящим от упругих свойств приповерхностного слоя.
В следующих главах на основе модели поверхностной/межфазной упругости
Гёртина – Мёрдока будет учтено влияние упругих свойств свободных и меж-
фазных границ на их морфологическую устойчивость.
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Глава 2

Морфологическая устойчивость наноструктурированной
поверхности твёрдого тела

В данной главе представлен теоретический подход, позволяющий прогно-
зировать зарождение топологических дефектов на поверхности твёрдого тела
с учётом её упругих свойств. Предполагая, что при определённых условиях
атомы приповерхностного слоя могут диффундировать, здесь рассматривает-
ся самоорганизация рельефа поверхности твёрдого тела в случае диффузион-
ного массопереноса, вызываемого неоднородным полем напряжений. Скорость
изменения рельефа свободной поверхности зависит от поля объёмных и по-
верхностных напряжений, а также термодинамических свойств поверхности.
Для определения напряжённо – деформированного состояния твёрдого тела
строится решение соответствующей задачи теории упругости в первом прибли-
жении метода возмущений. Далее, из решения линеаризованного эволюционно-
го уравнения определяются условия, при которых наблюдается рост, сглажива-
ние или устойчивость рельефа поверхности твёрдого тела.

2.1 Постановка задачи

В качестве модели твёрдого тела, находящегося в условиях плоской
деформации, рассмотрим однородную полуплоскость 𝐵 комплексной перемен-
ной 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 (𝑖2 = −1) с криволинейной границей 𝑆 (см. Рис. 2.1). В соот-
ветствии с моделью поверхностной упругости Гёртина – Мёрдока [73; 74], пред-
полагается, что упругие свойства приповерхностного слоя и основного матери-
ала различны. При этом приповерхностный слой рассматривается как упругая
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мембрана 𝑆, когерентно связанная с 𝐵

𝑆 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁 = 𝑥1 + 𝑖𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} , 𝐵 = {𝑧 : 𝑥2 < 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} ,

𝜀(𝜏) =
𝐴(𝜏)

𝑎
≪ 1 ∀𝜏, 𝐴(0) = 𝐴0, 𝑓(𝑥1) = 𝑎 cos(𝑏𝑥1),

(2.1)

где 𝑏 = 2𝜋/𝑎 — волновое число, 𝑎 — длина волны периодического рельефа
поверхности и 𝐴(𝜏) — амплитуда искривления, которая может меняться со вре-
менем.

Рисунок 2.1 — Модель твёрдого тела со слабоискривлённой границей
под действием продольных усилий

Для описания упругого поведения поверхности твёрдого тела используют-
ся упрощённые определяющие соотношения теории поверхностной упругости
Гёртина – Мёрдока. Предполагается, что поверхностная энергия зависит только
от поверхностных напряжений и не зависит от градиента вектора перемещений

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) = 𝛾0 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠)𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁), 𝜎𝑠

33(𝜁) = 𝛾0 + (𝜆𝑠 + 𝛾0)𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁), 𝜁 ∈ 𝑆, (2.2)

где 𝜎𝑠
𝑡𝑡 — нормальное тангенциальное поверхностное напряжение, 𝜀𝑠𝑡𝑡 — нор-

мальная тангенциальная поверхностная деформация, 𝛾0 — остаточное поверх-
ностное напряжение, 𝜆𝑠 и 𝜇𝑠 — модули поверхностной упругости, аналогичные
коэффициентам Ламе.
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Закон Гука для объёмной фазы в случае плоской деформации запишем в
терминах постоянных Ламе

𝜎𝑛𝑛(𝑧) = (𝜆 + 2𝜇)𝜀𝑛𝑛(𝑧) + 𝜆𝜀𝑡𝑡(𝑧), 𝜎𝑡𝑡(𝑧) = (𝜆 + 2𝜇)𝜀𝑡𝑡(𝑧) + 𝜆𝜀𝑛𝑛(𝑧),

𝜎𝑛𝑡(𝑧) = 2𝜇𝜀𝑛𝑡(𝑧), 𝜎33(𝑧) =
𝜆

𝜆 + 𝜇
[𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧)] , 𝑧 ∈ 𝐵.

(2.3)

Здесь 𝜎𝑛𝑛, 𝜎𝑡𝑡, 𝜎𝑛𝑡 и 𝜀𝑛𝑛, 𝜀𝑡𝑡, 𝜀𝑛𝑡 — компоненты тензора деформаций и тензора
напряжений Коши в локальной декартовой прямоугольной системе координат
𝑛,𝑡 (ось n направлена по нормали к границе 𝑆), 𝜆 и 𝜇 — упругие параметры
Ламе.

На бесконечности в области 𝐵 действуют постоянные продольные напря-
жения 𝜎0. При этом все остальные напряжения, а также угол поворота матери-
альной частицы 𝜔 на бесконечности равны нулю

lim
𝑥2→−∞

𝜎11 = 𝜎0, lim
𝑥2→−∞

𝜎22 = lim
𝑥2→−∞

𝜎12 = lim
𝑥2→−∞

𝜔 = 0. (2.4)

Стоит отметить, что предлагаемая модель может использоваться при рассмот-
рении плёночного покрытия, при условии, что подложка не влияет на деформа-
цию приповерхностного слоя (например, в случае, когда толщина плёнки боль-
ше длины волны возмущения). В таком случае, в качестве продольных напря-
жений 𝜎0 могут выступать напряжения несоответствия.

Условия равновесия на границе формулируются в терминах обобщённого
закона Юнга – Лапласа и в рамках упрощённой модели Гёртина – Мёрдока могут
быть записаны в виде

𝜎(𝜁) = 𝜅𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) − 𝑖

1

ℎ

𝑑𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁)

𝑑𝑥1
, 𝜎 = 𝜎𝑛𝑛 + 𝑖𝜎𝑛𝑡, 𝜁 ∈ 𝑆, (2.5)

где ℎ и 𝜅 — метрический коэффициент и кривизна искривлённой границы 𝑆

соответственно.
Поскольку считается, что поверхностная и объёмная фазы идеально свя-

заны, должно выполняться условие равенства деформаций на границе 𝑆:

𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁) = 𝜀𝑡𝑡(𝜁), 𝜁 ∈ 𝑆. (2.6)
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Предполагается, что в каждый момент времени 𝜏 система (2.1) – (2.6) нахо-
дится в механическом равновесии, однако при этом она необязательно находит-
ся в состоянии термодинамического равновесия. Одним из условий термодина-
мического равновесия для изолированной системы при постоянной температуре
является равномерность распределения химического потенциала.

Локальный химический потенциал 𝜒 свободной поверхности 𝑆 запишем в
следующем виде [93]:

𝜒(𝜁,𝜏) = [𝑈(𝜁,𝜏) − 𝜅(𝜁,𝜏)𝑈𝑠(𝜁,𝜏)] Ω, 𝜁 ∈ 𝑆, (2.7)

где Ω — атомный объём, 𝑈 — удельная энергия деформации вдоль поверхности
𝑆 и 𝑈𝑠 — удельная поверхностная энергия. Отметим, что здесь, в соответствии
с моделью Гёртина–Мёрдока, в качестве удельной поверхностной энергии рас-
сматривается энергия деформации мембраны.

Аналогично Главе 1, из закона сохранения массы находится скорость
перемещения границы 𝑆 в нормальном направлении. Запишем ее в виде
эволюционного уравнения, описывающего изменение формы границы тела
𝑔(𝑥1,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1) со временем [93;130]

𝜕𝑔(𝑥1,𝜏)

𝜕𝜏
= 𝐾𝑠ℎ(𝑥1,𝜏)

𝜕2

𝜕𝑠2
[𝑈(𝜁,𝜏) − 𝜅(𝑥1,𝜏)𝑈𝑠(𝜁,𝜏)] , 𝐾𝑠 =

𝐷𝑠𝐶𝑠Ω
2

𝑘𝑏𝑇
. (2.8)

Для того чтобы проинтегрировать дифференциальное уравнение (2.8) и
определить условия, при которых будет наблюдаться устойчивость рельефа по-
верхности, необходимо найти распределение удельной энергии деформации 𝑈

и удельной поверхностной энергии 𝑈𝑠 вдоль поверхности твёрдого тела. По-
скольку в данной работе рассматривается слабое изменение рельефа свободной
поверхности, учитывая ограничение 𝐴(𝜏) ≪ 𝑎 ∀𝜏 , накладываемое на искрив-
ление поверхности (2.1), компоненты тензоров напряжений и деформаций объ-
ёмной и поверхностной упругости определяются в первом приближении метода
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возмущений:

𝜎𝑛𝑛(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜎𝑛𝑛(1)(𝑧), 𝜎𝑛𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜎𝑛𝑡(1)(𝑧),

𝜀𝑛𝑛(𝑧,𝜏) = 𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜀(𝜏)𝜀𝑛𝑛(1)(𝑧), 𝜀𝑛𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜀𝑛𝑡(1)(𝑧),

𝜎𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜎𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜎𝑡𝑡(1)(𝑧), 𝜀𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑧),

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜎𝑠

𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜎𝑠
𝑡𝑡(1)(𝑧), 𝜀𝑠𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀𝑠𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜀𝑠𝑡𝑡(1)(𝑧).

(2.9)

Отметим, что 𝜎𝑛𝑛(0)(𝑧) = 𝜎𝑛𝑡(0)(𝑧) = 𝜀𝑛𝑡(0)(𝑧) = 0 в соответствии с (2.3) и (2.4).
Удельная энергия упругой деформации определяется по формуле (1.18).

Поверхностная энергия в случае упрощённой модели Гёртина – Мёрдока имеет
вид [122]

𝑈𝑠(𝑧,𝜏) = 𝛾0(1 + 𝜀𝑠𝑡𝑡(𝑧,𝜏)) +
1

2
(𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 − 𝛾0)𝜀𝑠2𝑡𝑡 (𝑧,𝜏). (2.10)

Выражения для метрического коэффициента ℎ и кривизны 𝜅 искривлён-
ной поверхности также запишем в первом приближении метода возмущений

𝜅(𝑥1,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝑓 ′′(𝑥1), ℎ(𝑥1,𝜏) = 1. (2.11)

Подставляя выражения (1.18), (2.10) и (2.11) в уравнение (2.8), приходим
к обыкновенному дифференциальному уравнению, описывающему изменение
амплитуды искривления поверхности со временем [93]

𝑑𝐴(𝜏)

𝑑𝜏
𝑓(𝑥1) =

1

2
𝐴(𝜏)𝐾𝑠

𝑑2

𝑑𝑥21

[︀
𝜀𝑛𝑛(0)𝜎𝑛𝑛(1)(𝑥1) +

+𝜎𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑥1) + 𝜀𝑡𝑡(0)𝜎𝑡𝑡(1)(𝑥1) −

−
{︂
𝛾0(1 + 𝜀𝑠𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)) +

1

2
(𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 − 𝛾0)𝜀𝑠2𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)

}︂
𝑓 ′′(𝑥1)

]︂
.

(2.12)
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2.2 Линейный анализ эволюции рельефа свободной поверхности
твёрдого тела

Для того, чтобы проинтегрировать эволюционное уравнение (2.12), необ-
ходимо решить плоскую задачу теории упругости (2.1) – (2.6). Используя метод
решения соответствующей задачи [65], определим компоненты тензора напря-
жений и тензора деформаций объёмной и поверхностной фаз.

В соответствии с [17; 65], комплексный вектор напряжений 𝜎 = 𝜎𝑛𝑛+ 𝑖𝜎𝑛𝑡

на площадке с нормалью n и касательной t в точке 𝑧 определяются через ком-
плексные потенциалы Гурса – Колосова Φ и Υ по формуле

𝜎(𝑧) = Φ(𝑧) + Φ(𝑧) −
[︁
Υ(𝑧) + Φ(𝑧) − (𝑧 − 𝑧) Φ′(𝑧)

]︁
𝑒−2𝑖𝛼, 𝑧 ∈ 𝐵, (2.13)

где 𝛼 — угол наклона площадки с нормалью n относительно 𝑥1, Φ и Υ — функ-
ции голоморфные в 𝐵 и ̃︀𝐵 = {𝑧 : 𝑥2 > −𝜀𝑓(𝑥1)} соответственно, черта сверху
означает комплексное сопряжение, штрих — производную по аргументу.

Значения комплексных потенциалов Φ и Υ на бесконечности определяют-
ся из условий (2.4) и формулы (2.13), если принять 𝛼 = 0 и 𝛼 = 𝜋/2

lim
𝑥2→−∞

Φ(𝑧) = lim
𝑥2→+∞

Υ(𝑧) = 𝜎0/4. (2.14)

В соответствии с первым приближением метода возмущений [65], неиз-
вестные функции Φ и Υ следует искать в виде

Φ(𝑧) = Φ(0)(𝑧) + 𝜀Φ(1)(𝑧), Υ(𝑧) = Υ(0)(𝑧) + 𝜀Υ(1)(𝑧), (2.15)

В свою очередь, граничные значения функций Φ(𝑚), Υ(𝑚) и 𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝑚) на кри-

волинейной границе 𝑆 раскладываются в ряд Тейлора в окрестности прямой
𝑥2 = 0, при этом вещественная переменная 𝑥1 рассматривается как параметр.
В связи с тем, что решение строится в первом приближении метода возмуще-
ний, в данном случае рассматривается только линейная часть ряда Тейлора

Ψ(𝑚)(𝜁) = Ψ(𝑚)(𝑥1) + 𝑖𝜀𝑓(𝑥1)Ψ
′
(𝑚)(𝑥1), 𝑚 = {0,1}, (2.16)
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где Ψ(𝑚) означает любую из вышеуказанных функций.
С учётом равенства 𝜀𝑓 ′(𝑥1) = tg𝛼, получим следующее выражение для

функции 𝑒−2𝑖𝛼, входящей в правую часть (2.12):

𝑒−2𝑖𝛼 = 1 − 2𝑖𝜀𝑓 ′(𝑥1). (2.17)

Подставляя выражения (2.11), (2.13), (2.15) – (2.17) в граничное условие
(2.5) и приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях 𝜀, приходим
к последовательности задач Римана – Гильберта

Ξ+
(𝑚)(𝑥1) − Ξ−

(𝑚)(𝑥1) = 𝑖𝜎𝑠′
𝑡𝑡(𝑚)(𝑥1) + 𝐹𝑚(𝑥1), 𝑚 = {0,1}, (2.18)

где вспомогательные функции Ξ(𝑚) и 𝐹𝑚 задаются следующим образом [65]:

Ξ(𝑚)(𝑧) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Υ(𝑚)(𝑧), Im 𝑧 > 0,

Φ(𝑚)(𝑧), Im 𝑧 < 0,

Ξ±
(𝑚)(𝑥1) = lim

𝑧→𝑥1±𝑖0
Ξ(𝑚)(𝑧),

(2.19)

𝐹0(𝑥1) = 0, 𝐹1(𝑥1) = −𝑖𝑓(𝑥1)
[︁
Φ′

(0)(𝑥1) + Υ′
(0)(𝑥1) + 2Φ′

(0)(𝑥1)
]︁

+

+2𝑖𝑓 ′(𝑥1)
[︁
Φ(0)(𝑥1) + Υ(0)(𝑥1)

]︁
− 𝑓(𝑥1)𝜎

𝑠′′
𝑡𝑡(0)(𝑥1) − 𝑓 ′′(𝑥1)𝜎

𝑠
𝑡𝑡(0)(𝑥1).

(2.20)

Решение уравнений (2.18) записывается в терминах интегралов типа
Коши [17; 65] и определяет интегральную зависимость комплексных потенци-
алов Гурса – Колосова через неизвестные функции 𝜎𝑠′

𝑡𝑡(𝑚)

Ξ(𝑚)(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑖𝜎𝑠′
𝑡𝑡(𝑚)(𝜉)

𝑧 − 𝜉
𝑑𝜉 +

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝐹𝑚(𝜉)

𝑧 − 𝜉
𝑑𝜉 + 𝐶𝑚, (2.21)

где 𝐶0 = 𝜎0/4 и 𝐶1 = 0 в соответствии с выражением (2.14).
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Используя определяющие соотношения (2.2) и (2.3), перепишем усло-
вие неразрывности через компоненты тензоров поверхностных и объёмных
напряжений

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) =

𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠

4𝜇(𝜆 + 𝜇)
[(𝜆 + 2𝜇)𝜎𝑡𝑡(𝜁) − 𝜆𝜎𝑛𝑛(𝜁)] + 𝛾0. (2.22)

Выражения для определения компонент тензора напряжений 𝜎𝑡𝑡 и 𝜎𝑛𝑛

находятся из (2.13)

𝜎𝑛𝑛(𝑧) + 𝑖𝜎𝑛𝑡(𝑧) = Φ(𝑧) + Φ(𝑧) −
[︁
Υ(𝑧) + Φ(𝑧) − (𝑧 − 𝑧) Φ′(𝑧)

]︁
𝑒−2𝑖𝛼,

𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧) = 4ReΦ(𝑧).

(2.23)

Подставляя выражения (2.15) – (2.17) и (2.23) в (2.22) и приравнивая ко-
эффициенты при одинаковых степенях 𝜀𝑚, 𝑚 = {0, 1}, перепишем граничное
условие (2.6) через неизвестные комплексные потенциалы Φ(𝑚), Υ(𝑚) в каждом
приближении метода разложения по малому параметру

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝑚)(𝑥1) =

𝑀

2𝜇
Re

[︀
κΦ(𝑚)(𝑥1) + Υ(𝑚)(𝑥1)

]︀
+ 𝑉𝑚(𝑥1). (2.24)

В выражении (2.24) приняты следующие обозначения:

𝑀 = (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠), κ = (𝜆 + 3𝜇)/(𝜆 + 𝜇), 𝑉0(𝑥1) = 𝛾0,

𝑉1(𝑥1) =
𝑀

2𝜇
Re

{︁
𝑖𝑓(𝑥1)

[︁
κΦ′

(0)(𝑥1) − Υ′
(0)(𝑥1) − 2Φ′

(0)(𝑥1)
]︁
−

− 2𝑖𝑓 ′(𝑥1)
[︁
Φ(0)(𝑥1) + Υ(0)(𝑥1)

]︁}︁
.

(2.25)

Решение задачи в нулевом приближении метода возмущений (𝑚 = 0) со-
ответствует однородному напряжённому состоянию твёрдого тела с плоской по-
верхностью. Тогда из условий (2.14) получим

Φ(0)(𝑧) = Υ(0)(𝑧) = 𝜎0/4. (2.26)
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Далее, из выражения (2.25) находится поверхностное напряжение в нуле-
вом приближении

𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)(𝜁) = 𝛾0 +

𝑀(1 + κ)

8𝜇
𝜎0. (2.27)

Компоненты тензора напряжений определяются по формуле (2.23) с учё-
том (2.26)

𝜎𝑡𝑡(0)(𝑧) = 𝜎0, 𝜎𝑛𝑛(0)(𝑧) = 0, 𝜎𝑛𝑡(0)(𝑧) = 0. (2.28)

Поверхностное напряжение в первом приближении метода возмущений
(𝑚 = 1) будем искать в следующем виде:

𝜎𝑠′
𝑡𝑡(1)(𝑥1) = 𝑃 sin(𝑏𝑥1) + 𝑄 cos(𝑏𝑥1). (2.29)

Пользуясь свойствами интегралов типа Коши, уравнение (2.24) в первом
приближении (𝑚 = 1) c учётом (2.21) сводится к системе линейных алгебра-
ических уравнений с неизвестными коэффициентами 𝑃 и 𝑄, решение которой
имеет вид [65]:

𝑃 =
𝑀𝑎𝑏2

[︁
(κ + 1)𝜎𝑡𝑡(0) + (κ − 1)𝑏𝜎𝑠

𝑡𝑡(0)

]︁
4𝜇 + 𝑀(κ + 1)𝑏

, 𝑄 = 0. (2.30)

Подставляя выражение (2.29) с найденными коэффициентами (2.30) в
(2.21), получаем комплексные потенциалы в первом приближении метода воз-
мущений

Υ(1)(𝑧) =
1

2

[︁
𝑃 − 𝑏𝑎(𝜎𝑡𝑡(0) − 𝑏𝜎𝑠

𝑡𝑡(0))
]︁
𝑒𝑖𝑏𝑧, 𝑧 ∈ ̃︀𝐵,

Φ(1)(𝑧) =
1

2

[︁
𝑃 − 𝑏𝑎(𝜎𝑡𝑡(0) + 𝑏𝜎𝑠

𝑡𝑡(0))
]︁
𝑒−𝑖𝑏𝑧, 𝑧 ∈ 𝐵.

(2.31)

Данные комплексные потенциалы определяют изменение однородного по-
ля напряжений (2.27), (2.28) вследствие искривления свободной поверхности
(2.1), описанного в терминах первого приближения
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𝜎𝑠
𝑡𝑡(1)(𝜁) = −

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

𝑏𝑘
cos (𝑏𝑘𝑥1), 𝜁 ∈ 𝑆,

𝜎𝑛𝑛(1)(𝑧) + 𝑖𝜎𝑛𝑡(1)(𝑧) = Φ(1)(𝑧) + Φ(1)(𝑧)−

−
[︁
Υ(1)(𝑧) + Φ(1)(𝑧) − (𝑧 − 𝑧) Φ′

(1)(𝑧)
]︁
𝑒−2𝑖𝛼,

𝜎𝑡𝑡(1)(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(1)(𝑧) = 4ReΦ(1)(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵.

(2.32)

В следующем разделе на основе полученного решения будет проинтегри-
ровано дифференциальное уравнение (2.12), описывающее изменение амплиту-
ды 𝐴 периодического возмущения свободной границы напряжённого твёрдого
тела со временем 𝜏 .

2.3 Численные результаты

Решив задачу теории упругости (2.1) – (2.6) и определив объёмную энер-
гию деформации 𝑈 и поверхностную энергию 𝑈𝑠 по формулам (1.18) и (2.10),
определим изменение амплитуды 𝐴 рельефа поверхности твёрдого тела со вре-
менем 𝜏 . Принимая во внимание выражения (2.2), (2.3), (2.27), (2.31) и (2.32),
решение уравнения (2.12) запишем в виде

ln

(︂
𝐴(𝜏)

𝐴0

)︂
= 𝑅1 (𝑅2𝜎0 −𝑅3𝛾0) 𝜏, (2.33)

где

𝑅1 =
𝜎0𝜋

3𝐾𝑠

8𝑎3𝜇2((κ + 1)𝑀𝜋 + 2𝜇2𝑎)
,

𝑅2 = 2𝑀 2κ(κ + 1)2𝜋2 + 𝑀𝜋𝑎𝜇(κ + 1)(3κ2 + 6κ − 5)+

+4𝑎2(κ + 1)𝜇2(3κ + 5),



50

𝑅3 = −16𝑀κ(κ + 1)𝜇𝜋2 − 8𝑎𝜋𝜇2(3κ2 + 6κ − 5).

В качестве примера рассмотрим алюминий с объёмными упругими пара-
метрами Ламе 𝜆 = 58,17 ГПа и 𝜇 = 26,13 ГПа. Упругие свойства поверхности
некоторых материалов получены методом молекулярного моделирования в ряде
работ [104;105;126]. Для алюминия с кристаллографической ориентацией (111)
остаточное поверхностное напряжение 𝛾0 = 1 Н/м и поверхностные параметры
Ламе 𝜆𝑠 = 6,851 Н/м и 𝜇𝑠 = −0,376 Н/м [105]. Им соответствует поверхностная
продольная жёсткость 𝑀 = 𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 = 6,099 Н/м. Отметим, что упругие па-
раметры, как и остаточное поверхностное напряжение зависят от ориентации
кристаллической решётки и других факторов [126], поэтому для исследования
влияния данных параметров будем изменять их в некотором диапазоне.

(а) (б)

Рисунок 2.2 — Зависимость относительной амплитуды 𝐴(𝜏)/𝐴0

периодического рельефа поверхности твёрдого тела от длины волны
искривления 𝑎 при 𝛾0 = 1 Н/м (а) и 𝛾0 = 0,1 Н/м (б)

Зависимость относительной амплитуды 𝐴(𝜏)/𝐴0 от длины волны возму-
щения 𝑎 представлена на Рис. 2.2 при 𝜎0 = 1 ГПа, 𝑀 = {6,099; 60} Н/м (крас-
ные и синие линии соответственно), 𝛾0 = 1 Н/м (а) и 𝛾0 = 0,1 Н/м (б). Ре-
зультаты показывают разные скорости и характер изменения (рост и сглажи-
вание) амплитуды рельефа поверхности твёрдого тела для разных длин волн
возмущения. Критические значение длин волн возмущения 𝑎𝑐𝑟, при которых
рельеф устойчив (т.е. ln (𝐴(𝜏)/𝐴0) = 0), определяются из пересечения кри-
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вых с осью абсцисс. Рельеф поверхности с длиной волны меньше критического
значения 𝑎𝑐𝑟 будет сглаживаться под действием поверхностной диффузии (т.е.
ln (𝐴(𝜏)/𝐴0) < 0), тогда как амплитуда искривления с длиной волны больше
критического значения будет увеличиваться со временем (т.е. ln (𝐴(𝜏)/𝐴0) > 0).
Максимумы каждой кривой соответствуют длинам волн 𝑎𝑚𝑎𝑥, при которых бу-
дет наблюдаться наибольшая скорость роста амплитуды рельефа. Значения
длин волн 𝑎𝑐𝑟 и 𝑎𝑚𝑎𝑥 определённые при рассматриваемых параметрах систе-
мы представлены в Таблицах 2.1, 2.2. Критические значения длин волн вычис-
ленные при 𝛾0 = 1 Н/м слабо зависят от поверхностной жёсткости 𝑀 . Для
исследования влияния упругих параметров поверхности, в дальнейшем будет
принимать 𝛾0 = 0,1 Н/м.

Таблица 2.1
Критические значения длин волн 𝑎𝑐𝑟, определённые при различных

параметрах задачи

𝑀 , Н/м 6,099 60
𝛾0, Н/м 𝑎𝑐𝑟, нм

1 253,2 261,6
0,1 26,1 32,9

Таблица 2.2
Значения длин волн 𝑎𝑚𝑎𝑥, соответствующие наибольшей скорости роста

амплитуды рельефа поверхности твёрдого тела

𝑀 , Н/м 6,099 60
𝛾0, Н/м 𝑎𝑚𝑎𝑥, нм

1 379,8 392,4
0,1 39,3 49,7

На Рис. 2.3 представлен график распределения химического потенциала
𝜒(𝑥1)/𝜒0 вдоль искривлённой поверхности твёрдого тела в пределах одного пе-
риода, где 𝜒0 – химический потенциал в равновесном состоянии. Пунктирная
линия, соответствующая длине волны возмущения 𝑎 = 𝑎𝑐𝑟, отражает равно-
мерное распределение химического потенциала: в данном случае поверхность
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Рисунок 2.3 — Распределение химического потенциала 𝜒 при различных
длинах волн периодического искривления

твёрдого тела находится в состоянии термодинамического равновесия. Отме-
тим, что в случае плоской поверхности химический потенциал также прини-
мает постоянное значение. Красная кривая соответствует случаю 𝑎 < 𝑎𝑐𝑟. Как
видно из рисунка химический потенциал имеет максимум в области выступа
(𝑥1 = 0) и минимум во впадине (𝑥1 = 𝑎), следовательно, атомы будут диффун-
дировать из выступа во впадину, тем самым выравнивая поверхность твёрдого
тела. В случае 𝑎 > 𝑎𝑐𝑟 (синяя кривая), система также не находится в состоянии
термодинамического равновесия: поток атомов будет направлен от впадины к
выступу, и амплитуда искривления будет увеличиваться со временем.

На Рис. 2.4 представлен график зависимости критического значения дли-
ны волны возмущения 𝑎𝑐𝑟 от остаточного поверхностного напряжения 𝛾0 при
𝑀 = 6,099 Н/м (красные линии) и 𝑀 = 60 Н/м (синие линии). Результаты
показывают, что критическое значение длины волны возрастает с увеличени-
ем остаточного поверхностного напряжения 𝛾0. Относительная разница меж-
ду критическими значениями длин волн, полученными при 𝛾0 = 0,1 Н/м и
𝛾0 = 0,2 Н/м, составила 97% и 79% при 𝑀 = 6,099 Н/м и 𝑀 = 60 Н/м соот-
ветственно.

График зависимости критического значения длины волны возмущения
𝑎𝑐𝑟 поверхности твёрдого тела от поверхностной жёсткости 𝑀 при 𝛾0 =

{0,08; 0,1; 0,12} Н/м (красные, зелёные и синие линии соответственно) и 𝜎0 =

1 ГПа изображён на Рис. 2.5 a. Из графика видно, что 𝑎𝑐𝑟 возрастает с увеличе-
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нием 𝑀 . Критические значения длин волн, определённые при 𝑀 = 6,099 Н/м
и 𝑀 = 60 Н/м, отличаются на 30%, 25% и 22% при 𝛾0 = {0,08; 0,1; 0,12} Н/м
соответственно.

(а) (б)

Рисунок 2.4 — Зависимость критического значения длины волны
возмущения 𝑎𝑐𝑟 поверхности твёрдого тела от остаточного поверхностного

напряжения 𝛾0 при 𝛾0 ∈ [0,05; 1,0] Н/м (а) и 𝛾0 ∈ [0,05; 0,2] Н/м (б)

(а) (б)

Рисунок 2.5 — Зависимость критического значения длины волны возмущения
𝑎𝑐𝑟 поверхности твёрдого тела от поверхностной жёсткости 𝑀(а)

и продольных усилий 𝜎0 (б)

На Рис. 2.5 б представлена зависимость критического значения длины вол-
ны возмущения от величины продольных усилий 𝜎0. При увеличении продоль-
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ных усилий 𝜎0 с 0,5 ГПа до 1 ГПа критические значения длин волн умень-
шаются на 74% и 69% при 𝑀 = 6,099 Н/м и 𝑀 = 60 Н/м соответственно,
из чего можно заключить, что влияние продольных усилий на морфологиче-
скую устойчивость поверхности твёрдого тела незначительно выше при мень-
ших значениях 𝑀 . В отличие от Главы 1, в которой учитывалось постоянное
поверхностное напряжение, здесь выявлено слабое влияние знака продольных
усилий на морфологическую устойчивость свободной поверхности твёрдого те-
ла. В дальнейшем предполагается исследовать влияние знака усилий приняв во
внимание объёмную диффузию, как это было сделано в [5; 11;114].

2.4 Выводы

В представленной главе разработан теоретический подход к анализу мор-
фологической устойчивости поверхности твёрдого тела с учётом её упругих
свойств на основе модели Гёртина – Мёрдока. Данный подход разработан исходя
из того, что эволюция наряженной криволинейной поверхности происходит под
действием поверхностной диффузии, определяемой производной химического
потенциала. При этом неравномерное распределение химического потенциала
обусловлено изменением упругой энергии и поверхностной энергии деформа-
ции вдоль границы тела.

Отметим, что в отличие от других работ по тематике исследования, в кото-
рых поверхностная энергия считалась постоянной, здесь, в силу рассмотрения
наноразмерного рельефа поверхности, в качестве поверхностной энергии прини-
малась энергия деформации поверхностного слоя, которая наряду с объёмной
энергией деформацией определялась из решения плоской задачи о деформации
твёрдого тела с искривлённой границей. В качестве основного соотношения по-
лучена явная зависимость амплитуды синусоидального рельефа поверхности
твёрдого тела от времени, диффузионных параметров, поверхностных и объ-
ёмных упругих свойств материала, остаточных поверхностных напряжений и
действующих продольных усилий.
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В качестве примера проведён анализ морфологической устойчивости по-
верхности алюминия. Исследовано влияние физических параметров задачи
на критическое значение длины волны искривления и получены следующие
результаты:

∙ критическое значение длины волны искривления поверхности твёрдого
тела возрастает с увеличением остаточного поверхностного напряже-
ния и поверхностной продольной жёсткости, а также с уменьшением
продольных усилий;

∙ влияние остаточных поверхностных напряжений на морфологическую
устойчивость практически не зависит от поверхностной жёсткости;

∙ влияние продольных усилий возрастает при уменьшении поверхностной
жёсткости;

∙ влияние поверхностной жёсткости увеличивается с уменьшением оста-
точных напряжений и продольных усилий.

Отметим, что полученные результаты справедливы также для нанострук-
турированной поверхности плёночного покрытия, при толщине плёнки намного
большей амплитуды искривления. В этом случае подложка не влияет на распре-
деление напряжений вблизи поверхности [89], а следовательно и на изменение
химического потенциала вдоль искривлённой поверхности слоистой структуры.
Влияние толщины плёночного покрытия на морфологическую устойчивость его
поверхности будет рассмотрено в следующей главе.
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Глава 3

Морфологическая устойчивость поверхности
ультратонкого плёночного покрытия

Как отмечалось выше, с увеличением толщины плёночного покрытия вли-
яние подложки на морфологическую устойчивость поверхности плёнки снижа-
ется. Следовательно, зависимость относительной амплитуды от длины волны
возмущения, полученная с использованием подхода, описанного в Главе 2, будет
справедлива при амплитуде и длине волны возмущения, меньшей чем толщина
плёнки. Однако, например, в случае тонкой плёнки, критическое значение дли-
ны волны искривления поверхности может быть меньше толщины плёночного
покрытия. В связи с чем в данной главе будет исследовано влияние толщины
плёнки на устойчивость ее поверхности. С этой целью упругая энергия дефор-
мации и поверхностная энергия, входящие в эволюционное уравнение, будут
определяться из решения задачи о совместной деформации плёнки и подлож-
ки. Аналогично предыдущей главе, с использование модели поверхностной и
межфазной упругости Гёртина –Мёрдока будет учтено влияние упругих свойств
поверхности плёночного покрытия, а также границы соединения материалов.
Для удобства читателя некоторые выражения, записанные в предыдущих гла-
вах, будут повторяться.

3.1 Постановка задачи

Модель ультратонкого плёночного покрытия толщиной ℎ𝑓 в диапазоне
1 – 100 нм, осаждённого на подложку толщины ℎ𝑠 ≫ ℎ𝑓 и находящегося в
условиях плоской деформации, представим в виде неоднородной упругой по-
луплоскости 𝐵 = 𝐵1 ∪ 𝐵2 комплексной переменной 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 (𝑖2 = −1) с
криволинейной свободной границей 𝑆1 и прямолинейной межфазной границей
𝑆2
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Рисунок 3.1 — Модель ультратонкого плёночного покрытия
со слабоискривлённой свободной поверхностью

под действием продольных усилий

𝑆1 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁1 = 𝑥1 + 𝑖 [ℎ𝑓 + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)]} ,

𝑆2 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁2 = 𝑥1} , 𝜀(𝜏) =
𝐴(𝜏)

𝑎
≪ 1 ∀ 𝜏, 𝐴(0) = 𝐴0,

(3.1)

𝐵1 = {𝑧 : 0 < 𝑥2 < ℎ𝑓 + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} , 𝐵2 = {𝑧 : 𝑥2 < 0} . (3.2)

В соответствии с моделью поверхностной/межфазной упругости
Гёртина – Мёрдока свободная и межфазная границы представляются в виде пре-
небрежимо тонких слоёв, идеально сцепленных с объёмными фазами [73; 74].
Для описания их упругого поведения используются упрощённые определяю-
щие соотношения поверхностной упругости в предположении, что поверхност-
ная энергия не зависит от градиента вектора перемещений

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁𝑗) = 𝛾0

𝑗 + (𝜆𝑠
𝑗 + 2𝜇𝑠

𝑗)𝜀
𝑠
𝑡𝑡(𝜁𝑗), 𝜎𝑠

33(𝜁𝑗) = 𝛾0
𝑗 + (𝜆𝑠

𝑗 + 𝛾0
𝑗 )𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁𝑗), 𝜁 ∈ 𝑆𝑗, (3.3)

где 𝜎𝑠
𝑡𝑡 — окружное поверхностное/межфазное напряжение, 𝜀𝑠𝑡𝑡 — окруж-

ная поверхностная/межфазная деформация, 𝛾0
𝑗 — остаточное поверхност-

ное/межфазное напряжение, 𝜆𝑠
𝑗 и 𝜇𝑠

𝑗 — модули поверхностной (𝑗 = 1) и меж-
фазной (𝑗 = 2) упругости, аналогичные упругим параметрам Ламе.
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Напряжения и деформации в объёмных фазах 𝐵1 и 𝐵2 связаны законом
Гука, который в случае плоской деформации имеет вид

𝜎𝑛𝑛(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑛𝑛(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑡𝑡(𝑧), 𝜎𝑛𝑡(𝑧) = 2𝜇𝑗𝜀𝑛𝑡(𝑧),

𝜎𝑡𝑡(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑡𝑡(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑛𝑛(𝑧),

𝜎33(𝑧) =
𝜆𝑗

𝜆𝑗 + 𝜇𝑗
[𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧)] , 𝑧 ∈ 𝐵𝑗.

(3.4)

В формулах (3.4) 𝜎𝛼𝛽 и 𝜀𝛼𝛽 — компоненты тензора деформаций и тензора на-
пряжений Коши соответственно, определённые на площадке с нормалью n в
локальной прямоугольной системе координат (𝑛, 𝑡), 𝜆𝑗 и 𝜇𝑗 — параметры Ламе
среды 𝐵𝑗.

Согласно обобщённому закону Юнга –Лапласа условия механического
равновесия на свободных и межфазных границах имеют вид

𝜎(𝜁1) = 𝜅(𝑥1)𝜎𝑠(𝑥1) − 𝑖
1

ℎ

𝑑𝜎𝑠(𝑥1)

𝑑𝑥1
, 𝜁1 ∈ 𝑆1, (3.5)

∆𝜎(𝜁2) = 𝜎+(𝜁2) − 𝜎−(𝜁2) = 𝑖
𝑑𝜏𝑠(𝑥1)

𝑑𝑥1
, 𝜁2 ∈ 𝑆2, (3.6)

где 𝜎𝑠(𝑥1) = 𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁1) — поверхностное напряжение на криволинейной границе

𝑆1, 𝜏𝑠(𝑥1) = 𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁2) — межфазное напряжение на прямолинейной границе 𝑆2,

𝜎 = 𝜎𝑛𝑛 + 𝑖𝜎𝑛𝑡 — вектор напряжений, 𝜎± = lim
𝑧→𝜁2±𝑖0

𝜎(𝑧), ℎ и 𝜅 — метрический

коэффициент и кривизна границы 𝑆1 соответственно.
Напряжения 𝜎𝛼𝛽 (𝛼, 𝛽 = {1,2}) в декартовой прямоугольной системе ко-

ординат (𝑥1, 𝑥2) и угол поворота материальной частицы 𝜔 на бесконечности
удовлетворяют условиям

lim
𝑥2→−∞

𝜎11 = 𝜎2, lim
𝑥2→−∞

𝜎22 = lim
𝑥2→−∞

𝜎12 = lim
𝑥2→−∞

𝜔 = 0. (3.7)

Отметим, что продольные напряжения могут возникать вследствие рассогласо-
вания кристаллических решёток материалов [57]. Хотя они также могут быть
обусловлены другими факторами, например механическими растягивающими
усилиями [14].
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В силу того, что в рамках используемого подхода предполагается, что
поверхностная/межфазная и объёмные фазы идеально связаны [55;73], на гра-
ницах должны соблюдаться условия неразрывности

𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁1) = 𝜀𝑡𝑡(𝜁1), 𝜁1 ∈ 𝑆1,

∆𝑢(𝜁2) = 𝑢+(𝜁2) − 𝑢−(𝜁2) = 0, 𝜁2 ∈ 𝑆2,

(3.8)

где 𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2 — вектор перемещений, 𝑢1 и 𝑢2 — перемещения вдоль декарто-
вых осей (𝑥1, 𝑥2) и 𝑢± = lim

𝑧→𝜁2±𝑖0
𝑢(𝑧).

При релаксации напряжений рельеф свободной поверхности плёнки может
меняться. Требуется определить зависимость амплитуды рельефа 𝐴 от времени
𝜏 при учёте поверхностной диффузии и упругого деформирования твёрдого
тела с ультратонким плёночным покрытием переменной толщины.

3.2 Линейный анализ эволюции рельефа свободной поверхности
плёнки

Уравнение, описывающее скорость изменения свободной границы 𝑆1 под
действием поверхностной диффузии, имеет тот же вид, что и в Главе 2

𝜕𝑔(𝑥1,𝜏)

𝜕𝜏
= 𝐾𝑠ℎ(𝑥1,𝜏)

𝜕2

𝜕𝑠2
[𝑈(𝜁,𝜏) − 𝜅(𝑥1,𝜏)𝑈𝑠(𝜁,𝜏)] ,

𝑔(𝑥1,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1), 𝐾𝑠 =
𝐷𝑠𝐶𝑠Ω

2

𝑘𝑏𝑇
.

(3.9)

Отметим, что в уравнении (3.9) объёмная энергия деформации 𝑈 и по-
верхностная энергия 𝑈𝑠 определяются по формулам (1.18) и (2.10) из решения
задачи (3.1) – (3.7) о совместной деформации подложки и плёночного покрытия.

Как и в предыдущих главах, здесь исследуется слабое изменение рельефа
свободной поверхности, компоненты тензора напряжений и тензора деформа-
ций объёмных и поверхностных фаз будем искать в первом приближении метода
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возмущений. Тогда с учётом (1.18), (1.19), (2.9), (2.10) и уравнение (3.9) можно
записать в виде

𝑑𝐴(𝜏)

𝑑𝜏
𝑓(𝑥1) =

1

2
𝐴(𝜏)𝐾𝑠

𝑑2

𝑑𝑥21

[︀
𝜀𝑛𝑛(0)𝜎𝑛𝑛(1)(𝑥1) +

+𝜎𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑥1) + 𝜀𝑡𝑡(0)𝜎𝑡𝑡(1)(𝑥1) −

−
{︂
𝛾0(1 + 𝜀𝑠𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)) +

1

2
(𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 − 𝛾0)𝜀𝑠2𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)

}︂
𝑓 ′′(𝑥1)

]︂
.

(3.10)

Компоненты тензоров напряжений и деформаций объёмных и поверхност-
ных фаз в каждом приближении, входящие в правую часть уравнения (3.10),
определяются из решения краевую задачу (3.1) – (3.8). Для этого будет исполь-
зоваться подход, предложенный Грековым и Костырко [92].

В соответствии с принципом суперпозиции [2;92] представим решение за-
дачи для плёночного покрытия, осаждённого на подложку, в виде суммы реше-
ний задачи для однородной полуплоскости с искривлённой границей и с упру-
гими свойствами плёнки и задачи о деформации двухкомпонентной плоскости
с прямолинейной границей раздела. При этом считается, что в первой задаче
на свободной границе 𝑆1 действует неизвестная нагрузка, а во второй на меж-
фазной границе 𝑆2 имеются неизвестные скачки напряжений и перемещений.

Таким образом, решение поставленной задачи (3.1) – (3.8), а именно ком-
плексные векторы перемещений 𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2 и напряжений 𝜎 = 𝜎𝑛𝑛 + 𝑖𝜎𝑛𝑡 в
точке комплексной плоскости 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2, запишем в виде:

𝐺(𝑧,𝜂𝑗) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐺1

1(𝑧,𝜂1) + 𝐺2
1(𝑧,𝜂1), 𝑧 ∈ 𝐵1,

𝐺2
2(𝑧,𝜂2), 𝑧 ∈ 𝐵2,

(3.11)

𝐺𝑟
𝑗(𝑧,𝜂𝑗) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜎𝑟(𝑧), 𝜂𝑗 = 1

−2𝜇𝑗
𝑑𝑢𝑟

𝑑𝑧
, 𝜂𝑗 = −κ𝑗

, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑟, 𝑗 = 1,2, (3.12)
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где в случае плоской деформации κ𝑗 = 3 − 4𝜈𝑗; 𝑢1, 𝑢2 — перемещения вдоль
соответствующих осей 𝑥1, 𝑥2.

В первой задаче (3.11), (3.12) предполагается, что на криволинейной гра-
нице 𝑆1 однородной полуплоскости 𝐷1

1 = {𝑧 : 𝑥2 < ℎ + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} с упруги-
ми свойствами среды 𝐵1 действует неизвестная самоуравновешенная нагрузка
𝑝(𝑧1) и поверхностное напряжение 𝜐(𝑧1):

𝜎1(𝑧1) = 𝑝(𝑧1) + 𝜅(𝑥1)𝜐
𝑠(𝑥1) − 𝑖

1

ℎ

𝑑𝜐𝑠(𝑥1)

𝑑𝑥1
,

∫︁ +∞

−∞
𝑝(𝜉)𝑑𝜉 = 0, 𝑧1 ∈ 𝑆1. (3.13)

Напряжения 𝜎1
𝛼𝛽 (𝛼, 𝛽 ∈ {1,2}) и угол поворота 𝜔1 материальной частицы

на бесконечности равны нулю

lim
𝑥2→−∞

𝜎1
11 = lim

𝑥2→−∞
𝜎1
22 = lim

𝑥2→−∞
𝜎1
12 = lim

𝑥2→−∞
𝜔1 = 0. (3.14)

Векторы напряжений 𝜎2 и перемещений 𝑢2 находятся из решения задачи
о совместной деформации двух соединённых полуплоскостей 𝐷2

1 = {𝑧 : 𝑥2 > 0}
и 𝐷2

2 = {𝑧 : 𝑥2 > 0} с упругими свойствами сред 𝐵1 и 𝐵2 соответственно.
Вдоль прямолинейной межфазной границы 𝑆2 имеют место неизвестные

скачки векторов напряжений ∆𝜎2 и ∆𝑢2

∆𝜎2 = lim
𝑧→𝜁2+𝑖0

𝜎(𝑧) − lim
𝑧→𝜁2−𝑖0

𝜎2(𝑧),

∆𝑢2 = lim
𝑧→𝜁2+𝑖0

𝑢2(𝑧) − lim
𝑧→𝜁2−𝑖0

𝑢2(𝑧), 𝜁2 ∈ 𝑆1.

(3.15)

Условия на бесконечности в полуплоскостях 𝐷2
𝑗 (𝑗 = {1,2}) можно сфор-

мулировать следующим образом

lim
𝑥2→+∞

𝜎2
11 = 𝜎1, lim

𝑥2→−∞
𝜎2
11 = 𝜎2, 𝜎1 =

𝜇1(κ2 + 1)

𝜇2(κ1 + 1)
𝜎2, (3.16)

lim
𝑥2→±∞

𝜎2
22 = lim

𝑥2→±∞
𝜎2
12 = lim

𝑥2→±∞
𝜔2 = 0. (3.17)

Таким образом, граничные условия (3.5), (3.6) и (3.8), заданные на 𝑆1

и 𝑆2, с учётом (3.11) приводят к системе уравнений относительно неизвест-
ной нагрузки 𝑝(𝑧1), поверхностного напряжения 𝜐, действующего на грани-
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це твёрдого тела в задаче о деформации однородной полуплоскости (3.13),
(3.14), поверхностного напряжения 𝜎𝑠, действующего в плёнке, и межфазного
напряжения 𝜏𝑠:

𝜎1(𝜁1) = 𝑝(𝜁1) + 𝜅(𝑥1)𝜐
𝑠(𝑥1) − 𝑖

1

ℎ

𝑑𝜐𝑠(𝑥1)

𝑑𝑥1
, (3.18)

∆𝜎2(𝜁2) = 𝑖𝜏 ′𝑠(𝜁2) − 𝜎1(𝜁2), ∆𝑢2(𝜁2) = −𝑢1(𝜁2), (3.19)

𝜎1(𝜁1) + 𝜎2(𝜁1) = 𝜅(𝑥1)𝜎
𝑠(𝑥1) − 𝑖

1

ℎ

𝑑𝜎𝑠(𝑥1)

𝑑𝑥1
, (3.20)

𝜐(𝜁1) = 𝛾0
1 + (𝜆𝑠

1 + 2𝜇𝑠
1)𝜀

1
𝑡𝑡, (3.21)

𝜎𝑠(𝜁1) = 𝛾0
1 + (𝜆𝑠

1 + 2𝜇𝑠
1)
[︀
𝜀1𝑡𝑡(𝜁1) + 𝜀2𝑡𝑡(𝜁1)

]︀
, (3.22)

𝜏𝑠(𝜁2) = 𝛾0
2 + (𝜆𝑠

2 + 2𝜇𝑠
2)𝜀

2
𝑡𝑡. (3.23)

В итоге, решение задачи о нахождении напряжённо – деформированного
состояния ультратонкой плёнки осаждённой на подложку, сводится к решению
системы уравнений (3.18) – (3.23).

Согласно [17; 92; 142], напряжения 𝜎𝑘 и перемещения 𝑢𝑘, возникающие в
упругом теле под действием нагрузки, можно выразить через комплексные по-
тенциалы Гурса – Колосова Φ𝑘

𝑗 ,Υ
𝑘
𝑗

𝐺𝑘
𝑗 (𝑧,𝜂𝑗) = 𝜂𝑗Φ

𝑘
𝑗 (𝑤𝑗) + Φ𝑘

𝑗 (𝑤𝑗) −
(︁

Υ𝑘
𝑗 (𝑤𝑗) + Φ𝑘

𝑗 (𝑤𝑗)−

− (𝑤𝑗 − 𝑤𝑗) Φ𝑘 ′
𝑗 (𝑤𝑗)

)︁
𝑒−2𝑖𝛼,

(3.24)

где 𝑤1 = 𝑧− 𝑖ℎ𝑓 и 𝑤2 = 𝑧, 𝛼 — угол между направлением площадки с нормалью
𝑛 и осью 𝑥1; Φ1

1 и Υ1
1 — функции, голоморфные в областях 𝐷1 и ̃︁𝐷1 = {𝑧 : 𝑥2 >

ℎ− 𝜀𝜆𝑓(𝑥1)} соответственно; Φ2
1 и Υ2

2 — функции, голоморфные в области 𝐷2
1,

и Φ2
2 и Υ2

1 — функции, голоморфные в области 𝐷2
1.



63

Полагая в (3.24) 𝛼 = 0 и 𝛼 = 𝜋/2 при 𝑥2 → −∞ и учитывая (3.7), получим
значения комплексных потенциалов на бесконечности

lim
𝑥2→−∞

Φ1
1(𝑧) = lim

𝑥2→−∞
Υ1

1(𝑧) = 0,

lim
|𝑥2|→∞

Φ𝑗
2(𝑧) = lim

|𝑥2|→∞
Υ𝑗

2(𝑧) =
𝜎𝑗
4
.

(3.25)

В соответствии с первым приближением метода возмущений, неизвестные
функции 𝜐, Φ𝑘

𝑗 и Υ𝑘
𝑗 будем искать в виде

Ψ(𝑧) = Ψ(0)(𝑧) + 𝜀Ψ(1)(𝑧), (3.26)

где Ψ означает любую из перечисленных выше функций.
В свою очередь, граничные значения функций Ψ(𝑚) представим в виде

линейного полинома Тейлора в окрестности прямой 𝑥2 = 0

Ψ(𝑚)(𝜁) = Ψ(𝑚)(𝑥1) + 𝑖𝜀𝑓(𝑥1)Ψ
′
(𝑚)(𝑥1), 𝑚 = {0,1}. (3.27)

Подставляя выражения (1.32), (3.24), (3.26) – (3.27) в уравнения (3.18),
(3.19) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 𝜀, приходим
к задачам Римана – Гильберта, из решения которых следуют выражения для
определения комплексных потенциалов [92]⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Υ1
1(𝑚)(𝑧) = Ξ(𝑚)(𝑧), Im 𝑧 > 0,

Φ1
1(𝑚)(𝑧) = Ξ(𝑚)(𝑧), Im 𝑧 < 0,

(3.28)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Φ2

1(𝑚)(𝑧) = −Υ2
2(𝑚)(𝑧) + Σ𝑚(𝑧) + 𝑂1

𝑚, Im z > 0,

Υ2
1(𝑚)(𝑧) = −Φ2

2(𝑚)(𝑧) + Σ𝑚(𝑧) + 𝑂1
𝑚, Im z < 0,

(3.29)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Υ2

2(𝑚)(𝑧) =
𝜇2κ1Σ𝑚(𝑧) + 𝑉𝑚(𝑧)

𝜇1 + 𝜇2κ1
+ 𝑂2

𝑚, Im z > 0,

Φ2
2(𝑚)(𝑧) =

𝜇2Σ𝑚(𝑧) − 𝑉𝑚(𝑧)

𝜇2 + 𝜇1κ2
+ 𝑂2

𝑚, Im z < 0,

(3.30)

где

Ξ(𝑚)(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑖𝜐′
(𝑚)(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏 +

1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑝(𝑚)(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏 +

1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝐹 1
1(𝑚)(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏,

Σ(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑖𝜏 𝑠′(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡− 1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝜎1(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡,

𝑉𝑚(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑣1(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡,

(3.31)

𝐹0(𝑥1) = 0, 𝐹1(𝑥1) = −𝑖𝑓(𝑥1)
[︁
Φ′

(0)(𝑥1) + Υ′
(0)(𝑥1) + 2Φ′

(0)(𝑥1)
]︁

+

+2𝑖𝑓 ′(𝑥1)
[︁
Φ(0)(𝑥1) + Υ(0)(𝑥1)

]︁
− 𝑓(𝑥1)𝜎

𝑠′′
𝑡𝑡(0)(𝑥1) − 𝑓 ′′(𝑥1)𝜎

𝑠
𝑡𝑡(0)(𝑥1).

(3.32)

Граничные условия (3.20) – (3.23) с использованием (3.24) выражаются
через комплексные потенциалы Φ𝑘

𝑗 , Υ𝑘
𝑗

𝑝(𝑚)(𝑥1) − 𝑖𝜐′
𝑠(𝑚)(𝑥1) + 𝑖𝜎′

𝑠(𝑚)(𝑥1) − Υ2
1(𝑚)(𝑥1) + Φ2

1(𝑚)(𝑥1) = 𝑊 1
𝑚(𝑥1),

𝜐𝑠(𝑚)(𝑥1) −
𝑀1

2𝜇1
Re

[︁
κ1Φ

1
1(𝑚)(𝑥1) + Υ1

1(𝑚)(𝑥1)
]︁

= 𝑊 2
𝑚(𝑥1),

𝜎𝑠(𝑚)(𝑥1) −
𝑀1

2𝜇1
Re

[︁
κ1

{︁
Φ1

1(𝑚)(𝑥1) + Φ2
1(𝑚)(𝑥1)

}︁
+

+
{︁

Υ1
1(𝑚)(𝑥1) + Υ2

1(𝑚)(𝑥1)
}︁]︁

= 𝑊 3
𝑚(𝑥1),

𝜏𝑠(𝑚)(𝑥1) −
𝑀2

2𝜇2
Re

[︁
κ2Φ

2
2(𝑚)(𝑥1) + Υ2

2(𝑚)(𝑥1)
]︁

= 𝑊 4
𝑚(𝑥1),

(3.33)
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где 𝑊 1
0 = 0, 𝑊 2

0 = 𝛾0
1 , 𝑊 3

0 = 𝛾0
1 , 𝑊 4

0 = 𝛾0
2 , 𝑊 4

1 =0; 𝑊 1
1 , 𝑊 2

1 , 𝑊 3
1 — функции,

зависящие от нулевых приближений комплексных потенциалов, определённые
в [92].

Принимая во внимание (3.25), запишем комплексные потенциалы в нуле-
вом приближении:

Φ1
1(𝑧) = Υ1

1(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝐵1,

Φ𝑗
2(𝑧) = Υ𝑗

2(𝑧) =
𝜎𝑗
4
, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = {1, 2} .

(3.34)

Подставляя в (3.24) угол между осью 𝑥1 и 𝑡 сперва равным 𝛼, затем 𝛼+𝜋/2

и суммируя результаты, получим выражения для определения компонент тен-
зоров деформаций в каждом приближении в задачах о деформации полуплос-
кости с искривлённой границей (3.13), (3.14) и о совместной деформации двух
полуплоскостей (3.15) – (3.17)

𝜎𝑛𝑛(𝑧) + 𝑖𝜎𝑛𝑡(𝑧) = Φ𝑗(𝑧) + Φ𝑗(𝑧)−

−
[︁
Υ𝑗(𝑧) + Φ𝑗(𝑧) − (𝑧 − 𝑧) Φ′

𝑗(𝑧)
]︁
𝑒−2𝑖𝛼,

𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧) = 4ReΦ𝑗(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = {1,2},

(3.35)

Тогда из (3.11), (3.34), (3.35) с учётом (3.4) и (3.5), (3.6) следует реше-
ние задачи (3.1) – (3.8) в нулевом приближении метода возмущений, которое
соответствует кусочно–однородному напряжённому состоянию плёночного по-
крытия с плоской поверхностью

𝜎𝑡𝑡(0)(𝑧) = 𝜎𝑗, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗; 𝜎𝑠(0)(𝑧1) = 𝛾0
1 +

𝑀1(1 + κ1)

8𝜇1
𝜎1,

𝜏𝑠(0)(𝑧2) = 𝛾0
2 +

𝑀2(1 + κ2)

8𝜇2
𝜎2, 𝜎1 =

𝜇1(κ2 + 1)

𝜇2(κ1 + 1)
𝜎2,

(3.36)

где 𝑀𝑗 = 𝜆𝑠
𝑗 + 2𝜇𝑠

𝑗, (𝑗 = {1,2}) — поверхностная/межфазная продольная
жёсткость.
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В первом приближении метода возмущений неизвестные функции следует
искать в виде [92]:

𝑝(1)(𝑥1) = 𝑃1 cos(𝑏𝑥1) + 𝑄1 sin(𝑏𝑥1),

𝜐(1)(𝑥1) = 𝑃2 cos(𝑏𝑥1) + 𝑄2 sin(𝑏𝑥1),

𝜎𝑠(1)(𝑥1) = 𝑃3 cos(𝑏𝑥1) + 𝑄3 sin(𝑏𝑥1),

𝜏𝑠(1)(𝑥1) = 𝑃4 cos(𝑏𝑥1) + 𝑄4 sin(𝑏𝑥1),

(3.37)

где 𝑃𝑖 и 𝑄𝑖 — неизвестные комплексные коэффициенты.
Подставляя выражения (3.28) – (3.30) в систему (3.33), с учётом (3.31),

(3.32), (3.37) и свойств интеграла типа Коши приходим к системе линейных
алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициентов 𝑃𝑖 и 𝑄𝑖.
После определения этих коэффициентов, комплексные потенциалы в первом
приближении метода возмущений находятся по формулам (3.28) – (3.30), (3.37).
Затем, подставляя найденные комплексные потенциалы в первом приближе-
нии в формулу (3.35), принимая во внимание (3.11), получим выражения для
компонент тензора напряжений в задаче (3.1) – (3.8). Компоненты тензора де-
формаций определяются из системы (3.4). Следуя изложенному алгоритму для
определения напряжений и деформаций, написана программа в системе ком-
пьютерной математики Maple. В силу громоздкости полученных выражений в
работе они не приводятся.

3.3 Численные результаты

Подставляя полученные выражения для компонент тензора напряжений и
тензора деформаций в (3.10), получаем обыкновенное дифференциальное урав-
нение. Решение этого уравнения даёт скорость изменения амплитуды периоди-
ческого рельефа поверхности ультратонкого плёночного покрытия со временем
как функцию, зависящую от физических и геометрических параметров задачи
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ln

(︂
𝐴(𝜏)

𝐴0

)︂
= 𝑅

(︀
𝑎, ℎ𝑓 , 𝜆1, 𝜇1, 𝜆2, 𝜇2, 𝜆

𝑠
1, 𝜇

𝑠
1, 𝛾

0
1 , 𝜆

𝑠
2, 𝜇

𝑠
2, 𝛾

0
2 , 𝜎2

)︀
𝜏. (3.38)

В качестве примера рассмотрим металлическую систему. Будем считать,
что коэффициенты Пуассона материалов плёнки и подложки совпадают, т.е.
𝜈1 = 𝜈2. Такое предположение позволит проанализировать влияние подлож-
ки всего лишь через один параметр — относительную жёсткость 𝑟 = 𝜇1/𝜇2.
Объёмные параметры Ламе верхней плёнки 𝜆2 = 58,17 ГПа и 𝜇2 = 26,13 ГПа
соответствуют алюминию. Для анализа влияния поверхностной упругости рас-
смотрим поверхностную/межфазную жёсткость 𝑀𝑗 = 𝜆𝑠

𝑗 + 2𝜇𝑠
𝑗. Поверхностные

параметры Ламе для алюминия с ориентацией кристаллической решётки (111)
определены методом молекулярного моделирования [105]: им соответствует про-
дольная поверхностная жёсткость 𝑀1 = 6,099 Н/м. Стоит отметить, что поверх-
ностные упругие постоянные зависят от ориентации кристаллической решётки
и прочих факторов [126], в связи с чем здесь будут рассматриваться различные
значения поверхностной/межфазной жёсткости.

(а) (б)
Рисунок 3.2 — Зависимость изменения относительной амплитуды 𝐴(𝜏)/𝐴0

периодического рельефа поверхности ультратонкого плёночного покрытия от
длины волны искривления 𝑎 при 𝑀1 = 6,099 Н/м (а) и 𝑀1 = 60 Н/м (б)

На Рис. 3.2 приведена зависимость относительной амплитуды 𝐴(𝜏)/𝐴0 пе-
риодического рельефа поверхности ультратонкого плёночного покрытия от дли-
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ны волны искривления 𝑎 при относительных жёсткостях 𝑟 = {0,3; 3} (красные
и синие линии соответственно), толщинах плёнки ℎ𝑓 = {5; 15} нм (сплошные и
пунктирные линии соответственно) и продольных жёсткостях поверхностного
слоя 𝑀1 = 6,099 Н/м (а) и 𝑀1 = 60 Н/м (б). В силу того, что здесь исследу-
ется влияние поверхностных упругих параметров, для наглядности остаточное
поверхностное напряжение принято равным 𝛾0

1 = 0,1 Н/м. Межфазная жёст-
кость и остаточное межфазное напряжение приняты равными 𝑀2 = 6,099 Н/м и
𝛾0
2 = 1 Н/м соответственно. Критические значения 𝑎𝑐𝑟, при которых система на-

ходится в термодинамическом равновесии, соответствуют пересечению кривых
с осью абсцисс. В случае когда 𝑎 < 𝑎𝑐𝑟 амплитуда возмущения будет убывать со
временем, то есть будет происходить сглаживание рельефа, в то время как при
длинах волн больше критического значения (т.е. 𝑎 > 𝑎𝑐𝑟) будет наблюдаться
увеличение амплитуды искривления со временем. Длины волн 𝑎 = 𝑎𝑚𝑎𝑥, при
которых кривые достигают максимума, определяют состояние плёночной систе-
мы, когда скорость роста рельефа наибольшая. Значения 𝑎𝑐𝑟 и 𝑎𝑚𝑎𝑥, определён-
ные для рассматриваемых конфигураций системы, представлены в Таблицах
3.1, 3.2.

Таблица 3.1
Критические значения длин волн 𝑎𝑐𝑟, определённые при различных

параметрах задачи

𝑀1, Н/м 6,099 6,099 60 60
𝑟 0,3 3 0,3 3

ℎ𝑓 , нм 𝑎𝑐𝑟, нм
5 29,6 22,6 37,1 28,6
15 26,6 26,1 33,6 32,1

Результаты показывают, что в случае жёсткой относительно плёнки под-
ложки (т.е. при 𝑟 < 1) критические значения длины волны больше чем в случае,
когда подложка мягче плёнки (т.е. 𝑟 > 1). Видно, что влияние относительной
жёсткости увеличивается по мере увеличения толщины плёночного покрытия.
При 𝑀1 = 6,099 Н/м и ℎ𝑓 = 15 нм влияние относительное жёсткости на крити-
ческое значение длины волны возмущения практически незаметно. Также стоит
отметить, что значения длин волн 𝑎𝑚𝑎𝑥 больше в случае 𝑀1 = 60 Н/м.
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Таблица 3.2
Значения длин волн 𝑎𝑚𝑎𝑥, соответствующие наибольшей скорости роста

амплитуды рельефа поверхности плёнки

𝑀1, Н/м 6,099 6,099 60 60
𝑟 0,3 3 0,3 3

ℎ𝑓 , нм 𝑎𝑚𝑎𝑥, нм
5 42,6 33,6 53,6 43,1
15 39,1 40,1 50,6 49,6

Влияние свойств межфазной границы, а именно продольной жёсткости
𝑀2 и остаточного напряжения 𝛾0

2 , на морфологическую устойчивость свободной
поверхности плёнки представлено на Рис. 3.3. Видно, что критическое значе-
ние длины волны возмущения поверхности ультратонкого плёночного покрытия
практически не зависит от рассматриваемых параметров. В связи с этим, при
дальнейших вычислениях в текущей главе межфазная продольная жёсткость и
остаточное напряжение будут приняты равными нулю: 𝛾0

2 = 0, 𝑀2 = 0.

(а) (б)
Рисунок 3.3 — Зависимость критического значения длины волны

искривления 𝑎𝑐𝑟 ультратонкого плёночного покрытия от межфазной
жёсткости 𝑀2 (а) и остаточного межфазного напряжения 𝛾0

2 (б)

На Рис. 3.4 представлена зависимость критического значения длины вол-
ны искривления 𝑎𝑐𝑟 поверхности ультратонкого плёночного покрытия от по-
верхностной жёсткости 𝑀1 и относительной жёсткости системы 𝑟. Из рисунка
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(а) (б)
Рисунок 3.4 — Зависимость критического значения длины волны

искривления 𝑎𝑐𝑟 ультратонкого плёночного покрытия от поверхностной
жёсткости 𝑀1 (а) и относительной жёсткости системы 𝑟 (б)

видно, что при увеличении поверхностной продольной жёсткости 𝑀1 критиче-
ские значения длины волны 𝑎𝑐𝑟 увеличиваются, при этом влияние поверхност-
ной жёсткости 𝑀1 проявляется сильнее в случае мягкой относительно плёнки
подложки (𝑟 = 3) с уменьшением толщины плёночного покрытия. Зависимость
от относительной жёсткости больше в случае меньших толщины и поверхност-
ной жёсткости плёнки. Отметим, что в случае когда жёсткости материалов
плёнки и подложки совпадают (т.е. 𝑟 = 1 или что то же log3 𝑟 = 0), крити-
ческие значения длины волны искривления не зависят от толщины плёночного
покрытия. В этом случае критические значения длин волн возмущения совпа-
дают с результатами, полученными в Главе 2.

Зависимость критического значения длины волны искривления 𝑎𝑐𝑟 уль-
тратонкого плёночного покрытия от остаточного поверхностного напряжения
𝛾0
1 представлена на Рис. 3.5 при 𝑟 = 0,3 (а) и 𝑟 = 3 (б). Критические значения 𝑎𝑐𝑟

увеличиваются с ростом 𝛾0
1 . При этом зависимость от поверхностного остаточ-

ного напряжения сильнее в случае жёсткой относительно плёнки подложки (т.е.
при 𝑟 = 0,3, Рис. 3.5 a). Также в этом случае влияние остаточного поверхност-
ного напряжения усиливается с уменьшением толщины плёнки. В случае когда
жёсткость материала подложки меньше жёсткости плёнки влияние остаточно-
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го поверхностного напряжения практически не зависит от толщины плёночного
покрытия и поверхностной жёсткости.

(а) (б)
Рисунок 3.5 — Зависимость критического значения длины волны

искривления 𝑎𝑐𝑟 ультратонкого плёночного покрытия от остаточного
поверхностного напряжения 𝛾0

1 при 𝑟 = 0,3 (а) и 𝑟 = 3 (б)

(а) (б)
Рисунок 3.6 — Зависимость критического значения длины волны

искривления 𝑎𝑐𝑟 ультратонкого плёночного покрытия от его толщины ℎ𝑓

при 𝑀𝑠 = 6,099 Н/м (а) и 𝑀1 = 60 Н/м (б)

Влияние толщины плёночного покрытия на морфологическую устойчи-
вость его поверхности представлено на Рис. 3.6. Графические зависимости
получены при 𝑟 = 0,3 и 𝑟 = 3 (синие и красные линии соответственно) и
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𝑀1 = 6,099 Н/м (а) и 𝑀1 = 60 Н/м (б). Результаты показывают, что с уве-
личением толщины плёночного покрытия, жёсткость которого больше/меньше
подложки, критические значения длины волны увеличиваются/уменьшаются и
стремятся к значениям, определённым для поверхности твёрдого тела с упруги-
ми свойствами плёнки. Отметим, что наибольшее влияние толщины плёночно-
го покрытия проявляется при большей поверхностной жёсткости 𝑀1. Толщина
плёночного покрытия, при превышении которой относительная жёсткость си-
стемы перестаёт влиять на критическое значение длины волны возмущения,
также больше в случае большей поверхностной жёсткости.

(а) (б)
Рисунок 3.7 — Зависимость критического значения длины волны

искривления 𝑎𝑐𝑟 ультратонкого плёночного покрытия
от продольных усилий 𝜎1 при 𝑟 = 0,3 (а) и 𝑟 = 3 (б)

На Рис. 3.7 представлена зависимость критического значения длины вол-
ны искривления 𝑎𝑐𝑟 ультратонкого плёночного покрытия от продольных усилий
𝜎1 при жёсткостях поверхностного слоя 𝑀1 = {6,099; 60} Н/м (синие и красные
линии соответственно), толщинах плёнки ℎ𝑓 = {5; 15} нм (сплошные и пунк-
тирные линии) и относительных жёсткостях системы 𝑟 = 0,3 (а) и 𝑟 = 3 (б).
Из рисунка видно, что с увеличением 𝜎1 критические значения длин волн убы-
вают. При этом влияние продольных усилии наиболее сильно проявляется при
меньших толщинах в случае, когда подложка жёстче плёнки (Рис. 3.7 a) и при
больших толщинах, если жёсткость материала подложки меньше жёсткости
плёнки. Влияние поверхностной продольной жёсткости возрастает с увеличе-
нием продольных усилий.
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3.4 Выводы

В данной главе разработан теоретический подход для анализа морфоло-
гической устойчивости поверхности ультратонкого плёночного покрытия. На
основе модели поверхностной/межфазной упругости Гёртина – Мёрдока учтено
влияние упругих свойств свободной поверхности плёночного покрытия и гра-
ницы соединения «плёнка – подложка». Предполагалось, что эволюция релье-
фа поверхности плёночного покрытия происходит под действием поверхност-
ной диффузии, вызванной неравномерным распределением химического потен-
циала вдоль искривлённой поверхности напряжённого композита. При этом
считалось, что неравномерность распределения химического потенциала вдоль
обусловлена изменением поля напряжений, поверхностной энергии и кривизны
поверхности. Эволюция рельефа поверхности рассматривалась как изменение
амплитуды периодического искривления. Для решения эволюционного урав-
нения необходимо было определить напряжённо – деформированное состояние
рассматриваемой системы. С этой целью была решена плоская задача теории
упругости о совместной деформации полуплоскости и полосы с искривлённой
границей. Решение краевой задачи было получено в первом приближении ме-
тода возмущений с использованием подхода, предложенного в работе [92].

Исследовано влияние относительной жёсткости системы, упругих пара-
метров границы соединения «плёнка – подложка» и свободной границы, толщи-
ны покрытия, остаточных поверхностного и межфазного напряжений и про-
дольных усилий. Получены следующие результаты:

∙ межфазная продольная жёсткость и остаточное напряжение практиче-
ски не влияют на морфологическую устойчивость свободной поверхно-
сти плёночного покрытия;

∙ критическое значение длины волны возрастает с увеличением поверх-
ностной продольной жёсткости, поверхностных остаточных напряже-
ний и с уменьшением продольных усилий и относительной продольной
жёсткости;

∙ влияние поверхностной жёсткости уменьшается с увеличением остаточ-
ного поверхностного напряжения и уменьшением продольных усилий;
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∙ в случае жёсткой/мягкой относительно подложки плёнки критическое
значение длины волны увеличивается/уменьшается с ростом толщи-
ны плёночного покрытия, при этом снижается влияние относительной
жёсткости системы;

∙ толщина плёночного покрытия, при которой можно не учитывать вли-
яние подложки возрастает с увеличением поверхностной жёсткости.

Отметим, что эволюция рельефа вследствие диффузионных процессов мо-
жет происходить не только на свободных поверхностях плёночных покрытий,
но и на границах соединений двух материалов [68;96;132]. В связи с этим в сле-
дующей главе будет описан подход для анализа морфологической устойчивости
межфазной поверхности.
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Глава 4

Морфологическая устойчивость наноструктурированной
границы соединения двух материалов

Глава посвящена исследованию морфологической устойчивости нано-
структурированной границы соединения материалов. Принимая во внимание
тот факт, что при определённых условиях атомы вблизи межфазной находятся
в термодинамически неустойчивом состоянии, получено уравнение, описываю-
щее кинетику образования рельефа. Скорость роста рельефа межфазной гра-
ницы зависит от изменения химических потенциалов каждой среды вдоль неё.
При этом химический потенциал выражается через упругую энергию дефор-
мации и межфазную энергию. Распределение напряжений вдоль межфазной
границы находится из решения плоской задачи теории упругости о совмест-
ной деформации двух полуплоскостей с искривлённой границей раздела. При
этом используются соотношения поверхностной/межфазной теории упругости
Гёртина— Мёрдока, в которой межфазная область представляется в виде пре-
небрежимо тонкого слоя, когерентно связанного с объёмными фазами. С ис-
пользованием первого приближения метода граничных возмущений решение
линеаризованного эволюционного уравнения приводит к определению условий,
при которых будет иметь место морфологическая устойчивость межфазной по-
верхности.

4.1 Постановка задачи

Рассмотрим гетерогенную систему, образованную соединением двух изо-
тропных однородных материалов, находящуюся в условиях плоской деформа-
ции. Предполагается, что форма границы соединения материалов меняется с
течением времени вследствие диффузионного массопереноса вдоль межфаз-
ной границы. Таким образом, приходим к плоской задаче теории упругости
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Рисунок 4.1 — Модель гетерогенного твёрдого тела с искривлённой
межфазной границей под действием продольных усилий

для бесконечной плоскости 𝐵1 ∪ 𝐵2 комплексной переменной 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2, где
𝑖2 = −1, а оси 𝑥1, 𝑥2 определяют декартову прямоугольную систему коорди-
нат. В соответствии с моделью поверхностной/межфазной упругости Гёртина –
Мёрдока [73; 74], межфазная граница рассматривается как упругая мембрана
𝑆, идеально связанная с объёмными фазами 𝐵1 и 𝐵2

𝑆 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁 = 𝑥1 + 𝑖𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} , (4.1)

𝐵1 = {𝑧 : 𝑥2 > 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} , 𝐵2 = {𝑧 : 𝑥2 < 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} ,

𝑓(𝑥1) = 𝑎 cos(𝑏𝑥1), 𝑏 = 2𝜋/𝑎, 𝜀(𝜏) = 𝐴(𝜏)/𝑎, 𝐴(0) = 𝐴0,

(4.2)

где 𝑎 — длина волны синусоидального искривления, 𝐴(𝜏) — амплитуда искрив-
ления межфазной поверхности в момент времени 𝜏 . В рамках линейного анали-
за морфологической устойчивости межфазной границы требуется определить
критическое значение длины волны возмущения 𝑎𝑐𝑟, при превышении которого
амплитуда рельефа будет увеличиваться со временем. При этом предполагает-
ся, что 𝜀(𝜏) ≪ 1 ∀ 𝜏 > 0.
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Напряжения и деформации упругой границы соединения материалов свя-
заны соотношениями Гёртина –Мёрдока [73;74]:

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) = 𝛾0 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠)𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁), 𝜎𝑠

33(𝜁) = 𝛾0 + (𝜆𝑠 + 𝛾0)𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁), 𝜁 ∈ 𝑆, (4.3)

где 𝜀𝑠𝑡𝑡 и 𝜎𝑠
𝑡𝑡 — компоненты тензора межфазных деформаций и тензора межфаз-

ных напряжений соответственно; 𝜆𝑠 и 𝜇𝑠 — модули упругости, аналогичные па-
раметрам Ламе и 𝛾0 — остаточное межфазное напряжение. Отметим, что здесь
рассматриваются упрощённые соотношения поверхностной/межфазной упру-
гости, в предположении, что поверхностная энергия не зависит от градиента
вектора перемещений.

Обобщённый закон Гука для изотропного объёмного материала в случае
плоской деформации имеет вид

𝜎𝑛𝑛(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑛𝑛(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑡𝑡(𝑧),

𝜎𝑡𝑡(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑡𝑡(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑛𝑛(𝑧), 𝜎𝑛𝑡(𝑧) = 2𝜇𝑗𝜀𝑛𝑡(𝑧),

𝜎33(𝑧) =
𝜆𝑗

2(𝜆𝑗 + 𝜇𝑗)
[𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧)] , 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = {1,2},

(4.4)

здесь 𝜎𝑛𝑛, 𝜎𝑡𝑡, 𝜎𝑛𝑡 и 𝜀𝑛𝑛, 𝜀𝑡𝑡, 𝜀𝑛𝑡 — компоненты тензора напряжений и тензо-
ра деформаций соответственно, определённые в локальной декартовой прямо-
угольной системе координат (𝑛, 𝑡) (n и t — нормаль и касательная межфазной
границы 𝑆), и 𝜆𝑗 и 𝜇𝑗 — параметры Ламе объёмных фаз 𝐵𝑗.

На бесконечности напряжения 𝜎𝛼𝛽 (𝛼, 𝛽 = {1,2}) в глобальных коорди-
натах (𝑥1, 𝑥2) и угол поворота материальной частицы 𝜔 заданы следующим
образом:

lim
𝑥2→±∞

𝜎22 = lim
𝑥2→±∞

𝜎12 = lim
𝑥2→±∞

𝜔 = 0, lim
𝑥2→±∞

𝜎11 = 𝜎𝑗, 𝑗 = {1,2}. (4.5)

Отметим, что рассматриваемые здесь продольные напряжения могут быть свя-
заны с рассогласованием кристаллических решёток материалов.

Условие механического равновесия искривлённой межфазной поверхности
𝑆 в случае упрощённых соотношений Гёртина – Мёрдока (4.3) записываются в
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терминах обобщённого закона Юнга – Лапласа [89]

∆𝜎(𝜁) = 𝜎+(𝜁) − 𝜎−(𝜁) = −𝜅(𝜁)𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) + 𝑖

1

ℎ(𝜁)

𝑑𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁)

𝑑𝑥1
, 𝜁 ∈ 𝑆, (4.6)

где 𝜎(𝑧) = 𝜎𝑛𝑛(𝑧) + 𝑖𝜎𝑛𝑡(𝑧) — вектор напряжений и 𝜎± = lim
𝑧→𝜁±𝑖0

𝜎(𝑧), 𝜅 и ℎ

— локальная кривизна и метрический коэффициент искривлённой границы 𝑆

соответственно.
Так как считается, что межфазный слой идеально сцеплен с обоими объём-

ными материалами, на межфазной границе должно выполняться условие непре-
рывности перемещений

∆𝑢(𝜁) = 𝑢+(𝜁) − 𝑢−(𝜁) = 0, 𝜁 ∈ 𝑆, (4.7)

здесь 𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2 — вектор перемещений, 𝑢± = lim
𝑧→𝜁±𝑖0

𝑢(𝑧), 𝑢1 и 𝑢2 — переме-

щения вдоль осей декартовой прямоугольной системы координат (𝑥1, 𝑥2).
Чтобы минимизировать полную свободную энергию, рельеф межфазной

границы будет меняться вследствие диффузионного массопереноса. Поток ато-
мов материала 𝐵𝑗 вдоль границы соединения материалов пропорционален гра-
диенту химического потенциала 𝜒𝑗 [30; 88]

𝐽𝑗(𝜁,𝜏) = −𝐷𝑗𝐶𝑗

𝑘𝑏𝑇

𝜕𝜒𝑗(𝜁,𝜏)

𝜕𝑠
, (4.8)

где 𝐷𝑗 и 𝐶𝑗 — коэффициент межфазной самодиффузии и количество диффун-
дирующих атомов на единицу площади для среды 𝐵𝑗 соответственно, 𝑘𝑏 — по-
стоянная Больцмана, 𝑇 — абсолютная температура.

Локальный химический потенциал 𝜒𝑗 определяется как увеличение сво-
бодной энергии на единицу добавляемого объёма [60;88]

𝜒𝑗(𝜁,𝜏) =
[︀
𝑈𝑗(𝜁,𝜏) + (−1)𝑗+1𝜅(𝜁,𝜏)𝑈𝑠(𝜁,𝜏)

]︀
Ω𝑗, 𝜁 ∈ 𝑆, 𝑗 = {1, 2}. (4.9)

В выражении (4.9) Ω𝑗 и 𝑈𝑗 — атомный объем и плотность энергии деформации
материалов 𝐵𝑗, 𝑈𝑠 — плотность межфазной энергии.
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Изменение профиля границы соединения материалов со временем описы-
вается следующим уравнением [60;88]

𝜕𝑔(𝑥1,𝜏)

𝜕𝜏
= ℎ(𝜁,𝜏)

𝜕

𝜕𝑠

[︂
𝑟

1 + 𝑟
𝐽1(𝜁,𝜏) − 1

𝑟 + 1
𝐽2(𝜁,𝜏)

]︂
, (4.10)

где 𝑔(𝑥1,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1), 𝑟 = 𝜇1/𝜇2 — отношение жёсткостей материалов.
Диффузионные потоки 𝐽𝑗 определяются по формуле (4.8), принимая во

внимание выражение (4.9)

𝐽𝑗(𝜁,𝜏) = −𝐾𝑗
𝜕

𝜕𝑠

[︀
𝑈𝑗(𝜁, 𝜏) + (−1)𝑗+1𝜅(𝜁,𝜏)𝑈𝑠(𝜁, 𝜏)

]︀
, 𝐾𝑗 =

𝐷𝑗𝐶𝑗Ω
2
𝑗

𝑘𝑏𝑇
. (4.11)

4.2 Линейный анализ эволюции рельефа границы соединения
материалов

Поскольку в данной работе рассматривается слабое искривление межфаз-
ной границы, компоненты тензоров напряжений и перемещений определяются
в первом приближении метода возмущений (1.17). Межфазная энергия опреде-
ляется по формуле (2.10).

Выражения для плотности удельной энергии упругой деформации вдоль
межфазной границы 𝑈𝑗 могут быть записаны в виде [94]

𝑈2 =
1

2

(︁
𝜎+
𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(0) + 𝜀

[︁
𝜎+
𝑛𝑛(1)𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜎+

𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1) + 𝜎+
𝑡𝑡(1)𝜀𝑡𝑡(0)

]︁)︁
,

𝑈2 =
1

2

(︁
𝜎−
𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(0) + 𝜀

[︁
𝜎−
𝑛𝑛(1)𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜎−

𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1) + 𝜎−
𝑡𝑡(1)𝜀𝑡𝑡(0)

]︁)︁
.

(4.12)

Локальная кривизна поверхности 𝜅 и метрический коэффициент ℎ, вхо-
дящие в формулы (4.6), (4.9), в первом приближении метода возмущений имеют
вид (1.19).

Подставляя выражения (1.19), (4.11) – (4.12) в (4.10), получим обык-
новенное дифференциальное уравнение, описывающее изменение рельефа
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межфазной границы со временем [132]

𝑑𝐴(𝜏)

𝑑𝜏
𝑓(𝑥1) =

𝐴(𝜏)

2(1 + 𝑟)

𝑑2

𝑑𝑥21

{︁
𝐾1𝑟

[︁
𝜎+
𝑛𝑛(1)𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜎+

𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑥1) +

+ 𝜎+
𝑡𝑡(1)(𝑥1)𝜀𝑡𝑡(0)

]︁
−𝐾2

[︁
𝜎−
𝑛𝑛(1)𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜎−

𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑥1) + 𝜎−
𝑡𝑡(1)(𝑥1)𝜀𝑡𝑡(0)

]︁
+

+

[︂
𝛾0(1 + 𝜀𝑠𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)) +

1

2
(𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 − 𝛾0)𝜀𝑠2𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)

]︂
(𝐾1 + 𝐾2)𝑓

′′(𝑥1)

}︂
.

(4.13)

Чтобы проинтегрировать уравнение (4.13), необходимо определить входя-
щие в его правую часть компоненты тензоров объёмных и межфазных напряже-
ний и деформаций. Для этого необходимо решить краевую задачу о совместной
деформации двух полуплоскостей (4.1) – (4.7).

В соответствии с [2; 17; 89], компоненты тензора напряжений могут быть
выражены через комплексные потенциалы Гурса – Колосова Φ𝑗 и Υ𝑗:

𝜎𝑛𝑛(𝑧) + 𝑖𝜎𝑛𝑡(𝑧) = Φ𝑗(𝑧) + Φ𝑗(𝑧)−

−
[︁
Υ𝑗(𝑧) + Φ𝑗(𝑧) − (𝑧 − 𝑧) Φ′

𝑗(𝑧)
]︁
𝑒−2𝑖𝛼,

𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧) = 4ReΦ𝑗(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = {1,2},

(4.14)

где Φ𝑗, Υ1 и Υ2 — функции голоморфные в 𝐵𝑗 (𝑗 = {1, 2}), ̃︁𝐵1 =

{𝑧 : 𝑥2 > −𝜀𝑓(𝑥1)} и ̃︁𝐵2 = {𝑧 : 𝑥2 < −𝜀𝑓(𝑥1)} соответственно и 𝛼 — угол меж-
ду касательной 𝑡 к кривой 𝑆 и осью 𝑥1.

Значения функций Φ𝑗 и Υ𝑗 на границе 𝑆 следуют из формул (4.5), (4.14)

lim
𝑥2→−∞

Φ𝑗(𝑧) = lim
𝑥2→+∞

Υ𝑗(𝑧) = 𝜎0
𝑗/4.

Комплексные потенциалы Φ𝑗 и Υ𝑗 и межфазное напряжение 𝜎𝑠
𝑡𝑡 в первом

приближении метода возмущений представляются в следующем виде [131]:

Φ𝑗(𝑧) = Φ𝑗(0)(𝑧) + 𝜀Φ𝑗(1)(𝑧), Υ𝑗(𝑧) = Υ𝑗(0)(𝑧) + 𝜀Υ𝑗(1)(𝑧),

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) = 𝜎𝑠

𝑡𝑡(0)(𝜁) + 𝜀𝜎𝑠
𝑡𝑡(1)(𝜁).
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Граничные значения функций Φ𝑗(𝑚), Υ𝑗(𝑚) и 𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝑚) раскладываются в виде

ряда Тейлора в окрестности прямой 𝑥2 = 0, рассматривая вещественную пере-
менную 𝑥1 как параметр. В первом приближении метода возмущений будем
иметь

Ψ(𝑚)(𝜁) = Ψ(𝑚)(𝑥1) + 𝑖𝜀𝑓(𝑥1)Ψ
′
(𝑚)(𝑥1), 𝑚 = {0,1},

где Ψ(𝑚) — любая из вышеупомянутых функций.
Комплексные потенциалы Φ𝑗(𝑚), Υ𝑗(𝑚) определяются из решения задач

Римана –Гильберта о скачках аналитических функций на прямой 𝑥2 = 0 [89]⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Φ1(𝑚)(𝑧) = −Υ2(𝑚)(𝑧) + Σ𝑚(𝑧) + 𝑂1

𝑚, Im z > 0,

Υ1(𝑚)(𝑧) = −Φ2(𝑚)(𝑧) + Σ𝑚(𝑧) + 𝑂1
𝑚, Im z < 0,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Υ2(𝑚)(𝑧) =

𝜇2κ1Σ𝑚(𝑧) + 𝑉𝑚(𝑧)

𝜇1 + 𝜇2κ1
+ 𝑂2

𝑚, Im z > 0,

Φ2(𝑚)(𝑧) =
𝜇2Σ𝑚(𝑧) − 𝑉𝑚(𝑧)

𝜇2 + 𝜇1κ2
+ 𝑂2

𝑚, Im z < 0,

(4.15)

где

Σ𝑚(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑖𝜎𝑠′
𝑡𝑡(𝑚)(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡 +

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝐹 1
𝑚(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡, 𝑉𝑚(𝑧) =

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝐹 2
𝑚(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡,

κ𝑗 = 4𝜈𝑗 −3, 𝜈𝑗 — коэффициент Пуассона среды 𝐵𝑗; 𝑂𝑗
0 = 𝜎0

𝑗/4; 𝑂𝑗
1 = 0; 𝐹 𝑗

0 = 0,
𝐹 𝑗
1 — известные функции, которые могут быть найдены в [89].

Решение задачи в нулевом приближении метода возмущений соответству-
ет совместной деформации двух полуплоскостей с прямолинейной границей раз-
дела 𝑆(0). В этом случае комплексные потенциалы постоянны в каждой полу-
плоскости. Тогда с учётом (4.2) получим

Φ𝑗(0)(𝑧) = Υ𝑗(0)(𝑧) = 𝜎𝑗/4. (4.16)
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Зная комплексные потенциалы, можно записать поверхностные и объём-
ные напряжения в нулевом приближении метода возмущений

𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)(𝑥1) = 𝛾0 +

𝑀(κ2 + 1)𝜎2
8𝜇2

,

𝜎11(0)(𝑧) = 𝜎𝑗, 𝜎1 =
𝜇1(κ2 + 1)

𝜇2(κ1 + 1)
𝜎2, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = {1, 2}.

(4.17)

Межфазное напряжение 𝜎𝑠 в первом приближении метода возмущений
ищется в виде

𝜎𝑠′
𝑡𝑡(1)(𝑥1) = 𝑃 sin(𝑏𝑥1) + 𝑄 cos(𝑏𝑥1). (4.18)

Принимая во внимание свойства интеграла типа Коши, из (4.15) находятся
коэффициенты 𝑃 и 𝑄

𝑃 =
𝑀𝑎𝑏2

[︁
(𝐿1 + 𝐿2)(1 − 𝑟)𝜎2 − (𝐿1 − 𝐿2)𝜎

𝑠
𝑡𝑡(0)𝑏

]︁
4𝜇2 + 𝑀(𝐿1 + 𝐿2)𝑏

, 𝑄 = 0,

𝐿1 =
κ1

(𝑟 + κ1)
, 𝐿2 =

κ2

(1 + 𝑟κ2)
.

(4.19)

Комплексные потенциалы в первом приближение принимают вид [89]:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Φ1(1) =

𝑟𝐿1

2

[︁
𝑃 + 𝑏𝑎{𝜎0

2𝐿4 + 𝑏𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)}

]︁
𝑒𝑖𝑏𝑧, Im z > 0,

Υ1(1) =
𝑟𝐿2

2

[︁
𝑃 − 𝑏𝑎{𝜎0

2𝐿3 − 𝑏𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)}

]︁
𝑒−𝑖𝑏𝑧, Im z < 0,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Υ2(1) =

𝐿1

2

[︁
𝑃 − 𝑏𝑎{𝜎0

2(1 − 𝑟𝐿5) − 𝑏𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)}

]︁
𝑒𝑖𝑏𝑧, Im z > 0,

Φ2(1) =
𝐿2

2

[︁
𝑃 − 𝑏𝑎{𝜎0

2(1 − 𝑟) + 𝑏𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)}

]︁
𝑒−𝑖𝑏𝑧, Im z < 0,

(4.20)
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где

𝐿3 = −(𝜅2 + 1)(𝑟2𝜅2 + 𝑟 − 𝜅1 − 1)

(𝜅1 + 1)𝜅2
,

𝐿4 =

[︂
𝑟(𝜅2 + 1)

𝜅1 + 1
− 𝜅2

1 + 𝜅2

𝜅1(𝜅2 + 1)

]︂
𝜅1 +

𝑟2(𝜅2 + 1)

𝜅1 + 1
− 1, 𝐿5 =

𝜅2
1 + 𝜅2

𝜅1(𝜅2 + 1)
.

Компоненты тензоров напряжений и деформаций в первом приближении
метода возмущения определяются по формулам (4.4) и (4.14).

4.3 Численные результаты

Принимая во внимание форму начального искривления межфазной гра-
ницы и интегрируя линеаризованное эволюционное уравнение (4.13), получим
выражение, описывающее экспоненциальный рост или уменьшение амплитуды
𝐴 со временем

ln

(︂
𝐴(𝜏)

𝐴0

)︂
= 𝑅1{(𝑟𝐾1𝑅21 + 𝐾2𝑅22)𝜎0 − (𝑟𝐾1𝑅31 + 𝐾2𝑅32)𝛾

0}𝜏, (4.21)

где

𝑅1 =
𝜎0
2𝜋

3

8𝑎3𝜇2
2((𝐿1 + 𝐿2)𝑀𝜋 + 2𝜇2𝑎)(1 + 𝑟)

,

𝑅21 = −𝑀 2𝑟𝐿2(3𝐿1 + 𝐿2)𝜋
2(κ2 + 1)2−

−𝑀𝑟𝜇2𝜋𝑎(κ2 + 1){3(2 − 2𝑟 + 2𝐿4)𝐿
2
1 + [(8 − 8𝑟 − 2𝐿3 + 6𝐿4)𝐿2 +

+ 3κ2 + 4𝐿6 + 3]𝐿1 + [(−2𝑟 − 2𝐿3 + 2)𝐿2 + κ2 − 4𝐿6 + 1]𝐿2}−

− 4𝑟𝜇2
2𝑎

2{[4(𝑟 − 1)𝐿6 + 3𝐿4(κ2 + 1)]𝐿1 + [4(𝑟 − 1)𝐿6 − 𝐿3(κ2 + 1)]𝐿2},
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𝑅22 = −2𝑀 2𝐿1𝐿2𝜋
2(κ2 + 1)2 + 𝑀𝑎𝜇2𝜋(κ2 + 1){2𝑟(𝐿5 − 1)𝐿2

1+

+(2𝑟(𝐿5 − 1)𝐿2 + κ2 + 5)𝐿1 − (3κ2 + 7)𝐿2}+

+ 4𝜇2
2𝑎

2{[(𝐿5κ2 + 𝐿5 + 4)𝑟 − κ2 − 5]𝐿1 + (3κ2 + 7)𝐿2(𝑟 − 1)},

𝑅31 = 8𝑀𝑟𝜋2𝜇2𝐿2(3𝐿1 + 𝐿2)(κ2 + 1) +

+ 8𝑟𝜋𝜇2
2𝑎{(4𝐿6 + 3κ2 + 3)𝐿1 − (4𝐿6 − κ2 − 1)𝐿2},

𝑅32 = 16𝑀(κ2 + 1)𝜋2𝐿1𝐿2𝜇2−

− 8𝜋𝜇2
2𝑎{(𝐿1 − 3𝐿2)κ2 + 5𝐿1 − 7𝐿2}.

Отметим, что при 𝑟 = 0 выражение (4.21) вырождается в уравнение (2.33),
описывающее изменение амплитуды рельефа свободной границы твёрдого тела.

В качестве примера рассмотрим подложку, покрытую плёночным покры-
тием, толщина которого намного превышает амплитуду возмущения межфаз-
ной границы. Для простоты рассматривается структура «металл-металл» с рав-
ными коэффициентами Пуассона материалов, т.е. 𝜈1 = 𝜈2. Это предположение
позволяет анализировать влияние подложки с помощью единственного пара-
метра — относительной жёсткости 𝑟. Объёмные параметры Ламе нижнего слоя
соответствуют алюминию: 𝜆2 = 58,17 ГПа и 𝜇2 = 26,13 ГПа. Поверхност-
ные упругие постоянные для алюминия 𝜆𝑠 = 6,851 Н/м, 𝜇𝑠 = −0,376 Н/м
(т.е. 𝑀 = 6,099 Н/м) были определены методом молекулярного моделирова-
ния [105]. Необходимо отметить, что упругие свойства поверхностного слоя за-
висят от кристаллографической ориентации поверхности, а также других фак-
торов [126]. Также понятно, что свойства интерфейса дополнительно должны
зависеть от свойств обоих связанных материалов, и изменение одного из них
приведёт к изменению упругих параметров межфазной границы. Однако сре-
ди авторов, изучающих упругие поля в композитных материалах при учёте
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межфазной межфазной упругости, сложилась практика принимать в качестве
параметров межфазной границы соответствующие параметры свободной по-
верхности [63; 89; 106; 111; 125; 127; 131; 138]. Конечно, существует и другой под-
ход, в котором межфазная граница рассматривается как совокупность двух
поверхностных фаз, принадлежащих связанным материалам [44; 46]. Соответ-
ственно, свойства интерфейса описываются упругими параметрами, учитыва-
ющими упругое поведение двухкомпонентного интерфейса. В силу того, что в
данной работе численные результаты имеют качественный характер, влияние
межфазного слоя анализируется посредством изменения относительной жёст-
кости материалов и жёсткости межфазной границы [94;132].

(а) (б)
Рисунок 4.2 — Зависимость относительной амплитуды 𝐴(𝜏)/𝐴0

периодического рельефа межфазной поверхности от длины волны
искривления 𝑎 при 𝑀 = 6,099 Н/м (a) и 𝑀 = 60 Н/м (б)

На Рис. 4.2 представлена зависимость относительной амплитуды 𝐴(𝜏)/𝐴0

рельефа межфазной поверхности от длины волны возмущения 𝑎 при остаточ-
ном межфазном напряжении 𝛾0 = 0,1 Н/м, различных относительных диффу-
зионных коэффициентах 𝐾 = {0,5; 2} (красные и синие линии соответственно),
относительных жёсткостях системы 𝑟 = {0,1; 0,3} (сплошные и пунктирные ли-
нии соответственно) и межфазных продольных жёсткостях 𝑀 = 6,099 Н/м (a)
и 𝑀 = 60 Н/м (б). Продольные усилия в подложке 𝜎2 = 1 ГПа. Точки пере-
сечения кривых с осью абсцисс определяют критические значения длин волн
возмущения 𝑎𝑐𝑟, в этих случаях рассматриваемая система будет находиться в
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термодинамическом равновесии. Рельеф межфазной поверхности будет сгла-
живаться со временем при длинах волн 𝑎 < 𝑎𝑐𝑟. В случае, если форма межфаз-
ной границы описывается периодической функцией с длиной волны 𝑎 > 𝑎𝑐𝑟,
амплитуда будет увеличиваться со временем. Длины волн 𝑎𝑚𝑎𝑥, при которых
кривые достигают максимума, определяют состояние с наибольшей скоростью
роста амплитуды рельефа. Значения длин волн 𝑎𝑐𝑟 и 𝑎𝑚𝑎𝑥, соответствующие
рассмотренным параметрам системы представлены в Таблицах 4.1, 4.2.

Таблица 4.1
Критические значения 𝑎𝑐𝑟 длин волн искривления межфазной границы,

определённые при различных параметрах задачи

𝑀 , Н/м 6,099 6,099 60 60
𝑟 0,1 0,3 0,1 0,3
𝐾 𝑎𝑐𝑟, нм
0,5 59,9 115,5 67,3 124,7
1,0 70,9 161,5 78,9 172,7
2,0 96,7 322,5 105,9 340,5

Таблица 4.2
Длины волн 𝑎𝑚𝑎𝑥, соответствующие наибольшей скорости роста амплитуды

рельефа межфазной границы

𝑀 , Н/м 6,099 6,099 60 60
𝑟 0,1 0,3 0,1 0,3
𝐾 𝑎𝑚𝑎𝑥, нм
0,5 89,9 173,1 101,1 187,1
1,0 106,5 242,3 118,5 259,1
2,0 145,1 483,7 158,9 510,9

Как показывают результаты, критические значения длин волн увеличива-
ются с увеличением относительной жёсткости 𝑟, относительных диффузионных
коэффициентах 𝐾 и межфазной продольной жёсткости 𝑀 . Более подробный
анализ влияния рассматриваемых параметров представлен ниже.

Влияние межфазной продольной жёсткости 𝑀 на морфологическую
устойчивость границы соединения материалов при различных относительных
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(а) (б)
Рисунок 4.3 — Зависимость критического значения длины волны

искривления 𝑎𝑐𝑟 границы соединения двух материалов от межфазной
жёсткости 𝑀 (а) и относительной жёсткости 𝑟 (б)

жёсткостях 𝑟 = {0,1; 0,3} (красная и синяя линии соответственно), 𝐾 = 1 и
𝜎2 = 1 ГПа представлено на Рис. 4.3 а. Как видно из рисунка, критические
значения линейно возрастают с увеличением относительной жёсткости. При
увеличении жестокости в 10 раз (с 6 Н/м до 60 Н/м), критические значения
увеличились на 20% при 𝑟 = 0,1 и 11% при 𝑟 = 0,3, относительная разность
между критическими значениями 𝑎𝑐𝑟 соответствующими 𝑟 = 0,1 и 𝑟 = 0,3

уменьшилась с 98% до 84%. Таким образом влияние межфазной продольной
жёсткости сильнее выражено при меньшей относительной жёсткости.

На Рис. 4.3 б представлен график зависимости критического значения
длины волны возмущения 𝑎𝑐𝑟 от относительной жёсткости 𝑟 при различных
относительных диффузионных коэффициентах 𝐾 = {0,5; 1; 2} (красные, зелё-
ные и синие линии соответственно). Обнаружено, что с увеличением относи-
тельной жёсткости критические значения длин волн возрастают. При этом вли-
яние относительной жёсткости композита становится сильнее при увеличении
относительного диффузионного коэффициента. Отметим, что при стремлении
относительной жёсткости системы к нулю критические значения стремятся к
значениям, соответствующим устойчивому состоянию свободной поверхности
твёрдого тела (см. Главу 2).
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Зависимость критического значения длины волны возмущения межфаз-
ной поверхности от величины остаточного межфазного напряжения и продоль-
ных усилий при 𝑟 = {0,1; 0,3} (сплошные и пунктирные линии соответственно)
представлена на рисунке Рис. 4.4. Критические значения длин волн возрастают
при увеличении остаточного межфазного напряжения и уменьшении продоль-
ных усилий.

(а) (б)
Рисунок 4.4 — Зависимость критического значения длины волны

искривления 𝑎𝑐𝑟 границы соединения двух материалов от остаточного
межфазного напряжения 𝛾0 (а) и продольных усилий 𝜎2 (б)

4.4 Выводы

В данной главе был представлен теоретический подход для анализа устой-
чивости наноразмерного рельефа границы соединения двух материалов. Новиз-
на исследования заключается в том, что при анализе морфологической устой-
чивости границы соединения двух материалов было учтено влияние упругих
свойств межфазной поверхности на основе соотношений поверхностной упру-
гости Гёртина – Мёрдока. В качестве модели гетерогенной системы рассмотре-
на двухкомпонентная плоскость, при этом межфазная граница описывалась
синусоидальной функцией. С использованием термодинамического подхода
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Гиббса получено дифференциальное уравнение, описывающее изменение фор-
мы поверхности со временем. При этом скорость роста рельефа зависит от
поля объёмных и поверхностных напряжений. Для определения напряжённо –
деформированного состояния композита использовался асимптотический ме-
тод, описанный в работе Грекова и Костырко [89]. Интегрирование эволюци-
онного уравнения с учётом полученных выражений для компонент тензора на-
пряжений позволило определить условия, при которых будет происходить даль-
нейший рост или сглаживание рельефа границы соединения материалов.

На основе полученного решения проведён анализ влияния физических
и геометрических параметров задачи на морфологическую устойчивость гра-
ницы соединения двух материалов. Проанализировано влияние относительной
жёсткости системы, упругих параметров межфазной границы, остаточного по-
верхностного напряжения, действующих продольных усилий и диффузионных
коэффициентов. В результате сделаны следующие выводы:

∙ критическое значение длины волны возрастает с увеличением межфаз-
ной продольной жёсткости, межфазных остаточных напряжений, отно-
сительного диффузионного коэффициента и относительной жёсткости,
а также с уменьшением продольных усилий;

∙ влияние относительной жёсткости на морфологическую устойчивость
межфазной границы увеличивается при увеличении отношения диф-
фузионных коэффициентов;

∙ влияние остаточных межфазных напряжений увеличивается при уве-
личении относительной жёсткости системы, и слабо зависит от поверх-
ностной жёсткости;

∙ влияние продольных усилий становится более существенным при уве-
личении относительной жёсткости;

∙ влияние межфазной продольной жёсткости возрастает по мере увеличе-
ния продольных усилий и уменьшения остаточных межфазных напря-
жений.
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Заключение

Представленная диссертационная работа является дальнейшим развити-
ем исследований, направленных на изучение процессов, приводящих к образо-
ванию топологических дефектов на свободных и межфазных поверхностях сло-
истых сред. В рамках данного исследования эволюция рельефа поверхностей
рассматривалась как изменение амплитуды начального периодического возму-
щения. Предполагалось, что для минимизации свободной энергии приповерх-
ностные атомы могут перемещаться вдоль поверхности. При этом диффузион-
ный поток атомов пропорционален градиенту химического потенциала, кото-
рый должен иметь равномерное распределение в состоянии термодинамическо-
го равновесия. Изменение химического потенциала вдоль поверхности связано
с изменением поля напряжений, а также кривизны и поверхностной энергии.
При определении напряжённо – деформированного состояния рассматриваемых
сред использовался подход, описанный в работах [64;65;89;92]. В данной работе
решён ряд новых задач:

∙ разработан подход для анализа морфологической неустойчивости сво-
бодной поверхности многослойного плёночного покрытия с учётом
поверхностного напряжения на основе соотношения Шаттлворта –
Херринга;

∙ получена явная зависимость изменения амплитуды наноразмерного ре-
льефа поверхности твёрдого тела от длины волны искривления, про-
дольных усилий, действующих вдали от поверхности, упругих свойств
объёмной и поверхностной фаз материала;

∙ предложен подход для исследования влияния толщины ультратонкого
плёночного покрытия и других физических и геометрических парамет-
ров гетерогенной системы на образование устойчивых периодических
структур на поверхности плёнки;

∙ получена явная зависимость изменения амплитуды искривления гра-
ницы соединения двух материалов от длины волны периодического
искривления, отношения диффузионных коэффициентов материалов,



91

упругих свойств материалов, действующих нагрузок, а также от меж-
фазных остаточных напряжений и межфазной жёсткости.

Отметим, что при анализе морфологической устойчивости поверхности
многослойного плёночного покрытия поверхностная энергия считалась посто-
янной. Однако на наномасштабном уровне необходимо учитывать изменение
поверхностной энергии. Так, при рассмотрении наноструктурированных сво-
бодных и межфазных поверхностей в Главах 2 – 4 поверхностная энергия опре-
делялась с использованием модели поверхностной/межфазной упругости Гёр-
тина –Мёрдока. В рамках этого подхода поверхность между средами рассмат-
ривалась как упругая мембрана, идеально сцепленная с объёмными фазами. По
результатам исследования сделаны следующие выводы:

∙ критические значение длин волн искривления свободной/межфазной
поверхности плёночного покрытия возрастают с увеличением
остаточного поверхностного/межфазного напряжения и поверхност-
ной/межфазной продольной жёсткости, а также с уменьшением про-
дольных усилий;

∙ влияние поверхностной/межфазной упругости на морфологическую
устойчивость свободной/межфазной поверхности возрастает с умень-
шением величины остаточных напряжений и увеличением продольных
усилий;

∙ критическое значение длины волны искривления свободной поверхно-
сти плёночного покрытия практически не зависит от продольной жёст-
кости и остаточного напряжения на границе соединения «плёнка – под-
ложка»;

∙ влияние нижних слоёв на морфологическую устойчивость свободной по-
верхности плёнки уменьшается при увеличении толщины плёночного
покрытия;

∙ толщина плёночного покрытия, при которой можно не учитывать де-
формацию нижних слоёв, возрастает с увеличением поверхностной
жёсткости и остаточных напряжений;

∙ влияние относительной жёсткости материалов на морфологическую
устойчивость границы их соединения увеличивается при увеличении от-
носительных диффузионных коэффициентов.
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В дальнейшем предполагается расширить разработанные модели для ана-
лиза самоорганизации свободных и межфазных поверхностей в многослойных
ультратонких плёночных покрытиях. Также при выводе эволюционного урав-
нения планируется учесть жёсткость поверхностного слоя на изгиб, для этого
при формулировки краевых условий будет использоваться модель поверхност-
ной упругости Штегманна – Огдена. Стоит заметить, что геометрически линей-
ный анализ, проведённый в данной работе, не позволяет проследить изменение
формы профиля поверхности. Чтобы проанализировать динамику развития ре-
льефа, необходимо учесть нелинейные слагаемые в эволюционных уравнениях.
Для этого будет учтено второе приближение в методе разложения по малому
параметру.
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Introduction

The development of materials with improved properties is an important
material science problem. The priority is given to the research of thin-film coatings
because the great achievements in the development and study of such structures
are the key to modern technological progress [55]. For example, thin-film coatings
are used to create microelectronic devices, microelectromechanical systems, optical
instruments, decorative elements and special protective coatings [116]. Nevertheless,
there is the possibility of the failure of films used in the microelectronic devices,
which is a significant barrier to improving their functional properties.

The effect of a stress state on their debonding and fracture was detected at the
very beginning of the use of film coatings. Mechanical damages to products are often
the result of brittle fracture or plastic deformation caused by surface defects and
heterogeneities that are formed during the production or further operation of devices.
Thus, it is necessary to minimize the number of defects in micro and nanosized
structures otherwise their performance will be insufficient [55].

One of the main processes leading to surface defect formation is the mechanism
of morphological instability. This results in the formation of roughness on the film
surface due to diffusion processes during film growth or annealing [15;16] as well as
other phase changes [117; 118]. Due to the lattice mismatch, misfit stresses arise in
the film-substrate system and can reach values of 1 – 2.5 GPa [57]. One of the stress
relaxation mechanisms is associated with the nucleation of dislocations near the
interfacial boundary [24]. However, there are other stress relaxation mechanisms,
for example, diffusion of atoms along free or interfacial surfaces. In contrast to
macroscale materials, in thin-film coatings — structures with very small linear size,
large stress and temperatures — diffusion processes have a significant effect on the
evolution of the film surface. [55]. Surface diffusion involves the motion of atoms
and atomic clusters along the film surface, which can lead to a change in surface
profile. The surface roughness and misfit stresses lead to the stress concentration
and cracking. The Fig. 1 shows transmission electron microscopy image (TEM) of
the film coating, demonstrating the nucleation of defects.
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Figure 1 — Cross-section TEM image of 50-nm-thick a 𝑆𝑖0.78𝐺𝑒0.22 (A),
V–shaped defect (B), wedge–shaped defect (C) [57;113]

It should be noted that there are also positive aspects of surface patterns
formation. The roughness of the free surface and interphase is fundamental in
some applications. For example, the surface relief has a positive effect on the anti–
reflective properties of optical devices [77]. Formation of surface relief can be used
in the production of quantum dots [29;57], which have unique electrical and optical
properties. These structures serve as a foundation for developing a plurality of new
microelectronic devices such as single-electron transistors, quantum semiconductor
lasers, light-emitting diodes (LED) and photoelectric elements [43] (Fig. 2 shows
the scanning electron microscopy image (SEM) of the patterned surface of the LED
coating, which allows to improve the light output). To fabricate flexible electronic
devices, a special relief is formed on the substrate to improve the adhesion of the
circuit components [97; 144]. Control of surface relief formation allows to produce
the hydrophobic coatings, which are widely used in engineering and construction
[121]. The microrelief of the surface plays an important role in determining cell
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Figure 2 — SEM images of 𝑍𝑛𝑂 nanopatterns fabricated on the uneven
LED surface including metal electrode (A)

and tilted view of 𝑍𝑛𝑂 corrugations on 𝐼𝑛2𝑂5𝑆𝑛 layer [87]

adhesion and affects the biocompatibility of materials. Recently, special coatings
with predetermined relief were used for improving cell adhesion [120]. Thus, the
surface evolution problem has interest from both applied and fundamental points of
view.

There are two main approaches to describe the thermodynamics of
surface/interface phenomena: diffuse interface and sharp interface model. The idea
that the interfacial layer has a non-zero thickness is used in the Cahn –Hillard
theory of non-equilibrium phase transitions. The boundaries of the diffuse interface
are determined in the constant density areas of each material. This approach was
widely used to study solidification [36; 102], solid phase transformation [98], grain
growth and coarsening [42; 145]. Moreover, the Cahn –Hillard theory was used for
modeling tumor growth [79; 146] as well as in the recovery of corrupted binary
image [35; 136]. Some other applications of the Cahn – Hillard model can be found
in [86]. Another approach follows from the Gibbs surface thermodynamics [58]. Gibbs
considered the material boundary as a layer with a zero thickness. Based on Gibbs
thermodynamics, Mullins and Sekerka [107; 108; 124] investigated the phenomenon
of morphological instability in solids controlled by surface diffusion. They examined
the surface and interface perturbations during growth of mono- and polycrystals
considering the variation of chemical potential along the curved boundaries. Thus,
the chemical potential gradient driving the mass transport process was associated
with the surface/interface curvature. Later, the Mullins – Sekerka model of the
morphological instability was applied in different fields of science. In [112; 148], the
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approach was proposed for the description of the process of molten iron penetration
into the mantle leading to extraordinary geophysical phenomena. Destruction of red
blood cells was also investigated due to mechanical interaction with growing ice
crystals during freezing [80]. Similarly to Mullins – Sekerka morphological instability
mechanism, in [119] there is a model proposed to describe the epithelium instability
during tumor growth. Also, the mechanism of branch growth in plants was considered
similar to the formation of structures during the crystal growth [53]. It is worth to
note that the results of diffuse and sharp interface models are in a good agreement
if the interface thickness in the diffuse interface model is sufficiently small [99;137].

Morphological instability in solids may occur not only during the phase
transitions. Based on sharp interface model, Asaro and Tiller [30] found that
the surface of a solid subjected to uniaxial stress is unstable against diffusional
perturbations with wavelengths larger than a critical value. In their model, the
flow of atoms was considered proportional to the gradient of chemical potential
along the surface. Later, their result was replicated independently of each other
by Grinfeld and Srolovitz [69; 133]. The theoretical results were confirmed by a
number of experiments. Torii and Balibar [139] made a series of experiments with a
nonhydrostatically stress crystal helium. They found that when stress reaches some
critical value, large grooves are formed on the crystal surface. The similar study was
conducted by Berrehar [32]. It was shown that the grooves or quasi-periodic cracks
are formed on the film surface under uniaxial tension. Experiments also showed that
in addition to slight waviness [147], the sharp cusps and valley are formed on the
film surface [83] and in some cases the film can decay into the islands [50] (Fig. 3
shows the island formation during annealing). Some other results of experimental
studies devoted to the formation of thin-film coatings surface relief can be found in
the works of Panin, Shugurov, Betehtin and others [7; 33;115].

In the original Asaro–Tiller–Grinfield (ATG) instability model, the gradient of
chemical potential, additionally to surface curvature, was associated with the stress
variation along the perturbed surface. However, there are other factors affecting the
evolution of free/interfacial boundaries in solids. The morphological instability of
the solid surface caused by electric current was studied in [39; 47; 70]. In the works
[59;60;88], a theoretical model was developed describing the interfacial morphological
instability under the electric current and a non-uniform field of mechanical stresses.
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Figure 3 — Cross-section TEM image of 50-nm-thick a 𝑆𝑖0.78𝐺𝑒0.22

annealed at 800 °C for 20 min (A) and 1 h (B) [113]

The effect of the wetting layer on the morphological instability of the film coating
was also investigated [123]. In [5;8;11;114;129], the influence of the volume diffusion
associated with the capillary effect was taken into account in addition to mass
transfer along the surface.

To date, extensive studies have been carried out extending ATG model
to describe the surface/interface morphological evolution in solids with voids
and microchannels, inhomogeneities of cylindrical and spherical shape, core-shell
heterostructures, mono- and multilayered film coatings [28; 40; 41; 49; 54; 56; 85;
130]. The instability of coherent interfaces between two joined materials were
discussed in [25–27; 68; 84]. Other references on this topic could be found in [71].
However, most of these works have ignored the effect of surface/interface elasticity,
assuming that it is relatively small in comparison with the bulk elastic behavior.
Nonetheless, the impact of surface/interface stress becomes significant in mechanics
and thermodynamics of nanostructured materials [11; 37;52;65;89;95;109;110].

The research works in the field of surface/interface elasticity have attracted
considerable attention in the recent years due to the increasing number of
engineering applications involving nanoscale structures, such as, topological elements
of integrated circuits, quantum dots, porous semiconductors. Several mathematical
methods and techniques have been developed to study the surface/interface
phenomenon in solids. Herring and Shuttleworth found that the difference between



116

the surface stress and surface energy is equal to the change in surface energy
associated with the elastic deformation of the surface. In the works [1; 4; 9; 38],
it was assumed that such changes are very small and surface stress was taken equal
to surface energy. To take into account the elastic deformation of free and interfacial
surfaces, Gurtin and Murdoch [73; 74] developed a model in which surface domain
was presented as elastic membrane ideally adhering to the underlying bulk phase.
The stress resultants acting in membrane were defined as surface stresses and the
constitutive relations were formulated coupling surface stress tensor and the surface
strain measure. In [105], the results, derived on the basis of the continuum model
including the Gurtin–Murdoch constitutive equations, have been compared with
atomistic simulations based on the embedded atom method. The comparison showed
a good agreement between both modelling approaches. Later, Gurtin–Murdoch
model was expanded by Steigmann and Ogden, taking into account the influence
of the surface/interface bending stiffness [134; 135]. Considering the deformation of
the heterogeneous structure, Benveniste and Miloh modeled the interfacial region
as a thin elastic layer with the properties different from the bulk materials [31]. It
was also shown that with a decrease in the thickness of the interfacial layer, this
approach gives the same results as Gurtin–Murdoch and Steigmann–Ogden models.
Other approaches to study the effect of surface and interfacial elasticity can be found
in [38;48;101;128]. Nevertheless, due to its simplicity, the Gurtin–Murdoch’s model
remains one of the most widely used models describing the influence of the surface
on the overall behavior of a solid.

Recently, the Gurtin–Murdoch (GM) model has been successfully applied
to study the effect of surface/interface elasticity on the mechanical properties
of nanosized specimens and nanostructured materials [23; 34; 45; 61; 63; 66; 127].
Comprehensive review of research literature on this subject is given in [51;81;82;106;
143]. In [72;75;76;103], the theoretical frameworks, which described rearrangement
of solid surface/interface coupling diffusion and bulk-surface/interface elastic
interactions, were developed.

The current work is also devoted to the rearrangement of free and interfacial
surfaces. However, in contrast to the above works, here we investigate morphological
stability based on ATG–model. Using GM–model, the change in surface/interfacial
energy associated with the deformation of materials will be taken into account. This
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allows to analyze the effect of the elastic constants characterizing the mechanical
behavior of free/interfacial surfaces, among other parameters

Relevance of the topic
Experimental studies have shown that roughness can be already formed on

free surfaces and interfaces of film coatings at the stage of fabrication. Later, in the
process of exploitation, these defects evolve resulting in a deterioration in the quality
of devices created on their basis. Therefore, investigation of the processes leading
to the growth of surface and interfacial defects in film coatings is an important
technological problem. It should be noted that in most of the theoretical works
which have been aimed to understand the surface pattern formation in solids, the
surface elasticity effect was neglected since it was believed to be relatively small in
comparison with the bulk elastic behavior. However, numerous experimental and
theoretical results demonstrate that the impact of surface stress become important
in the mechanics and thermodynamics of nanostructured materials.

The aim and objectives of the research
The main aim of this study is to develop and analyze mathematical models of

morphological instability of free and interfacial surfaces of solids and film coatings
based on constitutive equations of thermodynamics and the theory of elasticity.

To achieve this aim, the following objectives were set:
∙ Derive evolution equations describing the kinetics of the self-organization of

the surface/interface of the solid and the film coating during diffusion mass
transfer along the surface/interface.

∙ Obtain thermodynamic stability conditions of the surface/interface and
determine the corresponding critical size of topological defects.

∙ Examine the effect of physical and geometric parameters of the problem on
the roughness growth on surface/interface.

Thesis statements to be defended
∙ A model of morphological instability of the multilayer film surface coating

during surface diffusion taking into account constant surface stresses.
∙ A model of the morphological instability of a nanostructured solid surface

under surface diffusion taking into account the surface elasticity.
∙ A model of the morphological instability of the ultrathin film surface under

surface diffusion taking into account the surface and interface elasticity.
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∙ A model of the morphological instability of a nanostructured interface
between two materials under surface diffusion taking into account the
interface elasticity.

Methods of research
The proposed methods and approaches for studying the effect of

surface/interface stress on the formation of surface defects in solids and thin-
film coatings are related to the construction of an analytical solution of the
coupled problem of mechanics and thermodynamics. Based on the Gurtin – Murdoch
constitutive equations, the influence of surface/interface elasticity is taken into
account. New mathematical models describing the process of self-organization of
the free surface of solids, film coatings, and the interfacial boundaries are developed.
To derive the evolution equation giving the velocity of topological defect growth,
we use the Gibbs thermodynamic approach, the theory of surface/interface and
bulk elasticity, the boundary perturbation method, complex variable method and
differential equations. Numerical results are obtained in the Maple software package.
Visualization of the results is carried out using the Matplotlib library of the Python
language.

Scientific novelty
∙ For the first time, the influence of the surface/interface elastic properties is

taken into account in the analysis of the thermodynamic instability of the
free surfaces and interfaces in layered materials.

∙ The effect of surface diffusion on the evolution of the nanostructured solid
surface is investigated.

∙ The influence of film thickness, initial surface undulation wavelength,
surface/interface and bulk elastic parameters, longitudinal stress and the
residual surface/interface stress on morphological stability of film surface is
analyzed.

∙ The impact of the wavelength of interface undulation between two materials,
elastic of interphase and bulk domains, residual interface stress and
longitudinal stress on the growth of the interfacial topological defects is
studied.
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Theoretical and practical significance of the work
Due to the fact that the problems are formulated in a general formulation, the

results of the study have many applications. The production of composite structures
with specified topological properties is one of the main directions of development
in the electronics industry. For example, a special relief is formed on the substrate
to improve the adhesion of the circuit components for the fabrication of flexible
electronics devices. Also, the microrelief of the implant surface plays an important
role in determining cell adhesion and affects the biocompatibility of materials. The
fundamental aspect of the significance of the work is that the studies of the self-
organization of free and interfacial surfaces of film coatings give many important
information on the physicomechanical behavior of the composite.

Reliability of the results
The reliability of the obtained results is ensured by the correctness of the

problem formulation taking into account current concepts of solid mechanics. It is
also confirmed by the publication of new results in scientific journals and discussion
of the results at international conferences and scientific seminars. The qualitative
theoretical results are in good agreement with the known experimental ones and,
in general, show an adequate behavior of the stressed solid surfaces under diffusion
mass transfer.

Approbation of work The results of the work were presented at the seminars
of the Department of Computational Methods in Continuum Mechanics of Saint
Petersburg State University and international conferences:

∙ The XLV annual international conference «Control Processes and Stability»
(CPS’14), April 1 – 4, 2014, St. Petersburg, Russia;

∙ The XLVI annual international conference «Control Processes and Stability»
(CPS’15), April 6 – 9, 2015, St. Petersburg, Russia;

∙ The III international conference «Stability and Control Processes
Conference» in memory of Prof. Vladimir Zubov, October 5 – 9 2015,
St. Petersburg, Russia;

∙ The XLVII annual international conference «Control Processes and
Stability» (CPS’16), April 4 – 7, 2016, St. Petersburg, Russia;

∙ The XXII international conference «Saint Petersburg readings on strength
problems», April 12 – 14, 2016, St. Petersburg, Russia
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∙ 44𝑡ℎ International Summer School — Conference «Advanced Problems in
Mechanics» (APM 2016), June 27 – July 2, 2016, St. Petersburg, Russia;

∙ The XLVIII annual international conference «Control Processes and
Stability» (CPS’17), April 3 – 6, 2017, St. Petersburg, Russia;

∙ The VIII International School “Physical Materials Science” with elements of
a scientific school for youth, September 3 – 8, Tolyatti, Russia, 2017;

∙ International Conference «Advanced Materials with Hierarchical Structure
for New Technologies and Reliable Structures», October 1 – 5, 2018, Tomsk,
Russia;

∙ International scientific conference on mechanics «The Eighth Polyakhov’s
Reading», January 30 – February 2, 2018, St. Petersburg, Russia;

∙ The XLIX annual international conference «Control Processes and
Stability» (CPS’18), April 2 – 8, 2018, St. Petersburg, Russia;

∙ The 10𝑡ℎ European Solid Mechanics Conference (ESMC), July 2 – 6, 2018,
Bologna, Italy;

∙ The L annual international conference «Control Processes and Stability»
(CPS’19), April 8 – 9, 2019, St. Petersburg, Russia;

∙ The LI annual international conference «Control Processes and Stability»
(CPS’20), April 20 – 24, 2020, St. Petersburg, Russia;

∙ The IV international conference «Stability and Control Processes
Conference» in memory of Prof. Vladimir Zubov, October 5 – 9 2021,
St. Petersburg, Russia;

∙ International scientific conference on mechanics «The Ninth Polyakhov’s
Reading», March 9 – 11, 2021, St. Petersburg, Russia;

∙ The LII annual international conference «Control Processes and Stability»
(CPS’21), April 5 – 9, 2021, St. Petersburg, Russia.

Publications
The main results related to the dissertation topic are presented in 19 papers [9–

13;19–22;90;91;93;94;129–132;140;141], 3 of which are published in journals included
in the list of the Higher Attestation Commission [11;131;132], 9 indexed by SCOPUS
and Web Of Science [90;93;94;129–132;140;141].
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Supporting
The work is supported by Russian Foundation for Basic Research under Grant
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Structure and scope of work
The work consists of the introduction, four chapters and conclusion, and

contains 98 pages, 22 figures and 11 tables. The list of references contains 148 items.
Content of the work
The introduction presents the analysis of modern research on the subject

matter. The relevance of work, its scientific and practical significance is discussed.
Also, the aim and objectives of the research are formulated. The methods of research
as well as thesis statements are given. At the end of the introduction, a summary of
work on each chapter is given.

In Chapter 1 a mathematical model of self-organization of the surface of
a multilayer film coating has been developed based on the Gibbs thermodynamic
approach. Using the Herring – Shuttleworth and Young–Laplace equations, the
constant surface stress is taken into account. Based on the first-order approximation
of boundary perturbation technique, the morphological stability of the multilayer
film coating surface was studied. The dependence of amplitude change on
perturbation wavelength for different geometric and physical parameters is obtained.

Chapter 2 is devoted to the study of the morphological stability of the
nanostructured solid surface. It was assumed that the elastic properties of the
surface and the bulk material are different. Using Gibbs thermodynamic approach,
Asaro–Tiller–Grinfield model, Gurtin–Murdoch surface elasticity theory, boundary
perturbation technique, Goursat–Kolosov complex potentials and Muschelishvili
representation, the explicit dependence of the amplitude change of sinusoidal
perturbation on time, physical and geometric parameters of the task is obtained.
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In Chapter 3 Asaro–Tiller–Grinfield model is extended for the analysis of
the morphological stability of the surface of the ultrathin film coating. Similarly to
Chapter 2, the influence of the elastic properties of the free and interfacial surfaces
in ultrathin film coating are taken into account using the Gurtin–Murdoch model
of surface elasticity. An evolution equation describing the change of surface profile
amplitude with time is derived. To solve this equation, it was necessary to find
out the stress distribution along the undulated boundary. Based on the obtained
solution, the effect of the physical and geometric parameters on the morphological
stability of film surface coating is analyzed.

In Chapter 4 a theoretical method for analysis of heteroepitaxial interface
stability is developed taking into account its elastic properties. Based on Gibbs
thermodynamics, we derive the evolution equation, which describes the change of
interface profile with time. In this study, the change of interface relief is driven
by bulk and interface stress fields as well as interface curvature. To find the stress
distribution along the boundary, we use the asymptotic method described in the
works of Grekov and Kostyrko. The effect of coating-to-substrate stiffness ratio,
interface elastic parameters, residual interface stress, longitudinal stress and diffusion
coefficients on the interface morphological stability is investigated.

In conclusion, the main results of work are given.
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Chapter 1

Morphological stability of multilayer film surface

This chapter describes the mathematical model of the morphological instability
process associated with the multilayer thin-film coating loaded under plane strain
conditions. The experimental results show that surface morphology can form a range
of configurations including a weak undulation [147], sharp hills and grooves [83] and
islands [50]. In this study, the process of formation of topological defects in the
multilayer film coating is considered as the evolution of the periodic surface relief
under the assumption that only its amplitude changes.

Due to the lattices mismatch, the film structure subjects to misfit stress. It is
assumed that the free surface can change the shape due to mass transfer in order to
minimize the total energy. Surface diffusion is considered as the main mechanism of
the morphological instability of the film surface [90]. It is supposed that the atomic
flow along the surface is proportional to the gradient of the chemical potential. The
equation describing the movement of the solid boundary in the normal direction is
derived from the mass conservation law.

1.1 Problem formulation

Consider an isotropic multilayer film coating of a total thickness

ℎ𝑓 =
𝑁∑︀
𝑗=1

ℎ𝑗, which consists of 𝑁 dissimilar layers and deposited on a substrate

under plane strain conditions (see Fig. 1.1). This system is modeled as an elastic

inhomogeneous half-plane 𝐵 =
𝑁+1⋃︀
𝑗=1

𝐵𝑗 with undulated boundary 𝑆1 and rectilinear

boundaries 𝑆𝑗
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Figure 1.1 — A model of multilayer film coating with undulated surface

𝑆1 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁1 = 𝑥1 + 𝑖 [ℎ𝑓 + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)]} , 𝑓(𝑥1) = 𝑎 cos(𝑏𝑥1),

𝑆𝑗 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁𝑗 = 𝑥1 + 𝑖𝐻𝑗} , 𝑗 = 2,𝑁 + 1, 𝜀(𝜏) = 𝐴(𝜏)/𝑎,

𝐻𝑖 = 𝐻𝑖+1 + ℎ𝑖, 𝑖 = 1,𝑁, 𝐻𝑁 = ℎ𝑁 , 𝐻𝑁+1 = 0, 𝐻1 = ℎ𝑓 ,

(1.1)

𝐵1 = {𝑧 : 𝐻2 < 𝑥2 < ℎ𝑓 + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} ,

𝐵𝑗 = {𝑧 : 𝐻𝑗+1 < 𝑥2 < 𝐻𝑗} , 𝑗 = 2,𝑁, 𝐵𝑁+1 = {𝑧 : 𝑥2 < 0} ,
(1.2)

where 𝑧 = 𝑥1+𝑖𝑥2 is a complex variable, 𝑥1 and 𝑥2 are axes of Cartesian coordinates,
ℎ𝑁 is thickness of the 𝑁 -th layer, 𝑎 is the undulation wavelength, 𝑏 = 2𝜋/𝑎 is the
wavenumber, and 𝐴(𝜏) is the amplitude of the periodic relief of the surface 𝑆1 at
time 𝜏 .

In accordance with the Gibbs thermodynamics [58], we take into account
the surface stress 𝜎𝑠, which is assumed to be constant and independent of the
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surface deformation [67]. The condition of the mechanical equilibrium of the surface
is formulated in terms of the generalized Young – Laplace low. In the case of the
constant surface stress, it has the following form [4;38]

𝜎𝑛𝑛(𝜁1) = 𝜅(𝜁1)𝜎
𝑠, 𝜎𝑛𝑡(𝜁1) = 0, 𝜁1 ∈ 𝑆1, (1.3)

where 𝜅 is a local curvature of the boundary 𝑆1.
The conditions at interfaces 𝑆𝑗 (𝑗 = 2, 𝑁 + 1) are as following [11]

∆𝑢(𝑧𝑗) = lim
𝑧→𝑧𝑗+𝑖𝐻𝑗

𝑢(𝑧) − lim
𝑧→𝑧𝑗−𝑖𝐻𝑗

𝑢(𝑧) = 0,

∆𝜎(𝑧𝑗) = lim
𝑧→𝑧𝑗+𝑖𝐻𝑗

𝜎(𝑧) − lim
𝑧→𝑧𝑗−𝑖𝐻𝑗

𝜎(𝑧) = 0,

(1.4)

where 𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2, 𝜎 = 𝜎𝑛𝑛 + 𝑖𝜎𝑛𝑡; 𝑢1,𝑢2 are displacements along corresponding
axes of Cartesian coordinates 𝑥1, 𝑥2; 𝜎𝑛𝑛, 𝜎𝑛𝑡 are components of the stress vector 𝜎

at the area with unit normal n in the local Cartesian coordinate system (𝑛,𝑡) (vector
n is perpendicular to the boundary 𝑆1 and the interface 𝑆𝑗 in n Eq. (1.1));

In linear elasticity theory, the components of the strain tensor 𝜀𝑗𝑘 and the
displacement 𝑢 are related by the Cauchy relations [18]

𝜀11 =
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

, 𝜀22 =
𝜕𝑢2
𝜕𝑥2

, 𝜀12 =
𝜕𝑢1
𝜕𝑥2

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑥1

.
(1.5)

The components of the strain tensor 𝜀𝑗𝑘 and the stress tensor 𝜎𝑗𝑘 of an elastic
body are related by the generalized Hooke’s law

𝜎𝑛𝑛(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑛𝑛(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑡𝑡(𝑧),

𝜎𝑡𝑡(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑡𝑡(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑛𝑛(𝑧), 𝜎𝑛𝑡(𝑧) = 2𝜇𝑗𝜀𝑛𝑡(𝑧),

𝜎33(𝑧) =
𝜆𝑗

2(𝜆𝑗 + 𝜇𝑗)
[𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧)] , 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = 1, 𝑁 + 1,

(1.6)

where 𝜆𝑗, 𝜇𝑗 are the Lame constants of the phase 𝐵𝑗.
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It is assumed that due to the lattice mismatch between different layers the
film structure is stressed. Then, the conditions at infinity are as following

lim
𝑥2→−∞

𝜎22 = lim
𝑥2→−∞

𝜎12 = lim
𝑥2→−∞

𝜔 = 0, lim
𝑥2→−∞

𝜎11 = 𝜎𝑁+1, (1.7)

where 𝜔 is the rotation angle of a material particle.
It is necessary to determine the dependence of the amplitude change 𝐴 of the

film coating relief (1.1) and (1.2) on time 𝜏 via surface diffusion. It is assumed that
the morphological evolution of the stressed film surface occurs due to the surface
diffusion caused by the non-uniform distribution of the chemical potential along the
surface.

1.2 Chemical potential and growth rate of topological defects

The concept of chemical potential was introduced by Gibbs when he
investigated the chemical equilibrium of a deformable solid in contact with the same
material in a dissolved form. Later, this approach was applied in a number of other
studies. In the presented research the chemical potential is considered as an increase
in free energy per unit of added volume, as in the works [4; 15;16;30;71].

In accordance with the Gibbs [58] approach, the bulk material and its surface
are considered as different phases. Specifically, the solid surface is modeled as an
elastic membrane that is coherently connected to the bulk material.

Considering constant temperature, the total free energy is equal to the sum of
the elastic strain energy and the surface energy

𝐸(𝜏) =
∫︀
𝐵 𝑈𝑑𝐵 +

∫︀
𝑆 𝑈𝑠𝑑𝑆. (1.8)

In Eq. (1.8) , 𝐵 is the volume of the bulk material, 𝑆 is the surface
corresponding to this volume, 𝑈 is a strain energy and 𝑈𝑠 is surface energy calculated
on the surface.
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It is assumed that the solid is in mechanical equilibrium at any moment of
time. However, it is not necessarily in thermodynamic equilibrium, which is defined
as a state with minimal free energy.

According to the second law of thermodynamics, a system that is not in
thermodynamic equilibrium tends to reduce its free energy. The rate of free energy
change, described by the local normal rate 𝑉𝑛 of the boundary movement, can be
written as follows:

𝐸̇(𝜏) =

∫︁
𝐵

𝜕𝑈

𝜕𝜏
𝑑𝐵 +

∫︁
𝑆

𝑈𝑉𝑛𝑑𝑆 +

∫︁
𝑆

𝜕𝑈𝑠

𝜕𝜏
𝑑𝑆 −

∫︁
𝑆

𝜅𝑈𝑠𝑉𝑛𝑑𝑆, (1.9)

where 𝜅 is the local curvature of the surface.
In Eq. (1.9), the first term is the change in the total energy caused by the

change in the elastic strain energy; the second term is associated with a change
in the boundary of the bulk phase; the third term is related to the change in the
energy of the free surface, and the last one is associated with the curvature of the
free surface [55].

Since we consider an isolated system, the sum of the first and third terms in
(1.9) is equal to zero.

Then the rate of free energy change can be written as follows:

𝐸̇(𝜏) =

∫︁
𝑆

(𝑈 − 𝜅𝑈𝑠)𝑉𝑛𝑑𝑆. (1.10)

The term 𝑉𝑛𝑑𝑆 can be interpreted as the local rate of adding (𝑉𝑛 > 0) or
removing (𝑉𝑛 < 0) material. Following Freund [55], the local chemical potential for
the surface can be defined as

𝜒 = (𝑈 − 𝜅𝑈𝑠)Ω, (1.11)

where Ω is the atomic volume.
If the chemical potential in some region is less than in the neighboring one, the

atoms diffuse into the region of the lower chemical potential, thereby reducing the
free energy of the system. Thus, the flow of atoms along the surface is proportional
to the gradient of the chemical potential [30; 55]
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𝐽 = −𝐷𝑠𝐶𝑠

𝑘𝑏𝑇

𝜕𝜒

𝜕𝑠
, (1.12)

where 𝐷𝑠 is the surface sel-diffusivity, 𝐶𝑠 is the number of diffusing atoms per unit
area, 𝑘𝑏 is the Boltzmann constant and 𝑇 is the absolute temperature. Differentiation
by the parameter 𝑠 means differentiation in the direction tangent to the surface.

It should be noted that the uniformity of the chemical potential distribution
is one of the conditions of the thermodynamic equilibrium.

Figure 1.2 — Diffusion along the surface element

To determine the rate of boundary displacement, consider the volume flow
near the surface, as it is shown in Fig. 1.2. Due to the conservation of mass, the
velocity in normal direction of the surface element is proportional to the atomic flux
divergence

𝑉𝑛 = −Ω
𝜕𝐽

𝜕𝑠
. (1.13)

1.3 Linear analysis of surface morphological evolution

Equation (1.13) may be rewritten as the evolution equation which gives the
change of surface profile (1.1) with time [11;90]

𝜕𝑔(𝑥1,𝜏)

𝜕𝜏
= 𝐾𝑠ℎ(𝑥1,𝜏)

𝜕2

𝜕𝑠2
[𝑈(𝜁1,𝜏) − 𝜅(𝑥1,𝜏)𝑈𝑠(𝜁1,𝜏)] , 𝜁1 ∈ 𝑆1,

𝑔(𝑥1,𝜏) = 𝐻1 + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1), 𝐾𝑠 =
𝐷𝑠𝐶𝑠Ω

2

𝑘𝑏𝑇
,

(1.14)

where ℎ is the metric coefficient [18] and 𝑠 is the length of the arc along 𝑆1.
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The surface stress 𝜎𝑠 is related with the surface energy 𝑈𝑠 by the Herring –
Shuttleworth relation [1; 78;128]

𝜎𝑠(𝜁1,𝜏) = 𝑈𝑠(𝜁1,𝜏) +
𝜕𝑈𝑠(𝜁1,𝜏)

𝜕𝜀𝑡𝑡(𝜁1,𝜏)
. (1.15)

Since we consider a weak change in the surface profile and assume that diffusion
in solids is a slow process, it is expected that the surface energy 𝑈𝑠 does not change
along the surface during deformation in this chapter, as in [4]. Then the Eq. (1.15)
gives

𝑈𝑠(𝜁1,𝜏) = 𝜎𝑠, 𝜁1 ∈ 𝑆1. (1.16)

In order to integrate the equation (1.14), the strain energy 𝑈 should be found.
Since we study a weak change in the surface relief, the components of the stress and
strain tensor are seeking in the first-order approximation of boundary perturbation
technique

𝜎𝑛𝑛(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜎𝑛𝑛(1)(𝑧), 𝜎𝑛𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜎𝑛𝑡(1)(𝑧),

𝜀𝑛𝑛(𝑧,𝜏) = 𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜀(𝜏)𝜀𝑛𝑛(1)(𝑧), 𝜀𝑛𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜀𝑛𝑡(1)(𝑧),

𝜎𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜎𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜎𝑡𝑡(1)(𝑧), 𝜀𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑧).

(1.17)

It should be noted that 𝜎𝑛𝑛(0)(𝑧) = 𝜎𝑛𝑡(0)(𝑧) = 𝜀𝑛𝑡(0)(𝑧) = 0, according to (1.6)
and (1.7).

The elastic strain energy 𝑈 is found by the Clapeyron formula

𝑈(𝑧,𝜏) =
1

2
𝜎𝛼𝛽(𝑧,𝜏)𝜀𝛼𝛽(𝑧,𝜏), (1.18)

where is the summation by repeated indexes 𝛼𝛽 = {1, 2} performed.
The expressions for the metric coefficient ℎ and the local curvature 𝜅 of

the undulated surface 𝑆1 are also written in the first-order approximation of the
boundary perturbation method [129]

𝜅(𝑥1,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝑓 ′′(𝑥1), ℎ(𝑥1,𝜏) = 1. (1.19)



130

Substituting (1.17) and (1.19) into (1.14), we obtain an ordinary differential
equation describing the change of the surface amplitude profile with time:

𝑑𝐴(𝜏)

𝑑𝜏
𝑓(𝑥1) =

1

2
𝐴(𝜏)𝐾𝑠

𝑑2

𝑑𝑥21

[︀
𝜀𝑛𝑛(0)𝜎𝑛𝑛(1)(𝑥1)+

+𝜎𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑥1) + 𝜀𝑡𝑡(0)𝜎𝑡𝑡(1)(𝑥1) − 𝜎𝑠𝑓 ′′(𝑥1)
]︀
.

(1.20)

As noted above, to integrate the equation (1.20), it is necessary to find the
stress – strain state of the system (1.1) – (1.7). The corresponding boundary value
problem was considered by Grekov and Kostyrko [64]. In accordance with [64], the
solution of the original problem for a multilayer structure is represented as the
sum of the problem solution for a half-plane with a undulated boundary 𝑆1 and
the solutions of 𝑁 problems for two-component planes with rectilinear interfaces
𝑆𝑗, 𝑗 = 2, 𝑁 + 1. In the first problem, the boundary is subjected to an unknown
load, and in the other problems, there are unknown jumps in the stress and
displacement vectors.

In accordance with the superposition technique [2; 64], the solution of
formulated problem of linear elasticity (1.1) – (1.7) is represented as

𝐺(𝑧) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐺𝑘

𝑘(𝑧) + 𝐺𝑘+1
𝑘 (𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵𝑘, 𝑘 = 1,𝑁,

𝐺𝑁+1
𝑁+1(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵𝑁+1,

(1.21)

𝐺𝑘
𝑗 (𝑧,𝜂𝑗) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜎𝑘(𝑧), 𝜂𝑗 = 1

−2𝜇𝑗
𝑑𝑢𝑘

𝑑𝑧
, 𝜂𝑗 = −κ𝑗

, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑘, 𝑗 = 1,𝑁 + 1. (1.22)

Here, 𝜅𝑗 = 3 − 4𝜈𝑗; 𝜈𝑗 is Poisson’s ratio of the 𝐵𝑗, 𝜎𝑘 and 𝑢𝑘 are the stress and
displacement vectors in the problem with number 𝑘, similar to 𝜎 and 𝑢; 𝑘,𝑗 =

1,𝑁 + 1. The derivative is taken along the area with normal n, i.e. in the direction
of the axis 𝑡.
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In the first problem (1.21) and (1.22), it is supposed that unknown self-
balanced periodic load 𝑝 is applied to the periodic curvilinear boundary 𝑆1 of the
homogeneous half-plane

𝜎1(𝜁1) = 𝑝(𝜁1),

∫︁ +∞

−∞
𝑝(𝜉)𝑑𝜉 = 0, 𝜁1 ∈ 𝑆1. (1.23)

The stress tensor components 𝜎1
𝛼𝛽 (𝛼𝛽 ∈ {1,2}) and the rotation angle of a

material particle 𝜔1 is specified as follows:

lim
𝑥2→−∞

𝜎1
11 = 𝜎1

1, lim
𝑥2→−∞

𝜎1
22 = lim

𝑥2→−∞
𝜎1
12 = lim

𝑥2→−∞
𝜔1 = 0. (1.24)

In the problem 𝑘 ( 𝑘 = 2,𝑁 + 1 ), the coupled deformation of two dissimilar
half-planes 𝐷𝑘−1

⋃︀
𝐷𝑘 with elastic properties of the corresponding phases 𝐵𝑘−1 and

𝐵𝑘 is caused by the unknown jumps of stresses ∆𝜎𝑘 and displacements ∆𝑢𝑘 at the
rectilinear interface 𝑆𝑘 under longitudinal remote load 𝜎𝑘

𝑗 in 𝐷𝑗 (𝑗 = 𝑘 − 1,𝑘)

∆𝜎𝑘 = 𝜎𝑘+(𝑧𝑘) − 𝜎𝑘−(𝑧𝑘), ∆𝑢𝑘 = 𝑢𝑘+(𝑧𝑘) − 𝑢𝑘−(𝑧𝑘),

lim
𝑥2→+∞

𝜎𝑘
11 = 𝜎𝑘

𝑘−1, lim
𝑥2→−∞

𝜎𝑘
11 = 𝜎𝑘

𝑘 ,

lim
𝑥2→±∞

𝜎𝑘
22 = lim

𝑥2→±∞
𝜎𝑘
12 = lim

𝑥2→±∞
𝜔𝑘 = 0.

(1.25)

According to [64], quantities 𝜎1
1, 𝜎𝑘

𝑘−1, 𝜎𝑘
𝑘 (𝑘 = 2,𝑁 + 1) are found from

recurrence relations which follow from conditions (1.4) in the case of the coating
with the flat surface

𝜎𝑁+1
𝑁+1 = 𝜎𝑁+1, 𝜎𝑁−2𝑟+1

𝑁−2𝑟 =
𝜇𝑁−2𝑟(1 + κ𝑁−2𝑟+1)

𝜇𝑁−2𝑟+1(1 + κ𝑁−2𝑟)
𝜎𝑁−2𝑟+1
𝑁−2𝑟+1,

𝜎𝑁−2𝑟−1
𝑁−2𝑟−1 =

𝜇𝑁−2𝑟−1(1 + κ𝑁−2𝑟)

𝜇𝑁−2𝑟(1 + κ𝑁−2𝑟−1)
𝜎𝑁−2𝑟+1
𝑁−2𝑟 (𝑁 − 2𝑟 > 1),

𝜎𝑁−2𝑟
𝑁−2𝑟 = 𝜎𝑁−2𝑟

𝑁−2𝑟+1 = 0 (𝑁 − 2𝑟 > 0), 𝑟 = 0,1 . . . .

(1.26)
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Boundary conditions (1.4) and (1.23) at 𝑆𝑘 lead to the system of boundary
equations for unknown functions 𝑝, ∆𝜎𝑘 and ∆𝑢𝑘.

𝑝(𝜁1) + 𝜎2(𝜁1) = 𝜎(𝜁1),

∆𝜎2(𝑧2) + 𝜎1(𝑝,𝑧2) − 𝜎3(∆𝜎3,∆𝑢3′,𝑧2) = 0,

∆𝑢2(𝑧2) + 𝑢1(𝑝,𝑧2) − 𝑢3(∆𝜎3,∆𝑢3′,𝑧2) = 0,

. . .

∆𝜎𝑁+1(𝑧𝑁+1) − 𝜎𝑁(∆𝜎𝑁 ,∆𝑢𝑁 ′,𝑧𝑁+1) = 0,

∆𝑢𝑁+1(𝑧𝑁+1) + 𝑢𝑁(∆𝜎𝑁 ,∆𝑢𝑁 ′,𝑧𝑁+1) = 0.

(1.27)

Thus, the solution of the elasticity problem is reduced to solving the system
(1.27).

According to [64], the stresses 𝜎𝑘(𝑧) and displacements 𝑢𝑘(𝑧) are related to
Goursat–Kolosov complex potentials Φ𝑘

𝑗 and Υ𝑘
𝑗 by the equality

𝐺𝑘
𝑗 (𝑧,𝜂𝑗) = 𝜂𝑗Φ

𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) + Φ𝑘

𝑗 (𝑤𝑘) −
(︁

Υ𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) + Φ𝑘

𝑗 (𝑤𝑘)−

− (𝑤𝑘 − 𝑤𝑘) Φ𝑘 ′
𝑗 (𝑤𝑘)

)︁
𝑒−2𝑖𝛼, 𝑤1 = 𝑧 + 𝑖(𝜀𝑓(𝑥1) −𝐻1),

𝑤𝑘 = 𝑧 − 𝑖𝐻𝑘, 𝑗 = {𝑘 − 1, 𝑘}, 𝑘 = 2, 𝑁 + 1,

(1.28)

where 𝛼 is the angle between axis 𝑡 of the local coordinates 𝑛,𝑡 and axis 𝑥1; Φ1
1

и Υ1
1 are functions that are holomorphic in domains 𝐷1 and ̃︁𝐷1 = {𝑧 : 𝑥1 ∈

𝑅1, 𝑥2 > 𝐻1−𝜀𝑓(𝑥1)}, respectively; Φ𝑘
𝑗 , Υ𝑘

𝑗 are are functions that are holomorphic
in half-planes 𝐷𝑗 and 𝐷𝑟, (𝑟 = {𝑗 − 1, 𝑗}, 𝑟 ̸= 𝑗), respectively; the prime denotes
differentiation with respect to the argument.
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Substituting 𝛼 = 0 and 𝛼 = 𝜋/2 in (1.28) for 𝑥2 → −∞ and taking into
account (1.24) and (1.25), we get the values of complex potentials at infinity

lim
Im𝑤1→−∞

Φ1
1(𝑤1) = lim

Im𝑤1→+∞
Υ1

1(𝑤1) =
𝜎1
1

4
,

lim
|Im𝑤𝑘|→∞

Φ𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) =

𝜎𝑘
𝑗

4
, 𝑤𝑘 ∈ 𝐷𝑗, 𝑗 = {𝑘 − 1, 𝑘},

lim
|Im𝑤𝑘|→∞

Υ𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) =

𝜎𝑘
𝑗

4
, 𝑤𝑘 ∈ 𝐷𝑟, 𝑟 = {𝑘 − 1, 𝑘}, 𝑟 ̸= 𝑗.

(1.29)

In accordance with the first-order approximation of the boundary perturbation
method [2–6;62], we represent the functions Φ𝑘

𝑗 , Υ𝑘
𝑗 , and 𝑝 in the following form:

Ψ(𝑧) = Ψ(0)(𝑧) + 𝜀Ψ(1)(𝑧). (1.30)

Boundary values of functions Φ1
1𝑛, Υ1

1𝑛 and 𝑝𝑛 at Γ1 are expanded into Taylor
series in the vicinity of the line Im𝑤1 = 0, i.e. 𝑧 = 𝑖𝐻1, considering 𝑥1 as
parameter [129]

Ψ(𝑚)(𝜁1) = Ψ(𝑚)(𝑥1) + 𝑖𝜀𝑓(𝑥1)Ψ
′
(𝑚)(𝑥1), 𝑚 = {0,1}, (1.31)

where Ψ(𝑚) is any of the above functions.
In view of relation 𝜀𝑓 ′(𝑥1) = tg𝛼, one can write the following linearization of

an exponential function from (1.28):

𝑒−2𝑖𝛼 = 1 − 2𝑖𝜀𝑓 ′(𝑥1). (1.32)

Taking into account the boundary condition (1.23) and Eqs. (1.28), (1.30)
and (1.31) and equating the coefficients of 𝜀, we come to the following sequence of
boundary value problems:

Υ1
1(𝑚)(𝑥1) − Φ1

1(𝑚)(𝑥1) = −𝑝(𝑚)(𝑥1) + 𝐹 1
(𝑚)(𝑥1), (1.33)



134

where
𝐹 1
0 (𝑥1) = 0,

𝐹 1
1 (𝑥1) = −𝑖𝑓(𝑥1)

[︁
Φ1′

1(0)(𝑥1) + Υ1′
1(0)(𝑥1) + 2Φ1′

1(0)(𝑥1)
]︁

+

+2𝑖𝑓 ′(𝑥1)
[︁
Φ1

1(0)(𝑥1) + Υ1
(0)(𝑥1)

]︁
− 𝑖𝑓(𝑥1)𝑝

′
0(𝑥1).

(1.34)

According to [64], the solution of the boundary value problem (1.33) and (1.34)
can be written using the substitution

Θ(𝑚)(𝑤1) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Υ1

1(𝑚)(𝑤1), Im𝑤1 > 0,

Φ1
1(𝑚)(𝑤1), Im𝑤1 < 0.

(1.35)

Thus, in each approximation of boundary perturbation technique, we get
the Riemann–Hilbert problem, where the unknown functions are represented
as [4; 5; 8; 17]:

Θ(𝑚) = Θ1𝑢
(𝑚) + Θ1𝑑

(𝑚) + 𝐶(𝑚), 𝑚 = {0,1} , (1.36)

where 𝐶0 = 𝜎1
1, 𝐶1 = 0.

The functions Θ1𝑢
(𝑚) and Θ1𝑑

(𝑚) are defined as follows:

Θ1𝑢
𝑘 = − 1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑝𝑘(𝜏)

𝜏 − 𝑤1
𝑑𝜏,

Θ1𝑑
𝑘 =

1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝐹 1
𝑘 (𝜏)

𝜏 − 𝑤1
𝑑𝜏.

(1.37)

It should be noted that since the functions 𝐹 1
(𝑚)(𝑥1) are expressed by the

recurrent formulas (1.34), the function Θ1𝑑
(𝑚) is known and the function Θ1𝑢

(𝑚) should
be defined in each approximation.

The functions Φ𝑘
𝑗 and Υ𝑘

𝑗 related to the problems of joint deformation of two
homogeneous half-planes under the conditions (1.25) are also found from the solution
of the Riemann – Hilbert problems
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Σ𝑘+(𝜉𝑘𝑘) − Σ𝑘−(𝜉𝑘𝑘) = ∆𝜎𝑘(𝑧𝑘),

𝑉 𝑘+(𝜉𝑘𝑘) − 𝑉 𝑘−(𝜉𝑘𝑘) = 2𝜇𝑘−1𝜇𝑘∆𝑢𝑘′(𝑧𝑘),

(1.38)

where Σ𝑘±(𝜉𝑘𝑘) = lim
𝑧→𝑧𝑘±𝑖0

Σ𝑘(𝑤𝑘), 𝑉 𝑘±(𝜉𝑘𝑘) = lim
𝑧→𝑧𝑘±𝑖0

𝑉 𝑘(𝑤𝑘).

The corresponding boundary value relations (1.38) are obtained from the
following boundary conditions

𝐺𝑘+
𝑘−1(𝜉

𝑘
𝑘 ,1) −𝐺𝑘−

𝑟 (𝜉𝑘𝑘 ,1) = ∆𝜎𝑘(𝑧𝑘),

𝜇2𝐺
𝑘+
𝑘−1(𝜉

𝑘
𝑘 ,− 𝜅𝑘−1) − 𝜇1𝐺

𝑘−(𝜉𝑘𝑘 ,− 𝜅𝑘) = −2𝜇1𝜇2∆𝑢𝑘 ′(𝑧𝑘),

𝐺𝑘±
𝑗 (𝜉𝑘𝑘) = lim

𝑧→𝑧𝑘±𝑖0
𝐺𝑖

𝑗(𝑤𝑟), 𝜉
𝑘
𝑘 = 𝑤𝑘(𝑧𝑘),

(1.39)

using auxiliary functions

Σ𝑘(𝑤𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Φ𝑘

𝑘(𝑤𝑘) + Υ𝑘
𝑘−1(𝑤𝑘), Im𝑤𝑘 > 0,

Φ𝑘
𝑘−1(𝑤𝑘) + Υ𝑘

𝑘(𝑤𝑘), Im𝑤𝑘 < 0,
(1.40)

𝑉 𝑘(𝑤𝑘) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜇𝑘−1Φ

𝑘
𝑘(𝑤𝑘) − 𝜇𝑘𝜅𝑘−1Υ

𝑘
𝑘−1(𝑤𝑘), Im𝑤𝑘 > 0,

𝜇𝑘Φ
𝑘
𝑘−1(𝑤𝑘) − 𝜇𝑘−1𝜅𝑘Υ

𝑘
𝑘(𝑤𝑘), Im𝑤𝑘 < 0.

(1.41)
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According to [2; 8; 17], the solution of both Riemann-Hilbert problems (1.38)
is found in the following form:

Σ𝑘(𝑤𝑘) =
1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

∆𝜎𝑘(𝑧𝑘)

𝜏 − 𝑤𝑘
𝑑𝜏 + 𝑠𝑘,

𝑉 𝑘(𝑤𝑘) = −𝜇𝑘

𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

∆𝑢𝑘′(𝑧𝑘)

𝜏 − 𝑤𝑘
𝑑𝜏 + 𝑣𝑘,

(1.42)

where 𝑠𝑘 = 𝑎𝑘−1
𝑘 + 𝑎𝑘−1

𝑘−1 = 𝑎𝑘𝑘−1 + 𝑎𝑘𝑘, 𝑣𝑘 = 𝜇𝑘−1𝑎
𝑘−1
𝑘 − 𝜇𝑘κ𝑘−1𝑎

𝑘−1
𝑘−1 = 𝜇𝑘𝑎

𝑘
𝑘−1 −

𝜇𝑘−1κ𝑘𝑎
𝑘
𝑘.

The complex potentials Φ𝑘
𝑗 , Υ𝑘

𝑗 are found from the Eqs. (1.40) and (1.41)

Φ𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) =

𝜇𝑗Σ
𝑘(𝑤𝑘) − 𝑉 𝑘(𝑤𝑘)

𝜇𝑗 + 𝜇𝑘κ𝑗
,

Υ𝑘
𝑗 (𝑤𝑘) =

𝜇𝑗κ𝑘Σ
𝑘(𝑤𝑘) + 𝑉 𝑘(𝑤𝑘)

𝜇𝑘 + 𝜇𝑗κ𝑘
.

(1.43)

The problem is reduced to a system of Fredholm integral equations of the
second kind

∆𝜎𝑘
𝑚(𝑥1) +

+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘1(𝑥1,𝜏)∆𝜎𝑖
𝑚(𝜏)𝑑𝜉 +

+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘2(𝑥1,𝜏)∆𝜎𝑘
𝑚(𝜏)𝑑𝜏+

+
+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘3(𝑥1,𝜏)∆𝑢𝑘 ′𝑚 (𝜏)𝑑𝜉 +
+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘4(𝑥1,𝜏)∆𝑢𝑘 ′𝑚 (𝜏)𝑑𝜏 = 𝐻𝑘
1(𝑚)(𝑥1),

∆𝑢𝑘 ′𝑚 (𝑥1) +
+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘5(𝑥1,𝜏)∆𝜎𝑘
𝑚(𝜏)𝑑𝜏 +

+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘6(𝑥1, 𝜏)∆𝜎𝑘
𝑚(𝜏)𝑑𝜏+

+
+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘7(𝑥1,𝜏)∆𝑢𝑘 ′𝑚 (𝜏)𝑑𝜏 +
+∞∫︀
−∞

𝐾𝑘8(𝑥1,𝜏)∆𝑢𝑘 ′𝑚 (𝜉)𝑑𝜏 = 𝐻𝑘
2(𝑚)(𝑥1).

(1.44)



137

It should be noted that the system of integral equations (1.44) has a unique
solution on the class of continuous functions for any continuous right-hand side.
So, in the zero-order approximation (𝐻𝑘

1(0) = 𝐻𝑘
2(0)) the system (1.44) has a trivial

solution
∆𝜎𝑘

(0)(𝑥1) = ∆𝑢𝑘(0)(𝑥1) = 0, 𝑘 = 1, 𝑁, (1.45)

that follows from physical considerations [64].
Taking into account (1.29), (1.33), (1.42) and (1.43), we obtain complex

potentials in the zero-order approximation of boundary perturbation method:

Φ𝑘
𝑗(0)(𝑤𝑘) = Υ𝑘

𝑗(0)(𝑤𝑘) = 𝜎𝑘
𝑗 /4 (𝑘 = 1,𝑁 + 1, 𝑗 = {𝑘, 𝑘 − 1}). (1.46)

These potentials correspond to the piecewise uniform stress state of a
composite with a flat surface [64]

𝜎11(0)(𝑧) = 𝜎𝑁+1, 𝑧 ∈ 𝐵𝑁+1,

𝜎11(0)(𝑧) = 𝜎𝑗 =
𝜇𝑗(1 + κ𝑗+1)

𝜇𝑗+1(1 + κ𝑗)
𝜎𝑗+1, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = 1,𝑁.

(1.47)

Since the boundary profile is defined by (1.1), the solution to the problem in
the first-order approximation of boundary perturbation method can be found in the
form

∆𝜎𝑘
(1)(𝑥1) = 𝑃 𝑘

1 sin(𝑏𝑥1) + 𝑄𝑘
1 cos(𝑏𝑥1),

∆𝑢𝑘 ′(1)(𝑥1) = 𝑃 𝑘
2 sin(𝑏𝑥1) + 𝑄𝑘

2 cos(𝑏𝑥1).

(1.48)

Taking into account the properties of the Cauchy integral, the system of
Fredholm equations in each approximation of the boundary perturbation method is
reduced to a system of linear algebraic equations with respect to unknown coefficients
𝑃 𝑘
1 , 𝑃 𝑘

2 , 𝑄𝑘
1, 𝑄𝑘

2, where the free terms 𝐶𝑘
1(1), 𝐶𝑘

2(1), 𝐷𝑘
1(1), 𝐷𝑘

1(1) are the Fourier
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coefficients of known functions 𝐻𝑘
1(1)(𝑥1), 𝐻

𝑘
2(1)(𝑥1)

𝐻𝑘
1(1)(𝑥1) = 𝐶𝑘

1(1) sin(𝑏𝑥1) + 𝐷𝑘
1(1) cos(𝑏𝑥1),

𝐻𝑘
2(1)(𝑥1) = 𝐶𝑘

2(1) sin(𝑏𝑥1) + 𝐷𝑘
2(1) cos(𝑏𝑥1).

(1.49)

Using the expansions (1.48) and (1.49), the system of 2𝑁−2 integral equations
(1.44) is reduced to a system of linear algebraic equations with respect to the
coefficients 𝑃 𝑘

𝑟 , 𝑄𝑘
𝑟 (𝑟 = {1,2}). Explicit analytical relations between the coefficients

𝑃 𝑘
𝑟 , 𝑄𝑘

𝑟 and 𝐶𝑘
𝑟(𝑚), 𝐷

𝑘
𝑟(𝑚) (𝑟 = {1,2}) are obtained using the Maple Software, and

are not given here due to enormous size.
Taking into account the obtained solution of the system of algebraic equations,

the Eqs. (1.21), (1.22), (1.28), (1.35) – (1.37), (1.42), (1.43) allow us to define stress –
strain state of a multilayer film composite in any approximation, and hence, find
the elastic strain energy 𝑈 by the formulas (1.18).

1.4 Numerical results

The solution of the evolution equation (1.20) leads to the following
dependence of the perturbation amplitude on time, initial perturbation wavelength,
layer thicknesses, elastic parameters of layers, diffusion coefficient, surface and
longitudinal stresses

ln

(︂
𝐴(𝜏)

𝐴0

)︂
=𝑅 (𝑎, ℎ1...ℎ𝑁 , 𝜆1...𝜆𝑁 , 𝜇1...𝜇𝑁 , 𝐾𝑠, 𝜎

𝑠, 𝜎0) 𝜏. (1.50)

Note that based on the described approach, the right-hand side of the
expression (1.50) is defined explicitly. However, due to the enormous size of the
resulting expression, it is not given in the work.

As an example, consider a two – layer (𝑁 = 2) film coating. The elastic
parameters of the top layer 𝜆1 = 58.17 GPa and 𝜇1 = 26.13 GPa correspond
to aluminum. For simplicity, we consider a metal-on-metal system, i.e. it is assumed
that the Poisson coefficients of the media materials 𝐵𝑗 (𝑗 = 1,3) are equal to each
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other 𝜈𝑗 = 0.3 (𝑗 = 1,3). As the second independent parameter of isotropic elastic
solid, we consider the shear modules 𝜇𝑗 (𝑗 = 1,3), related as follows: 𝜇1/𝜇2 = 𝑟1,
𝜇2/𝜇3 = 𝑟2; 𝑟1, 𝑟2 are stiffness ratios.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.3 — The dependence of normalized amplitude change 𝐴(𝜏)/𝐴0

on the perturbation wavelength 𝑎

for ℎ1 = 50 nm, ℎ2 = 50 nm (a), ℎ1 = 50 nm, ℎ2 = 100 nm (b),
ℎ1 = 100 nm, ℎ2 = 50 nm (c) and ℎ1 = 100 nm, ℎ2 = 100 nm (d)

Fig. 1.3 shows the dependence of normalized amplitude change 𝐴(𝜏)/𝐴0 on the
perturbation wavelength 𝑎 of free multilayered film surface for different parameters.
The longitudinal stress in top layer is equal to 𝜎1 = 1 GPa and surface stress
𝜎𝑠 = 1 N/m. The wavelength 𝑎 = 𝑎𝑐𝑟 corresponds to the equilibrium state when rate
of growth is equal to zero, i. e. ln(𝐴(𝜏)/𝐴0) = 0. When 𝑎 < 𝑎𝑐𝑟 the relief amplitude
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decreases with time, i.e. the surface is smoothed out. In the case of 𝑎 > 𝑎𝑐𝑟, the
perturbation amplitude increases with time. The wavelength 𝑎𝑚𝑎𝑥 corresponds to
the maximum amplitude change. The wavelengths 𝑎𝑐𝑟 and 𝑎𝑚𝑎𝑥 are presented in the
Tables 1.1 and 1.2.

Table 1.1
The critical wavelength 𝑎𝑐𝑟 of multilayered film coating under tension for various

geometrical and physical parameters

𝑟1 0.3 0.3 3.0 3.0
𝑟2 0.3 3.0 0.3 3.0

ℎ1, nm ℎ2, nm 𝑎𝑐𝑟, nm
50 50 − 300 213 208
50 100 343 314 210 210
100 50 264 259 232 231
100 100 261 261 231 231

Table 1.2
The wavelength 𝑎𝑚𝑎𝑥 of multilayered film coating under tension for various

geometrical and physical parameters

𝑟1 0.3 0.3 3.0 3.0
𝑟2 0.3 3.0 0.3 3.0

ℎ1, nm ℎ2, nm 𝑎𝑚𝑎𝑥, nm
50 50 − 396 282 279
50 100 413 416 279 281
100 50 343 345 309 312
100 100 342 346 310 312

The results show that the critical perturbation wavelength of multilayered
film surface tends to a value corresponding to the equilibria state for a solid without
a film [56] when the top layer thickness increases. With increasing of the second
layer thickness, the effect of the substrate is negligible, and the critical wavelength
corresponds to the case of a monolayer film coating [4]. In addition, it can be seen
that increasing of stiffness ratios leads to decrease of the critical wavelength [11;129].

In the considered system with the parameters ℎ1 = ℎ2 = 50 nm, 𝑟1 = 𝑟2 = 0.3

for any undulation wavelengths film surface smoothing with time.
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Note that in this paper, in contrast to [56; 85], surface stress is taken into
account. This allowed us to estimate the effect of the character of longitudinal
stress. The Tables 1.3 and 1.4 show the wavelengths 𝑎𝑐𝑟 and 𝑎𝑚𝑎𝑥 corresponding
to compression.

Table 1.3
The critical wavelength 𝑎𝑐𝑟 of multilayered film coating under compression for

various geometrical and physical parameters

𝑟1 0.3 0.3 3.0 3.0
𝑟2 0.3 3.0 0.3 3.0

ℎ1, nm ℎ2, nm 𝑎𝑐𝑟, nm
50 50 331 276 205 201
50 100 299 286 203 202
100 50 244 241 221 221
100 100 243 242 221 221

Table 1.4
The wavelength 𝑎𝑚𝑎𝑥 of multilayered film coating under compression for various

geometrical and physical parameters

𝑟1 0.3 0.3 3.0 3.0
𝑟2 0.3 3.0 0.3 3.0

ℎ1, nm ℎ2, nm 𝑎𝑐𝑟, nm
50 50 398 365 271 269
50 100 371 379 269 271
100 50 318 321 296 299
100 100 318 321 297 299

The relative differences between the critical wavelengths, calculated for
different characters of the longitudinal stress, are presented in the Table 1.5
(𝑎±𝑐𝑟 corresponds to tension/compression, respectively).
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Table 1.5
Effect of the longitudinal stress sign

𝑟1 0.3 0.3 3.0 3.0
𝑟2 0.3 3.0 0.3 3.0

ℎ1, nm ℎ2, nm |𝑎+𝑐𝑟 − 𝑎−𝑐𝑟|/𝑎−𝑐𝑟
50 50 − 0.087 0.039 0.035
50 100 0.147 0.098 0.034 0.040
100 50 0.082 0.075 0.050 0.045
100 100 0.074 0.079 0.045 0.045

1.5 Chapter conclusions

This chapter is devoted to the analysis of the morphological stability of the
free surface of a multilayer film coating, taking into account the constant surface
stress. It was assumed that at the initial moment of time, the shape of the free
surface is different from the flat one and described by a periodic function. It was
also considered that the film system is stressed due to the lattice mismatch of
different layers. During stress relaxation, the surface relief may change due to surface
diffusion. The flow of atoms along the surface of the film coating is caused by a
nonuniform stress distribution. To find the stress – strain state, the solution of the
static problem of elasticity is obtained using the approach developed by Grekov and
Kostyrko [64]. Based on the first-order approximation of the boundary perturbation
method, the dependence of perturbation amplitude change on time, physical and
geometric parameters of the problem is obtained. As an example, a two-layer film
coating is considered. The dependence of the normalized amplitude change on the
initial perturbation wavelength for different stiffness ratios and layers thicknesses is
plotted. Based on the obtained results, the following conclusions can be formulated:

∙ the critical wavelength increases with decreasing of stiffness ratios;
∙ the effect of stiffness ratio on the surface morphological stability of a

multilayer film coating increase with decreasing of layers thicknesses;
∙ the impact of the bottom layers decreases when the thickness of top layers

increases;
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∙ the difference in critical wavelength under compressive and tensile stresses
increase with decreasing of top layer thickness in the case of a stiff layer,
and, vice versa, decrease in the case of a soft layer.

It should be noted, that in this chapter the surface stress was considered
constant, i. e. independent of the elastic properties of the surface layer. In the
following chapters, the effect of the elastic properties of free and interfacial
boundaries on their morphological stability are taken into account based on the
Gurtin –Murdoch surface/interface elasticity model.
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Chapter 2

Morphological stability of nanopatterned solid surface

This chapter presents a theoretical approach that allows to predict the
nucleation of surface topological defects under the mechanical loading taking
into account the thermodynamic and elastic properties of solid surface as well
as its geometrical characteristics. Assuming that the surface atomic layers are
thermodynamically unstable under certain conditions, we obtain the evolution
equation which describes the kinetics of the relief formation in the case of diffusion
mass transport activated by the nonuniform stress field. The rate of growth of surface
defects depends on the field of bulk and surface stresses, which vary with the shape
and size of the considered defects. To find the stress state, we use the first-order
perturbation solution of a 2D boundary value problem formulated in the terms of
the constitutive equations of bulk and surface elasticity. The solution of linearized
evolution equation gives the critical values of the perturbation wavelength and the
initial level of stresses which stabilize surface profile.

Figure 2.1 — The model of solid with curved surface under longitudinal stress
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2.1 Problem formulation

Considering solid with a slightly perturbated surface under the uniaxial
tension, we arrive at a 2D boundary value problem for a half-plane of the complex
variable 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 (𝑖2 = −1) and 𝑥1, 𝑥2 ∈ R1) with a boundary 𝑆 (see
Fig. 2.1). According to Gurtin–Murdoch model of surface elasticity [73; 74], the
elastic properties of surface domain differ from those of the bulk material and it
is represented as a negligibly thin layer 𝑆 adhering to the bulk phase 𝐵 without
slipping:

𝑆 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁 = 𝑥1 + 𝑖𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} , 𝐵 = {𝑧 : 𝑥2 < 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} ,

𝜀(𝜏) =
𝐴(𝜏)

𝑎
≪ 1 ∀𝜏, 𝐴(0) = 𝐴0, 𝑓(𝑥1) = 𝑎 cos(𝑏𝑥1),

(2.1)

where 𝑏 = 2𝜋/𝑎 is the wavenumber, 𝑎 is the perturbation wavelength, and 𝐴(𝜏) is
the perturbation amplitude, which can change over time.

To describe the elastic behavior of surface layer, simplified constitutive
equations of the Gurtin – Murdoch model of surface elasticity are used. It is assumed
that the surface energy depends only on surface strains and does not depend on
displacement gradients

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) = 𝛾0 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠)𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁), 𝜎𝑠

33(𝜁) = 𝛾0 + (𝜆𝑠 + 𝛾0)𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁), 𝜁 ∈ 𝑆, (2.2)

where 𝜎𝑠
𝑡𝑡 is the normal surface stress, 𝜀𝑠𝑡𝑡 is the normal surface strain, 𝛾0 is residual

surface stress, 𝜆𝑠 and 𝜇𝑠 are surface Lamé constants.
Hooke’s law for bulk material in the case of plane strain can be written as

𝜎𝑛𝑛(𝑧) = (𝜆 + 2𝜇)𝜀𝑛𝑛(𝑧) + 𝜆𝜀𝑡𝑡(𝑧), 𝜎𝑡𝑡(𝑧) = (𝜆 + 2𝜇)𝜀𝑡𝑡(𝑧) + 𝜆𝜀𝑛𝑛(𝑧),

𝜎𝑛𝑡(𝑧) = 2𝜇𝜀𝑛𝑡(𝑧), 𝜎33(𝑧) =
𝜆

𝜆 + 𝜇
[𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧)] , 𝑧 ∈ 𝐵.

(2.3)



146

Here 𝜎𝑛𝑛,𝜎𝑡𝑡,𝜎𝑛𝑡 and 𝜀𝑛𝑛,𝜀𝑡𝑡,𝜀𝑛𝑡 are the components of bulk stress and strain tensors,
respectively, defined in the local Cartesian coordinates (𝑛,𝑡), and 𝜆 and 𝜇 are the
Lamé constants of the bulk phase 𝐵.

At infinity, the stresses 𝜎𝛼𝛽 (𝛼,𝛽 = {1,2}) in coordinates (𝑥1, 𝑥2) and the
rotation angle 𝜔 are specified as

lim
𝑥2→−∞

𝜎11 = 𝜎0, lim
𝑥2→−∞

𝜎22 = lim
𝑥2→−∞

𝜎12 = lim
𝑥2→−∞

𝜔 = 0. (2.4)

It is important to note that the proposed model can be used to analyze the
morphological stability of the film coating when the elastic properties of the substrate
do not affect the deformation of the near-surface layer (for example, when the film
thickness is larger than the perturbation wavelength). Then the longitudinal stress
𝜎0 can be considered as misfit stress.

A kinematic boundary condition is formulated in the terms of the generalized
Young–Laplace equation and, in the case of simplified constitutive equations of
Gurtin–Murdoch model, can be written as

𝜎(𝜁) = 𝜅𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) − 𝑖

1

ℎ

𝑑𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁)

𝑑𝑥1
, 𝜎 = 𝜎𝑛𝑛 + 𝑖𝜎𝑛𝑡, 𝜁 ∈ 𝑆, (2.5)

where ℎ and 𝜅 are the metric coefficient and the curvature of the undulated boundary
𝑆, respectively.

Since we assume that the surface and bulk phases are coherent bonded, the
inseparability condition can be defined as follows:

𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁) = 𝜀𝑡𝑡(𝜁), 𝜁 ∈ 𝑆. (2.6)

It is assumed that each time 𝜏 the system (2.1) – (2.6) is in mechanical
equilibrium but it is not necessarily in a state of thermodynamic equilibrium. One
of the conditions of thermodynamic equilibrium for an isolated system at a constant
temperature is the uniform distribution of chemical potential.

The local chemical potential 𝜒 for the surface 𝑆 can be defined as [93]

𝜒(𝜁,𝜏) = [𝑈(𝜁,𝜏) − 𝜅(𝜁,𝜏)𝑈𝑠(𝜁,𝜏)] Ω, 𝜁 ∈ 𝑆, (2.7)



147

where Ω is the atomic volume, 𝑈𝑗 is the strain energy density along the surface 𝑆,
and 𝑈𝑠 is the surface energy density.

Similarly to Chapter 1, we determine the normal rate of moving the boundary
from the mass conservation law. It can be written in the form of evolution equation
as follows [93;130]:

𝜕𝑔(𝑥1,𝜏)

𝜕𝜏
= 𝐾𝑠ℎ(𝑥1,𝜏)

𝜕2

𝜕𝑠2
[𝑈(𝜁,𝜏) − 𝜅(𝑥1,𝜏)𝑈𝑠(𝜁,𝜏)] , 𝐾𝑠 =

𝐷𝑠𝐶𝑠Ω
2

𝑘𝑏𝑇
. (2.8)

To integrate the partial differential equation (2.8) and derive the stability
conditions, the elastic strain energy 𝑈 and surface energy 𝑈𝑠 along the surface
of solid should be determined. In this paper, our attention is focused on a slight
change of a surface profile amplitude, so, considering the limitation 𝐴(𝜏) ≪ 𝑎 ∀𝜏 in
Eq. (2.1), we seek the components of stress and strain tensors of bulk and surface
elasticity in the first-order approximation of boundary perturbation method

𝜎𝑛𝑛(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜎𝑛𝑛(1)(𝑧), 𝜎𝑛𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜎𝑛𝑡(1)(𝑧),

𝜀𝑛𝑛(𝑧,𝜏) = 𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜀(𝜏)𝜀𝑛𝑛(1)(𝑧), 𝜀𝑛𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝜀𝑛𝑡(1)(𝑧),

𝜎𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜎𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜎𝑡𝑡(1)(𝑧), 𝜀𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑧),

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜎𝑠

𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜎𝑠
𝑡𝑡(1)(𝑧), 𝜀𝑠𝑡𝑡(𝑧,𝜏) = 𝜀𝑠𝑡𝑡(0) + 𝜀(𝜏)𝜀𝑠𝑡𝑡(1)(𝑧),

(2.9)

where 𝜎𝑛𝑛(0)(𝑧) = 𝜎𝑛𝑡(0)(𝑧) = 𝜀𝑛𝑡(0)(𝑧) = 0 according to Eqs. (2.3) and (2.4).
The specific energy of the elastic deformation is determined by the formula

(1.18). Surface energy in the case of the simplified Gurtin – Murdoch model take the
form [122]

𝑈𝑠(𝑧,𝜏) = 𝛾0(1 + 𝜀𝑠𝑡𝑡(𝑧,𝜏)) +
1

2
(𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 − 𝛾0)𝜀𝑠2𝑡𝑡 (𝑧,𝜏). (2.10)

The linearization in the space of the parameter 𝜀 for the metric coefficient ℎ

and the curvature 𝜅 can be written as

𝜅(𝑥1,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝑓 ′′(𝑥1), ℎ(𝑥1,𝜏) = 1. (2.11)
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Substituting Eqs.(1.18), (2.10) and (2.11) into Eq. (2.8), we obtain an ordinary
differential equation that gives the amplitude change of surface perturbation with
time [93]:

𝑑𝐴(𝜏)

𝑑𝜏
𝑓(𝑥1) =

1

2
𝐴(𝜏)𝐾𝑠

𝑑2

𝑑𝑥21

[︀
𝜀𝑛𝑛(0)𝜎𝑛𝑛(1)(𝑥1) +

+𝜎𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑥1) + 𝜀𝑡𝑡(0)𝜎𝑡𝑡(1)(𝑥1) −

−
{︂
𝛾0(1 + 𝜀𝑠𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)) +

1

2
(𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 − 𝛾0)𝜀𝑠2𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)

}︂
𝑓 ′′(𝑥1)

]︂
.

(2.12)

2.2 Linear analysis of surface morphological evolution

In order to integrate Eq. (2.12), we use the solution of the corresponding
boundary value problem of plane elasticity (2.1) – (2.6) derived in [65] and define
the components of stress and strain tensors for surface and bulk phases.

Based on Muskhelishvili’s representation [17], the complex stress vector 𝜎 =

𝜎𝑛𝑛+𝑖𝜎𝑛𝑡 in the area with normal n at the point 𝑧 is related to the Goursat–Kolosov
complex potentials Φ and Υ:

𝜎(𝑧) = Φ(𝑧) + Φ(𝑧) −
[︁
Υ(𝑧) + Φ(𝑧) − (𝑧 − 𝑧) Φ′(𝑧)

]︁
𝑒−2𝑖𝛼, 𝑧 ∈ 𝐵, (2.13)

where 𝛼 is the angle between axes 𝑡 and 𝑥1, a bar over a symbol denotes the complex
conjugation, the prime denotes differentiation with respect to the argument, Φ and
Υ are the functions holomorphic in 𝐵 and ̃︀𝐵 = {𝑧 : 𝑥2 > −𝜀𝑓(𝑥1)}, respectively.

At infinity, the values of complex potentialsΦ and Υ are determined from the
conditions (2.4) and the representation (2.13), taking 𝛼 = 0 и 𝛼 = 𝜋/2

lim
𝑥2→−∞

Φ(𝑧) = lim
𝑥2→+∞

Υ(𝑧) = 𝜎0/4. (2.14)
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In accordance with the first-order approximation, the unknown functions Φ

and Υ take the following form:

Φ(𝑧) = Φ(0)(𝑧) + 𝜀Φ(1)(𝑧), Υ(𝑧) = Υ(0)(𝑧) + 𝜀Υ(1)(𝑧). (2.15)

The values of the functions Φ(𝑚), Υ(𝑚) and 𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝑚) on the curvilinear boundary

𝑆 are presented by the linear Taylor polynomial in the vicinity of the line 𝑥2 = 0,
treating the real variable 𝑥1 as a parameter

Ψ(𝑚)(𝜁) = Ψ(𝑚)(𝑥1) + 𝑖𝜀𝑓(𝑥1)Ψ
′
(𝑚)(𝑥1), 𝑚 = {0,1}, (2.16)

where Ψ(𝑚) could be any of the above-listed functions.
Taking into account an equality 𝜀𝑓 ′(𝑥1) = tg𝛼, we derive the following

linearization of an exponential function:

𝑒−2𝑖𝛼 = 1 − 2𝑖𝜀𝑓 ′(𝑥1). (2.17)

Substituting Eqs. (2.11), (2.13), (2.15) – (2.17) into boundary condition (2.5)
and equating the corresponding coefficients of 𝜀, we arrive at a sequence of Riemann–
Hilbert problems:

Ξ+
(𝑚)(𝑥1) − Ξ−

(𝑚)(𝑥1) = 𝑖𝜎𝑠′
𝑡𝑡(𝑚)(𝑥1) + 𝐹𝑚(𝑥1), 𝑚 = {0,1}, (2.18)

where the auxiliary functions Ξ(𝑚) and 𝐹𝑚 are defined as follows [65]:

Ξ(𝑚)(𝑧) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Υ(𝑚)(𝑧), Im 𝑧 > 0,

Φ(𝑚)(𝑧), Im 𝑧 < 0,

Ξ±
(𝑚)(𝑥1) = lim

𝑧→𝑥1±𝑖0
Ξ(𝑚)(𝑧),

(2.19)

𝐹0(𝑥1) = 0, 𝐹1(𝑥1) = −𝑖𝑓(𝑥1)
[︁
Φ′

(0)(𝑥1) + Υ′
(0)(𝑥1) + 2Φ′

(0)(𝑥1)
]︁

+

+2𝑖𝑓 ′(𝑥1)
[︁
Φ(0)(𝑥1) + Υ(0)(𝑥1)

]︁
− 𝑓(𝑥1)𝜎

𝑠′′
𝑡𝑡(0)(𝑥1) − 𝑓 ′′(𝑥1)𝜎

𝑠
𝑡𝑡(0)(𝑥1).

(2.20)
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The solution of Eq. (2.18) is written in the terms of the Cauchy-type integrals
[17; 65] and gives the integral dependencies of Goursat–Kolosov complex potentials
on the unknown functions 𝜎𝑠′

𝑡𝑡(𝑚)

Ξ(𝑚)(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑖𝜎𝑠′
𝑡𝑡(𝑚)(𝜉)

𝑧 − 𝜉
𝑑𝜉 +

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝐹𝑚(𝜉)

𝑧 − 𝜉
𝑑𝜉 + 𝐶𝑚, (2.21)

where 𝐶0 = 𝜎0/4 and 𝐶1 = 0 in accordance with Eq. (2.14).
Using the constitutive relations (2.2) and (2.3), we rewrite the inseparability

condition (2.6) in the terms of surface and bulk stresses

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) =

𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠

4𝜇(𝜆 + 𝜇)
[(𝜆 + 2𝜇)𝜎𝑡𝑡(𝜁) − 𝜆𝜎𝑛𝑛(𝜁)] + 𝛾0. (2.22)

The expressions for the stress tensor components 𝜎𝑡𝑡 and 𝜎𝑛𝑛 can be found
from Eq. (2.13)

𝜎𝑛𝑛(𝑧) + 𝑖𝜎𝑛𝑡(𝑧) = Φ(𝑧) + Φ(𝑧) −
[︁
Υ(𝑧) + Φ(𝑧) − (𝑧 − 𝑧) Φ′(𝑧)

]︁
𝑒−2𝑖𝛼,

𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧) = 4ReΦ(𝑧).

(2.23)

Substituting Eqs. (2.15) – (2.17) and (2.23) into (2.22) and equating
corresponding coefficients of 𝜀, we rewrite the boundary condition (2.6) in terms of
the unknown complex potentials Φ(𝑚), Υ(𝑚) in each approximation of the boundary
perturbation method

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝑚)(𝑥1) =

𝑀

2𝜇
Re

[︀
κΦ(𝑚)(𝑥1) + Υ(𝑚)(𝑥1)

]︀
+ 𝑉𝑚(𝑥1). (2.24)



151

The expression (2.24) uses the following notations:

𝑀 = (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠), κ = (𝜆 + 3𝜇)/(𝜆 + 𝜇), 𝑉0(𝑥1) = 𝛾0,

𝑉1(𝑥1) =
𝑀

2𝜇
Re

{︁
𝑖𝑓(𝑥1)

[︁
κΦ′

(0)(𝑥1) − Υ′
(0)(𝑥1) − 2Φ′

(0)(𝑥1)
]︁
−

− 2𝑖𝑓 ′(𝑥1)
[︁
Φ(0)(𝑥1) + Υ(0)(𝑥1)

]︁}︁
.

(2.25)

In the zero-order approximation (i.e. 𝑚 = 0), solution of the problem
corresponds to a homogeneous stress state of a solid with a flat surface. Then,
taking into account (2.14), we obtain

Φ(0)(𝑧) = Υ(0)(𝑧) = 𝜎0/4. (2.26)

After that, we define surface stress in the zero-order approximation from the
Eq. (2.25)

𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)(𝜁) = 𝛾0 +

𝑀(1 + κ)

8𝜇
𝜎0. (2.27)

The stress tensor components are defined taking into account (2.23) and (2.26)

𝜎𝑡𝑡(0)(𝑧) = 𝜎0, 𝜎𝑛𝑛(0)(𝑧) = 0, 𝜎𝑛𝑡(0)(𝑧) = 0. (2.28)

For the first-order approximation (𝑚 = 1), we seek the surface stress in the
following form

𝜎𝑠′
𝑡𝑡(1)(𝑥1) = 𝑃 sin(𝑏𝑥1) + 𝑄 cos(𝑏𝑥1). (2.29)

According to the properties of Cauchy-type integrals, we reduce Eq. (2.24) to
the linear system of algebraic equations for the unknown coefficients 𝑃 and 𝑄, the
solution of which is derived as follows [65]:

𝑃 =
𝑀𝑎𝑏2

[︁
(κ + 1)𝜎𝑡𝑡(0) + (κ − 1)𝑏𝜎𝑠

𝑡𝑡(0)

]︁
4𝜇 + 𝑀(κ + 1)𝑏

, 𝑄 = 0. (2.30)
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Substituting Eq. (2.29) with the defined coefficients (2.30) into Eq. (2.21), we
obtain the complex potentials of the first-order approximation:

Υ(1)(𝑧) =
1

2

[︁
𝑃 − 𝑏𝑎(𝜎𝑡𝑡(0) − 𝑏𝜎𝑠

𝑡𝑡(0))
]︁
𝑒𝑖𝑏𝑧, 𝑧 ∈ ̃︀𝐵,

Φ(1)(𝑧) =
1

2

[︁
𝑃 − 𝑏𝑎(𝜎𝑡𝑡(0) + 𝑏𝜎𝑠

𝑡𝑡(0))
]︁
𝑒−𝑖𝑏𝑧, 𝑧 ∈ 𝐵.

(2.31)

They correspond to the modification of the stress field from the uniform state
(2.27) and (2.28) due to undulation of the surface profile (2.1) described in the terms
of the linear perturbation technique:

𝜎𝑠
𝑡𝑡(1)(𝜁) = −

∞∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘

𝑏𝑘
cos (𝑏𝑘𝑥1), 𝜁 ∈ 𝑆,

𝜎𝑛𝑛(1)(𝑧) + 𝑖𝜎𝑛𝑡(1)(𝑧) = Φ(1)(𝑧) + Φ(1)(𝑧)−

−
[︁
Υ(1)(𝑧) + Φ(1)(𝑧) − (𝑧 − 𝑧) Φ′

(1)(𝑧)
]︁
𝑒−2𝑖𝛼,

𝜎𝑡𝑡(1)(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(1)(𝑧) = 4ReΦ(1)(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵.

(2.32)

Based on the obtained solution, the differential equation (2.12), describing the
amplitude change of solid surface perturbation over time 𝜏 , will be solved in the
following section.

2.3 Numerical results

Since the elasticity problem (2.1) – (2.6) is solved, we can determine the
amplitude of surface perturbation as a function of time. Taking into account Eqs.
(2.2), (2.3), (2.27) and (2.31), (2.32), the solution of Eq. (2.12) is written as

ln

(︂
𝐴(𝜏)

𝐴0

)︂
= 𝑅1 (𝑅2𝜎0 −𝑅3𝛾0) 𝜏, (2.33)
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where

𝑅1 =
𝜎0𝜋

3𝐾𝑠

8𝑎3𝜇2((κ + 1)𝑀𝜋 + 2𝜇2𝑎)
,

𝑅2 = 2𝑀 2κ(κ + 1)2𝜋2 + 𝑀𝜋𝑎𝜇(κ + 1)(3κ2 + 6κ − 5)+

+4𝑎2(κ + 1)𝜇2(3κ + 5),

𝑅3 = −16𝑀κ(κ + 1)𝜇𝜋2 − 8𝑎𝜋𝜇2(3κ2 + 6κ − 5).

As an example, we consider aluminum with the elastic Lame parameters
𝜆 = 58.17 GPa and 𝜇 = 26.13 GPa. Surface elastic properties of some
metals are obtained by molecular modeling in [104; 105; 126]. For aluminum with
crystallographic orientation (111) the residual surface stress is 𝛾0 = 1 N/m and
Lame parameters are 𝜆𝑠 = 6.851 N/m and 𝜇𝑠 = −0.376 N/m [105]. It corresponds
to the surface longitudinal stiffness 𝑀 = 𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 = 6.099 N/m. It should be noted
that the elastic parameters, as well as the residual surface stress, depend on the
orientation of the crystal lattice and other factors [126]. Therefore, to study the
effect of these parameters, we will change them in some range.

The normalized amplitude change 𝐴(𝜏)/𝐴0 as a function of wavelength 𝑎 is
plotted in Fig. 2.2 for 𝜎0 = 1 GPa, 𝑀 = {6.099, 60} N/m (red and blue lines,
respectively), 𝛾0 = 1 N/m (a) and 𝛾0 = 0.1 N/m (b). The results shows different
rates of amplitude change for different perturbation wavelengths. The intersection of
lines with abscissa gives the critical wavelength values 𝑎𝑐𝑟 which stabilize the initial
surface profile (i.e. ln (𝐴(𝜏)/𝐴0) = 0). Surface relief with wavelength smaller than 𝑎𝑐𝑟

is smoothed via surface diffusion (i.e. ln (𝐴(𝜏)/𝐴0) < 0), whereas perturbations with
longer wavelengths grow unstably (i.e. ln (𝐴(𝜏)/𝐴0) > 0). The maximum amplitude
change occurs at a wavelengths 𝑎𝑚𝑎𝑥 which define the maximally unstable modes.
The wavelengths 𝑎𝑐𝑟 and 𝑎𝑚𝑎𝑥 defined for the considered parameters of the problem
are presented in Tables 2.1 and 2.2. When the surface residual stress is equal to
𝛾0 = 1 N/m, the critical wavelengths 𝑎𝑐𝑟 are weakly dependent on the surface
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stiffness 𝑀 . In order to investigate the effect of elastic surface parameters, we take
𝛾0 = 0.1 N/m.

(a) (b)

Figure 2.2 — The dependence of normalized amplitude change 𝐴(𝜏)/𝐴0 on the
perturbation wavelength 𝑎 for 𝛾0 = 1 N/m (a) and 𝛾0 = 0.1 N/m (b)

Table 2.1
The critical wavelength 𝑎𝑐𝑟 for various system parameters

𝑀 , N/m 6.099 60
𝛾0, N/m 𝑎𝑐𝑟, nm

1 253.2 261.6
0.1 26.1 32.9

Table 2.2
The wavelength 𝑎𝑚𝑎𝑥 for various system parameters

𝑀 , N/m 6.099 60
𝛾0, N/m 𝑎𝑚𝑎𝑥, nm

1 379.8 392.4
0.1 39.3 49.7

Fig. 2.3 shows the distribution of the normalized chemical potential 𝜒(𝑥1)/𝜒0

along the perturbated solid surface within the period, where 𝜒0 calculated for
thermodynamic equilibrium state. The dashed line corresponds to the critical
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Figure 2.3 — Distribution of chemical potential 𝜒 for various wavelengths 𝑎

wavelength 𝑎 = 𝑎𝑐𝑟 and demonstrates the uniform distribution of chemical potential.
It should be noted, that in the case of a plane surface, the chemical potential also
has a uniform distribution. Red line corresponds to wavelengths 𝑎 < 𝑎𝑐𝑟. As can be
seen from the figure, the chemical potential has a maximum in the peack (𝑥1 = 0)
and a minimum in the valley (𝑥1 = 𝑎), which means that it is preferable for atoms
to move from the peacks into the valleys smoothing the surface. When 𝑎 > 𝑎𝑐𝑟 (blue
line), atoms diffuse towards a peak and the relief amplitude is increases with time.

(a) (b)

Figure 2.4 — The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on residual
surface stress 𝛾0 for 𝛾0 ∈ [0,05; 1,0] N/m (a) and 𝛾0 ∈ [0,05; 0,2] N/m (b)

The dependence of the critical perturbation wavelength on the residual surface
stress 𝛾0 for different surface stiffness 𝑀 = 6.099, 60 N/m (red and blue lines,
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respectively) is plotted on Fig. 2.4. The results show that the critical wavelengths
increases with increasing residual surface stress 𝛾0. The relative difference between
the critical wavelengths calculated for 𝛾0 = 0.1 N/m and 𝛾0 = 0.2 N/m is 97% and
79% for 𝑀 = 6.099 N/m and 𝑀 = 60 N/m, respectively.

(a) (b)

Figure 2.5 — The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on surface
stiffness 𝑀 (a) and longitudinal stress 𝜎0 (b)

The dependence of the critical perturbation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on the surface
stiffness 𝑀 for different surface residual stress 𝛾0 = {0.08; 0.1; 0.12} N/m (red,
green, and blue lines, respectively) and longitudinal stress 𝜎0 = 1 GPa is presented
in Fig. 2.5 a. The critical wavelengths, calculated for 𝑀 = 6.099 N/m and
𝑀 = 60 N/m, differ from each other by 30%, 25% and 22% for 𝛾0 = {0.08; 0.1; 0.12}
N/m, respectively.

The Fig. 2.5 b shows the dependence of the critical wavelength 𝑎𝑐𝑟 on the
longitudinal stress 𝜎0. With an increasing of 𝜎0 from 0.5 GPa to 1 GPa, the critical
wavelengths decrease by 74% and 69% for 𝑀 = 6.099 N/m and 𝑀 = 60 N/m,
respectively. This allows us to conclude that the effect of longitudinal stress on the
morphological stability of the solid surface is slightly higher at lower values of 𝑀 .
In contrast to Chapter 1, where constant surface stress was taken into account,
significant dependency of critical wavelength on the longitudinal stress sign has not
been revealed in the current chapter. In prospect, to analyze the effect of longitudinal
stress sign, the volume diffusion is planning to be taken into account.
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2.4 Chapter conclusions

In this chapter, we have presented a theoretical approach for the analysis of
morphological stability of solid surface taking into account its elastic properties
based on the Gurtin-Murdoch model. It was assumed that the evolution of the
curvilinear surface was caused by surface diffusion determined by derivative of
chemical potential. The nonuniform distribution of chemical potential is associated
with a change in the elastic deformation energy and surface energy along a solid
surface.

It should be noted that, in contrast to other works, surface energy is
determined taking into account the deformation of the surface layer here. The
dependence of the perturbation amplitude on time, diffusion parameters, elastic
properties, residual surface stresses and longitudinal stress was obtained. As an
example, an analysis of the morphological stability of the aluminum surface has
been carried out. The influence of the physical parameters of the problem on the
critical value of the curvature wavelength is investigated and the following results
have been obtained:

∙ the critical wavelength of the solid surface increases with increasing of
residual surface stress and surface longitudinal stiffness, as well as with
decreasing of longitudinal stress;

∙ the effect of residual surface stress on morphological stability is marginally
dependent on surface stiffness;

∙ the influence of longitudinal stress increases with decreasing of surface
stiffness;

∙ the effect of surface stiffness increases with decreasing residual surface stress
and longitudinal stress.

It should be noted that the obtained results are also valid for the
nanostructured surface of the film coating, with a thickness larger than perturbation
amplitude. In this case, the substrate does not affect the distribution of stresses near
the surface [89], and consequently, on the change in the chemical potential along the
curvilinear surface of the layered structure. The effect of the film thickness on the
surface morphological stability will be considered in the next chapter.
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Chapter 3

Morphological stability of ultrathin film surface

As previously noted, an increase in the thickness of the film coating leads
to a decrease in the influence of the substrate on the morphological stability of
the film surface. Therefore, the derived in Chapter 2 dependence of the normalized
amplitude on the undulation wavelength is correct for a wavelength smaller than
the film thickness. However, the critical wavelength may exceed the film thickness,
for example in the case of the nanosized film coating. Therefore, this chapter is
devoted to the influence of film thickness on the stability of its surface. To this end,
the elastic strain energy and the surface energy contained in the evolution equation
should be found from the solution of the problem for joint deformation of the film on
the substrate. Similarly to the previous chapter, using the Gurtin – Murdoch model
of surface/interfacial elasticity, the effect of the elastic properties of the free surface
as well as the film – substrate interface will be taken into account. For the reader’s
convenience, some of the expressions presented in the previous chapters are given
again.

Figure 3.1 — The model of an ultrathin film coating with slightly undulated surface
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3.1 Problem Formulation

The model of an ultrathin film coating of thickness ℎ𝑓 in range 1 − 100 nm
deposited on a substrate of thickness ℎ𝑠 ≫ ℎ𝑓 under plain strain conditions is
represented as an inhomogeneous elastic half-plane 𝐵 = 𝐵1 ∪ 𝐵2 of the complex
variable 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2 (𝑖2 = −1) with a curvilinear surface 𝑆1 and a rectilinear
interface 𝑆2

𝑆1 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁1 = 𝑥1 + 𝑖 [ℎ𝑓 + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)]} ,

𝑆2 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁2 = 𝑥1} , 𝜀(𝜏) =
𝐴(𝜏)

𝑎
≪ 1 ∀ 𝜏, 𝐴(0) = 𝐴0,

(3.1)

𝐵1 = {𝑧 : 0 < 𝑥2 < ℎ𝑓 + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} , 𝐵2 = {𝑧 : 𝑥2 < 0} . (3.2)

In accordance with the Gurtin – Murdoch surface/interface elasticity model,
the surface and interphase domains are represented as negligibly thin layers adhering
to the bulk without slipping [73;74]. The constitutive equations of surface/interface
elasticity model are used in the assumption that the normal component of the surface
gradient tensor in the constitutive equation is neglected:

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁𝑗) = 𝛾0

𝑗 + (𝜆𝑠
𝑗 + 2𝜇𝑠

𝑗)𝜀
𝑠
𝑡𝑡(𝜁𝑗), 𝜎𝑠

33(𝜁𝑗) = 𝛾0
𝑗 + (𝜆𝑠

𝑗 + 𝛾0
𝑗 )𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁𝑗), 𝜁𝑗 ∈ 𝑆𝑗, (3.3)

where 𝜎𝑠
𝑡𝑡 is tangential surface/interfacial stress 𝜀𝑠𝑡𝑡 is tangential surface/interfacial

strain, 𝛾0
𝑗 residual surface/interfacial stress, 𝜆𝑠

𝑗 and 𝜇𝑠
𝑗 are the Lame parameters for

surface/interface domain.
The elastic behavior in the bulk phases of 𝐵1 and 𝐵2 is related by Hooke’s

law, which in the case of plane deformation take the form

𝜎𝑛𝑛(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑛𝑛(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑡𝑡(𝑧), 𝜎𝑛𝑡(𝑧) = 2𝜇𝑗𝜀𝑛𝑡(𝑧),

𝜎𝑡𝑡(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑡𝑡(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑛𝑛(𝑧),

𝜎33(𝑧) =
𝜆𝑗

𝜆𝑗 + 𝜇𝑗
[𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧)] , 𝑧 ∈ 𝐵𝑗.

(3.4)
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In Eq. (3.4), 𝜎𝛼𝛽 and 𝜀𝛼𝛽 are the components of bulk stress and strain tensors,
respectively, defined in the Cartesian coordinates (𝑛,𝑡) (n is a normal to 𝑆𝑗), and
𝜆𝑗 and 𝜇𝑗 are the Lamé constants of the bulk phase 𝐵𝑗.

The conditions of mechanical equilibrium is formulated in the terms of the
generalized Young–Laplace equation and in the case of simplified constitutive
equations of Gurtin–Murdoch model can be written as

𝜎(𝜁1) = 𝜅(𝑥1)𝜎𝑠(𝑥1) − 𝑖
1

ℎ

𝑑𝜎𝑠(𝑥1)

𝑑𝑥1
, 𝜁1 ∈ 𝑆1, (3.5)

∆𝜎(𝜁2) = 𝜎+(𝜁2) − 𝜎−(𝜁2) = 𝑖
𝑑𝜏𝑠(𝑥1)

𝑑𝑥1
, 𝜁2 ∈ 𝑆2, (3.6)

where 𝜎𝑠(𝑥1) = 𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁1) is the surface stress, 𝜏𝑠(𝑥1) = 𝜎𝑠

𝑡𝑡(𝜁2) is the interfacial stress,
𝜎 = 𝜎𝑛𝑛 + 𝑖𝜎𝑛𝑡 is the complex stress vector, 𝜎± = lim

𝑧→𝜁2±𝑖0
𝜎(𝑧), ℎ and 𝜅 are the

metric coefficient and local curvature of 𝑆1, respectively.
At infinity, 𝜎𝛼𝛽 (𝛼, 𝛽 = {1,2}) in Cartesian coordinates (𝑥1, 𝑥2) and the

rotation angle of the material particle 𝜔 are specified as

lim
𝑥2→−∞

𝜎11 = 𝜎2, lim
𝑥2→−∞

𝜎22 = lim
𝑥2→−∞

𝜎12 = lim
𝑥2→−∞

𝜔 = 0. (3.7)

It should be noted that the longitudinal stress can be a result of the lattice mismatch
between the film and substrate materials [57]. Although it may also be caused by
other factors, such as mechanical loading [14].

Since the surface/interface and bulk phases are assumed to be coherent, the
boundary conditions are as follows

𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁1) = 𝜀𝑡𝑡(𝜁1), 𝜁1 ∈ 𝑆1,

∆𝑢(𝜁2) = 𝑢+(𝜁2) − 𝑢−(𝜁2) = 0, 𝜁2 ∈ 𝑆2,

(3.8)

where 𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2 is complex displacement vector, 𝑢1 and 𝑢2 are displacement
along axes (𝑥1, 𝑥2) and 𝑢± = lim

𝑧→𝜁2±𝑖0
𝑢(𝑧).

During stress relaxation, the relief of the film surface may change. It is
necessary to define the dependence of the relief amplitude 𝐴 on the time 𝜏 taking
into account the surface diffusion and elastic deformation of film coating.
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3.2 Linear analysis of surface morphological evolution

The equation describing the shape change of the free boundary 𝑆1 under
surface diffusion has the same form as in Chapter 2

𝜕𝑔(𝑥1,𝜏)

𝜕𝜏
= 𝐾𝑠ℎ(𝑥1,𝜏)

𝜕2

𝜕𝑠2
[𝑈(𝜁,𝜏) − 𝜅(𝑥1,𝜏)𝑈𝑠(𝜁,𝜏)] ,

𝑔(𝑥1,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1), 𝐾𝑠 =
𝐷𝑠𝐶𝑠Ω

2

𝑘𝑏𝑇
.

(3.9)

In the Eq. (3.9), the surface energy 𝑈𝑠 and the elastic strain energy 𝑈 are
definded by the formulas (1.18) and (2.10) using the solution of the problem (3.1) –
(3.7) related to the joint deformation of the half-plane 𝐵2 and strip 𝐵1.

As in the previous chapters, we study a weak change of the surface relief,
therefore, the components of the stress and the strain tensors of the bulk and surface
phases are definded using the first-order approximation of the boundary perturbation
method. Taking into account (1.18), (1.19), (2.9) and (2.10), the Eq. (3.9) can be
represented as

𝑑𝐴(𝜏)

𝑑𝜏
𝑓(𝑥1) =

1

2
𝐴(𝜏)𝐾𝑠

𝑑2

𝑑𝑥21

[︀
𝜀𝑛𝑛(0)𝜎𝑛𝑛(1)(𝑥1) +

+𝜎𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑥1) + 𝜀𝑡𝑡(0)𝜎𝑡𝑡(1)(𝑥1) −

−
{︂
𝛾0(1 + 𝜀𝑠𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)) +

1

2
(𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 − 𝛾0)𝜀𝑠2𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)

}︂
𝑓 ′′(𝑥1)

]︂
.

(3.10)

The components of the stress and strain tensors of the bulk and surface
phases are determined from the solution of the boundary value problem (3.1) – (3.8)
considered using general formulation in [92].

In accordance with the superposition principle [2; 92], we find the solution of
the original boundary value problem as the sum of the solutions of the problem for
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a homogeneous half-plane with a curved boundary and the problem for deformation
of a two-component plane with a rectilinear interface.

Thus, the solution to the problem (3.1) – (3.8) can be written as [2; 92]:

𝐺(𝑧,𝜂𝑗) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐺1

1(𝑧,𝜂1) + 𝐺2
1(𝑧,𝜂1), 𝑧 ∈ 𝐵1,

𝐺2
2(𝑧,𝜂2), 𝑧 ∈ 𝐵2,

(3.11)

𝐺𝑟
𝑗(𝑧,𝜂𝑗) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜎𝑟(𝑧), 𝜂𝑗 = 1

−2𝜇𝑗
𝑑𝑢𝑟

𝑑𝑧
, 𝜂𝑗 = −κ𝑗

, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑟,𝑗 = 1,2, (3.12)

where in the case of plane strain κ𝑗 = 3 − 4𝜈𝑗.
In the first problem (3.11) and (3.12), it is supposed that unknown self-

balanced periodic load 𝑝 and surface stress 𝜐 are applied to the periodic curvilinear
boundary 𝑆1 of the homogeneous half-plane 𝐷1

1 = {𝑧 : 𝑥2 < ℎ + 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)}

𝜎1(𝑧1) = 𝑝(𝑧1) + 𝜅(𝑥1)𝜐
𝑠(𝑥1) − 𝑖

1

ℎ

𝑑𝜐𝑠(𝑥1)

𝑑𝑥1
,

∫︁ +∞

−∞
𝑝(𝜉)𝑑𝜉 = 0, 𝑧1 ∈ 𝑆1. (3.13)

The components 𝜎1
𝛼𝛽 (𝛼, 𝛽 ∈ {1,2}) of the stress tensor and the rotation angle

𝜔1 of the material particle at infinity are equal to zero

lim
𝑥2→−∞

𝜎1
11 = lim

𝑥2→−∞
𝜎1
22 = lim

𝑥2→−∞
𝜎1
12 = lim

𝑥2→−∞
𝜔1 = 0. (3.14)

In the second problem, the coupled deformation of two dissimilar half-
planes 𝐷2

1 = {𝑧 : 𝑥2 > 0} and 𝐷2
2 = {𝑧 : 𝑥2 > 0} with elastic properties of the

corresponding phases 𝐵1 and 𝐵2 is caused by the unknown jumps of stresses ∆𝜎𝑟

and displacements ∆𝑢𝑟 at the rectilinear interface 𝑆2 and longitudinal stress 𝜎𝑗:

∆𝜎2 = lim
𝑧→𝜁2+𝑖0

𝜎(𝑧) − lim
𝑧→𝜁2−𝑖0

𝜎2(𝑧),

∆𝑢2 = lim
𝑧→𝜁2+𝑖0

𝑢2(𝑧) − lim
𝑧→𝜁2−𝑖0

𝑢2(𝑧), 𝜁2 ∈ 𝑆1.

(3.15)
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The conditions at infinity can be specified as follows

lim
𝑥2→+∞

𝜎2
11 = 𝜎1, lim

𝑥2→−∞
𝜎2
11 = 𝜎2, 𝜎1 =

𝜇1(κ2 + 1)

𝜇2(κ1 + 1)
𝜎2, (3.16)

lim
𝑥2→±∞

𝜎2
22 = lim

𝑥2→±∞
𝜎2
12 = lim

𝑥2→±∞
𝜔2 = 0. (3.17)

Taking into account (3.11), the boundary conditions (3.5), (3.6) and (3.8) we
derive a system of boundary equations for the unknown function 𝑝(𝑧1), 𝜐, 𝜎𝑠 and 𝜏𝑠

𝜎1(𝜁1) = 𝑝(𝜁1) + 𝜅(𝑥1)𝜐
𝑠(𝑥1) − 𝑖

1

ℎ

𝑑𝜐𝑠(𝑥1)

𝑑𝑥1
, (3.18)

∆𝜎2(𝜁2) = 𝑖𝜏 ′𝑠(𝜁2) − 𝜎1(𝜁2), ∆𝑢2(𝜁2) = −𝑢1(𝜁2), (3.19)

𝜎1(𝜁1) + 𝜎2(𝜁1) = 𝜅(𝑥1)𝜎
𝑠(𝑥1) − 𝑖

1

ℎ

𝑑𝜎𝑠(𝑥1)

𝑑𝑥1
, (3.20)

𝜐(𝜁1) = 𝛾0
1 + (𝜆𝑠

1 + 2𝜇𝑠
1)𝜀

1
𝑡𝑡, (3.21)

𝜎𝑠(𝜁1) = 𝛾0
1 + (𝜆𝑠

1 + 2𝜇𝑠
1)
[︀
𝜀1𝑡𝑡(𝜁1) + 𝜀2𝑡𝑡(𝜁1)

]︀
, (3.22)

𝜏𝑠(𝜁2) = 𝛾0
2 + (𝜆𝑠

2 + 2𝜇𝑠
2)𝜀

2
𝑡𝑡. (3.23)

As a result, the solution of boundary value problem is reduced to the solution
of the system of boundary equations (3.18) – (3.23).

According to [17; 92; 142], the stress tensor components 𝜎𝑘 and the
displacements 𝑢𝑘 can be expressed in terms of the complex potentials Gursat –
Kolosov Φ𝑘

𝑗 ,Υ
𝑘
𝑗

𝐺𝑘
𝑗 (𝑧,𝜂𝑗) = 𝜂𝑗Φ

𝑘
𝑗 (𝑤𝑗) + Φ𝑘

𝑗 (𝑤𝑗) −
(︁

Υ𝑘
𝑗 (𝑤𝑗) + Φ𝑘

𝑗 (𝑤𝑗)−

− (𝑤𝑗 − 𝑤𝑗) Φ𝑘 ′
𝑗 (𝑤𝑗)

)︁
𝑒−2𝑖𝛼,

(3.24)
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where 𝑤1 = 𝑧 − 𝑖ℎ𝑓 and 𝑤2 = 𝑧, 𝛼 where 𝛼 is the angle between axes 𝑡 and 𝑥1;
Φ1

1 and Υ1
1 are the functions holomorphic in 𝐷1 and ̃︁𝐷1 = {𝑧 : 𝑥2 > ℎ− 𝜀𝜆𝑓(𝑥1)},

respectively; Φ2
1 and Υ2

2 are the functions holomorphic in 𝐷2
1; Φ2

2 and Υ2
1 are the

functions holomorphic in 𝐷2
2.

Assuming 𝛼 = 0 and 𝛼 = 𝜋/2 in Eq. (3.24) for 𝑥2 → −∞ and taking into
account (3.7), we get the values of the complex potentials at infinity

lim
𝑥2→−∞

Φ1
1(𝑧) = lim

𝑥2→−∞
Υ1

1(𝑧) = 0,

lim
|𝑥2|→∞

Φ𝑗
2(𝑧) = lim

|𝑥2|→∞
Υ𝑗

2(𝑧) =
𝜎𝑗
4
.

(3.25)

According to the first-order approximation of the boundary perturbation
method, the unknown functions 𝜐, Φ𝑘

𝑗 and Υ𝑘
𝑗 are represented as follows

Ψ(𝑧) = Ψ(0)(𝑧) + 𝜀Ψ(1)(𝑧), (3.26)

where Ψ means any of the above listed functions.
Boundary values of the functions Ψ(𝑚) are represented as a linear Taylor

polynomial in the vicinity of the line 𝑥2 = 0

Ψ(𝑚)(𝜁) = Ψ(𝑚)(𝑥1) + 𝑖𝜀𝑓(𝑥1)Ψ
′
(𝑚)(𝑥1), 𝑚 = {0,1}. (3.27)

Substituting the Eqs. (1.32), (3.24), (3.26) – (3.27) into the (3.18), (3.19) and
equating the coefficients for the same powers of 𝜀, we arrive to the Riemann –Hilbert
problems. The complex potentials are found in [92]⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Υ1
1(𝑚)(𝑧) = Ξ(𝑚)(𝑧), Im 𝑧 > 0,

Φ1
1(𝑚)(𝑧) = Ξ(𝑚)(𝑧), Im 𝑧 < 0,

(3.28)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Φ2

1(𝑚)(𝑧) = −Υ2
2(𝑚)(𝑧) + Σ𝑚(𝑧) + 𝑂1

𝑚, Im z > 0,

Υ2
1(𝑚)(𝑧) = −Φ2

2(𝑚)(𝑧) + Σ𝑚(𝑧) + 𝑂1
𝑚, Im z < 0,

(3.29)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Υ2

2(𝑚)(𝑧) =
𝜇2κ1Σ𝑚(𝑧) + 𝑉𝑚(𝑧)

𝜇1 + 𝜇2κ1
+ 𝑂2

𝑚, Im z > 0,

Φ2
2(𝑚)(𝑧) =

𝜇2Σ𝑚(𝑧) − 𝑉𝑚(𝑧)

𝜇2 + 𝜇1κ2
+ 𝑂2

𝑚, Im z < 0,

(3.30)

where

Ξ(𝑚)(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑖𝜐′
(𝑚)(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏 +

1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝑝(𝑚)(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏 +

1

2𝜋𝑖

+∞∫︁
−∞

𝐹 1
1(𝑚)(𝜏)

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏,

Σ(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑖𝜏 𝑠′(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡− 1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝜎1(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡,

𝑉𝑚(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑣1(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡,

(3.31)

𝐹0(𝑥1) = 0, 𝐹1(𝑥1) = −𝑖𝑓(𝑥1)
[︁
Φ′

(0)(𝑥1) + Υ′
(0)(𝑥1) + 2Φ′

(0)(𝑥1)
]︁

+

+2𝑖𝑓 ′(𝑥1)
[︁
Φ(0)(𝑥1) + Υ(0)(𝑥1)

]︁
− 𝑓(𝑥1)𝜎

𝑠′′
𝑡𝑡(0)(𝑥1) − 𝑓 ′′(𝑥1)𝜎

𝑠
𝑡𝑡(0)(𝑥1).

(3.32)

Taking into account (3.24), the boundary conditions (3.20) – (3.23) are
represented in terms of the complex potentials Φ𝑘

𝑗 , Υ𝑘
𝑗

𝑝(𝑚)(𝑥1) − 𝑖𝜐′
𝑠(𝑚)(𝑥1) + 𝑖𝜎′

𝑠(𝑚)(𝑥1) − Υ2
1(𝑚)(𝑥1) + Φ2

1(𝑚)(𝑥1) = 𝑊 1
𝑚(𝑥1),

𝜐𝑠(𝑚)(𝑥1) −
𝑀1

2𝜇1
Re

[︁
κ1Φ

1
1(𝑚)(𝑥1) + Υ1

1(𝑚)(𝑥1)
]︁

= 𝑊 2
𝑚(𝑥1),

𝜎𝑠(𝑚)(𝑥1) −
𝑀1

2𝜇1
Re

[︁
κ1

{︁
Φ1

1(𝑚)(𝑥1) + Φ2
1(𝑚)(𝑥1)

}︁
+

+
{︁

Υ1
1(𝑚)(𝑥1) + Υ2

1(𝑚)(𝑥1)
}︁]︁

= 𝑊 3
𝑚(𝑥1),

𝜏𝑠(𝑚)(𝑥1) −
𝑀2

2𝜇2
Re

[︁
κ2Φ

2
2(𝑚)(𝑥1) + Υ2

2(𝑚)(𝑥1)
]︁

= 𝑊 4
𝑚(𝑥1),

(3.33)
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where 𝑊 1
0 = 0, 𝑊 2

0 = 𝛾0
1 , 𝑊 3

0 = 𝛾0
1 , 𝑊 4

0 = 𝛾0
2 , 𝑊 4

1 =0; 𝑊 1
1 , 𝑊 2

1 , 𝑊 3
1 are functions

that depend on zero approximations of complex potentials [92].
The complex potentials for the zero-order approximation of the boundary

perturbation technique follow from the Eq. (3.25)

Φ1
1(𝑧) = Υ1

1(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝐵1,

Φ𝑗
2(𝑧) = Υ𝑗

2(𝑧) =
𝜎𝑗
4
, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = {1, 2} .

(3.34)

Substituting 𝛼 = 0 and 𝛼 = 𝜋/2 in Eq. (3.24) and summing the results, we
obtain following relation for stress tensor components in the problems (3.13), (3.14)
and (3.15) – (3.17)

𝜎𝑛𝑛(𝑧) + 𝑖𝜎𝑛𝑡(𝑧) = Φ𝑗(𝑧) + Φ𝑗(𝑧)−

−
[︁
Υ𝑗(𝑧) + Φ𝑗(𝑧) − (𝑧 − 𝑧) Φ′

𝑗(𝑧)
]︁
𝑒−2𝑖𝛼,

𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧) = 4ReΦ𝑗(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = {1,2}.

(3.35)

Taking into account (3.4) – (3.6), the Eqs. (3.11), (3.34) and (3.35) lead to the
solution of the problem (3.1) – (3.8) in the zero-order approximation of the boundary
perturbation method. This solution describes the piecewise uniform stress state of
a film coating with a flat surface

𝜎𝑡𝑡(0)(𝑧) = 𝜎𝑗, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗; 𝜎𝑠(0)(𝑧1) = 𝛾0
1 +

𝑀1(1 + κ1)

8𝜇1
𝜎1,

𝜏𝑠(0)(𝑧2) = 𝛾0
2 +

𝑀2(1 + κ2)

8𝜇2
𝜎2, 𝜎1 =

𝜇1(κ2 + 1)

𝜇2(κ1 + 1)
𝜎2,

(3.36)

where 𝑀𝑗 = 𝜆𝑠
𝑗 + 2𝜇𝑠

𝑗, (𝑗 = {1,2}) is surface/interface stiffness.
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In the first-order approximation of boundary perturbation method, the
unknown functions are seeking in the following form [92]:

𝑝(1)(𝑥1) = 𝑃1 cos(𝑏𝑥1) + 𝑄1 sin(𝑏𝑥1),

𝜐(1)(𝑥1) = 𝑃2 cos(𝑏𝑥1) + 𝑄2 sin(𝑏𝑥1),

𝜎𝑠(1)(𝑥1) = 𝑃3 cos(𝑏𝑥1) + 𝑄3 sin(𝑏𝑥1),

𝜏𝑠(1)(𝑥1) = 𝑃4 cos(𝑏𝑥1) + 𝑄4 sin(𝑏𝑥1),

(3.37)

where 𝑃𝑖 и 𝑄𝑖 are unknown complex coefficients.
Substituting Eqs. (3.28) – (3.30) into the (3.33), and taking into account Eqs.

(3.31), (3.32) and (3.37) and the properties of the Cauchy-type integral, we arrive
at a system of linear algebraic equations for unknown coefficients 𝑃𝑖 and 𝑄𝑖. After
solving the system, the complex potentials in the first-order approximation of the
boundary perturbation method are found from the Eqs. (3.28) – (3.30), (3.37). Then,
substituting the obtained complex potentials in (3.35), we find the stress tensor
components. The components of the strain tensor can be found from the Eq. (3.4).

3.3 Numerical results

Substituting the obtained components of the stress tensor and strain tensor
in (3.10), we derive an ordinary differential equation. The solution of this equation
leads to the amplitude of surface perturbation as a function of time, physical and
geometric parameters of the problem

ln

(︂
𝐴(𝜏)

𝐴0

)︂
= 𝑅

(︀
𝑎, ℎ𝑓 , 𝜆1, 𝜇1, 𝜆2, 𝜇2, 𝜆

𝑠
1, 𝜇

𝑠
1, 𝛾

0
1 , 𝜆

𝑠
2, 𝜇

𝑠
2, 𝛾

0
2 , 𝜎2

)︀
𝜏. (3.38)

As an example, consider a metal-on-metal system. We assume that the Poisson
coefficients of the film and substrate materials are equal, i.e. 𝜈1 = 𝜈2. This
simplification allows us to analyze the effect of the substrate through the only one
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parameter, coating-to-substrate stiffness ratio 𝑟 = 𝜇1/𝜇2. The bulk Lame parameters
of the film coating correspond to aluminum and are equal to 𝜆2 = 58.17 GPa and
𝜇2 = 26.13 GPa. To analyze the effect of surface/interface elasticity, we consider
the surface/interface stiffness 𝑀𝑗 = 𝜆𝑠

𝑗 + 2𝜇𝑠
𝑗. The surface Lame parameters for

aluminum with the crystal lattice orientation (111) are obtained by molecular
modelling in [105] and corresponds to the longitudinal surface stiffness 𝑀1 =

6.099 N/m. However, the surface elastic constants depend on the crystallographic
orientation and other factors [126], therefore, different values of surface/interface
stiffness are considered below.

The Fig. 3.2 shows the dependence of the normalized amplitude change
𝐴(𝜏)/𝐴0 of the film surface relief on the perturbation wavelength 𝑎 for different
stiffness ratio 𝑟 = {0.3; 3} (red and blue lines, respectively), film thickness
ℎ𝑓 = {5; 15} nm (solid and dashed lines, respectively) and surface stiffness 𝑀1 =

6.099 N/m (a) and 𝑀1 = 60 N/m (b). As it was shown in the previous chapter, it is
necessary to take an underestimated value of the residual surface stress to conduct
qualitative analysis of the influence of the surface elastic parameters. Thus, the
residual surface stress is assumed to be equal to 𝛾0

1 = 0.1 N/m. The interface stiffness
and residual stress are equal to 𝑀2 = 6.099 N/m and 𝛾0

2 = 1 N/m, respectively. The
critical wavelength 𝑎𝑐𝑟 corresponding to the thermodynamic equilibrium are found
from the intersection of the lines with the abscissa. When the initial wavelength is
less than the critical wavelength (i.e. 𝑎 < 𝑎𝑐𝑟) the perturbation amplitude decreases
with time and the relief is smoothed out with time. If the initial wavelength is greater
than the critical wavelength (i.e. 𝑎 > 𝑎𝑐𝑟), the undulation amplitude increases with
time. The maximum amplitude change corresponds to a wavelengths 𝑎𝑚𝑎𝑥 which
define the maximally unstable modes. The wavelengths 𝑎𝑐𝑟 and 𝑎𝑚𝑎𝑥 are presented
in the Tables 3.1 and 3.2.

The critical wavelength is greater when the substrate is stiffer than the film
(i.e., at 𝑟 < 1). As it can be seen from the Fig. 3.2, the effect of stiffness ratio
increases when the thickness of the film coating decreases. When 𝑀1 = 6.099 N/m
and ℎ𝑓 = 15 nm, the influence of stiffness on the critical perturbation wavelength is
insignificant. The wavelengths 𝑎𝑚𝑎𝑥 increase with increasing surface stiffness 𝑀1.
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(a) (b)
Figure 3.2 — The dependence of normalized amplitude change 𝐴(𝜏)/𝐴0

on the perturbation wavelength 𝑎 for 𝑀1 = 6.099 N/m (a) and 𝑀1 = 60 N/m (b)

Table 3.1
The critical wavelength 𝑎𝑐𝑟 of film coating for various physical and geometrical

parameters

𝑀1, N/m 6.099 6.099 60 60
𝑟 0.3 3 0.3 3

ℎ𝑓 , nm 𝑎𝑐𝑟, nm
5 29.6 22.6 37.1 28.6
15 26.6 26.1 33.6 32.1

Table 3.2
The wavelength 𝑎𝑚𝑎𝑥 of film coating for various physical and geometrical

parameters

𝑀1, N/m 6.099 6.099 60 60
𝑟 0.3 3 0.3 3

ℎ𝑓 , nm 𝑎𝑚𝑎𝑥, nm
5 42.6 33.6 53.6 43.1
15 39.1 40.1 50.6 49.6

The effect of the interface stiffness 𝑀2 and residual interface stress 𝛾0
2 on

the morphological stability of the film surface is shown in the Fig. 3.3. The
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results indicate that the critical wavelength of the film surface undulation is almost
independent from interface parameters. In this regard, in further analysis in the
current chapter, the interface stiffness and residual stress is assumed to be zero:
𝛾0
2 = 0, 𝑀2 = 0.

(a) (b)
Figure 3.3 — The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on interface

stiffness 𝑀2 (a) and interface residual stress 𝛾0
2 (b)

(a) (b)
Figure 3.4 — The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on surface

stiffness 𝑀1 (a) and stiffnes ratio 𝑟 (b)

The dependence of the critical surface perturbation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on surface
stiffness 𝑀1 (a) and coating-to-substrate stiffness ratio 𝑟 (b) is shown in the Fig. 3.4.
The critical wavelength 𝑎𝑐𝑟 increases with increasing of surface stiffness 𝑀1. The
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effect of surface stiffness on morphological stability of ultrathin film surface with
increasing film thickness is more significant when substrate softer than film (𝑟 = 3).
The impact of the stiffness ratio is greater for smaller film thickness and surface
stiffness.

The critical wavelength do not depend on the film thickness when the stiffness
of the film and substrate materials are equal to each other (i.e., 𝑟 = 1 or, equivalently,
log3 𝑟 = 0). In this case, the critical perturbation wavelengths correspond to the
results obtained in Chapter 2.

(a) (b)
Figure 3.5 — The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on residual

surface stress 𝛾0
1 for 𝑟 = 0.3 (a) and 𝑟 = 3 (b)

The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on residual surface stress
𝛾0
1 for 𝑟 = 0.3 (a) and 𝑟 = 3 (b) is plotted on Fig. 3.5. The critical wavelength 𝑎𝑐𝑟

increase with increasing of 𝛾0
1 . In addition, the effect of residual surface stress on the

morphological stability of the film surface is greater when the film is stiffer than the
substrate (i.e., when 𝑟 = 0.3). Also in this case, the impact of the residual surface
stress increases with decreasing of film thickness. If the substrate stiffness is less than
the film stiffness (i.e. 𝑟 > 1), the influence of the residual surface stress on critical
wavelength is marginally dependent on film thickness and the surface stiffness.

Fig. 3.6 demonstrates the dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟

on its thickness ℎ𝑓 for different stiffness ratio 𝑟 = {0.3, 3} (blue and red lines,
respectively) 𝑀1 = 6.099 N/m (a) and 𝑀1 = 60 N/m (b). The results show
that the critical wavelength increase/decrease and tend to the critical wavelength
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corresponding to solid surface (see Chapter 2) with an increasing thickness of the
film coating, which stiffness is greater/less than the substrate stiffness. The influence
of the film thickness increases with an increasing surface stiffness 𝑀1. The threshold
thickness, exceeding which we can ignore the impact of a substrate, increases with
increasing surface stiffness.

(a) (b)
Figure 3.6 — The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on its thickness

ℎ𝑓 for 𝑀1 = 6.099 N/m (a) and 𝑀1 = 60 N/m (b)

(a) (b)
Figure 3.7 — The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on longitudinal

stress 𝜎1 for 𝑟 = 0.3 (a) and 𝑟 = 3 (b)

The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on longitudinal stress
𝜎1 for different surface stiffness 𝑀1 = {6.099; 60} N/m (blue and red lines,
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respectively), film thickness ℎ𝑓 = {5; 15} nm (solid and dashed lines, respectively)
and stiffness ratios 𝑟 = 0.3 (a) and 𝑟 = 3 (b) is shown in Fig. 3.7. The figure shows
that with increasing 𝜎1, the critical wavelengths decrease. The impact of surface
stiffness increases with increasing of longitudinal stress.

3.4 Chapter conclusions

In this chapter, a theoretical approach to the analysis of the surface
morphological stability of the film coating is developed. The impact of the
surface/interface elastic properties is taken into account based on the Gurtin –
Murdoch surface/interface elasticity model. It was assumed that the surface
evolution of the film coating occurs due to surface diffusion driven by a nonuniform
distribution of the chemical potential along the undulated surface. It was also
postulated that the nonuniform distribution of the chemical potential along surface
is caused by changes in the stress field, surface energy and surface curvature. The
evolution of the surface relief was considered as a change in the amplitude of
the periodic undulation. To solve the evolution equation, it was necessary to find
the stress – strain state of the system under consideration. To this end, the plane
elasticity problem of the joint deformation of a half-plane and a strip with a curved
boundary is solved. The solution of the boundary value problem was found in the
first-order approximation of the boundary perturbation method using the approach
proposed in [92].

The effect of coating-to-substrate stiffness ratio, elastic parameters of surface
and interface, film thickness, residual surface/interface stress and longitudinal stress
were investigated. The following results was obtained:

∙ the interface stiffness and residual interface stress do not affect the
morphological stability of film coating surface;

∙ the critical perturbation wavelength increases with increasing of surface
stiffness, residual surface stress as well as with decreasing longitudinal stress
and coating-to-substrate stiffness ratio;
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∙ the effect of surface stiffness decreases with an increasing of residual surface
stress and a decreasing of longitudinal stress;

∙ the critical perturbation wavelength increases/decreases with increasing of
film thickness when the film is stiffer/softer than substrate;

∙ the impact of substrate decreases with increasing of film thickness;
∙ the threshold coating thickness, exceeding which it is possible to ignore

the substrate, increases with an increasing of surface stiffness and surface
residual stress.

It is important to note that the relief changes due to diffusion processes can
also occur at the interfaces [68; 96; 132]. In this regard, the next chapter is devoted
to the analysis of the morphological stability of the heteroepitaxial interface.
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Chapter 4

Morphological stability of a nanostructured interface

The chapter is devoted to the study of the morphological stability of the
nanostructured interface between materials. Taking into account the fact that
the atomic arrangement of solid-solid interfaces is thermodynamically unstable
under certain conditions, the evolution equation describing the kinetics of the
relief formation is obtained. The growth rate of interface roughness depends on
the variation of the chemical potential along the curved interface, which is a
function of interface and bulk stresses. To define the stress distribution along
the curved interface, we use constitutive equations of bulk and surface/interface
elasticity modeling the interphase domain as a negligibly thin layer adhering to the
bulk phases. Using the the first-order approximation of the boundary perturbation
method, the solution of the linearized evolution equation leads to the conditions of
the interface morphological stability.

4.1 Problem formulation

We consider an isotropic bimaterial elastic body under plane strain conditions,
the interface of which has a small periodic undulation (Fig. 4.1). It is assumed
that the interface relief changes over time due to the diffusion mass transfer along
the interface. Taking into account the plane strain conditions, we come to the 2-D
problem of morphological instability for the two-phase infinite plane 𝐵1 ∪𝐵2 of the
complex variable 𝑧 = 𝑥1 + 𝑖𝑥2, where 𝑖2 = −1 and (𝑥1,𝑥2) are the global Cartesian
coordinates. According to the Gurtin–Murdoch model of surface/interface elasticity,
the interface region is considered as a negligibly thin layer 𝑆 between the bulk phases
𝐵1 and 𝐵2:
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Figure 4.1 — A model of a bimaterial with slightly perturbated interface under the
uniaxial tension

𝑆 = {𝑧 : 𝑧 ≡ 𝜁 = 𝑥1 + 𝑖𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} , (4.1)

𝐵1 = {𝑧 : 𝑥2 > 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} , 𝐵2 = {𝑧 : 𝑥2 < 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1)} ,

𝑓(𝑥1) = 𝑎 cos(𝑏𝑥1), 𝑏 = 2𝜋/𝑎, 𝜀(𝜏) = 𝐴(𝜏)/𝑎, 𝐴(0) = 𝐴0,

(4.2)

where 𝑎 and 𝐴 are the perturbation wavelength and amplitude, respectively.
Linear stability analysis aims to define the critical wavelength 𝑎𝑐𝑟 above which a
perturbation amplitude will grow with time 𝜏 .

The stress and strain of the elastic interface are related by the Gurtin –
Murdoch relations [73;74]:

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) = 𝛾0 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠)𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁), 𝜎𝑠

33(𝜁) = 𝛾0 + (𝜆𝑠 + 𝛾0)𝜀𝑠𝑡𝑡(𝜁), 𝜁 ∈ 𝑆, (4.3)

where 𝜀𝑠𝑡𝑡 and 𝜎𝑠
𝑡𝑡 are the components of the interface strain tensor and interface

stress tensor, respectively; 𝜆𝑠 and 𝜇𝑠 are the interface Lamé constants, and 𝛾0

is residual interface stress. It should be noted that simplified surface/interfacial
elasticity relations are considered here, assuming that the surface energy does not
depend on the gradient of the displacement vector.



177

Hooke’s law for bulk isotropic materials in the case of plane strain can be
written as

𝜎𝑛𝑛(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑛𝑛(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑡𝑡(𝑧),

𝜎𝑡𝑡(𝑧) = (𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜀𝑡𝑡(𝑧) + 𝜆𝑗𝜀𝑛𝑛(𝑧), 𝜎𝑛𝑡(𝑧) = 2𝜇𝑗𝜀𝑛𝑡(𝑧),

𝜎33(𝑧) =
𝜆𝑗

2(𝜆𝑗 + 𝜇𝑗)
[𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧)] , 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = {1,2},

(4.4)

where 𝜎𝑛𝑛,𝜎𝑡𝑡,𝜎𝑛𝑡 and 𝜀𝑛𝑛,𝜀𝑡𝑡,𝜀𝑛𝑡 are the components of bulk Cauchy stress and strain
tensors, respectively, defined in the local Cartesian coordinates (𝑛,𝑡) (n and t are
normal and tangential to the interface), 𝜆𝑗 and 𝜇𝑗 are the Lamé constants of the
bulk phase 𝐵𝑗.

At infinity, the stresses 𝜎𝛼𝛽 (𝛼, 𝛽 = {1,2}) in the global coordinates (𝑥1, 𝑥2)
and the rotation angle 𝜔 are specified as follows:

lim
𝑥2→±∞

𝜎22 = lim
𝑥2→±∞

𝜎12 = lim
𝑥2→±∞

𝜔 = 0, lim
𝑥2→±∞

𝜎11 = 𝜎𝑗, 𝑗 = {1,2}. (4.5)

It should be noted that the longitudinal stresses 𝜎𝑗 may be related to the lattice
mismatch between materials of the considered system.

According to the generalized Young–Laplace law, the conditions of mechanical
equilibrium of undulated interface 𝑆 are represented as [89]

∆𝜎(𝜁) = 𝜎+(𝜁) − 𝜎−(𝜁) = −𝜅(𝜁)𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) + 𝑖

1

ℎ(𝜁)

𝑑𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁)

𝑑𝑥1
, 𝜁 ∈ 𝑆, (4.6)

where 𝜎(𝑧) = 𝜎𝑛𝑛(𝑧) + 𝑖𝜎𝑛𝑡(𝑧) is the stress complex vector and 𝜎± = lim
𝑧→𝜁±𝑖0

𝜎(𝑧), 𝜅

and ℎ are the local principal curvature and metric coefficient on the curved interface
𝑆, respectively.

Since that the interphase layer and the bulk materials are assumed to be
coherently bonded, the complex displacement vector 𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2 is continuous at
the interface:

∆𝑢(𝜁) = 𝑢+(𝜁) − 𝑢−(𝜁) = 0, 𝜁 ∈ 𝑆, (4.7)
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where 𝑢± = lim
𝑧→𝜁±𝑖0

𝑢(𝑧), 𝑢1 and 𝑢2 are the displacements along axes of the Cartesian

coordinates (𝑥1, 𝑥2).
In order to minimize the total free energy, system change the relief shape via

diffusion mass transfer. The diffusion flux in phase 𝐵𝑗 is proportional to the gradient
of the chemical potential 𝜒𝑗 along the curved interface [30;88]

𝐽𝑗(𝜁,𝜏) = −𝐷𝑗𝐶𝑗

𝑘𝑏𝑇

𝜕𝜒𝑗(𝜁,𝜏)

𝜕𝑠
, (4.8)

where 𝐷𝑗 and 𝐶𝑗 are the interface self-diffusivity coefficient and the number of
diffusion atoms of material per unit area for the phase 𝐵𝑗, respectively; 𝑘𝑏 is the
Boltzmann’s constant, 𝑇 is the absolute temperature, and 𝑠 is arc length along 𝑆.

The chemical potential 𝜒𝑗 is defined as the increase of free energy per unit of
added volume [60;88]

𝜒𝑗(𝜁,𝜏) =
[︀
𝑈𝑗(𝜁,𝜏) + (−1)𝑗+1𝜅(𝜁,𝜏)𝑈𝑠(𝜁,𝜏)

]︀
Ω𝑗, 𝜁 ∈ 𝑆, 𝑗 = {1, 2}. (4.9)

In the Eq. (4.9) Ω𝑗 and 𝑈𝑗 are an atomic volume and the strain energy density along
the interface, respectively, for material 𝐵𝑗, 𝑈𝑠 is the interface energy density.

The change in the interface profile over time is described by the following
equation [60;88]

𝜕𝑔(𝑥1,𝜏)

𝜕𝜏
= ℎ(𝜁,𝜏)

𝜕

𝜕𝑠

[︂
𝑟

1 + 𝑟
𝐽1(𝜁,𝜏) − 1

𝑟 + 1
𝐽2(𝜁,𝜏)

]︂
, (4.10)

where 𝑔(𝑥1,𝜏) = 𝜀(𝜏)𝑓(𝑥1) and 𝑟 = 𝜇1/𝜇2 is a stiffness ratio.
The diffusion fluxes 𝐽𝑗 are obtained from (4.8), taking into account the

Eq. (4.9)

𝐽𝑗(𝜁,𝜏) = −𝐾𝑗
𝜕

𝜕𝑠

[︀
𝑈𝑗(𝜁, 𝜏) + (−1)𝑗+1𝜅(𝜁,𝜏)𝑈𝑠(𝜁, 𝜏)

]︀
, 𝐾𝑗 =

𝐷𝑗𝐶𝑗Ω
2
𝑗

𝑘𝑏𝑇
. (4.11)
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4.2 Linear analysis of interface morphological evolution

Since we consider a slightly perturbated interface, the components of stress
and strain tensors of bulk and interface elasticity are specified in terms of the first-
order approximation of boundary perturbation method (1.17) in this chapter. The
interfacial energy is given by the formula (2.10).

The strain energy density along the interface 𝑈𝑗 can be expressed as [94]

𝑈2 =
1

2

(︁
𝜎+
𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(0) + 𝜀

[︁
𝜎+
𝑛𝑛(1)𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜎+

𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1) + 𝜎+
𝑡𝑡(1)𝜀𝑡𝑡(0)

]︁)︁
,

𝑈2 =
1

2

(︁
𝜎−
𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(0) + 𝜀

[︁
𝜎−
𝑛𝑛(1)𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜎−

𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1) + 𝜎−
𝑡𝑡(1)𝜀𝑡𝑡(0)

]︁)︁
.

(4.12)

The local curvature 𝜅 and the metric coefficient ℎ included in the formulas
(4.6) and (4.9) in the first-order approximation of boundary perturbation method
take the form (1.19).

Substituting the Eqs. (1.19), (4.11) – (4.12) into (4.10), we obtain an
ordinary differential equation describing the amplitude change of interface relief
with time [132]

𝑑𝐴(𝜏)

𝑑𝜏
𝑓(𝑥1) =

𝐴(𝜏)

2(1 + 𝑟)

𝑑2

𝑑𝑥21

{︁
𝐾1𝑟

[︁
𝜎+
𝑛𝑛(1)𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜎+

𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑥1) +

+ 𝜎+
𝑡𝑡(1)(𝑥1)𝜀𝑡𝑡(0)

]︁
−𝐾2

[︁
𝜎−
𝑛𝑛(1)𝜀𝑛𝑛(0) + 𝜎−

𝑡𝑡(0)𝜀𝑡𝑡(1)(𝑥1) + 𝜎−
𝑡𝑡(1)(𝑥1)𝜀𝑡𝑡(0)

]︁
+

+

[︂
𝛾0(1 + 𝜀𝑠𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)) +

1

2
(𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 − 𝛾0)𝜀𝑠2𝑡𝑡(0)(𝑧,𝜏)

]︂
(𝐾1 + 𝐾2)𝑓

′′(𝑥1)

}︂
.

(4.13)

In order to solve the Eq. (4.13), we need to define the components of stress and
strain tensors for surface and bulk phases. to this end, it is necessary to solve the
boundary value problem of two-component elastic plane with perturbated interface
(4.1) – (4.7).
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According to [17; 89], the stress tensor components are expressed through the
following representations:

𝜎𝑛𝑛(𝑧) + 𝑖𝜎𝑛𝑡(𝑧) = Φ𝑗(𝑧) + Φ𝑗(𝑧)−

−
[︁
Υ𝑗(𝑧) + Φ𝑗(𝑧) − (𝑧 − 𝑧) Φ′

𝑗(𝑧)
]︁
𝑒−2𝑖𝛼,

𝜎𝑡𝑡(𝑧) + 𝜎𝑛𝑛(𝑧) = 4ReΦ𝑗(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = {1,2},

(4.14)

where Φ𝑗, Υ1 and Υ2 are the functions holomorphic in 𝐵𝑖, ̃︁𝐵1 = {𝑧 : 𝑥2 > −𝜀𝑓(𝑥1)}
and ̃︁𝐵2 = {𝑧 : 𝑥2 < −𝜀𝑓(𝑥1)}, respectively, and 𝛼 is the angle between
axes 𝑡 and 𝑥1.

The values of Φ𝑗 and Υ𝑗 at infinity are follows from Eq. (4.5) and (4.14):

lim
𝑥2→−∞

Φ𝑗(𝑧) = lim
𝑥2→+∞

Υ𝑗(𝑧) = 𝜎0
𝑗/4.

The complex potentials Φ𝑗 and Υ𝑗 and the interfacial stress 𝜎𝑠
𝑡𝑡 are represented

as follows [131]:

Φ𝑗(𝑧) = Φ𝑗(0)(𝑧) + 𝜀Φ𝑗(1)(𝑧), Υ𝑗(𝑧) = Υ𝑗(0)(𝑧) + 𝜀Υ𝑗(1)(𝑧),

𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝜁) = 𝜎𝑠

𝑡𝑡(0)(𝜁) + 𝜀𝜎𝑠
𝑡𝑡(1)(𝜁).

We expand the boundary values of the functions Φ𝑗(𝑚), Υ𝑗(𝑚) and 𝜎𝑠
𝑡𝑡(𝑚) into

the first-order Taylor polynomial in the vicinity of the line 𝑥2 = 0, considering 𝑥1

as a parameter

Ψ(𝑚)(𝜁) = Ψ(𝑚)(𝑥1) + 𝑖𝜀𝑓(𝑥1)Ψ
′
(𝑚)(𝑥1), 𝑚 = {0,1},

where Ψ(𝑚) is any of the above mentioned functions.
Based on the solutions of the Riemann–Hilbert problems on the jumps of

analytical functions at the line 𝑥2 = 0, the complex potentials are obtained as it
follows [89]:
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⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Φ1(𝑚)(𝑧) = −Υ2(𝑚)(𝑧) + Σ𝑚(𝑧) + 𝑂1

𝑚, Im z > 0,

Υ1(𝑚)(𝑧) = −Φ2(𝑚)(𝑧) + Σ𝑚(𝑧) + 𝑂1
𝑚, Im z < 0,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Υ2(𝑚)(𝑧) =

𝜇2κ1Σ𝑚(𝑧) + 𝑉𝑚(𝑧)

𝜇1 + 𝜇2κ1
+ 𝑂2

𝑚, Im z > 0,

Φ2(𝑚)(𝑧) =
𝜇2Σ𝑚(𝑧) − 𝑉𝑚(𝑧)

𝜇2 + 𝜇1κ2
+ 𝑂2

𝑚, Im z < 0,

(4.15)

where

Σ𝑚(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝑖𝜎𝑠′
𝑡𝑡(𝑚)(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡 +

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝐹 1
𝑚(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡, 𝑉𝑚(𝑧) =

1

2𝜋𝑖

∞∫︁
−∞

𝐹 2
𝑚(𝑡)

𝑧 − 𝑡
𝑑𝑡,

κ𝑗 = 4𝜈𝑗 − 3, 𝜈𝑗 is the Poisson ratio of elastic domain 𝐵𝑗; 𝑂𝑗
0 = 𝜎0

𝑗/4; 𝑂𝑗
1 = 0;

𝐹 𝑗
0 = 0, functions 𝐹 𝑗

1 = 0 are known and can be found in [89].
The solution of the problem in the zero-order approximation of the boundary

perturbation method corresponds to the joint deformation of two half-planes with
a planar interface 𝑆(0). In this case, the complex potentials are constant in each
half-plane. Then, taking into account (4.2), we arrive to

Φ𝑗(0)(𝑧) = Υ𝑗(0)(𝑧) = 𝜎𝑗/4. (4.16)

Then, we can write the surface and bulk stress tensor components in the
zero-order approximation of the boundary perturbation method

𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)(𝑥1) = 𝛾0 +

𝑀(κ2 + 1)𝜎2
8𝜇2

,

𝜎11(0)(𝑧) = 𝜎𝑗, 𝜎1 =
𝜇1(κ2 + 1)

𝜇2(κ1 + 1)
𝜎2, 𝑧 ∈ 𝐵𝑗, 𝑗 = {1, 2}.

(4.17)
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For the first-order approximation, the interfacial stress 𝜎𝑠 is derived in
trigonometric form

𝜎𝑠′
𝑡𝑡(1)(𝑥1) = 𝑃 sin(𝑏𝑥1) + 𝑄 cos(𝑏𝑥1). (4.18)

Taking into account the properties of Cauchy-type integrals, we define the
unknown coefficients 𝑃 and 𝑄 from the Eq. (4.15)

𝑃 =
𝑀𝑎𝑏2

[︁
(𝐿1 + 𝐿2)(1 − 𝑟)𝜎2 − (𝐿1 − 𝐿2)𝜎

𝑠
𝑡𝑡(0)𝑏

]︁
4𝜇2 + 𝑀(𝐿1 + 𝐿2)𝑏

, 𝑄 = 0,

𝐿1 =
κ1

(𝑟 + κ1)
, 𝐿2 =

κ2

(1 + 𝑟κ2)
.

(4.19)

The complex potentials take the form [89]:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Φ1(1) =

𝑟𝐿1

2

[︁
𝑃 + 𝑏𝑎{𝜎0

2𝐿4 + 𝑏𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)}

]︁
𝑒𝑖𝑏𝑧, Im z > 0,

Υ1(1) =
𝑟𝐿2

2

[︁
𝑃 − 𝑏𝑎{𝜎0

2𝐿3 − 𝑏𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)}

]︁
𝑒−𝑖𝑏𝑧, Im z < 0,

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Υ2(1) =

𝐿1

2

[︁
𝑃 − 𝑏𝑎{𝜎0

2(1 − 𝑟𝐿5) − 𝑏𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)}

]︁
𝑒𝑖𝑏𝑧, Im z > 0,

Φ2(1) =
𝐿2

2

[︁
𝑃 − 𝑏𝑎{𝜎0

2(1 − 𝑟) + 𝑏𝜎𝑠
𝑡𝑡(0)}

]︁
𝑒−𝑖𝑏𝑧, Im z < 0,

(4.20)

where

𝐿3 = −(𝜅2 + 1)(𝑟2𝜅2 + 𝑟 − 𝜅1 − 1)

(𝜅1 + 1)𝜅2
,

𝐿4 =

[︂
𝑟(𝜅2 + 1)

𝜅1 + 1
− 𝜅2

1 + 𝜅2

𝜅1(𝜅2 + 1)

]︂
𝜅1 +

𝑟2(𝜅2 + 1)

𝜅1 + 1
− 1, 𝐿5 =

𝜅2
1 + 𝜅2

𝜅1(𝜅2 + 1)
.

Then, one can obtain the components of stress and strain tensors from Eqs.
(4.4) and (4.14), respectively.
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4.3 Numerical results

Taking into account the form of initial interface undulation and integrating
linearized evolution equation (4.13) over the time, we obtain the governing equation
which gives the exponential growth or decay of amplitude 𝐴 with time:

ln

(︂
𝐴(𝜏)

𝐴0

)︂
= 𝑅1{(𝑟𝐾1𝑅21 + 𝐾2𝑅22)𝜎0 − (𝑟𝐾1𝑅31 + 𝐾2𝑅32)𝛾

0}𝜏, (4.21)

where
𝑅1 =

𝜎0
2𝜋

3

8𝑎3𝜇2
2((𝐿1 + 𝐿2)𝑀𝜋 + 2𝜇2𝑎)(1 + 𝑟)

,

𝑅21 = −𝑀 2𝑟𝐿2(3𝐿1 + 𝐿2)𝜋
2(κ2 + 1)2−

−𝑀𝑟𝜇2𝜋𝑎(κ2 + 1){3(2 − 2𝑟 + 2𝐿4)𝐿
2
1 + [(8 − 8𝑟 − 2𝐿3 + 6𝐿4)𝐿2+

+3κ2 + 4𝐿6 + 3]𝐿1 + [(−2𝑟 − 2𝐿3 + 2)𝐿2 + κ2 − 4𝐿6 + 1]𝐿2}−

−4𝑟𝜇2
2𝑎

2{[4(𝑟 − 1)𝐿6 + 3𝐿4(κ2 + 1)]𝐿1 + [4(𝑟 − 1)𝐿6 − 𝐿3(κ2 + 1)]𝐿2},

𝑅22 = −2𝑀 2𝐿1𝐿2𝜋
2(κ2 + 1)2 + 𝑀𝑎𝜇2𝜋(κ2 + 1){2𝑟(𝐿5 − 1)𝐿2

1+

+(2𝑟(𝐿5 − 1)𝐿2 + κ2 + 5)𝐿1 − (3κ2 + 7)𝐿2}+

+4𝜇2
2𝑎

2{[(𝐿5κ2 + 𝐿5 + 4)𝑟 − κ2 − 5]𝐿1 + (3κ2 + 7)𝐿2(𝑟 − 1)},

𝑅31 = 8𝑀𝑟𝜋2𝜇2𝐿2(3𝐿1 + 𝐿2)(κ2 + 1)+

+8𝑟𝜋𝜇2
2𝑎{(4𝐿6 + 3κ2 + 3)𝐿1 − (4𝐿6 − κ2 − 1)𝐿2},

𝑅32 = +16𝑀(κ2 + 1)𝜋2𝐿1𝐿2𝜇2−

−8𝜋𝜇2
2𝑎{(𝐿1 − 3𝐿2)κ2 + 5𝐿1 − 7𝐿2}.
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It should be noted, that the Eq. (4.21) reduces to the (2.33) describing the free solid
surface amplitude change when 𝑟 = 0.

As an example, we consider a substrate covered by a film coating whose
thickness is much greater than the interface undulation wavelength. For simplicity,
the metal-on-metal heteroepitaxial structure is considered with the equal Poisson’s
ratios, i.e. 𝜈1 = 𝜈2. This assumption allows us to analyze the effect of the substrate
through the only one parameter, coating-to-substrate stiffness ratio 𝑟. The bulk
elastic parameters of the lower layer correspond to aluminum: 𝜆2 = 58.17 GPa and
𝜇2 = 26.13 GPa. The interface effect is presented by the parameters 𝜆𝑠 = 6.851 N/m,
𝜇𝑠 = −0.376 N/m (i.e., 𝑀 = 6.099 N/m), which were determined for free aluminum
surface by atomistic simulations based on the embedded atom method in [105].
It should be noted, that surface elastic properties depend on the crystallographic
orientation of surface as well as other factors [126]. It is recognized that the
interface properties additionally should depend on properties of both bonded
materials, and varying one of these materials will lead to varying of the interface
properties. However, authors studying elastic fields in composite materials with the
interface effect generally assume that the corresponding interface parameters could
be specified by surface parameters [63; 89; 106; 111; 125; 127; 131; 138]. According to
another approach, the interface is considered as the assembly of two surface phases
belonging to bonded materials [44; 46]. Consequently, the interface parameters are
treated as the effective parameters of the assembly of these two surface layers. Since
the numerical results in the presented work are qualitative and the effect of interface
elasticity is analyzed through variation of coating-to-substrate stiffness ratio and
interface stiffness [94;132].

The normalized amplitude change 𝐴(𝜏)/𝐴0 as a function of wavelength 𝑎

from Eq. (4.13) is plotted in Fig. 4.2 for different coating-to-substrate mobility
ratios 𝐾 = 𝐾1/𝐾2 = {0.5; 2} (red and blue lines, respectively), coating-to-substrate
stiffness ratios 𝑟 = {0.1; 0.3} (solid and dashed line, respectively) and interface
stiffness 𝑀 = 6.099 (a), and 𝑀 = 60 (b). The longitudinal stress in substrate
is taken equal to 𝜎0

2 = 1 GPa. The intersection of lines with abscissa gives
the critical wavelength values 𝑎𝑐𝑟 corresponding to the state of equilibria. The
amplitude of interface undulation decrease with time when 0 < 𝑎 < 𝑎𝑐𝑟. Undulations
with wavelengths 𝑎 > 𝑎𝑐𝑟 are unstable and their amplitude increase with time.
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The maximum amplitude change occurs at a wavelength 𝑎𝑚𝑎𝑥 which defines the
maximally unstable modes. The corresponding values of 𝑎𝑐𝑟 and 𝑎𝑚𝑎𝑥 are given in
the Tables 4.1 and 4.2, respectively.

(a) (b)
Figure 4.2 — The dependence of normalized amplitude change 𝐴(𝜏)/𝐴0 on the

perturbation wavelength 𝑎 for 𝑀 = 6.099 (a), and 𝑀 = 60 (b)

Table 4.1
The critical wavelength 𝑎𝑐𝑟 for various system parameters

𝑀 , N/m 6.099 6.099 60 60
𝑟 0.1 0.3 0.1 0.3
𝐾 𝑎𝑐𝑟, nm
0.5 59.9 115.5 67.3 124.7
1.0 70.9 161.5 78.9 172.7
2.0 96.7 322.5 105.9 340.5

Table 4.2
The wavelength 𝑎𝑚𝑎𝑥 for various system parameters

𝑀 , N/m 6.099 6.099 60 60
𝑟 0.1 0.3 0.1 0.3
𝐾 𝑎𝑚𝑎𝑥, nm
0.5 89.9 173.1 101.1 187.1
1.0 106.5 242.3 118.5 259.1
2.0 145.1 483.7 158.9 510.9
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One can see from presented results, the increasing of interface stiffness 𝑀𝑠,
stiffness and mobility ratios 𝑟 and 𝐾, respectively, lead to increasing of critical
wavelength 𝑎𝑐𝑟. Below, we analyze the effects of these parameters more carefully.

(a) (b)
Figure 4.3 — The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on interface

stiffness 𝑀 (a) and coating-to-substrate stiffness ratio 𝑟 (b)

Effect of the interface stiffness 𝑀 of interface in heteroepitaxial system for
different stiffness ratio 𝑟 = {0.1; 0.3} (red and blue lines, respectively), 𝐾 = 1

and 𝜎2 = 1 GPa is shown in the Fig. 4.3 a. As it can be seen from the figure, the
critical values increase linearly with increasing of relative stiffness. When increasing
the interface stiffness 𝑀 from 6 N/m to 60 N/m, the critical values increased by
20% for 𝑟 = 0.1 and 11% for 𝑟 = 0.3; the relative difference between the critical
wavelength 𝑎𝑐𝑟 corresponding to 𝑟 = 0.1 and 𝑟 = 0.3 decreased from 98% to 84%.

The Fig. 4.3 b demonstrates the dependence of critical wavelength 𝑎𝑐𝑟 on
coating-to-substrate stiffness ratio 𝑟 for different mobility ratios 𝐾 = {0.5; 1; 2}
(red, green and blue lines, respectively). It is found that the critical wavelengths
increase with increasing of stiffness ratio. Thus, the influence of the coating-to-
substrate stiffness ratio increases with an increasing the mobility ratio.

It should be noted that the critical wavelength tends to the value corresponding
to stability of nanopatterned free solid surface (see Chapter 2), when the coating-
to-substrate stiffness ratio 𝑟 tends to zero.

The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on interface residual
stress 𝛾0 and longitudinal stress 𝜎2 for different stiffness ratio 𝑟 = {0.1; 0.3} (solid
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and dashed lines, respectively) is shown in the Fig. 4.4. The critical wavelengths
increase with an increase of the residual interfacial stress and a decrease of the
longitudinal stress.

(a) (b)
Figure 4.4 — The dependence of critical undulation wavelength 𝑎𝑐𝑟 on interface

residual stress 𝛾0 (a) and longitudinal stress 𝜎2 (b)

4.4 Chapter conclusions

This chapter presents a theoretical approach to morphological instability
analysis of the coherent interphase boundaries in strained heterostructures. A novel
feature of the present study is the implementation of constitutive equations of
interface elasticity, in the framework of which the interphase domain is modelled
as a negligibly thin layer adhering to the bulk phases. A two–component plane is
considered as a model of a heteroepitaxial system and the interphase boundary is
described by a sinusoidal function. Taking into account the fact that the atomic
arrangement of solid-solid interfaces is thermodynamically unstable under certain
conditions, the evolution equation describing the kinetics of the relief formation
is obtained. It was assumed that the rate of relief growth depends on the field of
elastic strain energy and surface stresses. To define the stress – strain state of the
heteroepitaxial system, the asymptotic approach of Grekov and Kostyrko [89] is
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used. The solution of the evolution equation, taking into account the stress state,
allowed us to fined the parameters for which the interface relief is stable.

Based on the obtained solution, the influence of the physical and geometric
parameters of the problem is analyzed. The influence of stiffness ratio, interface
stiffness, residual surface stress, longitudinal stress and mobility ratio is investigated.
The following conclusions are formulated:

∙ critical wavelength of initial interface perturbation increases with increasing
of interface stiffness, coating-to-substrate stiffness and mobility ratio, as well
as with decreasing of longitudinal stress;

∙ the influence of coating-to-substrate stiffness ratio on critical wavelength
increases with increasing of mobility ratio;

∙ the effect of longitudinal stress on critical wavelength increases with
increasing of parameter;

∙ the influence of residual interfacial stress increases with increasing of
coating-to-substrate stiffness ratio, and marginally depend on the interface
stiffness;

∙ the effect of coating-to-substrate stiffness ratio on the interface
morphological stability increases when the mobility ratio increases;

∙ the impact of interface stiffness increases with increasing of longitudinal
stress and with decreasing of residual interface stress.
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Conclusion

The presented thesis is a further development of research aimed at the study
of the processes leading to the formation of topological defects on the free and
interfacial surfaces of layered structures. In this study, the evolution of the surface
relief was considered as a change in the initial undulation amplitude via diffusional
mass transport. It was assumed that to minimize the free energy, the atoms on the
surface can move along it, and the atomic flux is proportional to the gradient of the
chemical potential. The uniform distribution of the chemical potential is used as a
condition for the thermodynamic equilibrium of the surface. The variation of the
chemical potential along the surface is related to the variation of the stress field,
as well as the curvature and surface energy. To find the stress – strain state, the
approach described in [64;65;89;92] was used. In this dissertation, a number of new
problems have been solved

∙ the approach for analysis of the morphological instability of a multilayer
film surface is developed, where surface stress are taken into account based
on the Shuttleworth–Herring relation,

∙ the explicit dependence of nanopatterned solid surface amplitude on
perturbation wavelength, the longitudinal stress and bulk and surface elastic
properties is obtained;

∙ the method for analyzing the influence of the film thickness as well as other
physical and geometric parameters of the film coating on the formation of
stable periodic structures at the film surface is proposed;

∙ the explicit dependence of heteroepitaxial interface undulation amplitude
change on initial undulation wavelength, mobility ratio, elastic properties of
the bulk and interface domains is derived.

It should be noted that in the analysis of the morphological stability of
the surface of a multilayer film coating in Chapter 1, the surface energy was
considered constant. However, it is necessary to take into account the change in
surface energy due to deformation at the nanoscale. Therefore, in the study of
nanostructured solid surfaces/interfaces in Chapters 2–4, the surface energy was
calculated using the Gurtin–Murdoch surface/interface elasticity model. According
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to this approach, the surface layer and interphase domain were modeled by elastic
membranes, coherently coupled with the bulk phases. According to the present study,
the following conclusions are formulated:

∙ the critical wavelength of initial interface perturbation increases with
increasing of surface/interface stiffness and residual surface/interface stress,
as well as with decreasing of longitudinal stress;

∙ the impact of surface/interface elasticity increases when the residual
surface/interface stress decreases and the longitudinal stress increases;

∙ the morphological stability of the film surface almost independent of the
interface film–substrate elastic parameters;

∙ the impact of the lower layers on the morphological stability of multilayered
film surface decreases with an increasing of top film thickness;

∙ the film coating thickness, exceeding which it is possible to ignore the
substrate, increases with increasing surface stiffness and surface residual
stress;

∙ the effect of the stiffness ratio on the morphological stability of
heteroepitaxial interface increase with increasing mobility ratios.

In the future, it is planned to expand the developed models for studying the
self-organization of surface and interfaces in multilayer ultrathin film coatings. Also,
it is planned to take into account the surface bending stiffness in the evolution
equation. For this purpose, the Stegman – Ogden surface elasticity model will be
used to formulate the boundary conditions. It should be noted that geometrically
linear analysis does not allowed us to analyze the change in the shape of the surface
profile in this study. To study the dynamics of surface rearrangement, it is necessary
to take into account the nonlinear terms in the evolution equations. To do this, the
second approximation the boundary perturbation method will be taken into account.
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