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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ 

Обозначения: 

t время; 

Y валовой региональный продукт (ВРП); 

K величина основных производственных фондов (ОПФ); 

темп научно-технического прогресса (НТП); 

H величина человеческого капитала; 

темп социально-образовательного прогресса (СОП); 

C потребление; 

I инвестиции в основные производственные фонды; 

P общее население региона; 

L экономически активное население 

PL доля экономически активного населения; 

возраст населения; 

,t функция распределения плотности населения по возрастам; 

,t функция распределения смертности по возрастам; 

,t функция плотности распределения рождений; 

коэффициент выбытия основных производственных фондов; 

,th удельное значение человеческого капитала; 

коэффициент выбытия человеческого капитала; 

J инвестиции в человеческий капитал; 

I инвестиции в основные производственные фонды; 

0s норма потребления; 

ks норма инвестиций в основные производственные фонды; 

hs норма инвестиций в человеческий капитал. 

Сокращения: 

УР – Удмуртская Республика; 

ВРП – валовой региональный продукт; 
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ОПФ – основные производственные фонды; 

НТП – научно-технический прогресс; 

СОП – социально-образовательный прогресс; 

МНК – метод наименьших квадратов.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность проблемы. Устойчивый экономический рост региональ-

ной системы во многом определяется стратегией ее социально-

экономического развития. В основу построения оптимальной стратегии 

должны быть положены экономически обоснованные и математически под-

твержденные и проверенные выводы. Формирование оптимальной стратегии 

социально-экономического развития региона является управленческой зада-

чей, заключающейся в определении объемов финансирования социальной и 

производственной сфер деятельности. В этой связи актуальным является раз-

работка математической модели оптимального управления экономическими 

процессами. 

Построение оптимальной стратегии является актуальной задачей на лю-

бом этапе развития общества, поскольку оптимальное управление приводит 

региональную систему к устойчивому экономическому росту и повышению 

уровня и качества жизни населения. Здесь важным является обеспечение 

сбалансированного развития социальной и производственной сфер. 

Стратегия социально-экономического развития Российской Федерации 

до 2020 года сформулирована в Распоряжении Правительства РФ от 7 февра-

ля 2011 г. N 165-р [1]. В ней определены основные направления социально-

экономического развития, которые в современных условиях являются при-

оритетными.  

Инновационная политика развития общества сформулирована в Распо-

ряжении Правительства РФ № 2227-р от 8 декабря 2011 года [2].  

Инновационное развитие общества обеспечивается научно-техническим 

(НТП) и социально-образовательным прогрессом (СОП). НТП ведет к улуч-

шению технического уровня вследствие внедрения новейших достижений 

науки и техники и напрямую влияет на инновационное и экономическое раз-

витие. 

Социально-образовательный прогресс характеризует развитие фактора 

человеческого капитала. Человеческий капитал состоит из демографической 

http://www.garant.ru/products/ipo/prime/doc/6648235
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и качественной составляющих. Демографическая составляющая человече-

ского капитала учитывает численное воспроизводство населения [3-4]; каче-

ство человеческого капитала состоит из инвестиций на здравоохранение, об-

разование, науку и культуру [5-9].  

Актуальность изучения человеческого капитала на основе его экономи-

ко-математического моделирования прежде всего связана с его значительным 

влиянием на развитие экономической системы, обеспечивая конкурентоспо-

собность и ускоренный переход экономики на инновационный путь развития. 

Также следует отметить, что немаловажным является и учет численности на-

селения, являющегося носителем человеческого капитала и ресурсом, обес-

печивающим выпуск продукции. 

Таким образом, наличие НТП и СОП позволяет повысить эффектив-

ность экономической системы, что делает актуальным учет этих факторов 

при решении задач оптимального управления  учетом прогнозирования демо-

графической динамики. 

Рассмотренное в данной диссертационной работе решение задачи опти-

мального управления экономической системой региона с учетом общей де-

мографической динамики и трудовых ресурсов позволяет определить опти-

мальные объемы финансирования социальной и производственной сфер для 

устойчивого экономического роста в условиях научно-технического и соци-

ально-образовательного прогресса. Для этого используется принцип макси-

мума Понтрягина [10] и принцип оптимальности Беллмана [11].  

Степень разработанности тематики. Проблема необходимости коли-

чественной оценки и отображения НТП в экономико-математических моде-

лях появилась в середине ХХ века в связи с появлением работ по изучению 

экономического роста. 

Наиболее широко используемым методом учета НТП является его учет с 

использованием производственных функций. К таким работам относятся ра-

боты американских ученых Р. Солоу и К. Эрроу [12, 13]. 
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В экономико-математических моделях американских экономистов 

П. Ромера и Р. Лукаса [14-16] выдвинута гипотеза об эндогенном характере 

производственно-технических нововведений, основанных на вложениях в 

технологический прогресс и в человеческий капитал. 

Изучение динамики и свойств СОП напрямую связано с развитием тео-

рии человеческого капитала. Основоположниками теории человеческого ка-

питала являются У. Петти, А. Смит, Д. Рикардо, К. Маркс, А. Маршалл, 

Л. Вальрас, И. Фишер и др. [17-27]. 

Современная теория человеческого капитала получила развитие в начале 

50-х годов ХХ века в работах Г. Беккера [28] и Т. Шульца [29]. Также изуче-

нием данной тематики занимались такие экономисты, как У. Боуэн, 

Б. Вейсброд, Дж. Минцер, М. Фишер, Й. Бен-Порэт и др. [30-35]. Также ком-

плексная оценка человеческого капитала содержится в трудах 

Р.И. Капелюшникова, А.И. Добрынина, А.В. Корицкого, В.И. Марцинкевича 

и др. [36-40]. Влияние человеческого капитала на устойчивое развитие эко-

номической системы изучены в работах Дж. Форрестера, Д. Медоуз, 

С.Н. Бобылева, В.А. Коптюга, Н.П. Тарасовой и др. [41-44]. 

Следует отметить, что количественная оценка темпов НТП и СОП, а 

также математическая оценка влияния этих темпов на динамику развития 

экономической системы в настоящее время изучены недостаточно и требуют 

дальнейшего анализа, тем более в современных условиях актуализации ин-

новационного развития экономики. 

Моделирование демографических характеристик осуществляется на ос-

нове уравнения переноса, рассмотренного в работе О.В. Староверова [45]. 

Построение стратегии оптимального управления региональной эконо-

мической системой основывается на теории оптимального управления, по-

строение которой рассмотрено в работах Р.Е. Калмана, Л.М. Маркуса, 

Р. Беллмана, Л.С. Понтрягина, Н.Н. Красовского, В.И. Гурмана, 

Н.Н. Моисеева, В.И. Зубова, В.З. Беленького и др. [46-54]. 
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Предметом исследования являются методы анализа и решения задачи 

оптимального управления региональной экономической системой с учетом 

демографической динамики, научно-технического и социально-

образовательного прогресса. 

Целью диссертационной работы является разработка математической 

модели и программно-вычислительного комплекса для решения задачи оп-

тимального управления региональной экономической системой в условиях 

научно-технического и социально-образовательного прогресса, позволяющей 

учитывать прогнозирование демографических характеристик. 

Для достижения поставленной цели решаются следующие задачи: 

1. Разработка математической модели и методики количественной оценки 

человеческого капитала, учитывающего социально-образовательный про-

гресс общества. 

2. Решение задачи оптимального управления региональной экономической 

системой с учетом научно-технического и социально-образовательного 

прогресса. 

3. Разработка программно-вычислительного комплекса, позволяющего ре-

шать задачи математического моделирования человеческого капитала и 

оптимального управления с учетом общей демографической динамики и 

динамики трудовых ресурсов в условиях научно-технического и социаль-

но-образовательного прогресса. 

Методы исследования. В работе использованы методы математическо-

го моделирования, методы статистической обработки данных, численные ме-

тоды решения дифференциальных уравнений, методы математического про-

гнозирования, методы теории оптимального управления. 

Достоверность и обоснованность полученных результатов базирует-

ся на корректности математической постановки экономической задачи, мето-

дов решения, сходимости применяемых численных алгоритмов. 

На защиту выносятся: 
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1. Математическая модель задачи оптимального управления экономической 

системы с учетом общей демографической динамики и динамики трудо-

вых ресурсов в условиях научно-технического и социально-

образовательного прогресса. 

2. Математическая модель и методика качественной и количественной оцен-

ки человеческого капитала. 

3. Программно-вычислительный комплекс, включающий: базу данных по 

демографическим и экономическим показателям, реализующий модели 

динамики факторов развития региона и алгоритм решения задачи опти-

мального управления экономической системой с учетом научно-

технического и социально-образовательного прогресса. 

4. Пример построения оптимального управления на основе разработанного 

программного комплекса для Удмуртской Республики, позволяющего вы-

работать программу стратегического развития региона с целью устойчи-

вого роста социально-экономической системы региона. 

Научная новизна диссертации заключается в создании и решении ма-

тематической модели оптимального управления региональной экономиче-

ской системой с учетом прогноза общей демографической динамик и дина-

мики трудовых ресурсов в условиях научно-технического и социально-

образовательного прогресса, в разработке новой математической модели и 

методики количественной оценки величины человеческого капитала, а также 

в разработке программного комплекса, позволяющего решить задачу опти-

мального распределения капиталовложений в условиях инерционного и ин-

новационного сценария развития. 

Теоретическая и практическая значимости. В работе рассматривается 

оптимальное управление региональной экономической системой в условиях 

НТП и СОП с учетом накопления человеческого капитала и прогноза трудо-

вых ресурсов. Полученные результаты позволяют выработать программу 

стратегического развития региона и определить приоритетные направления с 

целью устойчивого развития социально-экономической системы. 
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Работа выполнена в рамках Федеральной целевой программы «Научные 

и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009-2013 годы 

по теме «Разработка математического аппарата решения задач оптимального 

управления для различных переходных режимов экономики с учетом влия-

ния многих факторов» (руководитель: д.ф.-м.н., профессор К.В. Кетова). 

Апробация работы. Основные результаты диссертационной работы 

докладывались и обсуждались на следующих научных конференциях и вы-

ставках: II Международной научно-практической интернет-конференции 

―Анализ, моделирование и прогнозирование экономических процессов‖ (Во-

ронеж, 15 декабря 2010 г.-15 февраля 2011 г.); III Международной научно-

практической конференции ―Проблемы современной экономики‖ (Новоси-

бирск, 17 мая 2011 г.); IV Международной научно-практической конферен-

ции ―Экологические проблемы природных и урбанизированных территорий‖ 

(Астрахань, 19-20 мая 2011 г.); V Международной научно-практической кон-

ференции ―Современное состояние естественных и технических наук‖ (Мо-

сква, 17 августа 2011 г.); Всероссийской научно-практической конференции 

―Математические методы и интеллектуальные системы в экономике и обра-

зовании‖ (Ижевск, декабрь 2011 г.); I Всероссийской научно-практической 

интернет-конференции ―Проблемы и перспективы социально-

экономического развития: взгляд молодых‖ (Тамбов, 17 мая 2012 г.); Между-

народной научно-практической конференции ―Актуальное состояние и тен-

денции развития физико-математических наук и информационных техноло-

гий‖ (Новосибирск, 25 сентября 2012 г.), Международной научно-

практической конференции ―Информационные технологии в науке, бизнесе и 

власти‖ (Екатеринбург, 4 декабря 2013 г.). 

Публикации.  

Результаты работы отражены в 9 научных публикациях: 4 статьи в изда-

ниях, рекомендованных ВАК для публикации основных научных результатов 

диссертаций на соискание ученой степени кандидата наук, 5 статей в сборни-

ках трудов международных конференций. 

http://sibac.info/index.php/2009-07-01-10-21-16/3481------l----------r
http://sibac.info/index.php/2009-07-01-10-21-16/3481------l----------r
http://sibac.info/index.php/2009-07-01-10-21-16/3481------l----------r
http://sibac.info/index.php/2009-07-01-10-21-16/3481------l----------r
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Получено свидетельство ИНИМ о регистрации программно-

вычислительного комплекса «Решение задачи оптимального управления ре-

гиональной экономической системой» (№ 2013615414 от 06 июня 2013 года). 

Результаты диссертационного исследования были использованы при 

выполнении государственного контракта по теме: «Разработка математиче-

ского аппарата решения задач оптимального управления для различных пе-

реходных режимов экономики с учетом влияния многих факторов» (руково-

дитель: д.ф.-м.н., профессор К.В. Кетова). 

Структура и объем работы. 

Диссертационная работа состоит из введения, четырех глав, заключения 

и библиографического списка. Работа изложена на 113 страницах машино-

писного текста, содержит 44 рисунка, 22 таблицы и список литературы из 

162 наименований. 

Во введении представлена актуальность, цель и задачи диссертацион-

ной работы, ее теоретическая и практическая значимость, научная новизна, 

основные положения и результаты, выносимые на защиту. 

В первой главе представлен обзор существующих методов изучения и 

моделирования экономических процессов с учетом НТП и СОП. Рассматри-

ваются производственный капитал и человеческий капитал, являющиеся ин-

дикаторами НТП и СОП соответственно. Приводятся инструменты анализа 

экономической системы. 

Вторая глава посвящена математическому моделированию оптималь-

ного управления экономической системы с учетом прогноза демографиче-

ской динамики. Приведена математическая модель экономической системы 

региона с учетом показателей, отражающих количественные оценки иннова-

ционного развития общества. На ее основе осуществлено математическое 

моделирование оптимального управления динамикой экономической систе-

мы с учетом НТП и СОП, позволяющей учитывать прогнозирование демо-

графических характеристик. Приведен алгоритм решения поставленной зада-

чи. 
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В третьей главе рассмотрено моделирование динамики численности 

населения, человеческого капитала и производственного капитала, являю-

щихся основными факторами развития региональной экономики. 

В четвертой главе рассмотрено решение задачи оптимального управле-

ния динамикой экономической системы Удмуртской Республики (УР) в ус-

ловиях НТП и СОП. Произведена идентификация параметров математиче-

ской модели региональной экономической системы. Построено оптимальное 

управление экономической системой региона, которое позволяет экономиче-

ской системе выйти на траекторию сбалансированного роста. Для решения 

поставленной задачи разработан программно-вычислительный комплекс. 

В заключении приведены основные результаты и выводы по диссерта-

ционной работе. 

Автор выражает благодарность научному руководителю доктору физи-

ко-математических наук, профессору К.В. Кетовой и доктору технических 

наук, профессору И.Г. Русяку за консультации по теории математического 

моделирования и методам оптимального управления в моделях экономиче-

ской динамики, всестороннюю помощь и поддержку при подготовке данной 

работы. 
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1. ОБЗОР ПОДХОДОВ К ИЗУЧЕНИЮ ЭКОНОМИЧЕСКИХ 

ПРОЦЕССОВ С УЧЕТОМ НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКОГО 

И СОЦИАЛЬНО-ОБРАЗОВАТЕЛЬНОГО ПРОГРЕССА 

1.1 Производственный капитал 

как индикатор научно-технического прогресса 

 

Основными факторами развития экономической системы являются ос-

новные производственные фонды (ОПФ) и человеческий капитал, для кото-

рого исследование и построение математической модели является одной из 

актуальных задач современной экономики. Развитие каждого из этих факто-

ров характеризуется прогрессом определенного рода. Так, развитие произ-

водственных фондов отражает научно-технический прогресс общества, раз-

витие человеческого капитала и трудовых ресурсов характеризуется социаль-

но-образовательным прогрессом. 

Основные производственные фонды являются материально-технической 

основой процесса производства и пополняются за счет капитальных вложе-

ний. Они подвержены износу, поскольку под влиянием различных факторов 

со временем утрачивает свои свойства [55]. 

Согласно определению [56], основные производственные фонды – это 

произведенные активы, подлежащие использованию неоднократно или по-

стоянно в течение длительного периода (не менее одного года), для произ-

водства товаров, оказания рыночных и нерыночных услуг, для управленче-

ских нужд либо для представления другим организациям за плату во времен-

ное владение и пользование или во временное пользование. 

Основные производственные фонды являются одним из основных фак-

торов производства. Эффективное использование и постоянное обновление 

ОПФ региона позволяет увеличить ее технические и экономические показа-

тели, в том числе валовой региональный продукт (ВРП). 

Теоретические и методологические вопросы управления и анализа ОПФ 

рассмотрены в работах таких ученых-экономистов как В.В. Ковалев, 
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Г.В. Савицкая, Т.Л. Каплин, И.В. Сергеев, А.В. Малеева, К.К. Вальтух, 

В.Н. Лившиц, Е.Ф. Жуков, А.Д. Шеремет и др. [57-62].  

Проблема оценки величины, динамики и качественной структуры про-

изводственных фондов является очень важной проблемой, поскольку эти по-

казатели необходимы при проведении анализа, оценочных расчетов, по-

строения прогнозов при изучении поведения различных экономических сис-

тем.  

Учет и оценка основных производственных фондов производятся в на-

туральной  и стоимостной формах [63]. Натуральная форма учета (штуки, 

тонны, километры и т.д.) характеризует их техническое состояние. Учет в 

стоимостном выражении (рубли) прежде всего необходим для определения 

стоимости фондов и величины амортизационных отчислений. 

Оценка ОПФ в стоимостном выражении производится по первоначаль-

ной, восстановительной, остаточной и ликвидационной стоимости [63]. 

В процессе обновления основных фондов происходит замена устарев-

ших средств труда новыми, более эффективными. При этом обновление мо-

жет быть частичным или полным. Экономический эффект обновления ос-

новных фондов состоит в улучшении производственных характеристик, что  

приводит к росту производительности труда и, в целом, к росту ВРП. 

В современной экономике главным условием, определяющим необхо-

димость замены основных производственных фондов, является их соответст-

вие уровню научно-технического прогресса. Поэтому для развития экономи-

ческой системы необходимо разработать грамотную инвестиционную и ин-

новационную политику обновления ОПФ [2, 63].  

Как было отмечено, развитие фактора производственных фондов харак-

теризуется научно-техническим прогрессом. Необходимость количественной 

оценки и отображения НТП в экономико-математических моделях возникла в 

середине ХХ века и связана с актуальностью изучения вопроса экономиче-

ского роста. Так, в 1957 г. Р. Солоу применил в своей модели нейтральный по 

Хиксу научно-технический прогресс [12]: производственная функция умно-
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жалась на коэффициент, который показывал технологические изменения и 

зависел от времени. 

Далее было введено предположение о том, что усовершенствованные, 

инновационные технологии влияют на объем производства через различные 

капиталовложения [13]. 

Так, во второй половине 80-х годов, появляются модели, в которых для 

учета экономического роста используются технические и технологические 

новшества. Авторами этих моделей являются П. Ромер и Р. Лукас [14-16]. 

В настоящее время разработаны различные модели учета НТП в эконо-

мике [64-70]. Так, оценка НТП рассматривается по показателям, относящим-

ся к результатам усовершенствования производства: количеству и качеству 

выпущенной продукции, росту производительности труда и др. [71-72]. Так-

же оценка НТП, представленная в работах Валдайцева С.В. и Лахтина Г.А. 

[73-74], рассматривалась как соотношение ресурсов, выделяемых на обнов-

ление производства, и ресурсов, направляемых на обеспечение расширенного 

воспроизводства. 

Наиболее широко используемым методом учета НТП является его учет с 

использованием производственных функций [13, 75-78]. 

Производственные функции позволяют оценить степень влияния факто-

ров на результат производства и их взаимозаменяемость. Также производст-

венные функции позволяют рассчитать прогнозные значения объема выпуска 

продукции в будущем периоде. 

Чаще строятся многофакторные производственные функции, которые 

показывают влияние факторов производства nxxx ...,,, 21   на величину произ-

веденной продукции Y . Уравнение многофакторной производственной функ-

ции имеет общий вид: 

)...,,,( 21 nxxxfY       (1.1) 

Наиболее распространенной является двухфакторная модель производ-

ственной функции Кобба-Дугласа, показывающая влияние капитала tK  и 

труда tL  на выпуск продукции tY  [77]: 
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21
ttt LАKY ,                                               (1.2) 

где А  – технологический коэффициент, 1  – коэффициент эластичности по 

капиталу, 2  – коэффициент эластичности по труду. При этом если 

121 , то функция Кобба-Дугласа является линейно однородной с по-

стоянной отдачей при изменении масштабов производства, если 121  – 

возрастающая отдача, 121  – убывающая.  

Для отображения НТП в производственных функциях используют экзо-

генный и эндогенный подходы.  

Рассмотрим случаи, когда прогресс выступает как экзогенно заданная 

величина, влияющая на производительность труда и экономический рост [75-

77]. Для этого применяются три вида нейтрального технического прогресса: 

по Хиксу, по Харроду и по Солоу [79]. 

При нейтральном по Хиксу техническом прогрессе выражение произ-

водственной функции (1.2) принимает вид: 

)( 1
tt

t
t LAKeY ,                                             (1.3) 

где  – темп развития технического прогресса. 

Нейтральный по Харроду технический прогресс является трудосбере-

гающим, а выражение производственной функции (1.2) принимает вид: 

1)( t
ttt eLAKY .                                         (1.4) 

Нейтральный по Солоу технический прогресс является капиталосбере-

гающим, и производственная функция имеет вид: 

1)( t
t

tt LeKAY .                                       (1.5) 

Эндогенный подход основан на том, что новые технологии, являющиеся 

результатом НТП и факторами производства, влияют на объем производства, 

т.е. учет НТП осуществляется внутри самих факторов производственной 

функции. 

Данный способ построения моделей в своих работах рассмотрели 

К. Эрроу, П. Ромер и Р. Лукас [14-16, 80-81]. 
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В модели П. Ромера и Р. Лукаса рассматривается объем человеческого 

капитала, подразумевающего такие качества работника, которые способст-

вуют увеличению результативности его работы и возобновляются или усо-

вершенствуются затратами на образование и приобретение квалификации 

[14-16, 80-82].  

Модель Р. Лукаса имеет вид: 

hLhuKAY ttttt
1)( ,                                       (1.6) 

)1( ttt uGhh ,                                              (1.7) 

где th уровень человеческого капитала; h средний человеческий капи-

тал; tu доля времени на производственную деятельность; G функция эф-

фективности человеческого капитала. 

Модель П. Ромера имеет вид: 

2121 1
tttt KLHY ,                                       (1.8) 

rH t
))(1(

1

2121

1 ,                                     (1.9) 

где коэффициент продуктивности человеческого капитала; r ставка бан-

ковского процента. 

Несмотря на развитие различных методов и способов оценки НТП, еди-

ная теория количественной оценки НТП при изучении макроэкономических 

процессов до настоящего времени не сформирована. 

 

1.2 Изучение и оценка человеческого капитала как индикатора  

социально-образовательного прогресса общества 

 

В современной теории под человеческим капиталом понимаются запас 

знаний, умений и опыта человека, которые способствуют увеличению его 

производительной деятельности и прибыли [25, 84]. Так, полученные знания, 

навыки, способности, которые есть у человека могут быть приложены в те-

чение определенного периода времени в целях производства товаров и услуг 

[85-87]. 
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Концепция человеческого капитала зародилась в XVII-XIX вв. Основы 

будущей теории человеческого капитала были рассмотрены в трудах эконо-

мистов: В. Петти, А. Смит, Д. Рикардо, Л. Вальрас, А. Маршалл [17-20, 25, 

83]. 

При определении человеческого капитала нужно учесть, что [90]: 

1) в условиях инновационной экономики человеческий капитал является 

одним из основных факторов его развития;  

2) для формирования и усовершенствования человеческого капитала не-

обходимы значительные инвестиции;  

3)  человеческий капитал также содержит в себе накопление способно-

стей и навыков;  

4)  человеческий капитал со временем изнашивается, теряет свою эко-

номическую стоимость, амортизируется;  

5)  человеческий капитал связан с демографией посредством того, что 

его носителями являются человеческие личности;  

6)  доход от имеющегося человеческого капитала зависит и контролиру-

ется каждым его носителем индивидуально, независимо от источников и 

объемов его инвестирования.  

Современная теория человеческого капитала возникла в середине ХХ 

века. Данный период характеризуется возрастающей ролью человека, степе-

нью его образования, знаний, опыта и квалификации. Впервые термин ис-

пользовал американских ученый-экономист Т. Шульц [29, 83, 88-89], а 

Г. Беккер обосновал продуктивность вложений в человеческий капитал [28]. 

Дальнейшее исследование человеческого капитала представлено в работах 

Дж. Минцера, Й. Бен-Порэта, В.И. Марцинкевича, С.А. Дятлова и др. ученых 

[84, 91-98]. 

В настоящее время большинство экономистов выделяет три основные 

составляющие в человеческий капитал: капитал образования, капитал здоро-

вья, капитал культуры [87, 91, 94, 95]. 

Инвестиции в образование способствуют повышению запаса знаний че-
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ловека и их качества. Капиталовложения в здравоохранение сокращают уро-

вень заболеваемости и смертности, что в свою очередь приводит к увеличе-

нию трудоспособности человека. Инвестиции в культуру способствуют росту 

творческой стороны личности, формируют морально-этические принципы, 

тем самым снижают уровень криминализации общества [90, 99-100]. 

Основными инвесторами в человеческий капитал являются междуна-

родные фонды и организации, федеральное и региональное правительство,  

отдельные фирмы, домохозяйства. 

Инвестиции в человеческий капитал имеют свои отличительные чер-

ты [90, 94]. Так, следует отметить, что вложения в человеческий капитал, ко-

торый подвержен физическому и моральному износу, способствуют его на-

коплению. Доходность накопленного человеческого капитала растет до мо-

мента времени, пока его носитель не достигнет активного трудоспособного 

возраста, после чего показатель идет на убыль. И чем раньше осуществляют-

ся инвестиции в человека, тем быстрее ощущаем их эффективность. 

Человеческий капитал можно определять как качество жизни [101,102], 

как сумма вложений [75] или как объем доходов [5]. Для количественной 

оценки данной величины применяются различные подходы и методы:  Дж. 

Минсер [103] рассмотрел анализ влияния образования и стажа работника на 

человеческий капитал, К. Б. Маллиган и Х. С. Мартин [104] предложили рас-

чет запаса величины человеческого капитала с помощью индексов. Также 

значительный вклад внесли Й. Бен-Порэт [105], Хекман [25], А.С. Акопян, 

В.В. Бушуев и В.С. Голубев[106].  

В диссертационной работе рассматривается затратный метод расчета 

стоимости человеческого капитала, основанный на расчете накоплений инве-

стиций в человека. Данный метод был впервые рассмотрен в работе 

Дж. Кендрика [34-35], модель расчета предложена в работах К.В. Кетовой и 

И.Г. Русяка [90, 107]. 

Развитие фактора человеческого капитала характеризуется социально-

образовательным прогрессом. В основе СОП лежат новые научные знания, 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B8%D0%BD%D1%81%D0%B5%D1%80,_%D0%94%D0%B6%D0%B5%D0%B9%D0%BA%D0%BE%D0%B1
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B8%D0%BD%D1%81%D0%B5%D1%80,_%D0%94%D0%B6%D0%B5%D0%B9%D0%BA%D0%BE%D0%B1
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развитие человеческой личности, переход к более высокому уровню матери-

ального производства и благосостояния людей. В то же время следует отме-

тить, что к учету фактора СОП при моделировании экономических процессов 

достаточного внимания не уделялось. 

В процессе СОП происходит личностное развитие в интеллектуальной, 

культурной и нравственной сферах, что приводит к росту основных показа-

телей экономической системы. 

Будем полагать, что учет социально-образовательного прогресса в эко-

номической системе аналогичен учету научно-технического прогресса, рас-

смотренного в п.1.1. 

Результаты анализа рассматриваемых выше вопросов имеют значитель-

ное прикладное значение, позволяя рассчитать экономически выгодный объ-

ем инвестиций, способствующих повышению уровня здоровья и качества 

жизни населения. 

 

1.3 Инструменты анализа экономических процессов 

 

Экономическая система представляет собой сложную систему, состоя-

щую из непрерывно взаимодействующих процессов. Одним из основных ин-

струментов, позволяющих анализировать экономические процессы, являются 

математические методы.  

Математические модели и методы впервые применил французский эко-

номист Ф. Кенэ в работе ―Экономическая таблица‖ (1758 год) [108]. А уже в  

1838 году О. Курно активно их применял при исследовании разработанной 

им теории богатства [79, 99]. В дальнейшем с ускоренными темпами нача-

лось бурное применение математических моделей в экономике. Значитель-

ных достижений математического моделирования в экономике достигли 

Л. Вальрас, О. Курно, В. Парето и др. [79, 109]. Среди российских ученых в 

этой области известны В.К. Дмитриев, Е.Е. Слуцкий, А.Д. Кондратьев [76]. 

В.В. Леонтьев разработал схему межотраслевого баланса [110]. Основой тео-

рии оптимизации в экономике послужила работа Л.В. Канторовича [111], 
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также его работы лежат в основе методов линейного программирования, ме-

тодов математического программирования. Все это послужило дальнейшему 

развитию и появлению оптимизационных моделей, многоуровневых систем, 

моделей планирования и т.д. [112-118]. На сегодняшний момент существует 

теория математического моделирования экономических процессов, вклад в 

формирование которой внесли В.М. Полтерович [119, 120], С.А. Ашманов 

[79], А.А. Петров, И.Г. Поспелов и А.А. Шананин [121-123], Д. Гейл [124], 

В.Л. Макаров [125-127], В.З. Беленький [54, 128-131], В.Д. Матвеенко [132] и 

др. 

Одним из инструментов анализа экономических процессов во времени 

являются динамические модели. Они основаны на классической модели Рам-

сея–Касса–Купманса (РКК-модель) [133-135]. Значительный вклад в разви-

тие модели внесли В.З. Беленький [54, 128-131] и В.Д. Матвеенко [132]. 

Изначально рассматривалась модель, в которой население не изменяется 

со временем и выпуск продукции Y  растет за счет накопления капитала К  

инвестициями I  [136]: 

KFY ;                                                     (1.10) 

 IK ;                                                       (1.11) 

тогда потребление равно 

IKFC .                                                 (1.12) 

Позже уравнение (1.11) было записано в виде 

KIK   ,                                                (1.13) 

где коэффициент выбытия (амортизации) фондов. 

РКК-модель содержит критерий оптимизации, являющийся интеграль-

ной полезностью потребления. Величину выпуска продукции Y  можно пред-

ставить с помощью производственной функции LKFY , , которая зависит 

от экономически активного населения L  и объема капитала K . Предполага-

ется, что. 1,LKFLY , тогда kfLY , где LKk . В неоклассической 

РКК-модели: 
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1) динамика экономически активного населения возрастает по экспоненци-

альному закону с темпом n : nteLL 0 ; 

2) часть произведенной продукции YIs  идет на инвестиции: 

KsYnLkLkK  ,                                      (1.14) 

откуда 

kksfk ,                                             (1.15) 

где n . 

Тогда из уравнения (1.15) объем потребления можно записать уравнени-

ем: 

kfeLsС nt
01 .                                        (1.16) 

Исходя из полученного уравнения потребления (1.16), возникает необ-

ходимость построения оптимальных траекторий [54, 79, 136-142]. 

Теория оптимального управления сформировалась в 50-е годы ХХ века 

[143-145] и включает в себя принцип максимума Л.С. Понтрягина [146-148] и 

принцип оптимальности Р. Беллмана [149]. 

Максимум Понтрягина используется к задачам управления, которые 

имеют вид [136]: 

Utu

xtx

xtx

tuxfx

txFdttuxIJ
t

ttu

)}({

;)(

;)(

);,,(

;),(),,(max

11

00

11
)}({

1

0



                   (1.17) 

Здесь fFI ,,  заданные непрерывно дифференцируемые функции; 00 , xt  – 

фиксированные параметры; 1t  или 1x  – фиксированные параметры. Траекто-

рия управления )}({ tu  должна принадлежать фиксированному множеству 

управлений U , причем )(tu  – кусочно-непрерывная функция времени, значе-

ния которой должны принадлежать некоторому фиксированному множест-

ву . 
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Принцип оптимальности Беллмана содержит другой способ решения за-

дачи. Основная идея состоит в построении оптимальных траекторий (квази-

магистралей) на отрезке длины T  из любой точки фазового пространства. 

Для этого планируется в начальный момент времени оптимальное поведение 

рассматриваемой системы, в каком бы начальном состоянии она ни находи-

лась.  

Уравнение Беллмана имеет вид: 

),,(),,(max
*

)(

*

t
J

tI
t

J

tu
uxf

x
ux ,                         (1.18) 

Данное уравнение можно решать в виде разностных схем, на ЭВМ с 

большим быстродействием. 
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2. ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ  

ДИНАМИКОЙ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ  

С УЧЕТОМ ДЕМОГРАФИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ  

 

2.1 Постановка задачи оптимального управления  

 

На рисунке 2.1 представлена схема взаимодействия экономики региона с 

внешней экономической средой с помощью кредитов, инвестиций, налогов и 

т.д. [90]. 

  

Экономическая система 

региона: HKFY , , 

),,,,,,( DCJIHKY  

Дотации, 

трансферты, 
субвенции, 

Кредиты Инвестиции 

Возврат 

кредитов 

Извлечение 

прибыли 

Налоги, 

Внешняя 

экономическая среда 

 

 

 

Рисунок 2.1 –Взаимодействие региональной  экономической системы 

 с внешней экономической средой 

 

Будем полагать, что основными компонентами математической модели 

экономической системы региона являются: объема произведенной продукции 

Y , объема производственного капитала K  и человеческого капитала H , объ-

емов инвестиций в производственный капитал I  и человеческий капитал J , 

объемов потребления C  и доходы регионального бюджета D  [90]. 

В диссертационной работе объем выпускаемой продукции (ВРП) Y  

представим в виде производственной функции от производственного капита-

ла K  и человеческого капитала H . Функцию примем в виде: 

1, HAKHKFY  (однородная функция Кобба-Дугласа первой сте-
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пени). 

Рассматриваются два сценария развития региональной экономической 

системы: инерционный путь развития и инновационный путь. 

В случае инерционного пути развития предполагается, что темп НТП 

01  и темп СОП 01 . Инновационный сценарий предполагает, 

что с момента времени 0t  начинается инновационный путь развития эконо-

мической системы.  

Здесь различаются два вида ОПФ: фонды инерционного сценария )(1 tK , 

формирующиеся с темпом НТП 01 , и фонды инновационного сценария 

)(2 tK , формирующиеся с темпом НТП 02 . Также различаются два вида 

человеческого капитала: человеческий капитал )(1 tH , который формируется 

с темпом СОП 1 , и человеческий капитал )(2 tH , который формируется с 

темпом СОП 12 .  

Схема цикла воспроизводства экономики региона представлена на ри-

сунке 2.2, где RF NN , налоговые отчисления в федеральный и региональ-

ный бюджеты соответственно ( NNFF , NNRR , RF NNN , 

1RF ); tT дотации, трансферты, субвенции; ECs0 норма потреб-

ления в экономической системе; EIs iik норма инвестиций в производ-

ственный капитал i го вида; EJs iih норма инвестиций в человеческий 

капитал i го вида. Далее, в задаче оптимального управления, переменные 

ihik ss ,  являются управляющими. 
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Рисунок 2.2. – Схема цикла воспроизводства региональной экономики 

 

Рассмотрим доход регионального бюджета D . Пусть 
RF NNN , где 

RF NN , налоги федерального и регионального бюджетов соответственно. 

Обозначим NN FF
, NN RR

, тогда 1RF . Объем налогов опре-

деляется через долю  от выпуска реализованной продукции Y  (рисунок 

2.1): YN . Возврат средств в виде дотаций, трансфертов, субвенций опре-

деляется как доля  от уровня региональных налогов: 
RNT , где 

YN RR . Тогда доход региона можно представить как: 

YTND RR 1 . 

Математическая модель экономической системы с учетом демографиче-

ской динамики в условиях НТП и СОП имеет вид [90]: 

CJJIINTYE F 2121 ,   Tttt ,0 ;                (2.1) 

121210 hhkk sssss ,  const0s ;                           (2.2) 

HAKHKFY , , 1;                              (2.3) 

),( HKFE , 11 FRF ;                       (2.4) 

YD R1 ,  YT R ,  YN FF ;                     (2.5) 

EsC 0 ,  EsI kii ,  EsJ hii ,  2,1i ;                           (2.6) 

iiki
tt

i KEseK i )( 0 ,  2,1i ;  21 KKK ;                     (2.7) 

010 tKK ,  020K ,  TiiT tKK ;                           (2.8) 
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iihi
tt

i HEseH i )( 0 ,  2,1i ,  21 HHH ;                   (2.9) 

00 tHH ii ,  2,1i ,  TiiT tHH .                          (2.10) 

Уравнение (2.1) представляет собой основное балансовое уравнение мо-

дели региона. Уравнение (2.2) – балансовое уравнение в относительных пе-

ременных. 

Уравнение (2.3) – линейно-однородная производственная функция, за-

висящая от производственного капитала и человеческого капитала, динамика 

которых описывается уравнениями (2.7) и (2.9) соответственно. Коэффици-

ент  в уравнении (2.4) отражает взаимодействие региона с внешней эконо-

мической средой. 

Поставим задачу оптимального управления, взяв за основу математиче-

скую модель экономической системы (2.1)-(2.10). В качестве критериального 

функционала рассмотрим удельное дисконтированное общественное потреб-

ление в системе. Для этого примем )()()( tPtLt отношение численности 

экономически активного населения )(tL  к численности всего населения ре-

гиона )(tP ; Ttt ,0 интервал планирования;  –  коэффициент дисконтиро-

вания. Производственная функция (2.3), с учетом свойства линейной одно-

родности ,1  принимает вид: hkLFLHLKLFHKF ,,, . 

Тогда критериальный функционал запишется в виде: 

s

t

t

tt
T

dtehkFsCr max,

0

0
0 ,                             (2.11) 

l

llhhkkl sssssssss 02121 1,1,0:,,, ,              (2.12) 

где 
120

000

),(),,,,(
)(

)(
)( dtdttdtttL

tP

tL
t

ж
m

м
m

жжмм , 

),(t плотность распределения населения возраста  в год t , ,tм  и 

,tж доли мужчин и женщин возраста , участвующих в производствен-

ной деятельности в год t , 84ж
m

м
m времена дожития  процентов насе-
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ления 51 , ),()( tжм плотность распределения мужского (женского) 

населения. 

 

 2.2 Алгоритм построения оптимальной траектории 

 

Процедура построения оптимального управления включает в себя два 

этапа. Вначале строится квазистационарная оптимальная траектория (квази-

магистраль), на которую должна выйти экономическая система. Затем стро-

ится оптимальное управление экономической системой в переходный пери-

од, которое выводит систему на квазимагистраль и далее движение осущест-

вляется по ней. Момент достижения квазимагистрали обозначим Ttt . 

Фазовые уравнения для производственных фондов (2.7) и для человече-

ского капитала (2.9) в удельном виде, когда LKk  и LHh , с использо-

ванием свойства линейной однородности производственной функции, преоб-

разуются следующим образом: 

iki
tt

kii khkFesk i ,0 ,  ihi
tt

hii hhkFesh i ,0 ,         (2.13) 

где LLiki
 , LLihi

 . 

Расчет численности экономически активного населения tL  и общей 

численности населения tP  осуществляется на основе решения уравнения 

динамики возрастного состава, которое рассмотрено в главе 2. При этом про-

изводная tL  расписывается с помощью центральной разности: 

t

ttLttL
tL

2
 . 

Гамильтониан задачи (2.1)-(2.12) при 011 , 02  и 

02 имеет вид: 

,,,

,,
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khkFeskhkFs

ehkFstxs

h
tt
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k
tt
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          (2.14) 

где 2121 ,,, hhkkx ,  2121 ,,, hhkk . 
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В соответствие с принципом максимума Понтрягина (при 0tt
eq ), 

получим: 

.,,

,,,
maxarg

,,,maxarg

0

0

2211

22110

hkFesqhkFsq

hkFesqhkFsqhkFs

txsqs

tt
hhhh

tt
kkkk

s

s

o

      (2.15) 

Таким образом, нахождение оптимального управления сводится к реше-

нию для каждого Tttt ,0  задачи : 

;1max 00

221122110
00

sQsQs

seqsqseqsqs

m
ts

h
tt

hhhk
tt

kkk
                (2.16) 

121210 hhkk sssss .                                   (2.17) 

Где 

00
21212121 ,,,,,,,,

tt
hh

tt
kkhhkk eqqeqqQQQQQ , 

21210 ,,,, hhkk ssssss ,  2121 ,,,max hhkkm QQQQQ . 

Введем обозначения lss , где 2121 ,,, hhkkll i , и 
ili

m Ql maxInd . 

Тогда структуру управления можно представить в виде: 

.,0

;,1~
0

mi

mi

l

l

l

ll

llss

ss i

i

i
                                 (2.18) 

Система сопряженных уравнений принимает вид: 

iki
tt

kii khkFesk i ,0 ,  00 tkk ii ,  iTiiT ktkk ,  2,1i ; (2.19,а) 

ihi
tt

hii hhkFesh i ,0 ;  00 thh ii ,  iTiiT hthh ,  2,1i ; (2.19,б) 

hkFsQsqq kmkikiki ,1 00 ,  2,1i ;         (2.20,а) 

hkFsQsqq hmhihihi ,1 00 ,  2,1i .         (2.20,б) 

Квазистационарный участок оптимальной траектории thtk ii ,  нахо-

дится исходя из условий: 

)(),max( 0000 teqeqeqeq
tt

hi
tt

ki
tt

hi
tt

ki
iiii , 2,1i ,     (2.21) 

откуда выражаются параметры стационарной точки. 
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Нестационарные уравнения (2.19) и (2.20) с начальными условиями 

можно решить методом "стрельбы", используя модифицированный метод 

Эйлера с коррекцией [150]. 

Суть метода «стрельбы» состоит в том, что задается начальное условие 

для функции 0)0(:)( qqtq , и вместе с начальным условием 0)0( kk  ре-

шается совместная система уравнений (2.19) и (2.20). И необходимо с задан-

ной точностью  «попасть» в точку TkTk )( . 

 

2.3 Алгоритм оптимального управления в переходном периоде 

 

Оптимальное управление в переходном периоде до момента выхода на 

квазимагистраль рассчитывается на основе индексного метода, изложенного 

в работах В.З. Беленького и К.В. Кетовой [54, 90, 151]. 

Построив квазимагистраль, находим правое граничное условие. Далее 

переходим к реализации индексного метода, позволяющего оптимально рас-

пределять инвестиции в переходном периоде. 

Назовем множество tJJ  носителем управления. Оптимальное 

управление в переходном периоде строится таким образом, чтобы опреде-

лить порядок включения факторов в выбранный носитель. При этом необхо-

димо учесть, что в оптимальном режиме инвестирование нацелено на вырав-

нивание весов рассмотренных факторов производства, что приводит к посто-

янному расширению tJ . Следует также принимать во внимание то обстоя-

тельство, что фактор, включенный в носитель, уже никогда его не покидает. 

Фактор включается в носитель по формуле: 

TtikhjtItJ ji ,0;2,1;,),(minArg ,                           (2.22) 

где 

1)( 0)( hkeАI
tt

hiihi
i ,                            (2.23,а) 

hkeАI
tt

kiiki
i 1)( 0)(: .                            (2.23,б) 

Распределение инвестиций между факторами, которые вошли в носитель 
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осуществляется в соответствии с уравнением: 

hAk

jj
s

ji

ji


,   Jj , .2,1;, ikhj                              (2.24) 

Эволюционные уравнения для факторов, которые не вошли в носитель, 

имеют вид: 

,iii xx   Ji .                                (2.25) 

На рисунке 2.3 представлена динамика двойственных переменных в 

случае реализации оптимального управления в переходном периоде для Уд-

муртской Республики (данные представлены в 4 главе). 
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Рисунок 2.3 – Динамика двойственных переменных оптимального управления 
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3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ ФАКТОРОВ  

РЕГИОНАЛЬНОГО ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАЗВИТИЯ 

 

3.1 Математическое моделирование демографических характеристик 

 

3.1.1. Постановка задачи  

 

Математическое моделирование распределения демографических эле-

ментов по возрастам будем рассчитывать на основе уравнения динамики воз-

растного состава, рассмотренной в работах О.В. Староверова [45], К.В. Кето-

вой и И.Г. Русяка [90, 151-154]: 

t

t,
+

,t
= ,, tt + ,, ttl ,                     (3.1) 

где ),(t  – плотность распределения населения возраста  в год t , ),(t  – 

функция распределения смертности, задающая долю умирающих в возрасте 

 в год t , ),(tl  – функция распределения миграционного прироста по воз-

растам. 

При 0tt  

00 ,t ,   0 ,                                      (3.2) 

где )(0 – плотность распределения населения в начальный момент времени 

0t . 

При 0 : 

,0

49

14

,),(),()0,( ttdttt ,                                     (3.3) 

где ),(t  – плотность распределения рождений из диапазона фертильности 

женщин [ 49,14 ]. 

Исходя из полученного решения плотности распределения населения, 

можно найти общую численность населения: 

.),()(
120

0

dttP                                                 (3.4)                                              
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Численность населения трудоспособного возраста: 

ж
L

ж
L

м
L

м
L

dtdttL жм
o

2

1

2

1

),(),()( ,                                (3.5) 

где ,tм , ,tж  – плотности распределения по возрастам мужчин и 

женщин соответственно; м
L1  и м

L2 – нижняя и верхняя граница трудоспособ-

ного возраста мужчин соответственно; ж
L1  и ж

L2  нижняя и верхняя граница 

трудоспособного возраста женщин соответственно; 

Также можно вычислить численность экономически активного населе-

ния: 

ж
m

м
m

dttdtttL жжмм
00

,,,, ,                       (3.6) 

где ,tм  и ,tж доли мужчин и женщин возраста , участвующих в 

производственной деятельности в год t ; tм
m

м
m  и tж

m
ж
m времена 

дожития 5  процентов мужского и женского населения соответственно. 

 

3.1.2. Определение функций распределения рождений, 

смертности и миграции по возрастам 

 

Для решения задачи моделирования демографических характеристик 

(3.1)-(3.3) необходимо осуществить построение ряда входящих в модель 

функций:  

 начального распределения численности населения по возрастам; 

 функции плотности распределения рождений в диапазоне фертильности 

женщин; 

 функции распределения смертности по возрастам; 

 функции распределения миграционного прироста по возрастам. 

Рассмотрим построение данных функций на примере Удмуртской Рес-

публики [155-159]. В качестве начального момента времени выберем 1990 
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год.  

На рисунке 3.1 представлены плотности распределения населения по 

возрастам )(0 , построенные по статистическим данным для 1990 года и 

2011 года соответственно. 
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Рисунок 3.1 – Плотность распределения населения УР по возрастам: 

 а) для 1990 года; б) для 2011 года 
 

Для определения функции плотности распределения рождений ),(t  

проанализируем статистические данные по Удмуртской Республике по коли-

честву рождений ,tL , приходящихся на возраст  (  [14; 49] лет) за 

период 1990-2011 годы (см. таблицу 3.1). 



Таблица 3.1 – Статистические данные УР по количеству рождений ,tL  от возраста  за период 1990-2011 годы 

Год 

1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 

,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  

14 лет 2 2 2 3 3 2 2 3 3 1 1 2 2 

15 лет 27 39 40 39 34 30 21 37 36 18 15 22 33 

16 лет 122 129 152 136 161 150 126 112 118 109 112 105 109 

17 лет 382 430 448 418 447 395 354 342 343 286 293 296 257 

18 лет 853 901 929 914 1000 845 735 707 700 634 662 630 654 

19 лет 1459 1540 1404 1411 1454 1329 1162 1048 1081 958 948 972 1063 

20 лет 1777 1877 1840 1659 1591 1536 1395 1305 1316 1170 1251 1305 1302 

21 лет 1958 1862 1818 1668 1613 1526 1416 1454 1406 1366 1348 1303 1412 

22 лет 1935 1700 1601 1483 1437 1286 1250 1320 1382 1466 1396 1391 1444 

23 лет 1626 1580 1411 1216 1202 1195 1141 1144 1360 1297 1319 1382 1382 

24 лет 1523 1403 1283 1079 1107 976 1050 1092 1172 1186 1162 1251 1312 

25 лет 1580 1302 1171 957 911 860 922 964 1033 1049 1088 1133 1190 

26 лет 1438 1250 1049 893 781 750 769 808 885 926 995 1010 1143 

27 лет 1478 1085 954 785 757 621 658 745 764 868 874 888 1016 

28 лет 1287 1125 882 710 740 628 605 681 694 715 768 815 892 

29 лет 1275 1010 826 578 590 519 510 602 627 611 642 731 757 

30 лет 1053 932 808 551 574 511 458 552 520 516 558 594 713 

31 лет 1000 810 713 476 494 454 397 476 469 441 471 521 587 

32 лет 734 674 561 464 404 376 386 383 436 389 398 465 493 

33 лет 614 544 510 365 365 337 310 355 341 349 337 326 437 

34 лет 529 490 413 316 302 281 278 292 324 289 302 324 319 

35 лет 468 377 323 262 260 257 240 229 295 268 283 296 295 

36 лет 354 351 269 198 186 174 198 216 235 215 209 202 250 

37 лет 248 237 212 151 142 134 138 153 159 204 184 157 190 

38 лет 216 167 152 108 77 94 110 119 126 169 165 160 158 
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Продолжение таблицы 3.1 

Год 

1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 

,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  

39 лет 140 138 103 86 66 61 85 82 113 109 109 137 114 

40 лет 105 91 70 74 61 57 55 52 73 66 66 76 75 

41 лет 81 76 60 51 46 47 44 31 42 47 47 62 56 

42 лет 40 39 27 26 16 20 31 24 33 32 32 42 43 

43 лет 20 13 20 14 13 11 14 19 17 9 9 19 18 

44 лет 11 10 8 17 14 7 3 10 13 9 9 5 13 

45 лет 1 3 4 2 1 3 1 4 4 5 5 4 3 

46 лет 0 1 3 4 2 1 2 2 4 8 8 3 0 

47 лет 1 1 0 2 1 2 1 2 1 1 1 0 0 

48 лет 0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 0 0 1 

49 лет 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

ВСЕГО, 

tL  24337 22189 20067 17116 16854 15476 14868 15365 16125 15786 15786 16629 17733 
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Продолжение таблицы 3.1 

Год 

2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 

,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  

14 лет 3 2 2 3 3 1 3 3 4 

15 лет 23 24 22 25 22 21 17 15 16 

16 лет 125 127 104 101 106 86 73 71 64 

17 лет 319 325 293 296 296 281 250 200 175 

18 лет 602 631 596 593 541 508 516 409 358 

19 лет 1067 1029 899 1049 998 907 841 719 620 

20 лет 1380 1332 1200 1125 1290 1161 1073 998 847 

21 лет 1436 1419 1403 1268 1310 1385 1337 1143 1142 

22 лет 1406 1358 1313 1392 1370 1439 1406 1343 1229 

23 лет 1387 1454 1317 1401 1491 1358 1436 1511 1536 

24 лет 1351 1303 1244 1268 1472 1433 1499 1476 1610 

25 лет 1213 1183 1170 1181 1274 1419 1493 1533 1504 

26 лет 1200 1120 1107 1081 1231 1258 1428 1501 1517 

27 лет 988 1088 931 1028 1113 1193 1289 1494 1453 

28 лет 884 956 892 881 1073 1137 1149 1269 1422 

29 лет 795 864 813 806 1040 1052 1110 1258 1210 

30 лет 737 725 736 795 942 970 1062 1095 1196 

31 лет 652 645 617 598 833 899 887 993 1085 

32 лет 474 559 536 555 672 760 868 910 915 

33 лет 399 448 439 444 581 716 794 801 828 

34 лет 355 397 354 384 483 588 624 716 681 

35 лет 298 317 319 320 416 456 535 600 668 

36 лет 239 242 225 258 334 396 397 471 492 

37 лет 177 197 179 191 224 308 325 368 434 

38 лет 149 152 148 133 168 242 236 249 309 
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Продолжение таблицы 3.1 

Год 

2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 

,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  ,tL  

39 лет 107 118 96 102 132 161 178 189 214 

40 лет 83 80 67 81 74 105 103 147 144 

41 лет 61 55 45 40 69 77 79 84 101 

42 лет 44 38 45 32 43 40 35 40 62 

43 лет 11 22 20 16 29 25 22 38 24 

44 лет 4 10 18 9 15 15 17 16 18 

45 лет 5 7 4 6 4 5 8 4 10 

46 лет 0 4 3 1 2 4 5 4 7 

47 лет 1 1 2 0 1 3 2 0 2 

48 лет 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

49 лет 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

ВСЕГО, 

tL  17975 18232 17159 17463 19652 20409 21099 21668 21897 
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Функция плотности распределения рождений для каждого момента време-

ни t  определяется по формуле: 

49

14

),(

,
),(

dt

tL
t .                                           (3.7) 

Полученные результаты ),(t , полученные на основе статистических дан-

ных таблицы 3.1 и формулы (3.7),  представлены на рисунке 3.2. Анализ стати-

стических данных показал, что за период с 1990 года по 1997 год значение 

функции ),(t  ежегодно уменьшается (рисунок 3.2а)). С 1998 года до 2005 го-

да возраст матерей максимального числа рождений увеличивается с 21 года до 

23 лет, и функция ),(t  смещается вправо по оси  (см. рисунок 3.2б)). Далее, 

с 2006 года по настоящее время происходит увеличение функция ),(t , при 

этом наибольшие рождения приходятся на 23-24- летних матерей (см. рисунок 

3.2в)). 
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Рисунок 3.2 – Функция плотности распределения рождений Удмуртской Республики: 

а) период 1990-1997гг., б) период 1998-2005гг., в) 2006-2011гг. 
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Моделирование зависимости функции от времени и возраста рассматрива-

ется функцией вида: 

)()()()()()()(, 01
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6 tatatatatatatat .        (3.8) 

В качестве обучающей выборки использовались данные с 1990 по 2004 го-

ды, в качестве тестовой – период с 2005 по 2011 годы. Были исследованы раз-

личные полиномиальные модели для аппроксимации функций )(),...,(),( 056 tatata . 

В качестве критерия выбора вида модели рассматривались погрешности на 

конце участка ретропрогноза ( tLtLtL статстатмод || ). Результаты 

моделирования представлены в таблице 3.2. 

Таблица 3.2 – Влияние порядка полинома на погрешность прогнозирования 

Порядок полинома 1 2 3 4 5 6 

Погрешность, % 14,1 28,3 15,6 33,2 22,6 35,3 

 

Таким образом, анализ данных, представленный в таблице 3.2, показывает, 

что наиболее точным является полином 1 порядка, т.е. линейная модель. Кроме 

того, необходимо учесть, что прогнозирование полиномами высоких порядков 

является неустойчивым [160]. В дальнейшем линейная модель была принята за 

основную. За период 1990-2011 годы коэффициенты уравнения (3.8) имеют 

вид: 

.45483,3)1990(1062462,6

,1098691,8)1990(1010150,2

,1097118,8)1990(1039877,2

,1042274,4)1990(1030473,1

,1015285,1)1990(1066489,3

,1052545,1)1990(1013902,5

,1007921,8)1990(1084900,2

10
0

12
1
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2
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910
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tta
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tta

tta

tta

tta

                          (3.9) 

На рисунке 3.3 представлены значения числа родившихся за год на основе 

статистических данных по УР )(tLстат , представленных в таблице 3.1, и зна-
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чения )(tLмод , полученные на основе модели (3.8)-(3.9). 
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Рисунок 3.3 – Сравнение статистических (1) и модельных (2) значений 

числа родившихся за год за период ретропрогноза 1990-2011 годы 

Средняя погрешность идентификации составила 

N

t
стат

статмод

tL

tLtL

N 1

100
)(

)()(
1

7,9 %. 

Здесь 22N количество статистических значений функции )(tLстат  за 

период с 1990 года по 2011 год.  

Для определения функции распределения смертности по возрастам ),(t  

проанализируем статистические данные по Удмуртской Республике по количе-

ству умерших ,tL  в возрасте  за период 1990-2011 годы (см. таблицу 

3.3). 
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Таблица 3.3 – Изменение возрастной структуры количества умерших ,tL   

и распределения населения ),(t УР за период 1990-2011 годы 

 

Год 

1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 

,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  

0–4 лет 478 144685 488 139362 516 130749 433 120715 412 108990 367 99590 269 90665 

5–9 лет 79 141302 87 141884 91 144553 89 147315 88 145390 90 143270 73 139899 

10–14 лет 60 129902 52 131212 76 131603 76 133058 64 137464 66 140078 56 140885 

15–19 лет 126 114907 133 118794 155 123405 185 125680 198 127474 221 128379 178 128963 

20–24 лет 203 103551 203 101377 245 101479 333 103606 297 106956 359 113059 343 116985 

25–29 лет 321 138964 281 129038 378 120348 447 112928 383 105815 412 101718 349 100970 

30–34 лет 436 151091 451 152147 592 152425 766 149305 738 143959 649 136895 538 128084 

35–39 лет 463 133897 515 138030 634 140258 955 143283 1108 147492 1013 148513 823 149879 

40–44 лет 460 92499 536 106227 771 114853 1176 121383 1295 127233 1170 130559 1053 134318 

45–49 лет 415 62816 369 54508 546 53466 804 61836 1100 73168 1167 89315 1116 102185 

50–54 лет 958 97223 997 98420 1174 96946 1440 87642 1298 73890 1025 59353 791 51055 

55–59 лет 1228 87564 1241 84194 1468 83256 1878 83461 2248 86688 2005 90412 1760 91107 

60–64 лет 1791 80667 1835 84468 2091 85399 2446 85528 2785 81464 2405 78441 2090 74917 

65–69 лет 1393 43491 1508 49588 1803 56188 2536 62605 2926 67333 2844 69535 2768 72010 

70–74 лет 1412 33002 1355 31216 1491 31954 1774 32455 1956 33404 2028 35779 2197 40297 

75–79 лет 2228 30810 2061 29954 1942 27899 1991 25709 2150 25033 1898 24048 1727 22577 

80–84 лет 2102 17268 2125 18047 2138 18563 2414 19007 2655 18793 2424 18707 2182 17864 

85 лет и 

старше 
1651 7822 1745 8218 1860 8805 2154 9325 2383 9588 2278 9735 2322 9958 

Всего 15804 1611461 15982 1616684 17971 1622149 21897 1624841 24084 1620134 22421 1617386 20635 1612618 
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Продолжение таблицы 3.3 

Год 

1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 

,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  

0–4 лет 314 78215 301 77098 276 75924 279 76503 290 77778 278 79498 263 81616 

5–9 лет 53 121676 44 109674 33 99421 46 90263 23 82598 21 77348 30 76098 

10–14 лет 67 147577 77 146887 52 145117 63 140985 46 132515 42 121698 37 109252 

15–19 лет 211 129748 201 133180 207 135045 203 136349 177 139836 191 144448 206 145222 

20–24 лет 281 122299 348 124359 324 124802 341 125288 331 124523 315 124423 351 127361 

25–29 лет 282 104267 316 107383 366 111606 413 114545 412 117288 420 118575 481 120502 

30–34 лет 380 113136 401 106657 416 102421 413 101236 526 101393 470 103074 527 104880 

35–39 лет 660 147547 644 142776 706 135731 726 126385 770 118343 773 110899 740 104234 

40–44 лет 839 139143 974 143729 1059 144867 1225 146495 1349 146523 1409 142908 1349 137622 

45–49 лет 956 116224 1139 122145 1294 125486 1492 128925 1647 130453 1771 132636 1750 136386 

50–54 лет 717 58154 980 69092 1341 84660 1691 96850 1846 103821 2095 109001 2049 113536 

55–59 лет 1315 80732 1180 68235 1081 54838 1009 47137 1187 46101 1332 53265 1662 62885 

60–64 лет 1879 74145 2057 77735 2305 81760 2453 82229 2533 80136 2219 71687 1709 59762 

65–69 лет 2530 72393 2672 68888 2580 67015 2645 64014 2755 62901 2662 62909 2706 65474 

70–74 лет 2668 49766 3021 53750 3267 55277 3301 57342 3444 57518 3256 57215 3104 53767 

75–79 лет 1766 23310 1870 23977 2237 26236 2489 29337 2857 32518 3166 35297 3045 37920 

80–84 лет 1779 15071 1946 15161 1801 14599 1651 13687 1936 13977 1799 14035 1770 14273 

85 лет и 

старше 
2360 10557 2563 10683 2477 10766 2348 10484 2347 9965 2274 9260 2152 9470 

Всего 19057 1603960 20734 1601409 21822 1595571 22788 1588054 24476 1578187 24493 1568176 23931 1560260 
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Продолжение таблицы 3.3 

Год 

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 

,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  ,tL  ),(t  

0–4 лет 255 84131 220 85269 188 86715 222 89050 189 91506 178 94474 162 97531 

5–9 лет 28 74978 32 75482 36 76715 22 78674 18 80721 25 83175 8 83305 

10–14 лет 38 98720 31 89590 28 82044 24 76853 20 75489 29 74328 22 75191 

15–19 лет 168 143632 169 139146 141 130335 123 119321 119 106651 82 96032 79 84771 

20–24 лет 374 130028 329 132505 338 136872 287 141554 257 141899 228 139966 217 126288 

25–29 лет 489 121001 438 121537 444 121241 382 121033 385 123653 383 126224 329 128232 

30–34 лет 573 108066 552 110471 579 113258 496 114732 482 116442 510 116788 490 117541 

35–39 лет 712 99939 609 98371 538 98160 560 99589 513 101276 532 104424 581 106874 

40–44 лет 1226 130189 975 120838 904 113134 750 105949 666 99821 702 96006 631 94588 

45–49 лет 1746 136910 1480 138298 1453 138504 1400 135235 1097 130491 1161 123860 991 115494 

50–54 лет 2040 116201 1728 119258 1657 120901 1692 123462 1617 127382 1651 128371 1550 131466 

55–59 лет 1927 76580 1923 87290 1824 93881 1969 99077 1918 103648 1897 106766 1913 112610 

60–64 лет 1371 47597 1166 40791 1200 40186 1309 46716 1553 55441 1885 67855 2030 79989 

65–69 лет 2766 68534 2449 68741 2271 67156 2020 60326 1539 50482 1369 40437 1128 35571 

70–74 лет 2995 52190 2564 49740 2608 49472 2483 49944 2533 52412 2712 55361 2528 56600 

75–79 лет 3248 38905 3197 40392 3218 40549 3013 40567 2712 38389 2780 37870 2593 36901 

80–84 лет 1949 15827 2219 17868 2311 19816 2710 21695 2609 23362 2743 24006 2763 25988 

85 лет и 

старше 
2074 9331 1902 8839 1966 8919 1963 8959 1989 9423 2206 10361 2296 11450 

Всего 23979 1552759 21983 1544426 21704 1537858 21425 1532736 20216 1528488 21073 1526304 20311 1520390 

 

 



Для функции распределения смертности ),(t  были рассмотрены эмпи-

рические зависимости этой функции от возраста  для периода с 1990 по 2011 

годы (таблица 3.3) по формуле: 

0

),(

,
),(

dt

tL
t .                                                (3.10) 

На рисунке 3.4 представлены значения функций ),(t , полученные на ос-

нове статистических данных таблицы 3.3 и формулы (3.10).  
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Рисунок 3.4 – Значения функции распределения смертности ),(t  

за период 1990-2011 годы 

 

Расчеты показали, что зависимость функции распределения смертности  

,t  от времени t  незначительна, тогда можем записать ~,t , где: 

48362433 100526,3109857,3107217,1104556,2101581,9)(~ .     (3.11) 

Сравнение теоретической и эмпирической кривых приведено на рисун-

ке 3.5. Коэффициент детерминации уравнения (3.11) равен 2R =0,97.  
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Рисунок 3.5 – Сравнение эмпирической (1) и теоретической (2) 

функций распределения смертности по возрастам 

 

Математическая модель (3.1)-(3.3) также содержит функцию миграцион-

ных процессов , tl . На рисунке 3.6 представлена динамика коэффициента ми-

грационного прироста населения УР за период 1990-2011 годы. 
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Рисунок 3.6 – Динамика коэффициента миграционного прироста 

(на 10 000 человек населения УР) за период с 1990-2011 годы 
 

Возрастная структура ,tLl  – количества мигрантов в год t  в возрас-

те , за период с 2006 года по 2011 год представлена в таблице 3.4. 
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Таблица 3.4 – Изменение возрастной структуры миграционного прироста  

населения УР в зависимости от времени 

Год 

2006 2007 2008 2009 2010 2011 

,tLl , 

чел. 

),(t , 

тыс.чел 

,tLl , 

чел. 

),(t , 

тыс.чел 

,tLl , 

чел. 

),(t , 

тыс.чел 

,tLl , 

чел. 

),(t , 

тыс.чел 

,tLl , 

чел. 

),(t , 

тыс.чел 

,tLl , 

чел. 

),(t , 

тыс.чел 

0 – 5  

лет 
-118 100,9 -266 102,4 -187 105,9 -222 109,1 -232 112,2 -176 114,0 

6 – 13  

лет 
-130 127,6 -232 123,3 -176 122,0 -180 122,4 -210 124,8 -208 127,6 

14 – 17 

лет 
-117 101,6 -211 92,3 -271 82,1 -274 74,1 -341 67,3 -229 62,4 

18 – 19 

лет 
-174 59,4 -209 57,8 -296 53,9 -246 48,7 -278 43,7 -311 36,8 

20 – 24 

лет 
-528 132,5 -707 136,9 -792 141,6 -758 141,9 -762 140,0 -985 126,3 

25 – 29 

лет 
-355 121,6 -610 121,2 -558 121,0 -545 123,7 -696 126,2 -803 128,2 

30 – 39 

лет 
-282 208,8 -414 211,4 -520 214,3 -473 217,7 -561 221,2 -671 224,4 

40 – 49 

лет 
-185 259,1 -206 251,6 -187 241,2 -162 230,3 -269 219,9 -257 210,1 

50 – 54 

лет 
-44 119,3 -69 120,9 -40 123,5 -76 127,4 -110 128,4 -75 131,5 

55 – 59 

лет 
-32 87,3 -50 93,9 -58 99,1 -28 103,6 -54 106,8 -34 112,6 

60 – 64 

лет 
-12 40,8 -36 40,2 -17 46,7 -44 55,4 -17 67,9 -27 80,0 

Старше 

65 лет 
-60 185,6 -52 185,9 -131 181,5 -58 174,1 -81 168,0 -70 166,5 

ВСЕГО -2037 1544,5 -3062 1537,9 -3233 1532,7 -3066 1528,5 -3611 1526,3 -3846 1520,4 
 

Эмпирические зависимости для миграционного прироста , tl  от возрас-

та  для периода с 1990 по 2011 годы (таблица 3.4) рассчитываются по форму-

ле: 

0

),(

,
,

dt

tL
tl l .                                        (3.12) 

Приняв допущение о равномерном распределении для миграционного при-

роста , tl , получаем соответствующие значения в середине замкнутых ин-

тервалов, представленных в таблице 3.5 и на рисунке 3.7. 
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Таблица 3.5 – Значения функции распределения миграционного прироста , tl  

населения УР за период 2006-2011 годы 

Год 2006 2007 2008 2009 2010 2011 

, tl , 5,2  года -0,0012 -0,0026 -0,0018 -0,0020 -0,0021 -0,0015 

,tl , 5,9  лет -0,0010 -0,0019 -0,0014 -0,0015 -0,0017 -0,0016 

, tl , 5,15  лет -0,0012 -0,0023 -0,0033 -0,0037 -0,0051 -0,0037 

, tl , 5,18  лет -0,0029 -0,0036 -0,0055 -0,0050 -0,0064 -0,0085 

, tl , 0,22  лет -0,0040 -0,0052 -0,0056 -0,0053 -0,0054 -0,0078 

, tl , 0,27  лет -0,0029 -0,0050 -0,0046 -0,0044 -0,0055 -0,0063 

, tl , 5,34  лет -0,0014 -0,0020 -0,0024 -0,0022 -0,0025 -0,0030 

, tl , 5,44  лет -0,0007 -0,0008 -0,0008 -0,0007 -0,0012 -0,0012 

, tl , 0,52  лет -0,0004 -0,0006 -0,0003 -0,0006 -0,0009 -0,0006 

, tl , 0,57  лет -0,0004 -0,0005 -0,0006 -0,0003 -0,0005 -0,0003 

, tl , 0,62  лет -0,0003 -0,0009 -0,0004 -0,0008 -0,0003 -0,0003 

, tl , 0,67  лет -0,0003 -0,0003 -0,0007 -0,0003 -0,0005 -0,0004 
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Рисунок 3.7 – Значения функции миграционного прироста  

населения УР за период 2006-2011 годы 

Анализ статистических данных, представленных на рисунках 3.6 и 3.7, по-

казал, что с 2000 года миграционный прирост имеет отрицательное значение – 

число выбывших превышает число прибывших. Статистические данные пока-

зали, что наибольшая часть населения региона мигрирует в возрасте от 17 до 24 

лет. Таким образом, в основном уезжает молодежь для обучения и трудоуст-

ройства в другие регионы. Следует отметить, что ежегодно их численность рас-

тет, что отрицательно сказывается на численности экономически активного на-
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селения региона. 

Моделирование зависимости функции от времени и возраста рассматрива-

ется функцией вида: 

)()()()()()()(, 01
2

2
3

3
4

4
5

5
6

6 tbtbtbtbtbtbtbtl .          (3.13) 

В качестве обучающей выборки использовались данные с 2006 по 2009 го-

ды, в качестве тестовой – период с 2010 по 2011 годы. Как и в случае с уравне-

нием рождаемости, были исследованы различные полиномиальные модели. 

Анализ данных показал, что наименьшее отклонение на конце участка ретро-

прогноза также получается при моделировании )(),...,(),( 056 tbtbtb  линейными 

функциями. 

За период 2006-2011 годы коэффициенты уравнения (3.13) имеют вид: 

34
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1043025,4)2006(1060312,5

,1048573,1)2006(1050218,2
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3.1.3. Численное решение задачи 

 

Для численного решение дифференциального уравнения (3.1) будем ис-

пользовать явно-неявную схему с односторонними разностями [90,150,161]. 

Шаблон данной схемы представлен на рисунке 3.8. Для этого примем шаги по 

времени ii ttt 1  и по возрасту jj 1  одинаковыми. Положим 

nt 1 , где ,...2,1n – число разбиений года. 
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Рисунок 3.8 – Шаблоны разностных явно-неявных схем с односторонними разностями 

Конечно-разностная аппроксимация дифференциального уравнения (3.1) 

имеет вид 

jiji

jj

jiji

ii

jiji
tt

tt

tt

tt
,,

,,,,

1

111

1

1
,      (3.15) 

0tt ,  0 . 

Примем, что  nt 1  и jiji tff ,, , тогда 

jijijijijiji nn ,,,11,1,,1 .                    (3.16) 

Следовательно, 

jijiji n ,,1,1 11 .                                       (3.17) 

Расчет в точке ( 1jt ,0 ), т.е. численность новорожденных, осуществляется 

уравнением [45]: 
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ф

фj
jijii n

2

1

,1,10,1 1 .                                    (3.18) 

Таким образом, решение уравнения динамики возрастного состава для  

любого ,t  осуществляется явно-неявная схема с односторонними разностя-

ми, путем повторения цикла формул (3.17), (3.18).  

 

3.1.4. Анализ и прогноз демографических показателей 

 

Построив функции плотности распределения рождений в диапазоне фер-

тильности женщин, распределения смертности по возрастам и миграционного 

взаимодействия, рассмотрим решение задачи демографической динамики (3.1)-

(3.3). Численное решение дифференциального уравнения (3.1) с граничными 

условиями (3.2)-(3.3) будем проводить с использованием метода явно-неявной 

схемы с односторонними разностями, изложенного выше. Базисным годом яв-

ляется 2011 год (см. рисунок 3.2,б). 

Рассмотрим прогнозирование общей численности населения на 10-летний 

период до 2021 года. На рисунке 3.9 представлено прогнозное значение плотно-

сти распределения населения по возрастам, являющееся результатом численно-

го решения задачи моделирования количественной составляющей человеческо-

го капитала (3.1)-(3.3). Базисным годом является 2011 год. 
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Рисунок 3.9 – Прогнозная плотность распределения 

населения УР по возрастам в 2021 году  
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Расчеты показали, что к 2021 году происходит снижение рождаемости. 

Данная тенденция обусловлена снижением численности населения в возрасте 

наибольшего числа рождений – 23-24 года.  

На рисунке 3.10 по формуле (3.4) и численного решения задачи представ-

лены прогнозные значения общей численности населения УР. 

 

1400

1440

1480

1520

1560

2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021

 
чел.,10 3P

год,t

 

Рисунок 3.10 – Прогнозирование общей численности населения УР  

на период 2011-2021 годы 

 

Расчеты показали, что через 10 лет, по сравнению с 2011 годом, общая 

численность населения уменьшится на 6,9 % и составит 1 415 797 человек. 

На рисунке 3.11 представлены статистические и прогнозные значения об-

щей численности населения и численности экономически активного населения. 

На рисунке 3.12 приведено их отношение )()()( tPtLt . 
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Рисунок 3.11 – Динамика демографических характеристик УР: 

1 – общая численность населения  

2 – численность экономически активного населения 
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Рисунок 3.12 – Динамика )(t  

 

Оценим общую погрешность моделирования численным методом и полу-

ченными функциями рождения, смертности и миграции. Для этого возьмем 

участок ретропрогноза с 2001 года по 2011 годы. Начальные данные плотности 

распределения населения по возрастам примем при t=2001 год. На рисунке 3.13 

представлены модельные значения распределения населения по возрастам, 

спрогнозированные на 10 лет, и их статистические данные за 2011 год. 
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Рисунок 3.13 – Распределение населения УР по возрастам 

в 2011 году: 1 – статистические данные; 2 – модельные значения 

 

Результаты сравнения статистических данных сP  и расчетных рP  на уча-

стке ретропрогноза, рассчитанные по формуле  

%100
)(

|)()(|
)(

tP

tPtP
t

с

ср
,                                    (3.19) 

приведены в таблице 3.6. 

Расчеты показали, что общая погрешность моделирования при полученных 

моделях функций рождения, смертности и миграции при прогнозе на 10 лет со-

ставила 3,1 %. 

Таблица. 3.6. Анализ погрешности моделирования на участке ретропрогноза 

Год 

Статистические дан-

ные 

 сP , чел  

Расчетные значения  

рP , чел. 

Погрешность 

, % 

2001 1 588,1 1 588,1 0 

2003 1 574,0 1 568,2 0,37 

2005 1 546,1 1 552,8 0,43 

2007 1 511,9 1 537,9 1,69 

2009 1 491,8 1 528,5 2,40 

2011 1 473,2 1 520,4 3,10 
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3.2 Математическое моделирование динамики человеческого капитала 

с учетом социально-образовательного прогресса 

 

3.2.1. Постановка задачи моделирования  

динамики человеческого капитала 

 

Человеческий капитал региональной системы имеет многоаспектный ха-

рактер и является сложной экономической категорией, состоящей из совокуп-

ности количественных и качественных характеристик. Носителями человече-

ского капитала являются демографические элементы. Численность демографи-

ческих элементов определим как количественную составляющую человеческо-

го капитала. К качественной составляющей региональной экономической сис-

темы будем относить капитал образования, здоровья и культуры населения. 

Величина человеческого капитала существенно зависит от возраста. В этой 

связи важное значение имеет распределение демографических элементов по 

возрастам. 

Для описания качественной стороны человеческого капитала будем пола-

гать, что человеческий капитал состоит из трех компонент: капитала образова-

ния, капитала здоровья и капитала культуры [87, 90, 94]. Удельное среднеста-

тистическое значение величины человеческого капитала в денежном выраже-

нии определяется по формуле: 

,,,, 332211 thththth ,                          (3.20) 

1,0i ; 1
3

1i

i , 

где i весовые коэффициенты; индекс i 1 соответствует образовательной 

составляющей, i 2 – составляющей здоровья, i 3 – культурной или духовной 

составляющей человеческого капитала. 

Изменение компонент человеческого капитала ,thi  описывается 

уравнением вида [164, 165]: 
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,,,
,,

titgth
th

t

th
iiii

ii .                   (3.21) 

Здесь ,tgg ii , ,tii ii удельные инвестиции бюджета и удельные 

частные инвестиции в i -ю компоненту человеческого капитала соответственно; 

,tii коэффициент амортизации (выбытия) i -ой компоненты 

человеческого капитала. 

При 0tt  начальное условие имеет вид: 

00 ii h,th ,  3,2,1i ,                                    (3.22) 

где 0ih известные функции, находятся из решения (3.28). 

Граничные условия на левом конце: 

00,thi ,  3,2,1i ;                                         (3.23) 

на правом конце при 2,1i : 

0,, mii thth ,                                         (3.24) 

где tmm время дожития 5 процентов населения. 

Будем полагать, что зависимость коэффициента амортизации i  от време-

ни незначительна, тогда примем зависимость от возраста функции ii  

2,1i  в виде: 

,,1exp

,,0

maiaiii

ai

i
b

                      (3.25) 

где iib ,  находятся исходя из: 

11exp aimiib ,                                   (3.26) 

m

ai

m

dthbdtitg iaiiiii ,1exp,,
0

.          (3.27) 

Здесь ai верхняя граница активного периода трудовой деятельности 1i  

или физического состояния 2i  [90]. Для культурной компоненты 

человеческого капитала примем 03 . 

Решение задачи (3.21)-(3.24) рассматривается как решение задачи Коши 

при известных 0ih  [90].  
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000
0

iiii
i igh
d

dh
                             (3.28) 

с начальными условиями: 

000ih ,  3,2,1i ,                                       (3.29) 

где 03 , а коэффициенты выбытия человеческого капитала 1  и 2  

находятся по формулам (3.25)-(3.27).  

Для нахождения кривой распределения по возрастам удельных состав-

ляющих расходов государства ,tg i , расходуемых на развитие человеческого 

капитала, используется решение задачи демографической динамики, представ-

ленной в п.3.1.  

Суммы tBNi , инвестируемые бюджетом на статьи iN  ( iN нумерация 

статей бюджета, расходуемых на образование 1i , здравоохранение 2i  и 

развитие культурной или духовной компонент человеческого капитала 3i ) 

будем распределять равномерно на соответствующие периоды жизни человека 

NiNi 21 ,  и на количество демографических единиц в этих периодах. В резуль-

тате получим распределение удельных составляющих инвестиций государства, 

направленных на развитие  человеческого капитала, по возрастам ,tg i  [90]: 

Ni

Ni
i

Ni

Ni

dt

tB
tg

2

1

,

,
, ,                                        (3.30) 

где 

.,,0

,,,
,

21

21

NiNi

NiNiNi

Ni

tB
tB                             (3.31) 

В отличие от [90], в расчетах примем и частные инвестиции. Распределе-

ние удельных составляющих частных инвестиций в человеческий капитал, на-

правленных на приращение человеческого капитала, по возрастам ,tii  имеет 

вид: 

)()(, tqtRti ii ,                                        (3.32) 

где )(tR  – среднедушевые денежные расходы населения в год t ; )(tqi  – доля со-
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ставляющих человеческого капитала в общей структуре потребительских рас-

ходов. 

Тогда общая величина человеческого капитала экономически активного 

населения находится по формуле: 

0

3

1

,,, dttthtH
i

ii ,                               (3.33) 

где ,t доля экономически активного населения возраста  в год t . 

Одномерное кинетическое уравнение динамики человеческого капитала 

имеет вид [90]: 

HJdtdH ,                                           (3.34) 

где const коэффициент выбытия (амортизации) человеческого капитала; 

)(tJ сумма бюджетных и частных инвестиции в человеческий капитал; 

0

3

1

0

3

1

,

,,

dtjg

dttjg

t

i
iii

i
iii

.                                  (3.35) 

Далее будем учитывать социально-образовательный прогресс в модели че-

ловеческого капитала. Для этого рассмотрим два сценария развития эконо-

мики:  

 инерционный путь развития экономики; 

 инновационный путь развития. 

В случае инерционного пути развития предполагается, что темп СОП 

01 . Тогда величина человеческого капитала определяется по формуле 

(3.33) или (3.34).  

Инновационный сценарий предполагает, что с момента времени 0t  начи-

нается инновационный путь развития экономической системы. Здесь различают 

два вида человеческого капитала: человеческий капитал 1H , который формиру-

ется с темпом СОП 01 , и человеческий капитал 2H , который формируется 

с темпом СОП 02 . 

Одномерное уравнение динамики человеческого капитала имеет вид: 
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2,1),()()()(
)( 0 itHtJtetH iii

tt
i

i , 21 HHH ,           (3.36) 

010 tHH ,  020H .                                       (3.37) 

 

3.2.2. Решение задачи моделирования динамики человеческого капитала 

 

Оценка человеческого капитала региона основана на решении задачи мо-

делирования количественной составляющей человеческого капитала (задача 

моделирования демографических характеристик)  и задачи моделирования ка-

чественных составляющих человеческого капитала. На рисунке 3.14 представ-

лена схема методики количественной оценки человеческого капитала экономи-

ческой системы. 

Рассмотрим решение задачи моделирования качественной составляющей 

человеческого капитала на примере статистических данных по Удмуртской 

Республике. Решение задачи демографической динамики рассмотрено в п. 3.1. 

Расходные статьи бюджетов федерального и регионального уровней, на-

правленные на развитие человеческого капитала УР, по данным [157,162], 

представлены в таблице 3.7. 
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ЗАДАЧА МОДЕЛИРОВАНИЯ КАЧЕСТВЕННЫХ 

СОСТАВЛЯЮЩИХ ЧЕЛОВЕЧЕСКОГО КАПИТАЛА 

Алгоритм решения 

задачи моделирования 

качественных 

составляющих 

человеческого капитала. 

 Функции, задающие долю населения, 

участвующего в общественном 

производстве, в распределении по 

времени и возрасту; 

 Начальные распределения удельных 

составляющих человеческого капитала; 

 Коэффициенты выбытия составляющих 
человеческого капитала в распределении 

по возрасту. 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЕЛИЧИНЫ 

И ДИНАМИКИ ЧЕЛОВЕЧЕСКОГО КАПИТАЛА 

ЗАДАЧА МОДЕЛИРОВАНИЯ КОЛИЧЕСТВЕННОЙ 

СОСТАВЛЯЮЩЕЙ ЧЕЛОВЕЧЕСКОГО КАПИТАЛА 

Алгоритм решения 

задачи моделирования 

количественной 

составляющей 

человеческого капитала 

 Плотность распределения населения 

по возрастам для произвольного  

момента времени; 

 Производные демографические 

характеристики. 

 Функция плотность распределения 

рождений; 

 Функция распределения смертности по 

возрастам; 

 Функция распределения миграционного 

взаимодействия; 

 Плотность распределения населения по 

возрастам для начального момента 

времени; 

 Функция плотность распределения 

рождений 

 

Величина и динамика человеческого капитала экономической системы 

 

Распределения удельных 

составляющих человеческого капитала  

для произвольного момента времени. 

 

Рисунок 3.14 – Схема методики количественной оценки человеческого капитала 

экономической системы региона 

 

 

 

 

 

 

 

 

Таблица 3.7 – Бюджетные инвестиции, направленные на развитие  

человеческого капитала УР (на основе расходных статей федерального  

и регионального бюджетов), в ценах 2011 года 

№ 

статьи 

Наименование 

статьи расходов 

Временной 

интервал,  

год 

Год, млн. руб. 

1996 … 2010 2011 

0700 Образование  7 563,66 ... 15 583,65 15 300,35 

0701 Дошкольное 63  1 787,62 … 3 835,19 3 909,70 

0702 Общее 177  4 141,52 … 8 296,32 8 720,91 

0703 Начальное 1714  811,39 … 773,37 641,46 
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профессиональное 

0704 
Среднее 

профессиональное 
2118  195,78 … 527,80 564,42 

0705 

Переподготовка и 

повышение квалифика-

ции 
5925  55,48 … 64,03 51,72 

0706 
Высшее профессиональ-

ное 
2218  25,07 … 16,68 7,08 

0707-

0709 

Прочие расходы в облас-

ти образования 
593  546,80 … 2 070,25 1 405,06 

0900 
Здравоохранение и 

спорт 
 6 164,64 … 13 881,37 14 406,27 

0901 Здравоохранение m1  5 943,85 … 4 201,40 4 273,09 

0902 
Спорт и 

физическая культура m3  200,65 … 789,84 1 102,65 

0903-

0904 

Прочие расходы в облас-

ти здравоохранения и 

спорта 
m1  20,14 … 8 890,12 9 030,53 

0800 

Культура, кинемато-

графия и средства мас-

совой информации 

 1 336,70 … 2 223,84 2 233,59 

0801 Культура m3  1 057,07 … 1 905,07 1 771,05 

0802 Кинематография m3  13,38 … 0,12 0,90 

0803 
Телевидение и 

радиовещание m3  145,88 … 96,98 106,66 

0804 
Периодическая печать и 

издательства m7  120,38 … 91,52 147,95 

0805-

0806 

Прочие расходы в облас-

ти культуры, кинемато-

графии и  средств массо-

вой информации 

m3  - … 130,15 207,03 

Дефлятор 1,15 … 1,16 1,00 
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Рисунок 3.15 – Расходные статьи федерального и регионального бюджетов,  

направленные на развитие человеческого капитала УР,  

за период 1996-2011 годы (в ценах 2011 года) 
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Бюджетные расходы в три компоненты человеческого капитала (образова-

ние, здравоохранение, культура) приведены на диаграмме (см. рисунок 3.15). За 

период 1996-2011 годы расходы в образовательную составляющую увеличи-

лись на 49 %, в здравоохранение – на 43 %, в культурную составляющую – на 

60 %.  

Инвестирование человеческого капитала происходит и за счет частных ин-

вестиций, которые будем определять на основе среднедушевых денежных рас-

ходов населения в составляющие человеческого капитала. В таблице 3.8 пред-

ставлены статистические данные по среднедушевым денежным расходам )(tR  

[157,158] населения УР и доли составляющих человеческого капитала )(tqi  в 

их общей структуре. 

 

Таблица 3.8 – Среднедушевые денежные расходы населения УР 

 и доли составляющих человеческого капитала в их структуре 
 

Год )(tR , руб., 

в текущих ценах 
Дефлятор 

)(tR , руб., 

в ценах 2011 года 

)(1 tq ,  

% 

)(2 tq ,  

% 

)(3 tq ,  

% 

1996 6 072 1,15 88 572 1,3 0,6 2,5 

1997 7 104 1,19 90 109 1,1 0,7 2,6 

1998 7 032 1,72 74 954 1,1 0,6 2,6 

1999 10 476 1,38 64 921 1,5 0,6 2,1 

2000 15 300 1,16 68 707 1,2 1,1 2,1 

2001 16 032 1,16 62 064 1,4 1,6 5,2 

2002 20 112 1,14 67 120 1,7 1,9 5,7 

2003 24 168 1,20 70 751 1,3 1,6 6,2 

2004 29 268 1,19 71 400 1,7 2,2 6,2 

2005 36 600 1,15 75 031 1,5 2,7 5,8 

2006 46 884 1,14 83 577 1,7 3,2 6,5 

2007 60 744 1,18 94 986 1,5 3,2 7,2 

2008 81 924 1,02 108 564 1,6 3,1 7,0 

2009 88 140 1,12 114 511 1,5 4,0 6,6 

2010 98 592 1,16 114 367 1,1 4,1 6,6 

2011 117 584 1,00 117 584 1,2 4,0 6,7 

 

Исходные данные показали, что основная часть государственных расходов 
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в человеческий капитал направлена в здравоохранительную и образовательную 

составляющие, а частные расходы – в культурную составляющую (см. рисунок 

3.16).  
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Рисунок 3.16 – Удельные (а) и общие (б) частные расходы, направленные на развитие  

человеческого капитала, за период 1996-2011 г.г. (в ценах 2011 года) 

 

На рисунке 3.17 представлен график функции 21  на основе рас-

считанных в работе [90] констант функции (3.25) 0310,bi , 080,i  2,1i   
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Рисунок 3.17 – Зависимость коэффициента выбытия образовательной составляющей и 

составляющей здоровья человеческого капитала от возраста 
 

Решение задачи Коши (3.28)-(3.29), полученное для начального момента 

19960t , представлено на рисунке 3.18 а). Текущие распределения удельных 

составляющих человеческого капитала ,thi  для любого момента времени на-

ходятся при решении задачи (3.21)-(3.24) конечно-разностной явно-неявной 

схемой с односторонними разностями. На рисунке 3.18 б) представлены графи-

ки составляющих человеческого капитала для момента времени t =2011 год. 
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Рисунок 3.18 – Начальное – а) и текущее– б) распределения составляющих удельного  

человеческого капитала: 1-образование, 2-здравоохранение, 3-культура 

 

На рисунке 3.19 представлена динамика человеческого капитала за период 

1996-2011 годы, рассчитанная по формуле (3.33) при 31321 . 
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Рисунок 3.19 – Динамика человеческого капитала 

за период с 1996 года по 2011 год (в ценах 2011 года) 

 

Расчеты показали, что динамика человеческого капитала имеет положи-

тельную тенденцию. Так, за 15-летний период данная величина увеличилась в 

3,3 раза. 
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3.3 Математическое моделирование динамики  

производственного капитала с учетом научно-технического прогресса 

 

3.3.1. Постановка задачи моделирования  

динамики производственного капитала 

 

Производственный капитал является материально-технической основой 

производственной и служит для производства товаров, услуг и используется в 

течение длительного периода.  

Моделирование динамики производственного капитала будем осуществ-

лять с помощью классической модели изменения ОПФ с учетом амортизации и 

инвестиций: 

)()()( tKtItK ,                                      (3.38) 

где tI инвестиции в основные производственные фонды (ОПФ), 

-const коэффициент выбытия ОПФ. 

Далее, как и п.2.2, будем учитывать научно-технический прогресс в моде-

ли производственного капитала. Рассмотрим два сценария развития эконо-

мики:  

 инерционный путь развития экономики; 

 инновационный путь развития. 

В случае инерционного пути развития предполагается, что темп НТП 

01 . Тогда величина производственного капитала определяется по фор-

муле (3.38).  

Инновационный сценарий предполагает, что с момента времени 0t  начинает-

ся инновационный путь развития экономической системы. Здесь различают два 

вида производственного капитала: капитал 1K , который формируется с темпом 

НТП 01 , и капитал 2K , который формируется с темпом НТП 02 . Кине-

тическое уравнение динамики производственного капитала в случае инноваци-

онного сценария имеет вид: 
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2,1),()(e)(
)t-(t 0 itKtItK iii

i , 21 KKK ,              (3.39) 

010 tKK ,  020K .                                       (3.40 

 

3.3.2. Определение функции выбытия производственных фондов 

 

Все объекты подвержены физическому и моральному износу: утрачивают 

свои свойства под влиянием различных факторов и не могут полноценно вы-

полнять свои функции. Поэтому периодически возникает необходимость заме-

ны или обновления основных фондов.  

Конечно, чем фонды новее и современнее, то тем выше их производитель-

ность и меньше затраты на их обслуживание. Для экономики региона УР сред-

ний возраст оборудования составляет 19-20 лет, а степень износа составляет 

около 50% [157]. Такая сложившаяся ситуация для современной экономики яв-

ляется достаточно сложной и требует значительных инновационных и техноло-

гических преобразований, которые должны уменьшать выбытие основных фон-

дов.  

 

Таблица 3.9 – Изменение возрастной структуры ОПФ в зависимости от времени (%) 

Год 

Все 

оборудова-

ние 

До 5 лет 6-10 лет 11-15 лет 16-20 лет 
Более 

20 лет 

Ср.  

возраст 

оборудова-

ния, лет 

1996 100 7,2 27,5 23,4 16,1 25,8 15,2 

1997 100 5,2 24,1 24,7 17,5 28,5 16,1 

1998 100 4,1 20,1 25,3 18,9 31,6 17,0 

1999 100 4,1 15,2 25,7 20,1 34,8 17,9 

2000 100 4,7 10,6 25,5 21,0 38,2 18,7 

2001 100 5,7 7,6 23,2 21,9 41,6 19,4 

2002 100 6,7 5,8 20,0 22,6 44,9 20,1 

2003 100 7,8 4,9 16,4 22,7 48,2 20,7 

2004 100 8,6 5,1 12,3 22,5 51,5 21,2 

2005 100 9,6 5,1 9,0 22,5 53,8 21,5 

2006 100 5,7 9,0 12,7 15,7 56,9 20,6 

2007 100 7,0 10,0 13,3 14,0 55,7 20,5 

2008 100 7,0 9,0 14,3 12,0 57,7 20,4 

2009 100 8,7 12,0 13,0 12,3 54,0 19,7 

2010 100 8,3 12,8 13,9 12,7 52,3 19,3 

 



 70 

Рассмотрим нахождение коэффициента выбытия ОПФ  на примере ста-

тистических данных экономической системы Удмуртской Республики за пери-

од 1996-2011 годы [157, 158], представленных в таблице 3.10 и на рисунке 3.20. 

Используя данные по ОПФ )(tK  и инвестициям в них )(tI , коэффициент выбы-

тия, исходя из уравнения (3.38), можно рассчитать по формуле: 

.
)(

)()(
)(

tK

tKtI
t                                       (3.41) 

 

Таблица 3.10 – Динамика ОПФ и инвестиций в ОПФ  

экономической системы Удмуртской Республики за период 1980 – 2011 годы  
 

Год 
тек
исхK , 

млн.руб. 

тек
исхI , 

млн.руб. 
d  

2011
исхK , 

млн.руб. 

2011
исхI , 

млн.руб. 

KK сгл :2011
, 

млн.руб. 

IIсгл :2011
, 

млн.руб. 
t  

1996 126 131 3 577 1,15 1 829 658 51 888 1 463 241 49 295 0,13 

1997 130 539 4 443 1,19 1 645 178 55 995 1 421 837 46 715 0,10 

1998 145 111 3 234 1,73 1 542 011 34 366 1 353 728 45 211 0,42 

1999 150 243 6 407 1,38 925 532 39 469 1 157 389 45 289 0,15 

2000 184 560 9 904 1,17 826 262 44 339 997 884 41 727 0,03 

2001 220 659 13 603 1,16 847 962 52 274 852 484 42 495 0,06 

2002 254 769 11 477 1,14 847 653 38 186 820 741 42 155 0,08 

2003 278 762 13 068 1,20 815 010 38 207 805 548 44 237 0,11 

2004 315 521 15 540 1,19 766 819 37 767 775 615 45 917 0,07 

2005 368 307 26 876 1,15 750 298 54 751 756 617 52 130 0,14 

2006 394 881 34 312 1,14 698 293 60 676 739 368 58 589 0,01 

2007 484 366 44 565 1,18 752 666 69 250 739 033 61 490 0,12 

2008 553 400 53 536 1,02 728 762 70 501 739 712 60 348 0,05 

2009 592 068 40 450 1,12 765 146 52 275 740 433 60 392 0,08 

2010 650 857 42 346 1,16 753 692 49 037 728 925 57 183 0,13 

2011 701 899 60 898 1,00 701 899 60 898 712 989 59 192 0,13 
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Рисунок 3.20 – Динамика ОПФ – a) и инвестиций в ОПФ – б) по УР 

в стоимостном выражении за период 1980-2011 гг. (в ценах 2011 года) 
 

 

Как показывают расчеты, среднее значение коэффициента выбытия за рас-

сматриваемый период составляет 11,0  (11%). Следует отметить, что коэф-

фициент обновления по статистическим данным УР составляет 6,4%. Все это 

приводит к тому, что сейчас динамика ОПФ имеет тенденцию спада, ее эффек-

тивность использования ежегодно уменьшается. Для устранения сложившейся 

тенденции необходимы значительные преобразования в  инновационной и 

управленческой сфере. 



4 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

ДИНАМИКОЙ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

В УСЛОВИЯХ НАУЧНО-ТЕХНИЧЕСКОГО 

И СОЦИАЛЬНО-ОБРАЗОВАТЕЛЬНОГО ПРОГРЕССА 

 

4.1 Информационно-аналитическая система 

для решения задачи оптимального управления 

 

4.1.1 Назначение и структура 

 

Для решения задачи оптимального управления экономической системой 

региона была разработана информационно-аналитическая система (ИАС). 

ИАС оптимального управления экономической системой Удмуртской Рес-

публики включает в себя базу данных по демографическим и экономическим 

показателям, программно-вычислительный комплекс, реализующий модели ди-

намики основных факторов развития региона и алгоритм численного решения 

задачи оптимального управления экономической системой с учетом НТП и 

СОП. 

ИАС реализует следующие функции: 

 Работа с базой данных: хранение, редактирование, отображение и обра-

ботка данных демографических и экономических показателей региона. 

 Получение общей характеристики и визуальное представление резуль-

татов о текущем состоянии экономики и демографических показателей региона. 

 Прогнозирование и решение задачи определения численности и состава 

населения. 

 Расчет величины человеческого капитала. 

 Прогнозирование экономических показателей региона. 

ИАС предоставляет пользователю широкий спектр возможностей для ана-

лиза состояния экономики и демографических показателей региона. Настройки  

отображения информации дают возможность визуального представления теку-

щего состояния показателей региона и их прогнозирование. 
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Основные возможности ИАС: 

 Анализ информации и расчет основных показателей, характеризующих 

процесс воспроизводства населения и развитие демографических показателей 

региона. 

 Анализ и расчет основных макроэкономических показателей региона. 

 Информационно-справочное обслуживание, при котором по запросам 

пользователей выдаются данные, отражающих демографическое и экономиче-

ское состояние региона. 

 Создание программно-вычислительного комплекса для прогнозирова-

ния демографической динамики населения Удмуртской Республики, расчета 

величины человеческого капитала и решения задачи оптимального управления 

экономической системой региона. 

 Визуальное отображение результатов моделирования. 

 

4.1.2 Структура базы данных 

 

База данных экономических и демографических показателей региона раз-

работана в СУБД Microsoft Access. Информационной основой базы данных 

служат данные о переписи населения, статистические данные по макроэконо-

мическим и социально-экономическим показателям, предоставленные Государ-

ственным комитетом по статистике УР. 

База данных демографических и экономических характеристик региона яв-

ляется трехблочной системой. Первый блок данных включает в себя статисти-

ческие данные по демографическим и экономическим показателям Удмуртской 

Республики, второй блок – информацию о городском и сельском населении ре-

гиона, третий блок – начальную информацию для анализа и прогнозирования 

региональной экономической системы. 

В первом блоке данных представлена информация по демографическим 

показателям (общая численность населения; численность умерших; числен-

ность родившихся; численность трудоспособного населения; численность дот-

рудоспособного населения; численность послетрудоспособного населения; 
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численность мужчин и женщин; численность умерших мужчин и женщин; чис-

ленности родившихся мальчиков и девочек; средняя продолжительность жиз-

ни) и основным макроэкономическим характеристикам региона. 

Структура первого блока данных по демографическим показателям приве-

дена в таблице 4.1. 

 

Таблица 4.1 – Структура первого блока данных по демографическим показателям 

№ Наименование поля Описание Тип 

1 Год Год Числовой 

2 Город Данные по городам Числовой 

3 Село Данные по сельской местности Числовой 

4 Всего Данные по региону Числовой 
 

Структура первого блока данных по макроэкономическим показателям 

(данные 14-го пункта) приведена в таблице 4.2. 

 

Таблица 4.2 – Структура первого блока данных по макроэкономическим показателям 

№ Наименование поля Описание Тип 

1 Год Год Числовой 

2 Город 
Стоимость ОПФ в 

приведенных ценах, млн. руб. 
Числовой 

3 ВРП 
ВРП в приведенных ценах, 

млрд.  руб. 
Числовой 

 

Второй блок данных (см. таблицы 4.3 и 4.4) включает в себя характеристи-

ки сельского и городского населения. 

 

Таблица 4.3 – Структура второго блока данных по сельскому населению 

№ Наименование поля Описание Тип 

1 Ключ  Счетчик 

2 Год Год Числовой 

3 Численность Численность Числовой 

4 Родившиеся Родившиеся Числовой 

5 Умершие Умершие Числовой 
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Таблица 4.4 – Структура второго блока данных по городскому населению 

№ Наименование поля Описание Тип 

1 Ключ  Счетчик 

2 Год Год Числовой 

3 Численность Численность Числовой 

4 Родившиеся Родившиеся Числовой 

5 Умершие Умершие Числовой 
 

Третий блок данных (см. таблицу 4.5) включает повозрастные характери-

стики. 

 

Таблица 4.5 – Структура третьего блока данных по возрастным характеристикам 

№ Наименование поля Описание Тип 

1 Год Год Числовой 

2 Место жительства Город/Село Строковый 

3 Пол Пол Строковый 

4 Возраст Возраст Числовой 

5 Численность Численность Числовой 

6 Умершие Умершие Числовой 

7 Родившиеся Родившиеся Числовой 
 

Программный комплекс построен таким образом, что предусматривает 

возможность визуальной работы с базой данных, а также возможность допол-

нения ее таблиц. 

База данных предоставляет  возможность дополнения таблиц, что позволя-

ет расширять базу данных посредством обновления рассматриваемых показате-

лей. 

 

4.1.3 Основные возможности 

 

Разработанный программно-вычислительный комплекс «Решение задачи 

оптимального управления экономической системой региона» предназначен для 

анализа и прогноза количественной и качественной составляющих человече-

ского капитала и построения оптимального управления региональной экономи-

ческой системы с учетом НТП и СОП. 
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Возможности программно-вычислительного комплекса: 

 Наглядное графическое представление статистических данных и произ-

водных показателей, позволяющих осуществить анализ сложившейся демогра-

фической ситуации в регионе. 

 Численное решение уравнения динамики возрастного состава населе-

ния. Расчет и прогнозирование демографической динамики региона на основе 

уравнения демографического состава. 

 Расчет величины человеческого капитала региона. 

 Решение задачи оптимального управления экономической системой ре-

гиона с учетом НТП и СОП. 

Платформой программно-вычислительного комплекса является интерфейс, 

определяющий взаимосвязь между блоками системы. В состав системы входят: 

интерфейс; база данных; блок структурных запросов к базе данных; блок ви-

зуализации данных; блок экономико-математического моделирования. 

Структура взаимодействия блоков системы показана на рисунке 4.3. 

 

База данных 

Блок 

структурных 

запросов 

 

Блок экономико-

математического 
моделирования 

Блок 

визуализации 
 

ИНТЕРФЕЙС 

ПРОГРАММНОГО 

КОМПЛЕКСА 

 
 

Рисунок 4.3 – Структурная схема программно-вычислительного комплекса 

 

На рисунках 4.4–4.8 представлены некоторые фрагменты программно-

вычислительного комплекса. 
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Рисунок 4.4 – Меню программно-вычислительного комплекса 

 

 

Рисунок 4.5 – Общая информация о демографической ситуации УР 

 

 
Рисунок 4.6 – Численное и аналитическое решение уравнения динамики 

возрастного состава с прогнозом на 10 лет 
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Рисунок 4.7 – Динамика человеческого капитала 

 
Рисунок 4.8 – Решение задачи оптимального управления 

 

4.2 Результаты численных исследований 

 

4.2.1 Идентификация неизвестных параметров 

 

Для решения задачи оптимального управления экономической системой 

необходимо определить значения неизвестных параметров математической мо-

дели экономической системы региона. Для этого была решена задача иденти-

фикации параметров модели (2.1)–(2.10) на основе имеющейся статистической 
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информации по экономическим показателям Удмуртской Республики за 1996-

2011 годы [155-159, 162]. 

Для повышения точности расчетов производилось сглаживание колебаний 

временных рядов методом скользящей средней. Полученные таким образом ис-

ходные временные ряды основных экономических параметров региона пред-

ставлены в таблице 4.6.  
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Таблица 4.6 – Исходные данные макроэкономических показателей экономики УР в ценах 2011 года 

Обозначение 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 

Y , млн. руб. 259 083,4 253 385,5 241 451,1 242 501,7 244 614,2 254 190,8 257 558,4 

K , млн. руб. 1 824 004,7 1 621 103,5 1 360 451,2 1 163 325,0 1 002 214,5 856 078,4 823 809,9 

H , млн. руб. 255 309,7 276 972,9 317 445,6 337 728,0 368 756,8 384 197,6 410 430,9 

B , млн. руб. - - 9 700,4 8 879,8 7 782,0 6 950,3 5 488,4 

I , млн. руб.
 52 576,6 51 418,5 45 437,0 45 533,7 41 922,9 42 679,8 42 320,9 

J , млн. руб. 16 209,8 17 352,0 20 316,3 22 300,5 24 403,6 22 811,4 21 339,1 

C , млн. руб. - - - - - - - 

FN , млн. руб. - - - - - - 37 549,4 

RN , млн. руб. - - - - - - 39 316,0 

T , млн. руб. - - - - - - 7 541,5 

D , млн. руб. - - - - - 45 587,9 49 485,3 

Дефлятор 1,15 1,19 1,72 1,38 1,16 1,16 1,14 

L , тыс. чел. 809,6 792,1 772,4 810,2 809,0 799,8 821,2 

P , тыс. чел. 1 612,6 1 607,7 1 604,0 1 601,4 1 595,6 1 588,1 1 578,2 
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Продолжение таблицы 4.6 

Обозначение 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 

Y , млн. руб. 264 855,8 269 790,9 281 812,9 294 124,0 304 526,0 308 482,7 310 304,1 306 131,4 305 391,4 

K , млн. руб. 809 059,0 778 999,2 760 434,0 743 893,4 743 791,0 743 781,4 753 789,4 753 222,2 755 670,6 

H , млн. руб. 445 829,8 491 154,7 552 464,6 630 786,9 704 096,4 757 817,4 810 287,5 823 989,7 859 849,1 

B , млн. руб. 4 110,8 3 667,7 3 374,9 3 017,9 3 280,7 3 535,9 3 714,1 3 788,3 4 018,5 

I , млн. руб. 44 445,2 46 146,2 52 423,2 58 961,0 61 889,5 60 694,4 60 640,8 57 293,2 59 206,4 

J , млн. руб. 21 061,4 23 499,7 28 579,8 33 546,3 37 960,5 39 655,3 38 194,7 33 754,7 32 521,3 

C , млн. руб. - - - - - - - - - 

FN , млн. руб. 48 106,8 58 226,9 71 316,1 89 227,7 111 620,3 129 981,7 144 308,3 152 418,2 161 504,8 

RN , млн. руб. 38 548,9 36 466,7 36 811,0 39 518,9 39 935,3 40 174,5 40 327,1 36 782,7 35 685,8 

T , млн. руб. 6 588,9 5 443,4 5 464,3 5 635,5 6 274,7 8 144,1 8 993,3 10 132,9 9 795,4 

D , млн. руб. 51 781,5 56 558,4 63 589,1 73 450,0 79 111,5 76 239,1 74 569,9 63 009,4 61 773,7 

Дефлятор 1,2 1,19 1,15 1,14 1,18 1,02 1,12 1,16 1,00 

L , тыс. чел. 809,6 798,0 821,0 843,0 835,6 841,0 852,0 842,1 845,3 

P , тыс. чел. 1 568,2 1 560,3 1 552,8 1 544,4 1 537,9 1 532,7 1 528,5 1 520,3 1 526,3 
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Следует сказать, что статистические данные по потреблению в таблице 4.6 

отсутствуют. Потребление на макроуровне определяется как параметр, пред-

ставляющий собой разницу между произведенным продуктом и его частью, 

распределенной между производящим капиталом. В этом случае величина по-

требления является реальной величиной.  

Идентификация неизвестных параметров макроэкономической модели ре-

гиона производится на основе данных, представленных в таблице 4.6. 

Моделирование характеристик экономической системы региона произво-

дится с помощью производственной функции Кобба-Дугласа (2.3), устанавли-

вающей зависимость производимого продукта Y  от величины производствен-

ного капитала K  и величины человеческого капитала H . Замена LYy ; 

LKk ; LHh  приводит (2.3) к уравнению вида: 

1
hAky ,                                                 (4.1) 

Идентификация неизвестных констант ,,A  проводится методом наи-

меньших квадратов. Для этого сначала уравнение (4.1) приводят к линейному 

виду, прологарифмировав правую и левую части. 

Расчеты, проведенные на основе статистических данных Удмуртской Рес-

публики (см. таблицу 4.1), показали, что параметры производственной функции 

региона имеют следующие значения: 0,42A ; коэффициент эластичности по 

производственным фондам 45,01 ; коэффициент эластичности по человече-

скому капиталу 55,02 . Коэффициент детерминации построенной зависимо-

сти 96,02R . 

Отношение коэффициентов эластичности составляет 0,76. Рассматривае-

мая экономическая система работает в условиях дефицита человеческого капи-

тала. 

Учитывая отдачу от масштаба производства постоянной, производствен-

ную функцию (4.1) можно представить в виде 1wAv , где hyv , hkw . 

На рисунке 4.8 представлены функция 
45,042,0 wv  и значения ,, wv , постро-
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енные по данным таблицы 4.6. 
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Рисунок 4.8 – График производственной функции региона и значения ,,wv , построенные 

по статистическим данным УР и решению задачи 

моделирования человеческого капитала 
 

Предельная норма замещения человеческого капитала производственными 

фондами, представленная на рисунке 4.9, рассчитывается по формуле: 

.
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HK                                    (4.2)  
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Рисунок 4.9 – Динамика предельной нормы замещения человеческого 

капитала производственными фондами за период 1996-2011 годы 
 

Величина HK  определяет отношение приращений ресурсов, приводящих 

в отдельности к приращению одного и того же объема производства. Так, на-

пример, для 1996-го года 7,8HK , из чего следует, что для приращения про-

изводства одного и того же количества Y  фактор K  требует приращения в 
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8,7 раза большего, чем фактор H . За период 1996-2011 годы предельная норма 

замещения человеческого капитала производственными фондами уменьшилась 

в 8,1 раза. Поскольку на всем рассматриваемом периоде величина 1HK , то 

для изучаемой экономической системы региона наиболее выгодными являются 

инвестиции в человеческий капитал. 

Для решения задачи идентификации было рассмотрено, что доли отчисле-

ний в федеральный и региональный бюджеты до 2005 года составляют 

5,0RF , а с 2006 года – 7,0F  и 3,0R  [158]. 

В таблице 4.7 приведены результаты идентификации параметров модели 

экономической системы региона, используя данные таблицы 4.6 и формулы 

(2.1)-(2.10). 

Таблица 4.7 – Результаты идентификации параметров модели региональной экономической 

системы УР за период 1996-2011 годы 

A  1  2       0s  ks  hs   

0,42 0,44 0,56 0,133 0,580 0,065 0,366 0,194 0,645 0,240 0,115 0,753 

 

В таблице 4.8 представлены расчетные значения макроэкономических по-

казателей региона, полученные на основе подстановки значений из таблицы 4.7 

в модель (2.2)-(2.8). 
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Таблица 4.8 – Расчетные данные макроэкономических показателей экономики УР в ценах 2011 года 

Обозначение 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 

Y , млн. руб. 260 712,8 253 806,7 248 216,4 244 174,2 242 000,8 242 046,2 244 612,6 

K , млн. руб. 1 857 248,7 1 574 616,1 1 343 885,2 1 159 722,9 1 016 872,6 910 154,7 834 466,1 

H , млн. руб. 253 217,4 276 029,1 301 765,4 330 426,4 362 011,9 396 522,0 433 956,8 

B , млн. руб. 0 0 0 0 0 0 0 

I , млн. руб.
 47 087,9 45 840,6 44 830,9 44 100,8 43 708,3 43 716,5 44 180,0 

J , млн. руб. 22 529,8 21 933,0 21 449,9 21 100,6 20 912,8 20 916,7 21 138,5 

C , млн. руб. 126 748,1 123 390,7 120 672,9 118 707,7 117 651,1 117 673,2 118 920,8 

FN , млн. руб. 25 262,5 24 593,4 24 051,7 23 660,0 23 449,4 23 453,8 23 702,5 

RN , млн. руб. 25 262,5 24 593,4 24 051,7 23 660,0 23 449,4 23 453,8 23 702,5 

T , млн. руб. 9 255,2 9 010,0 8 811,6 8 668,1 8 590,9 8 592,5 8 683,6 

D , млн. руб. 34 517,7 33 603,4 32 863,2 32 328,1 32 040,3 32 046,3 32 386,1 

Дефлятор 1,15 1,19 1,72 1,38 1,16 1,16 1,14 

L , тыс. чел. 809,6 792,1 772,4 810,2 809,0 799,8 821,2 

P , тыс. чел. 1 612,6 1 607,7 1 604,0 1 601,4 1 595,6 1 588,1 1 578,2 
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Продолжение таблицы 4.8 

Обозначение 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 

Y , млн. руб. 249 875,3 257 821,5 268 225,0 280 657,2 294 519,5 309 078,1 323 483,6 336 768,5 347 813,4 

K , млн. руб. 784 780,2 756 147,4 743 694,4 742 625,0 748 219,3 755 834,2 760 903,3 758 936,9 745 521,7 

H , млн. руб. 474 316,2 517 600,1 563 808,7 612 941,9 664 999,7 719 982,2 777 889,2 838 720,8 902 477,1 

B , млн. руб. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

I , млн. руб.
 45 130,5 46 565,7 48 444,7 50 690,1 53 193,8 55 823,3 58 425,1 60 824,5 62 819,4 

J , млн. руб. 21 593,3 22 279,9 23 179,0 24 253,3 25 451,2 26 709,3 27 954,2 29 102,2 30 056,7 

C , млн. руб. 121 479,4 125 342,5 130 400,3 136 444,3 143 183,6 150 261,4 157 264,8 163 723,4 169 093,0 

FN , млн. руб. 24 212,4 24 982,4 25 990,5 38 073,2 39 953,7 41 928,7 43 882,9 45 685,1 47 183,4 

RN , млн. руб. 24 212,4 24 982,4 25 990,5 16 317,1 17 123,0 17 969,4 18 806,9 19 579,3 20 221,4 

T , млн. руб. 8 870,5 9 152,6 9 521,9 5 977,9 6 273,2 6 583,3 6 890,1 7 173,1 7 408,3 

D , млн. руб. 33 082,9 34 134,9 35 512,3 22 295,0 23 396,2 24 552,7 25 697,1 26 752,4 27 629,8 

Дефлятор 1,2 1,19 1,15 1,14 1,18 1,02 1,12 1,16 1,00 

L , тыс. чел. 809,6 798,0 821,0 843,0 835,6 841,0 852,0 842,1 842,1 

P , тыс. чел. 1 568,2 1 560,3 1 552,8 1 544,4 1 537,9 1 532,7 1 528,5 1 526,1 1 520,4 
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В таблице 4.9 приведена средняя погрешность определения макроэконо-

мических показателей экономики УР за период ретропрогноза, рассчитанная по 

формуле: 

с

ср

x

xx

N

1
,  DTNNJIHKYх RF ,,,,,,,, ,         (4.3) 

где 16N количество показателей за период ретропрогноза с 1996 по 2011 

годы; сx  статистические данные; рx  расчетные значения. 

 

 

Таблица 4.9 – Средняя погрешность определения макроэкономических показателей 

экономики УР за период ретропрогноза 

 

Так, средняя погрешность отклонения ВРП за период 1996-2011 годы со-

ставила 7,14 %, производственного капитала – 4,80 %, человеческого капита-

ла – 6,56 %.  

 

4.2.2. Прогнозирование динамики экономической системы региона 

 

Прогнозные расчетные значения макроэкономических показателей региона 

проведены на основе модели (2.1)-(2.10), используя результаты решения задачи 

идентификации, представленные в таблице 4.7. В таблицах 4.10 – 4.11 пред-

ставлены результаты прогнозирования макроэкономических показателей эко-

номики УР в абсолютных и удельных величинах соответственно, рассчитанные 

в ценах 2011 года, на период 2012-2018 годы. Здесь 
py – удельное значение 

ВРП в расчете на одного жителя региона, 
Lk  – удельное значение производст-

венного капитала в расчете на одного работающего (фондовооруженность тру-

да), 
Lh  – удельное значение человеческого капитала в расчете на одного рабо-

тающего (капиталовооруженность труда), 
Li  – объемы удельных инвестиций в 

Параметр Y  K  H  I  J  FN  
RN  T  D  

Погрешность, y , % 7,14 4,80 6,56 9,18 9,75 10,69 9,24 9,44 8,85 
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производственный капитал, 
Lj  – объемы удельных инвестиций в человеческий 

капитал, 
pc  – удельное общественное потребление в системе, рассчитанное на 

одного жителя, 
pd  – удельные, в расчете на одного жителя, доходы региональ-

ного бюджета. 

На рисунках 4.10-4.12 представлена динамка расчетных макроэкономиче-

ских показателей региона с 1996 по 2018 годы. На рисунках 4.13 и 4.14 приве-

дены кривые изменения соответствующих удельных показателей за этот же пе-

риод. 

Величина производственного капитала уменьшается (см. рисунок 4.10). 

Так, по сравнению с 1996 годом в 2011 году он уменьшился в 2,4 раза. Темп 

уменьшения составил в среднем 3,9 % в год. Производственный капитал в 2011 

году составил величину 745 522 млн. руб. В прогнозном периоде, к 2018 году,  

капитал снизится до значения 613 237 млн. руб., рассчитанного в ценах 2011 

года (ежегодное снижение в среднем составит 2,7 %). 
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Рисунок 4.10 – Динамика производственного капитала 

―– ‖- расчетные данные;  ―  ‖ – статистические данные 
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Таблица 4.10 – Прогнозные значения абсолютных макроэкономических показателей экономики УР в ценах 2011 года 

Обозначение 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 

Y , млн. руб. 355 220,0 360 742,7 366 109,3 370 438,4 373 722,8 375 963,4 377 168,9 

K , млн. руб. 734 987,6 719 089,6 702 177,3 682 732,1 661 172,3 637 887,2 613 237,4 

H , млн. руб. 948 705,0 993 306,8 1 040 401,2 1 087 581,9 1 134 577,2 1 181 118,9 1 226 944,4 

B , млн. руб. 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 

I , млн. руб.
 62 819,4 65 154,5 66 123,8 66 905,7 67 498,9 67 903,6 68 121,3 

J , млн. руб. 30 056,7 31 174,0 31 637,8 32 011,9 32 295,7 32 489,3 32 593,5 

C , млн. руб. 172 693,8 175 378,7 177 987,7 180 092,3 181 689,1 182 778,3 183 364,4 

FN , млн. руб. 48 188,1 48 937,3 49 665,4 50 252,6 50 698,2 51 002,1 51 165,7 

RN , млн. руб. 20 652,1 20 973,1 21 285,2 21 536,8 21 727,8 21 858,1 21 928,1 

T , млн. руб. 7 566,1 7 683,7 7 798,0 7 890,2 7 960,2 8 007,9 8 033,6 

D , млн. руб. 28 218,2 28 656,9 29 083,2 29 427,1 29 688,0 29 866,0 29 961,7 

L , тыс. чел. 835,7 832,6 827,8 821,9 815,3 808,3 801,0 

P , тыс. чел. 1 519,5 1 513,8 1 505,1 1 494,4 1 482,4 1 469,6 1 456,4 
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Таблица 4.11 – Прогнозные значения относительных макроэкономических показателей экономики УР в ценах 2011 года (тыс. руб./чел.) 

Обозначение 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 

py  233,8 238,3 243,2 247,9 252,1 255,8 259,0 

Lk  879,5 863,7 848,2 830,7 811,0 789,2 765,6 

Lh  1 135,2 1 193,0 1 256,8 1 323,3 1 391,6 1 461,3 1 531,7 

Li  75,2 78,3 79,9 81,4 82,8 84,0 85,0 

Lj  36,0 37,4 38,2 38,9 39,6 40,2 40,7 

pc  113,7 115,9 118,3 120,5 122,6 124,4 125,9 

pd  18,6 18,9 19,3 19,7 20,0 20,3 20,6 
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За рассматриваемый период 1996-2011 годы величина человеческого капи-

тала увеличилась в 3,6 раза (см. рисунок 4.11). К 2018 году прогнозируется рост 

человеческого капитала до величины 1 226 944 млн. руб. 
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Рисунок 4.11 – Динамика человеческого капитала 

―– ‖- расчетные данные; ―  ‖ – статистические данные 
 

Расчеты показали (см. рисунок 4.12), что в перспективе до 2018-го года 

будет наблюдаться общая тенденция к росту ВРП.  
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Рисунок 4.12 – Динамика валового регионального продукта: 

―– ‖- расчетные данные; ―  ‖ – статистические данные 

 

Динамика удельных показателей, представленных на рисунках 4.13-4.14, 

повторяет динамику абсолютных показателей экономической системы. 

Наблюдается рост удельного значения ВРП за период 2012-2018 годы на 

15,5 % (см. рисунок 4.13).  
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Рисунок 4.13 – Динамика удельных значений  

валового регионального продукта (1) и общественного потребления (2) 
 

Объем производственных фондов в расчете на одного работающего (см. 

рисунок 4.14) также снизится с 885 тыс. руб./чел. в 2011 году до 766 тыс. 

руб./чел. к 2018 году (на 13,4 %). Удельное значение человеческого капитала в 

расчете на одного работающего к 2018 году, по сравнению с 2011 годом, вырас-

тет в 1,4 раза (см. рисунок 4.14). 
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Рисунок 4.14 – Динамика фондовооруженности (1) 

и капиталовооруженности (2) труда 
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4.2.3 Результаты решения задачи оптимального управления 

 

Рассмотрим результаты решения задачи оптимального управления дина-

микой экономической системы на примере статистических данных по УР. 

В качестве планового периода рассмотрим период с 2012 года до 2018 года 

( 20120t  год) и приведем динамику некоторых из основных макроэкономиче-

ских показателей. Коэффициент дисконтирования  принимался равным 0,05. 

Норма потребления 645,00s . 

На рисунке 4.15 представлен выход экономической системы на траекто-

рию сбалансированного роста. Расчеты показали, что выход на траекторию 

сбалансированного роста происходит почти через 7 лет. Изменение параметров 

управления инвестициями приведено на рисунке 4.16. 
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Рисунок 4.15 – Выход экономической системы  

на траекторию сбалансированного роста ( 645,00s ): 

w – оптимальная траектория движения экономической системы, 

w*  – траектория сбалансированного роста 
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Рисунок 4.16 – Динамика изменения параметров управления инвестициями при 645,00s  

 

На рисунках 4.17 и 4.18 представлены динамика удельных величин произ-

водственного и человеческого капитала соответственно при инерционном сце-

нарии развития.  

Ведущим фактором развития экономики УР является человеческий капи-

тал. Так, за период 2012-2018 годы удельный производственный капитал 

уменьшается в 0,6 раза, что дает возможность увеличиться человеческому ка-

питалу за этот же период в 3,4 раза. Таким образом, уменьшая вложения в про-

изводственный капитал, экономическая система наращивает свой потенциал за 

счет увеличения человеческого капитала. Такое положение в дальнейшем при 

движении по траектории сбалансированного роста, в конечном итоге, приведет 

к росту всех параметров экономики региона (в том числе и производственного 

капитала). 
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Рисунок 4.17 – Динамика удельной величины производственного капитала 

при оптимальном управлении с учетом инерционного сценария развития 
 

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

4000

4500

1996 2000 2004 2008 2012 2016 2020

Расчетные данные

Оптимальное управление

Прогноз по модели

 

 
Lh , тыс.руб./чел. 

t, год 

 
 

Рисунок 4.18 – Динамика удельной величины человеческого капитала 

при  оптимальном управлении с учетом инерционного сценарии развития 
 

 

На рисунке 4.19 представлена динамика удельного общественного потреб-

ления в региональной экономической системе при оптимальном управлении.  
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Рисунок 4.19 – Динамика удельного общественного потребления: 

1 – оптимальное управление при инерционном сценарии развития; 

2 – прогноз без оптимального управления 
 

На рисунке 4.20 представлено изменение удельного значения ВРП (произ-

водительности труда) за период 2012-2018 годы. В конце периода при наличии 

оптимального управления в случае инерционного сценария развития экономики 

производительность труда увеличивается в 1,3 раза.  
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Рисунок 4.20 – Динамика производительности труда: 

1 – оптимальное управление при инерционном сценарии развития; 

2 – прогноз без оптимального управления 

 

На рисунке 4.21 представлены графики удельного потребления, накоплен-

ного до момента t , в случае оптимального управления и его прогнозное значе-

ние при инерционном сценарии развития. Увеличение критериального функ-
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ционала при оптимальном управлении ( 645,00s ) по сравнению с его про-

гнозным значением составило 1,3 раза. 

0

200

400

600

800

2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

 
Cr , тыс.руб./чел. 

1  

2  

t , год 

 
 

Рисунок 4.21 – Изменение накопленного удельного потребления  

при инерционном сценарии развития: 

1 – оптимальное управление; 2 – прогноз без оптимального управления 
 

Таким образом, представленные на рисунках 4.16-4.20 графики являются 

решением задачи оптимального управления экономической системой региона 

при инерционном сценарии развития экономики при норме потребления 

645,00s  для планового периода с 2012 года до 2018 года. На данном этапе 

развития региональной экономической системы приоритетным является разви-

тие человеческого капитала региона. Это позволяет достичь скорейшего роста 

экономических показателей. Так, потребление за рассматриваемый период уве-

личивается на 26 %. А в случае отсутствия оптимального управления увеличе-

ние происходит на 13 %. 

 

4.2.4. Результаты параметрических исследований 

задачи оптимального управления 

 

Рассмотрим влияние изменения темпов научно-технического и социально-

образовательного прогресса на развитие региональной экономической системы. 

Численные результаты этих показателей сведены в таблицу 4.12. Также в таб-

лице 4.12 приведены результаты анализа влияния темпов научно-технического 
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и социально-образовательного прогресса на развитие региональной экономиче-

ской системы. Представлены варианты расчетов при: 

I. прогнозировании динамики экономической системы; 

II. решении задачи оптимального управления динамикой экономической сис-

темы для инерционного сценария ( 0); 

III. проведении параметрических исследований: 

а) при одинаковых темпах изменения научно-технического и социально-

образовательного прогресса; 

б) при увеличении темпа только научно-технического прогресса; 

в) при увеличении темпа только социально-образовательного прогресса. 
 

Таблица 4.12 –  Результаты численных исследований при изучении  

экономической системы региона на период 2012-2018 годы 

Варианты 

развития  

 

 

 

 

Показатели 

 

I 

Прогноз-

ные значе-

ния 

 

II Опти-

мальное 

управление 

III Параметрические исследования 

а) при одина-

ковых темпах 

изменения 

НТП и СОП 

б) при уве-

личении 

темпа только 

НТП 

в) при увели-

чении темпа 

только 

СОП 

Темп НТП  0  0  05,0  05,0  0  

Темп СОП  0  0  05,0  0  05,0  

Время выхода 

на траекторию 

сбалансиро-

ванного роста, 

лет 

- 6,98 4,17 5,12 5,15 

Изменение Lk   

за период 2012-

2018 годы 

уменьше-

ние 

в 1,28 раза 

уменьше-

ние 

в 2,00 раза 

уменьшение 

в 1,20 раза 

уменьшение 

в 1,61 раза 

уменьшение 

в 1,67 раза 

Изменение Lh   

за период 2012-

2018 годы 

увеличение 

в 1,54 раза 

увеличение 

в 2,59 раза 

увеличение 

в 3,82 раза 

увеличение 

в 4,18 раза 

увеличение 

в 3,63 раза 

Изменение Pc   

за период 2012-

2018 годы 

увеличение 

в 1,13 раза 

увеличение 

в 1,26 раза 

увеличение 

в 2,67 

 раза 

увеличение 

в 2,57раза 

увеличение 

в 2,61 раза 

Значение кри-

терия Cr  на 

конец периода, 

тыс.руб./ чел. 

596,75 668,49 798,11 745,24 719,47 
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Таким образом, при параметрическом исследовании моделировалось инно-

вационное развитие экономической системы региона. Как показывают расчеты, 

большая отдача в экономику происходит от научно-технического прогресса. Но 

при этом нужно учесть, что научно-технический и социально-образовательный 

прогресс являются взаимосвязанными процессами.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Разработана математическая модель экономической системы региона с 

учетом научно-технического и социально-образовательного прогресса, кото-

рая включает демографическую структуру региона. На базе данной модели 

сформулирована задача оптимального управления экономической системой 

региона при инерционном и инновационном путях развития. 

2. Построена математическая модель величины и динамики человеческого 

капитала экономической системы региона с учетом социально-

образовательного и научно-технического прогресса, включающая в себя инди-

видуальные и бюджетные инвестиции. Особенностью модели является то, что 

она учитывает и количественную (демографическую структуру), и качествен-

ную составляющие человеческого капитала. По статистическим данным УР за 

период 1996-2011 годы получены численные значения человеческого капитала 

с учетом частных инвестиций. Расчеты показали, что за 15 лет величина чело-

веческого капитал выросла в 3,4 раза. 

3. На базе разработанной математической модели экономической системы 

региона с учетом научно-технического и социально-образовательного про-

гресса решена задача оптимального управления экономической системой ре-

гиона при инерционном и инновационном путях развития. 

 Анализ статистических данных УР за период 1996-2011 годы показал, что, 

несмотря на уменьшение объема производственного капитала в 2,4 раза, вало-

вой региональный продукт вырос в 1,3 раза, это обусловлено  ростом величины 

человеческого капитала (в 3,4 раза) и его ролью в развитии экономической сис-

темы. 

 Прогноз параметров региональной экономической системы УР по макро-

экономической модели показал, что при сохранении текущих темпов социаль-

но-экономического развития величина производственного капитала за период 

2012-2018 годы уменьшиться в 1,3 раза, величина человеческого капитал уве-

личится в 1,5 раза; валовой региональный продукт возрастает в 1,2 раза, обще-

ственное потребление – в 1,1 раза.  



 101 

 Стратегия оптимального управления при инерционном пути развития пре-

дусматривает уменьшение объема производственного капитала вплоть до 2019 

года. Начиная с 2019 года, тенденция изменения производственного капитала 

меняется, и в дальнейшем его величина возрастает. Данная стратегия в итоге 

позволит достичь большего роста макроэкономических показателей региона. 

Так, производительность труда за период 2012-2018 годы увеличится почти в 

1,5 раза, потребление – в 1,3 раза. 

 Параметрические исследования инновационного пути развития показали, 

что научно-технический прогресс, по сравнению с социально-образовательным 

прогрессом, дает большую экономическую отдачу. 

4. Разработан программно-вычислительный комплекс, включающий базу 

данных по демографическим и экономическим показателям УР, реализующий 

модели динамики основных факторов развития региона и алгоритм решения 

задачи оптимального управления экономической системой с учетом общей 

демографической динамики и динамики трудовых ресурсов. 
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