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Введение

С появлением интегрального и дифференциального исчисления в трудах Ньютона и

Лейбница, математика более чем на два столетия обеспечила себя аппаратом достаточным,

как для теоретического исследования в различных областях науки, так и для бесчислен-

ных приложений. Однако, постепенно потребности самой математики и, в первую очередь,

различных приложений привели к исследованию недифференцируемых функций. Так, на-

пример, естественным образом возникающая в теории приближений задача о наилучшем

равномерном приближении непрерывной функции является существенно негладкой. Всё бо-

лее и более часто возникающие примеры недифференцируемых функций и задачи связанные

с ними возбудили интерес математиков к изучению данных функций. Основным результатом

этих исследований стало появление новой, богатой приложениями математической дисципли-

ны — негладкого анализа, а также становление нового понимания того, что недифференци-

руемые функции являются не патологией, а нормой и достойным объектом исследования.

Наиболее яркой иллюстрацией этого факта является теорема С. Банаха [66], утверждающая,

что множество непрерывных функций, дифференцируемых хотя бы в одной точке интервала

[0, 1], является тощим (или, что тоже самое, множеством первой категории) в пространстве

непрерывных функций (по этому вопросу см. также [98]).

Негладкие задачи впервые были поставлены и успешно исследованы российским ма-

тематиком П.Л. Чебышёвым [55]. Однако, П.Л. Чебёшыв использовал в своём исследовании

только классические, хотя и очень оригинальные методы. Первые “негладкие” методы ис-

следования недифференцируемых функций появились в рамках выпуклого анализа [27, 30–

32, 35, 41, 43, 45, 60, 94, 95, 128], который, наряду с теорией минимакса [8, 11, 15, 36, 37, 52],

послужил основой для формирования негладкого анализа. В настоящее время, выпуклый

анализ является хорошо развитой областью математики, имеющей многочисленные прило-

жения [13, 33, 38–40, 46, 51, 110].

Негладкий анализ, как раздел математики, изучающий недифференцируемые функ-

ции, в первую очередь в связи с теорией негладких экстремальных задач, сформировался
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во второй половине XX века под влияние работ В.Ф. Демьянова [13, 15], Н.З. Шора [57, 58],

Б.Н. Пшеничного [42–44], Ф. Кларка [29], Дж. Варги [9] и многих других авторов. В насто-

ящее время имеется огромное число работ, посвящённых различным аспектам негладкого

анализа [12, 16, 67, 75, 87, 92, 99, 100, 108, 109, 114, 117, 122]. Отличительной особенностью

негладкого анализа, по сравнению с классическим дифференциальным исчислением, явля-

ется его тесная связь с теорией многозначных отображений [7, 53, 64, 65, 96, 97].

Основными инструментами исследования в негладком анализе являются производная

по направлениям и субдифференциал, а также их многочисленные обобщения [16, 29, 80, 81,

91, 99, 104, 108, 114, 117, 122, 126]. Одним из наиболее продуктивных методов исследования

производных по направлениям негладких функций является метод, основанный на понятии

экзостера [2, 4, 62, 79, 83, 84, 125], поскольку данный метод позволяет выражать удобным

образом условия экстремума негладкой функции, а также строить направления спуска и

подъёма данной функции. Однако, в негладком случае производная по направлениям, как и

её обобщения, не является непрерывной функцией точки (см. [16], глава II, параграф 1), что

существенно затрудняет построение эффективных численных методов решения негладких

оптимизационных задач. Поэтому В.Ф. Демьянов в [77, 78] ввёл понятие кодифференциру-

емой функции и кодифференциала (см. также [14, 21, 127]). Для очень широкого класса

негладких функций кодифференциальное отображение является непрерывным в метрике

Хаусдорфа [16], что позволяет строить эффективные методы недифференцируемой оптими-

зации на основе понятия кодифференциала [5, 16, 69, 70, 82]. Отметим здесь замечательное

свойство метода кодифференциального спуска “обходить” некоторые точки локального ми-

нимума [82], существенно отличающее данный метод от других методов гладкой и негладкой

оптимизации. Общая теория непрерывных аппроксимаций негладких функций рассматри-

валась в [121, 127]. Ещё одним преимуществом подхода, основанного на кодифференцируе-

мости, является наличие удобного исчисления кодифференцируемых функций [16, 21], в то

время как не существует полноценного исчисления различных субдифференциалов неглад-

ких функций (ср. формулы для вычисления субдифференциала Кларка [29] или “нечёткое”

исчисление субдифференциалов в [100]). В качестве дальнейшего обобщения понятия кодиф-

ференциала А.Е. Абанькин в [1] предложил рассматривать H–гипердифференциал, который

позднее в работах В.Ф. Демьянова и М.Э. Аббасова получил называние коэкзостера [4, 80].

Субдифференциал выпуклой функции, описывает как локальные, так и глобальные

свойства данной функции. С одной стороны, с помощью субдифференциала можно вычис-

лять производную по направлениям и направления спуска выпуклой функции, а с другой

стороны, субдифференциал описывает множество линейных функций, опорных к данной вы-
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пуклой функции, которое даёт глобальную информацию о поведении рассматриваемой функ-

ции. Негладкий анализ пошёл по пути обобщения субдифференциала выпуклой функции, на

основе его локальных свойств, т. е. как инструмента, описывающего локальные свойства

функции. В то время как другой подход, основанный на обобщении глобальных свойств суб-

дифференциала, выпуклых функций и выпуклых множеств, привёл к появлению нового раз-

дела математики — абстрактного выпуклого анализа [47, 73, 106, 123]. Отметим, что первой

книгой по абстрактному выпуклому анализу была работа С.С. Кутателадзе и А.М. Рубинова

[32]. Основные результаты абстрактного выпуклого анализа, подробную библиографию и ис-

торические комментарии по данному предмету можно найти в работах [111, 119, 124]. Идеи

абстрактного выпуклого анализа оказались очень плодотворными и нашли своё применение

в различных приложениях, в том числе и внутри негладкого анализа [101, 111, 118, 120].

Одной из актуальных задач, изучаемых в данной диссертации, является построение

общей теории неоднородных аппроксимаций негладких функций на основе идей абстракт-

ного выпуклого анализа. Подход основанный на теории абстрактной выпуклости позволяет

обнаружить связь между многочисленными понятиями негладкого анализа и существенно

обобщить их. Данный подход позволяет обобщить понятие кодифференцируемости и коэкзо-

стера на случай функций, определённых на нормированном пространстве, а также построить

и детально исследовать общий метод кодифференциального спуска для данных функций,

частные варианты которого применялись Г.Ш. Тамасяном и В.Ф. Демьяновым для постро-

ения эффективных прямых численных методов решения задач вариационного исчисления

[14, 18, 48, 49, 86].

Целью диссертации является построение общей теории неоднородных аппроксима-

ций негладких функций на основе идей абстрактного выпуклого анализа, развитие теории

кодифференцируемости и неоднородных выпуклых аппроксимаций в нормированных про-

странствах, а также их применение к исследованию различных экстремальных задач.

Теоретическая значимость работы состоит в том, что в ней развивается общая тео-

рия аппроксимаций негладких функций, позволяющая решать различные негладкие экстре-

мальный задачи. В диссертации строится исчисление абстрактных выпуклых аппроксима-

ций негладких функций, впервые приводятся многочисленные свойства кодифференцируе-

мых функций, а также детально изучается метод кодифференциального спуска и развивает-

ся аппарат исчерпывающих семейств неоднородных выпуклых аппроксимаций, являющийся

удобным инструментом исследования различных оптимизационных задач.

Практическая значимость работы определяется тем, что в ней разработан общий

подход к построению различных аппроксимаций негладких функций и изучению различных
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экстремальных задач с ограничениями. Кроме того, в диссертации подробно изучены метод

кодифференциального спуска и метод спуска, основанный на неоднородных выпуклых ап-

проксимациях, позволяющие эффективно решать негладкие экстремальные задачи и строить

новые численные методы решения гладких оптимизационных задач с ограничениями. Также

в диссертации приведены различные приложения к задачам вариационного исчисления.

Научная новизна. Все основные научные результаты диссертации являются новыми.

Методы исследования. В диссертации применяются современные методы теории

экстремальных задач, негладкого анализа и недифференцируемой оптимизации.

Основные результаты, полученные в диссертации и выносимые на защиту:

• построено исчисление абстрактных выпуклых аппроксимаций негладких функций;

• получены необходимые условия экстремума негладких функций в терминах абстракт-

ных выпуклых аппроксимаций;

• на основе абстрактных выпуклых аппроксимаций указана связь между квазидиффе-

ренциалом, экзостером, кодифференциалом и коэкзостером;

• понятия кодифференцируемости и коэкзостера обобщены на случай функций, опреде-

лённых на нормированном пространстве;

• получены многочисленные новые свойства кодифференцируемых функций;

• обобщён и подробно изучен метод кодифференциального спуска;

• построено исчисление исчерпывающих семейств неоднородных верхних выпуклых и

нижних вогнутых аппроксимаций негладких функций;

• построен и изучен метод спуска, основанный на неоднородных верхних выпуклых ап-

проксимациях;

• выведены необходимые условия экстремума в некоторых негладких задачах вариаци-

онного исчисления.

Апробация работы. Результаты, изложенные в диссертации, докладывались и об-

суждались на Всероссийской конференции “Устойчивость и процессы управления”, посвящён-

ной 80-ти летию со дня рождения В. И. Зубова (г. Санкт–Петербург, 1–2 июля, 2010 г.), меж-

дународной конференции “Конструктивный негладкий анализ и смежные вопросы (CNSA-

2012)” (г. Санкт–Петербург, 18–23 июня 2012 г), международной конференции “Обратные и
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некорректные задачи математической физики” (г. Новосибирск, 5–12 августа, 2012 г), 17 Са-

ратовской зимней школе “Современные проблемы теории функций и их приложения” (г. Са-

ратов, 27 января – 3 февраля, 2014 г.), XLI и XLII международных научных конференциях

аспирантов и студентов “Процессы управления и устойчивость” (г. Санкт–Петербург, 5–8 ап-

реля, 2010 г., 4–7 апреля, 2011 г.) и семинаре по дискретному гармоническому анализу и

геометрическому моделированию (математико — механический факультет, СПбГУ).

По результатом исследований опубликовано 8 печатных работ [14, 21–24, 26, 88, 89],

две из которых [14, 23] в изданиях, рекомендуемых ВАК.

Диссертация состоит из Введения, пяти глав, заключения, списка обозначений и списка

литературы. Определения, предложения, теоремы, леммы, следствия, примеры и замечания

нумеруются в соответствии с главой, параграфом, в которых они находятся. Формулы ну-

меруются в соответствии с главой, в которой они находятся. Объём работы составляет 140

страниц. Список литературы включает 128 наименований.
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Глава 1

Предварительные сведения

В этом разделе мы приведём различные определения и утверждения из топологии [10,

61], функционального анализа [28, 54, 56, 59], выпуклого анализа [27, 41, 45, 60, 94, 95, 128],

абстрактного выпуклого анализа [111, 119, 124] и негладкого анализа [4, 13, 16, 29, 64, 117],

которые потребуются нам в дальнейшем.

1.1 Элементы топологии

Пусть X — произвольное множество.

Определение 1.1.1. Пусть τ — семейство подмножеств множества X. Это семейство назы-

вается топологией (на X), если оно обладает следующими свойствами:

1. ∅ ∈ τ и X ∈ τ ,

2. объединение произвольного семейства множеств из τ принадлежит τ ,

3. пересечение любого конечного семейства множеств из τ принадлежит τ .

Множество с заданной на нём топологией, т.е. пара, состоящая из множества и за-

данной на нём топологии, называется топологическим пространством. Если семейство τ

является топологией, то множества, принадлежащие ему, называются открытыми, а их до-

полнения в X — замкнутыми. Любое открытое множество, содержащее заданную точку,

называется окрестностью этой точки.

Пусть A — произвольное подмножество топологического пространства (X, τ). Точка

x ∈ A называется внутренней точкой множества A, если существует некоторая окрестность

точки x целиком содержащаяся в A. Совокупность всех внутренних точек множества A на-

зывается внутренностью множества A и обозначается intA. Как нетрудно проверить, intA
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является наибольшим (по включению) открытым множеством, содержащимся в A. Наимень-

шее (по включению) замкнутое множество, содержащее множество A, называется замыка-

нием множества A в X и обозначается clA.

Определение 1.1.2. Подмножество K топологического пространства (X, τ) называется

компактным, если из любого покрытия множества K открытыми множествами можно из-

влечь конечное подпокрытие, т.е. для любых множеств Uα ∈ τ , α ∈ A (A — произволь-

ное непустое множество) таких, что K ⊂
⋃
α∈A Uα существуют α1, . . . , αn ∈ A такие, что

K ⊂
⋃n
k=1 Uαk .

Определение 1.1.3. Топологическое пространство (X, τ) называется хаусдорфовым, если

любые две его различные точки обладают непересекающимися окрестностями. В этом случае

также говорят, что топология τ — хаусдорфова.

Определение 1.1.4. Подмножество S топологического пространства (X, τ) называется

плотным в множестве T ⊂ X, если T ⊂ clS. Подмножество S ⊂ X называется нигде не

плотным, если оно не плотно ни в одном открытом множестве U ∈ τ . Подмножество S ⊂ X

называется тощим (или множеством первой категории), если оно представимо в виде счёт-

ного объединения нигде не плотных множеств.

Определение 1.1.5. Пусть (X1, τ1) и (X2, τ2) — топологические пространства. Отображение

f : X1 → X2 называется непрерывным в точке x ∈ X1, если для любой окрестности U точки

f(x) вX2 существует такая окрестность V точки x вX1, что f(V ) ⊂ U . Отображение f : X1 →

X2 называется непрерывным, если оно непрерывно в любой точке пространства (X1, τ1).

Пример 1.1.1. Пусть (X, ρ) — метрическое пространство. Множество U ⊂ X называется

открытым, если для любого x ∈ U существует r > 0 такое, что

{y ∈ X | ρ(y, x) < r} ⊂ U.

Нетрудно проверить, что совокупность всех открытых подмножеств τρ метрического про-

странства (X, ρ) является топологией наX. При этом определения замкнутого множества, за-

мыкания, внутренней точки, внутренности и непрерывности в метрическом и соответствую-

щем топологическом пространстве согласованы. Также топологическое пространство (X, τρ)

является хаусдорфовым.

Пусть x — произвольная точка топологического пространства (X, τ). Система Bx

окрестностей точки x называется фундаментальной, или базисом окрестностей точки x,

если для любой окрестности V точки x существует окрестность Ux ∈ Bx такая, что Ux ⊂ V .
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Пусть (X, τ) и (Y, σ) — топологические пространства. Определим в прямом произведе-

нии X × Y систему подмножеств

B = {S ⊂ X × Y | S = U × V, U ∈ τ, V ∈ σ}.

Будем говорить, что множество G ⊂ X×Y открыто, если для любого x ∈ G существует Sx ∈

B такое, что Sx ⊂ G. Нетрудно проверить, что система открытых подмножеств множества

X×Y является топологей наX×Y , которая обозначается τ×σ. Топологическое пространство

(X×Y, τ ×σ) называется прямым произведением топологических пространств (X, τ) и (Y, σ)

и обозначается также через (X, τ)× (Y, σ).

1.2 Элементы функционального анализа

Пусть X — линейное пространство над полем K, где K = R или K = C. Для произ-

вольного непустого множества A ⊂ X обозначим через linA линейную оболочку множества

A.

Напомним, что подмножество A пространства X называется выпуклым, если для лю-

бых x, y ∈ A и α ∈ [0, 1] будет αx+(1−α)y ∈ A. При этом множество {z = αx+(1−α)y | α ∈

[0, 1]} называется отрезком, соединяющим x и y. Множество A называется уравновешенным,

если для любого x ∈ A и для любого λ ∈ K такого, что |λ| 6 1 будет λx ∈ A. Множество A

называется поглощающим, если для любого x ∈ X существует λ > 0 такое, что x ∈ µX для

всех µ, |µ| > λ. Геометрически данное свойство означает, что на любом луче, исходящем из

нуля, имеется интервал с концом в нулевой точке, целиком содержащийся в множестве A.

Функция p : X → R называется положительно однородной степени µ > 0, если для

любого x ∈ X и для любого λ > 0 будет p(λx) = λµp(x). Положительно однородная

функция степени единица называется положительно однородной. Функция p называется

калибровочной функцией, если p положительно однородна и для любых x1, x2 ∈ X будет

p(x1 + x2) 6 p(x1) + p(x2). Калибровочная функция p называется полунормой (или преднор-

мой), если для любого λ ∈ K будет p(λx) = |λ|p(x).

Предложение 1.2.1. 1) Пусть p : X → R неотрицательная калибровочная функция. Тогда

для любого λ > 0 множества {x ∈ X | p(x) < λ} и {x ∈ X | p(x) 6 λ} — выпуклые и

поглощающие.

2)Каждому выпуклому поглощающему множеству U ⊂ X соответствует неотри-

цательная калибровочная функция pU , называемая функционалом Минковского множества
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U и определяемая по формуле

pU(x) = inf{t > 0 | x ∈ tU},

причём

{x ∈ X | pU(x) < 1} ⊂ U ⊂ {x | pU(x) 6 1}.

Функция f : X → K, определённая на линейном пространстве X над полем K, назы-

вается линейным функционалом, если для любых x, y ∈ X и α, β ∈ K будет f(αx + βy) =

αf(x)+βf(y). Функция f : X → R называется вещественным линейным функционалом, если

для любых x, y ∈ X и α, β ∈ R будет f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y)

Теорема 1.2.1 (Хан–Банах). Пусть в вещественном линейном пространстве X задана ка-

либровочная функция p, и пусть f0 — линейный функционал, заданный на линейном подпро-

странстве X0 ⊂ X, такой, что f0(x) 6 p(x) для всех x ∈ X0. Тогда существует линейный

функционал f , определённый на всём X такой, что f совпадает с f0 на X0 и f(x) 6 p(x)

для всех x ∈ X.

В приложения, как правило, линейные пространства наделены некоторой топологией,

естественным образом согласованной с алгебраическими операциями в данном пространстве.

Определение 1.2.1. Пусть τ — топология на X. Пара (X, τ) называется топологическим

векторным пространством, если операции сложения и умножения на число вX непрерывны

в топологии τ . Топологическое векторное пространство (X, τ) называется хаусдорфовым (или

отделимым), если топология τ хаусдорфова.

Замечание 1.2.1. В дальнейшем мы, как правило, будем обозначать топологические вектор-

ные пространства через X, опуская обозначение топологии, но подразумевая при этом, что

линейное пространство X снабжено некоторой топологией, согласованной с линейными опе-

рациями.

Наиболее важную роль в приложениях теории топологических векторных пространств

играют локально выпуклые пространства.

Определение 1.2.2. Топологическое векторное пространство X называется локально вы-

пуклым пространством, если в нём существует фундаментальная система выпуклых окрест-

ностей нуля. При этом локально выпуклое пространство называется отделимым, если оно

отделимо, как топологическое векторное пространство.
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В любом отделимом локально выпуклом пространстве X справедлива теорема об от-

делимости выпуклых множеств.

Теорема 1.2.2 (об отделимости). Пусть A и B — непустые выпуклые подмножества от-

делимого локально выпуклого пространства X, причём A — компактно, а B — замкнуто.

Тогда существует вещественный линейный непрерывный функционал f : X → R строго

разделяющий множества A и B, т. е. для некоторого δ > 0 будет

f(a) + δ 6 f(b) ∀a ∈ A, ∀b ∈ B.

Пусть (X, τ) и (Y, σ) — топологические векторные (локально выпуклые) пространства.

Множество X×Y , снабжённое покомпонентными операциями сложения и умножения на ска-

ляр, является, очевидно, линейным пространством. В пространствеX×Y можно рассмотреть

топологию τ ×σ. Нетрудно проверить, что пара (X×Y, τ ×σ) является топологическим век-

торным (локально выпуклым) пространством, которое называется прямым произведением

топологических векторных (локально выпуклых) пространств (X, τ) и (Y, σ) и обозначается

(X, τ)× (Y, σ).

Определение 1.2.3. Топологические векторные пространства X и Y называются изоморф-

ными, если существует линейный непрерывный оператор i : X → Y для которого существует

непрерывный обратный линейный оператор i−1 : Y → X.

Важным классом локально выпуклых пространств являются нормированные про-

странства.

Определение 1.2.4. Функция ‖ ·‖ : X → [0,+∞) называется нормой (в X), если для любых

элементов x, y ∈ X и λ ∈ K она удовлетворяет следующим условиям:

1. ‖λx‖ = |λ|‖x‖,

2. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ (неравенство треугольника),

3. ‖x‖ = 0⇒ x = 0.

Очевидно, что любая норма является преднормой. При этом преднорма p является

нормой тогда и только тогда, когда из равенства p(x) = 0 следует, что x = 0. Пара (X, ‖ · ‖),

состоящая из линейного пространства X и преднормы (нормы) в нём, называется пред-

нормированным (нормированным) пространством. Любое нормированное пространство яв-

ляется метрическим, с метрикой определяемой по формуле ρ(x, y) = ‖x − y‖. Обозначим

B(x, r) = {y ∈ X | ‖x− y‖ 6 r}, O(x, r) = {y ∈ X | ‖x− y‖ < r} и SX = {x ∈ X | ‖x‖ = 1} —

единичная сфера в пространстве X.
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Определение 1.2.5. Пусть ‖ · ‖ν , ν ∈ Λ, семейство преднорм в X. Пара (X, ‖ · ‖ν , ν ∈ Λ)

называется полинормированным пространством.

Пусть (X, ‖ · ‖ν , ν ∈ Λ) — полинормированное пространство. Зафиксируем произволь-

ные ν1, . . . , νn ∈ Λ, r > 0 и x ∈ X. Множество

Ux,ν1,...,νn,r = {y ∈ X | ‖y − x‖νk < r; k ∈ {1, . . . , n}}

называется стандартным открытым шаром в X. Пусть V ⊂ X — произвольное множество.

Точка x ∈ V называется внутренней точкой множества V , если она содержится в V вместе

с некоторым стандартным открытым шаром. Подмножество U ⊂ X называется открытым,

если каждая его точка является внутренней. Нетрудно проверить, что совокупность всех

открытых множеств в X является топологией, при этом говорят, что данная топология по-

рождена системой преднорм ‖ · ‖ν , ν ∈ Λ. Если не оговорено противное, то везде далее мы

будем предполагать, что полинормированное пространство X снабжено топологией, порож-

дённой системой преднорм в данном пространстве.

Нетрудно проверить, что любое полинормированное пространство (X, ‖ · ‖ν , ν ∈ Λ)

является локально выпуклым. При этом оно является отделимым тогда и только тогда,

когда для любого x ∈ X, x 6= 0, существует ν ∈ Λ такое, что ‖x‖ν 6= 0. Очевидно, что любое

нормированное пространство является отделимым локально выпуклым пространством.

Пусть X — топологическое векторное пространство над полем K. Множество всех ли-

нейных непрерывных функционалов на X называется пространством топологически сопря-

жённым к X и обозначается через X∗. Если X — нормированное пространство, то сопря-

жённое пространство X∗ также можно сделать нормированным, определив в нём норму по

формуле

‖f‖ = sup
x∈B(0,1)

|f(x)|, f ∈ X∗.

В любом нормированном пространстве справедливо следующее следствие из теоремы

Хана–Банаха.

Следствие 1.2.1. Пусть X — нормированное пространство и x ∈ X — ненулевой вектор.

Тогда существует непрерывный линейный функционал f ∈ X∗ такой, что ‖f‖ = 1 и f(x) =

‖x‖.

Пусть X — нормированное пространство. Напомним, что последовательность {xn},

n ∈ N, называется фундаментальной, если для любого ε > 0 существует n0 ∈ N такое, что
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для любых n,m > n0 будет ‖xn − xm‖ < ε. Пространство X называется полным или банахо-

вым, если любая фундаментальная последовательность в X является сходящейся. Нетрудно

проверить, что пространство X∗ всегда является полным.

Теорема 1.2.3 (Бэр). Пусть (X, ‖ · ‖) — банахово пространство. Тогда множество X не

является тощим в (X, ‖ · ‖).

Теорема 1.2.4. Любое конечномерное нормированное пространство X является банахо-

вым. Более того, любые две нормы в X эквивалентны (или, что тоже самое, порождают

одинаковую топологию), т. е. для любых двух норм ‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 на X существуют C1,

C2 > 0 такие, что

C1‖x‖1 6 ‖x‖2 6 C2‖x‖1 ∀x ∈ X.

Пусть X — нормированное пространство. Поскольку в данном случае X∗ тоже являет-

ся нормированным пространством, то можно рассмотреть пространство (X∗)∗, сопряжённое

к X∗, которое называется вторым сопряжённым к пространству X и обозначается X∗∗. Ка-

ноническим вложением пространства X в X∗∗ называется линейный оператор πX : X → X∗∗,

действующий по правилу πX(x) = Φ, где Φ(f) = f(x) для всех f ∈ X∗. Нетрудно проверить,

что ‖πX(x)‖ = ‖x‖. Пространство X называется рефлексивным, если каноническое вложение

X в X∗∗ является сюръективным оператором.

В нормированном пространстве X можно определить топологию, отличную от норми-

рованной.

Определение 1.2.6. Топология на X, порождённая семейством преднорм {‖ · ‖f | f ∈ X∗},

где ‖x‖f = |f(x)|, называется слабой топологией и обозначается w или σ(X,X∗).

Поскольку пространство X∗ является нормированным пространством, то можно также

рассматривать слабую топологию на этом пространстве. Помимо слабой топологии на X∗

существует и другая естественная топология.

Определение 1.2.7. Топология на X∗, порождённая семейством преднорм {‖ · ‖x | x ∈ X},

где ‖f‖x = |f(x)|, называется слабой∗ топологией и обозначается w∗ или σ(X∗, X).

Предложение 1.2.2. Пространства (X,w) и (X∗, w∗) являются отделимыми локально

выпуклыми пространствами.

Предложение 1.2.3. Пусть X нормированное пространство. Тогда для того чтобы слабая

и слабая∗ топологии в X∗ совпадали необходимо и достаточно, чтобы пространство X было

рефлексивным.
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Предложение 1.2.4. Линейный функционал Φ: X∗ → R непрерывен в слабой∗ топологии

тогда и только тогда, когда существует x ∈ X такое, что Φ(f) = f(x) для любого f ∈ X∗,

т. е. тогда и только тогда, когда Φ входит в образ канонического вложения πX .

Теорема 1.2.5 (Банах–Алаоглу). Пусть X — нормированное пространство. Тогда единич-

ный шар B(0, 1) в X∗ компактен в слабой∗ топологии.

Определение 1.2.8. Пусть X и Y — нормированные пространства. Линейный оператор

i : X → Y называется изометрическим, если для любого x ∈ X будет ‖i(x)‖ = ‖x‖. Линейный

непрерывный оператор i : X → Y называется изоморфизмом нормированных пространств X

и Y , если существует непрерывный обратный линейный оператор i−1 : X → Y , при этом

нормированные пространства X и Y называются изоморфными.

Множество A ⊂ X называется строго выпуклым, если для любых x, y ∈ A и α ∈

(0, 1) будет αx + (1 − α)y ∈ intA, т. е. если граница множества A не содержит отрезков.

Нормированное пространствоX называется строго выпуклым (или строго нормированным),

если любой непустой шар в нем является строго выпуклым множеством. Нетрудно показать,

что пространство X строго выпукло тогда и только тогда, когда в неравенстве треугольника

для нормы равенство достигается только на пропорциональных элементах, т. е. для любых

x, y ∈ X равенство ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ равносильно тому, что существует число λ > 0 такое,

что x = λy.

1.3 Элементы выпуклого анализа

Пусть R = R∪{+∞}∪{−∞} — расширенная вещественная прямая. Для любого α ∈ R

положим

α + (+∞) = (+∞) + α = +∞, α + (−∞) = (−∞) + α = −∞,

α(+∞) = +∞, α(−∞) = −∞ если α > 0,

α(+∞) = −∞, α(−∞) = +∞ если α < 0.

Мы не будем рассматривать такие выражения, как +∞ + (−∞) или 0(+∞). Пусть f : X →

R — произвольная функция, где X — непустое множество. Как обычно, будем обозначать

dom f = {x ∈ X | f(x) 6= −∞, f(x) 6= +∞} — эффективное множество функции f и epi f =

{(x, µ) ∈ X × R | f(x) 6 µ} — надграфик функции f .

Пусть множество X снабжено топологией τ . Функция f называется полунепрерывной

снизу (далее пн. сн.) в точке x ∈ dom f , если для любого ε > 0 существует окрестность V
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точки x такая, что f(x) 6 f(y) + ε для всех y ∈ V . Функция f называется полунепрерывной

сверху (далее пн. св.) в точке x ∈ dom f , если функция −f пн. сн. в точке x. Функция f

называется пн. сн. (пн. св.), если она пн. сн. (пн. св.) в каждой точке из dom f .

ПустьX — вещественное линейное пространство. Напомним, что производной функции

f в точке x ∈ dom f по направлению g ∈ X называется предел

f ′(x, g) = lim
α→+0

f(x+ αg)− f(x)

α
,

если данный предел существует. Функция f называется дифференцируемой по направлениям

в точке x, если f ′(x, g) существует для любого g ∈ X. Заметим, что отображение g → f ′(x, g)

является положительно однородным. Функция f называется дифференцируемой по Гато в

точке x, если она дифференцируема по направлениям в данной точке и отображение g →

f ′(x, g) есть линейный непрерывный функционал, который обозначается f ′[x] и называется

производной Гато функции f в точке x.

Замечание 1.3.1. Везде далее будем писать α ↓ 0, вместо α→ +0.

Нетрудно проверить, что пересечение любого числа выпуклых подмножеств простран-

ства X является выпуклым подмножеством. Следовательно, для произвольного множества

A ⊂ X существует наименьшее (по включению) выпуклое множество, содержащее множество

A, которое называется выпуклой оболочкой множества A и обозначается coA.

Теорема 1.3.1. Пусть X — топологическое векторное пространство, A,B ⊂ X — выпук-

лые компактные множества. Тогдая для любого λ ∈ R множества A+ B, λA и co(A ∪ B)

выпуклы и компактны.

Перейдём к основному определению.

Определение 1.3.1. Функция f : X → R называется выпуклой, если множество epi f вы-

пукло.

Легко видеть, что функция f выпукла тогда и только тогда, когда для любых x1, x2 ∈

X и α ∈ [0, 1] выполняется неравенство

f(αx1 + (1− α)x2) 6 αf(x1) + (1− α)f(x2).

Функция f : X → R называется вогнутой, если функция −f выпукла. Выпуклая функция

f : X → R называется собственной, если она не принимает значения −∞ и не равна тожде-

ственно +∞. Аналогично вогнутая функция f называется собственной, если она не прини-

мает значения +∞ и не равна тождественно −∞.

Пусть везде далее X — вещественное нормированное пространство.
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Теорема 1.3.2. Пусть f : X → R — собственная выпуклая функция. Тогда f пн. сн. тогда

и только тогда, когда f пн. сн. в слабой топологии.

Теорема 1.3.3. Пусть f : X → R — выпуклая собственная функция. Тогда f ограниче-

на сверху на некотором открытом множестве тогда и только тогда, когда f является

локально липшицевой на множестве int dom f .

Теорема 1.3.4. Пусть X — банахово пространство, f : X → R — пн. сн. собственная вы-

пуклая функция, причём int dom f 6= ∅. Тогда функция f локально липшицева на int dom f .

Определение 1.3.2. Линейный функционал p ∈ X∗ называется субградиентом собственной

выпуклой функции f : X → R в точке x ∈ dom f , если для любого y ∈ X справедливо

неравенство f(y)− f(x) > p(y)− p(x). Субдифференциалом функции f в точке x называется

множество (обозначаемое ∂f(x)), состоящее из всех субградиентов функции f в точке x, т.е.

∂f(x) = {p ∈ X∗ | f(y)− f(x) > p(y)− p(x) ∀y ∈ X}.

Определение 1.3.3. Линейный функционал p ∈ X∗ называется суперградиентом собствен-

ной вогнутой функции f : X → R в точке x ∈ dom f , если для любого y ∈ X справедливо

неравенство f(y)−f(x) 6 p(y)−p(x). Супердифференциалом функции f в точке x называется

множество (обозначаемое ∂f(x)), состоящее из всех суперградиентов функции f в точке x,

т.е.

∂f(x) = {p ∈ X∗ | f(y)− f(x) 6 p(y)− p(x) ∀y ∈ X}.

Теорема 1.3.5. Пусть функция f : X → R выпукла и непрерывна в точке x ∈ dom f . Тогда

∂f(x) есть непустое замкнутое выпуклое ограниченное и слабо∗ компактное множество.

Следствие 1.3.1. Пусть X — банахово пространство, f : X → R — собственная выпуклая

пн. сн. функция такая, что int dom f 6= ∅. Тогда для любого x ∈ int dom f субдифференциал

∂f(x) есть непустое замкнутое выпуклое ограниченное и слабо∗ компактное множество.

Теорема 1.3.6. Пусть f : X → R — собственная выпуклая функция и точка x ∈ int dom f .

Тогда для любого g ∈ X существует конечная производная функции f по направлению g,

причём справедливо равенство

f ′(x, g) = inf
α>0

f(x+ αg)− f(x)

α
.

Если, кроме того, функция f непрерывна в точке x, то f ′(x, ·) = supp∈∂f(x) p(·).

Справедливы следующие правила вычисления субдифференциалов выпуклых функ-

ций.
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Теорема 1.3.7. Пусть функция f : X → R выпукла и непрерывна в точке x ∈ dom f . Функ-

ция f дифференцируема по Гато в точке x тогда и только тогда, когда субдифференциал

∂f(x) состоит из единственного элемента, причём ∂f(x) = {f ′[x]}.

Теорема 1.3.8 (Моро–Рокафеллар). Пусть собственные пн. сн. выпуклые функции f1,

f2 : X → R непрерывны в точке x ∈ dom f1 ∩ dom f2. Тогда

∂(f1 + f2)(x) = ∂f1(x) + ∂f1(x).

Теорема 1.3.9 (Дубовицкий–Милютин). Пусть собственные пн. сн. выпуклые функции

fi : X → R, i ∈ I = {1, . . . , n}, непрерывны в точке x ∈
⋂
i∈I dom fi. Положим f = maxi∈I fi

и R(x) = {i ∈ I | f(x) = fi(x)}. Тогда

∂f(x) = co{∂fi(x) | i ∈ R(x)}.

Теорема 1.3.10 (Иоффе–Тихомиров). Пусть S — компактное топологическое простран-

ство. Пусть функция f : S × X → R такова, что отображение f(s, ·) : X → R выпукло

для каждого s ∈ S, а отображение f(·, x) : S → R пн. св. для каждого x ∈ X. Определим

функции fs(x) = f(s, x) и T (x) = sups∈S f(s, x) и множество R(x) = {s ∈ S | f(s, x) = T (x)}.

Тогда для любого x ∈ domT справедливо включение

cl co
( ⋃
s∈R(x)

∂fs(x)
)
⊆ ∂T (x). (1.1)

Здесь замыкание берётся в слабой∗ топологии. Если, кроме того, для каждого s ∈ S функ-

ция f(s, ·) непрерывна в некоторой точке x0 ∈ domT , то включение (1.1) выполняется как

равенство.

Справедливо следующее необходимое и достаточное условие минимума выпуклой

функции на выпуклом множестве.

Теорема 1.3.11. Пусть f : X → R — собственная выпуклая функция и A ⊂ X — замкнутое

выпуклое множество. Предположим, что функция f непрерывна на множестве A. Тогда

для того чтобы точка x∗ была точкой минимума функции f на множестве A необходимо

и достаточно, чтобы

∂f(x∗) ∩ (−N(A, x∗)) 6= ∅,

где N(A, x∗) = {p ∈ X∗ | p(a − x∗) 6 0 ∀a ∈ A} — нормальный конус ко множеству A в

точке x∗
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Следующая теорема указывается важное представление выпуклой функции, опреде-

лённой на конечномерном пространстве.

Теорема 1.3.12. Пусть f : Rd → R — собственная пн. сн. выпуклая функция, Ω ⊂ Rd — вы-

пуклое открытое ограниченное множество такое, что cl Ω ⊂ int dom f . Тогда существует

выпуклый компакт C ⊂ Rd+1 такой, что

f(x) = max
(a,v)∈C

(a+ 〈v, x〉) ∀x ∈ Ω.

Замечание 1.3.2. Здесь и далее 〈·, ·〉 — скалярное произведение в Rd.

Напомним, что выпуклая положительно однородная функция называется сублинейной,

а вогнутая положительно однородная функция называется суперлинейной. Справедлива сле-

дующая теорема полностью описывающая класс пн. сн. сублинейных функций.

Теорема 1.3.13. Пусть X — вещественное нормированное пространство. Для того что-

бы пн. сн. (соотв. непрерывная в нуле) функция f : X → R была сублинейной необходимо

и достаточно, чтобы существовало выпуклое слабо∗ замкнутое (соотв. компактное) мно-

жество C ⊂ X∗ такое, что

f(x) = sup
p∈C

p(x) ∀x ∈ X.

Кроме того, если

f(x) = sup
p∈C

p(x) ∀x ∈ X,

для некоторого множества C ⊂ X∗, то ∂f(0) = cl coC. Здесь замыкание берётся в слабой∗

топологии.

1.4 Элементы абстрактного выпуклого анализа

Пусть X — непустое множество, H — непустое множество функций h : X → R. Для

любых функций f , g : X → R мы будем писать f 6 g (либо g > f), если для любого x ∈ X

будет f(x) 6 g(x). Будем говорить, что сумма r = f+g функций f и g корректно определена,

если f−1(e) ∩ g−1(−e) = ∅, когда e ∈ {+∞,−∞}. Здесь, как обычно, f−1(e) — это полный

прообраз элемента e при отображении f .

Будем говорить, что множество H замкнуто относительно сложения, если для любых

h1, h2 ∈ H сумма h1 + h2 корректно определена и принадлежит H (т. е. H +H ⊂ H). Также

будем говорить, что множество H замкнуто относительно вертикальных сдвигов, если для

любых c ∈ R и h ∈ H будет c+ h ∈ H. Обозначим (−H) = {−h | h ∈ H}.
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Определение 1.4.1. Функция f : X → R называется абстрактно выпуклой по отношению

к множеству H (или H–выпуклой), если существует непустое множество U ⊂ H такое, что

f(x) = sup
h∈U

h(x) ∀x ∈ X.

При этом будем говорить, что H–выпуклая функция f порождена множеством U .

Определение 1.4.2. Функция f : X → R называется абстрактно вогнутой по отношению

к множеству H (или H–вогнутой), если существует непустое множество V ⊂ H такое, что

f(x) = inf
h∈V

h(x) ∀x ∈ X.

При этом будем говорить, что H–вогнутая функция f порождена множеством V .

Предложение 1.4.1. Справедливы следующие утверждения:

1. Пусть множество H замкнуто относительно сложения, а функции f , g : X → R

являются H–выпуклыми. Тогда функция f + g также является H–выпуклой.

2. Пусть множество H замкнуто относительно вертикальных сдвигов. Тогда для лю-

бой H–выпуклой функции f : X → R и c ∈ R функция c+ f также H–выпукла.

3. Пусть множество H является конусом (т. е. для любых t > 0 и h ∈ H будет th ∈ H),

а функция f : X → R является H–выпуклой. Тогда для любого λ > 0 функция λf

является H–выпуклой, а для любого λ < 0 функция λf является (−H)–вогнутой.

Пусть f : X → R — произвольная функция. Множество supp+(f,H) = {h ∈ H | f 6 h}

называется верхним опорным множеством функции f по отношению к множеству H, а

множество supp−(f,H) = {h ∈ H | h 6 f} называется нижним опорным множеством

функции f по отношению к множеству H. Нетрудно проверить, что функция f является

H–выпуклой тогда и только тогда, когда

f(x) = sup
h∈supp−(f,H)

h(x) ∀x ∈ X.

Аналогичное утверждение справедливо для H–вогнутых функций.

Множество ∂∗Hf(x) = {h ∈ supp−(f,H) | f(x) = h(x)} называется H–

субдифференциалом функции f в точке x, а множество ∂∗Hf(x) = {h ∈ supp+(f,H) | f(x) =

h(x)} называется H–супердифференциалом функции f в точке x.

Отметим очевидное необходимое и достаточное условие минимума (максимума), выра-

жаемое в терминах абстрактной выпуклости. Пусть множество H содержит все постоянные
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функции h ≡ c, c ∈ R. Тогда для того чтобы точка x∗ ∈ X была точкой глобального мини-

мума (максимума) функции f необходимо и достаточно, чтобы

f(x∗) ∈ ∂∗Hf(x) (f(x∗) ∈ ∂∗Hf(x)).

Следующие теоремы, указывающие связь между выпуклым анализом и теорией аб-

страктной выпуклости, послужили основной мотивацией к развитию абстрактного выпукло-

го анализа.

Теорема 1.4.1. Пусть X — нормированное пространство, H = X∗. Тогда функция f : X →

R, не равная тождественно +∞ является H–выпуклой тогда и только тогда, когда f

является пн. сн. сублинейной функцией.

Теорема 1.4.2. Пусть X — нормированное пространство, множество H состоит из всех

непрерывных аффинных функций, т. е.

H = {h(·) = l(·) + c | l ∈ X∗, c ∈ R}.

Тогда функция f : X → R, не равная тождественно +∞, является H–выпуклой тогда и

только тогда, когда f является собственной пн. сн. выпуклой функцией.

Укажем ещё одну общую теорему об H–выпуклых функциях.

Теорема 1.4.3. Пусть X — компактное метрическое пространство. Предположим, что

множество H удовлетворяет следующим условиям:

1. каждая функция h ∈ H непрерывна на X;

2. H является конусом;

3. для любых h ∈ H и c < 0 будет h+ c ∈ H;

4. для каждого z ∈ X существует функция h ∈ H такая, что h(z) = 0, h(x) < 0 для

всех x 6= z и h+ δ ∈ H для всех достаточно малых δ > 0.

Тогда функция f : X → R∪{+∞} является H–выпуклой тогда и только тогда, когда

f полунепрерывна снизу на X.
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1.5 Элементы негладкого анализа и теории

многозначных отображений

Пусть X, Y — нормированные пространства, Ω ⊂ X — открытое множество. Пусть S ⊂

X — произвольное множество. Напомним, что отображение F , сопоставляющее каждой точке

x ∈ S некоторое, возможно пустое, подмножество пространства Y называется многозначным

отображением и обозначается F : S ⇒ Y .

При исследовании многозначных отображений важную роль играет понятие метрики

Хаусдорфа.

Определение 1.5.1. Пусть A, B ⊂ X — ограниченые подмножества. Величина

ρH(A,B) = sup
x∈A

inf
y∈B
‖x− y‖+ sup

y∈B
inf
x∈A
‖x− y‖

называется расстоянием Хаусдорфа между множествами A и B. Расстояние Хаусдорфа яв-

ляется метрикой на множестве всех непустых замкнутых ограниченных подмножеств про-

странства X.

Многозначное отображение F : Ω⇒ Y с ограниченными значениями (т. е. для любого

x ∈ Ω множество F (x) ограничено) называется непрерывным по Хаусдорфу в точке x ∈ Ω,

если для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для любого y ∈ Ω, ‖y − x‖ < δ будет

ρH(F (y), F (x)) < ε. Многозначное отображение F : Ω ⇒ Y называется полунепрерывным

сверху в точке x ∈ Ω, если для любого открытого множества V такого, что F (x) ⊂ V

существует окрестность U точки x такая, что для любого y ∈ U будет F (y) ⊂ V .

Определение 1.5.2. Пусть F : Ω ⇒ Y — произвольное многозначное отображение с непу-

стыми значениями. Верхним пределом отображения F в точке x называется множество

lim sup
y→x

F (y) =

{
v ∈ Y

∣∣∣ lim inf
y→x

inf
z∈F (y)

‖v − z‖ = 0

}
.

Напомним, что в случае X = Rn, функция f : Ω → R называется квазидифференци-

руемой в точке x ∈ Ω, если функция f дифференцируема по направлениям в этой точке и

существует пара выпуклых компактных множеств A,B ⊂ Rd таких, что

f ′(x, g) = max
v∈A
〈v, g〉+ min

w∈B
〈w, g〉 ∀g ∈ X

или, что эквивалентно, производная по направлениям функции f в точке x представима в

виде разности сублинейных функций. Пара множеств Df(x) = [A,B] называется квазидиф-

ференциалом функции f в точке x. Ясно, что квазидифференциал функции f в точке x не

единственен.
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Существует несколько неэквивалентных подходов к определению квазидифференци-

руемости функции, заданной на нормированном пространстве (см. [16, 31, 85, 113, 126]). Мы

будем использовать следующее определение квазидифференцируемости, являющееся есте-

ственным обобщением определения квазидифференцируемости в конечномерном случае.

Определение 1.5.3. Функция f : Ω → R называется квазидифферецируемой в точке x ∈

Ω, если функция f дифференцируема по направлениям в данной точке и существует пара

выпуклых слабо∗ компактных множеств A,B ⊂ X∗ таких, что

f ′(x, g) = max
p∈A

p(g) + min
q∈B

q(g) ∀g ∈ X.

Пара множеств Df(x) = [A,B] называется квазидифференциалом функции f в точке x.

Квазидифференциал является удобным средством для описания необходимых условий

экстремума.

Теорема 1.5.1. Пусть функция f : Ω→ R квазидифференцируема в точке x∗ ∈ Ω, и пусть

x∗ — точка локального минимума (максимума) функции f . Тогда

0 ∈ ∂f(x∗) + {q} ∀q ∈ ∂f(x∗)
(
0 ∈ ∂f(x∗) + {p} ∀p ∈ ∂f(x∗)

)
.

Замечание 1.5.1. Отметим, что дальнейшим обобщением понятия квазидифференцируемо-

сти является понятие экзостера. А именно, говорят, что существует верхний (нижний) экзо-

стер функции f : Ω→ R в точке x ∈ Ω, если f дифференцируема по направлениям в точке x

и существует семейство E∗f(x) (E∗f(x)) выпуклых компактных подмножеств Rn таких, что

для любого g ∈ X будет

f ′(x, g) = inf
C∈E∗f(x)

max
v∈C
〈v, g〉 (f ′(x, g) = sup

C∈E∗f(x)

min
w∈C
〈w, g〉).

Производная по направлениям (и её обобщения) является одним из основных инстру-

ментов исследования негладких экстремальных задач. Однако, в негладком случае производ-

ная по направлениям обладает некоторыми существенными недостатками, затрудняющими

построение эффективных численных методов решения негладких экстремальных задач. Од-

ним из основных недостатков производной по направлениям является её разрывность, как

функции точки, в негладком случае.

Теорема 1.5.2. Пусть X = Rn и функция f : Ω → R дифференцируема по направлениям

в некоторой окрестности точки x0 ∈ Ω и предположим, что отображение x → f ′(x, g)

непрерывно в некоторой окрестности точки x0. Тогда функция f непрерывно дифференци-

руема в точке x0.
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Очевидным следствием из предыдущей теоремы является тот факт, что квазидиффе-

ренциальное отображение x → Df(x) не является непрерывным по Хаусдорфу в негладком

случае. Для того чтобы добиться непрерывности приходится рассматривать неоднороднород-

ные аппроксимации негладких функций. Одной из самых удобных неоднородных аппрокси-

маций функции в конечномерном случае, является аппроксимация основанная на кодиффе-

ренциале.

Пусть далее X = Rn.

Определение 1.5.4. Функция f : Ω → R называется кодифференцируемой в точке x ∈ Ω,

если существует пара выпуклых компактных множеств df(x), df(x) ⊂ Rn+1 таких, что для

любого допустимого приращения ∆x ∈ Rn (т. е. co{x, x+ ∆x} ⊂ Ω) будет

f(x+ ∆x)− f(x) = max
(a,v)∈df(x)

(a+ 〈v,∆x〉) + min
(v,w)∈df(x)

(b+ 〈w,∆x〉) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α → 0 при α ↓ 0. Пара множеств Df(x) = [df(x), df(x)] называется кодиф-

ференциалом функции f в точке x, множество df(x) называется гиподифференциалом, а

множество df(x) — гипердифференциалом.

Очевидно, что кодифференциал функции f в точке x не единственен. В случае кодиф-

ференцируемых функций можно выделить содержательный класс функций для которых

кодифференциальное отображение x→ Df(x) является непрерывным.

Определение 1.5.5. Функция f : Ω → R называется непрерывно кодифференцируемой в

точке x ∈ Ω, если функция f кодифференцируема в некоторой окрестности точки x и суще-

ствует кодифференциальное отображение x→ Df(x) такое, что многозначные отображения

x→ df(x) и x→ df(x) непрерывны по Хаусдорфу в точке x.

Нетрудно проверить, что если функции f1, f2 : Ω→ R непрерывно кодифференцируемы

в точке x ∈ Ω, то для любых α, β ∈ R и непрерывно дифференцируемой функции g : R2 → R

функции αf1+βf2, f1 ·f2, max{f1, f2}, min{f1, f2}, а также g(f1(·), f2(·)) являются непрерывно

кодифференцируемыми в точке x. Также любая непрерывно дифференцируемая функция

является непрерывно кодифференцируемой.

Справедливо следующее необходимое условие экстремума, выражаемое в терминах ко-

дифференцируемых функций.

Теорема 1.5.3. Пусть функция f : Ω→ R кодифференцируема в точке x∗ ∈ Ω, и пусть x∗

— точка локального минимума (максимума) функции f . Тогда

0 ∈ df(x∗) + {(0, w)} ∀(0, w) ∈ df(x∗)
(
0 ∈ df(x∗) + {(0, v)} ∀(0, v) ∈ df(x∗)

)
.
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Дальнейшим обобщением кодифференцируемых функций является понятие функции,

обладающей коэкзостером.

Определение 1.5.6. Пусть f : Ω→ R— произвольная функция. Семейство непустых выпук-

лых компактных подмножеств Ef(x) пространства Rn+1 называется верхним коэкзостером

в смысле Дини функции f в точке x ∈ Ω, если для любого допустимого ∆x ∈ Rn будет

f(x+ ∆x)− f(x) = min
C∈Ef(x)

max
(a,v)∈C

(a+ 〈v,∆x〉) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0.

Семейство непустых выпуклых компактных подмножеств Ef(x) пространства Rn+1

называется нижним коэкзостером в смысле Дини функции f в точке x ∈ Ω, если для

любого допустимого ∆x ∈ Rn будет

f(x+ ∆x)− f(x) = max
C∈Ef(x)

min
(b,w)∈C

(b+ 〈w,∆x〉) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0.

Теорема 1.5.4. Пусть существует верхний коэкзостер функции f : Ω→ R в точке x∗ ∈ Ω,

и предположим, что x∗ является точкой локального минимума функции f . Тогда

0 ∈ C ∀C ∈ R(x∗),

где R(x∗) = {C ∈ Ef(x∗) | min(a,v)∈C a = 0}.

Замечание 1.5.2. Справедливо аналогичное необходимое условие максимума для функции,

обладающей нижним коэкзостером.

Популярными инструментами исследования различных негладких задач являются раз-

личные обобщения субдифференциалов.

Определение 1.5.7. Вектор v ∈ Rn называется проксимальным субградиентом функции

f : X → R в точке x ∈ dom f , если существуют ε > 0 и k > 0 такие, что

f(x+ ∆x)− f(x)− 〈v,∆x〉 > −k‖∆x‖2 ∀∆x ∈ B(0, ε).

Множество всех проксимальных субградиентов функции f в точке x обозначается через

∂pf(x). Пусть функция f пн. сн. в точке x ∈ dom f . Предельным проксимальным субдиффе-

ренциалом функции f в точке x называется множество

∂f(x) = lim sup
u→x,f(u)→f(x)

∂pf(u).
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Определение 1.5.8. Пусть функция f : Ω → R удовлетворяет условию Липшица в неко-

торой окрестности точки x ∈ Ω. Производной Кларка функции f по направлению g ∈ Rn в

точке x называется величина

f ↓Cl(x, g) = lim sup
y→x,t↓0

f(y + tg)− f(y)

t
.

Множество

∂Clf(x) = {v ∈ Rn | f ↓Cl(x, g) > 〈v, g〉 ∀g ∈ Rn}

называется субдифференциалом Кларка функции f в точке x.

Следующая теорема позволяет упростить вычисление субдифференциала Кларка в

некоторых случаях.

Теорема 1.5.5. Пусть функция f : Ω→ R удовлетворяет условию Липшица на Ω. Обозна-

чим через Ωf ⊂ Ω — множество всех точек y ∈ Ω в которых функция f дифференцируема.

Тогда

∂Clf(x) = co
{

lim
n→∞

∇f(xn)
∣∣∣ xn → x, xn ∈ Ωf , n ∈ N

}
,

где ∇f(y) — градиент функции f в точке y.

Справедливо следующее необходимое условие экстремума в терминах субдифференци-

ала Кларка.

Теорема 1.5.6. Пусть функция f : Ω → R удовлетворяет условию Липшица в некото-

рой окрестности точки x∗ ∈ Ω, являющейся точкой локального минимума (максимума)

функции f . Тогда 0 ∈ ∂Clf(x∗).
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Глава 2

Абстрактные выпуклые аппроксимации

негладких функций

2.1 Вспомогательные построения

В данном разделе мы рассматриваем абстрактно кодифференцируемые функции и аб-

страктные выпуклые аппроксимации негладких функций. Также мы строим исчисление аб-

страктных кодифференциалов, выводим условия экстремума и исследуем связь введённых

аппроксимаций с некоторыми классическими понятиями негладкого анализа.

Введём несколько вспомогательных множеств, которые позволят упростить дальней-

шее изложение теории. Пусть везде далее X — вещественное нормированное пространство,

а H — непустое множество функций h : X → R. Обозначим через PF (X,H) множество, со-

стоящее из всех пар функций (Φ,Ψ) таких, что функция Φ: X → R является H–выпуклой,

функция Ψ: X → R является H–вогнутой и 0 ∈ int(dom Φ ∩ dom Ψ).

Введём бинарное отношение σ на множестве PF (X,H). Пусть ((Φ1,Ψ1), (Φ2,Ψ2)) ∈ σ

где (Φi,Φi) ∈ PF (X,H), i ∈ {1, 2}, тогда и только тогда, когда Φ1(0) + Ψ1(0) = Φ2(0) + Ψ2(0)

и для любого x ∈ X

lim
α↓0

1

α

(
Φ1(αx) + Ψ1(αx)− Φ2(αx)−Ψ2(αx)

)
= 0.

Нетрудно проверить, что бинарное отношение σ является отношением эквивалентности.

Множество всех классов эквивалентности PF (X,H)/σ обозначим через EPF (X,H). Если

(Φ,Ψ) ∈ PF (X,H), то обозначим через [Φ,Ψ] класс эквивалентности элемента (Φ,Ψ) по

отношению σ.

Любая H–выпуклая функция определяется некоторым подмножеством множества H.

Поэтому вместо множества PF (X,H) можно рассматривать множество PS(H), состоящее
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из всех возможных пар (U, V ) непустых подмножеств U, V ⊂ H таких, что

(
sup
h∈U

h, inf
p∈V

p
)
∈ PF (X,H).

На множестве PS(H) можно ввести отношение эквивалентности σ̃ аналогичное отношению

эквивалентности σ. А именно, пусть ((U1, V1), (U2, V2)) ∈ σ̃, где (Ui, Vi) ∈ PS(H), i ∈ {1, 2},

тогда и только тогда, когда(
( sup
h1∈U1

h1, inf
p1∈V1

p1), ( sup
h2∈U2

h2, inf
p2∈V2

p2)

)
∈ σ.

Нетрудно понять, что σ̃ — это отношение эквивалентности. Как и в случае множества

PF (X,H), определим множество EPS(H) = PS(H)/σ̃ и введём обозначение [U, V ] для клас-

са эквивалентности элемента (U, V ) ∈ PS(H) по отношению σ̃.

Введём операции сложения и умножения на вещественное число на множестве

EPF (X,H). Операции сложения и умножения на число на множестве EPS(H) определя-

ются аналогичным образом. Пусть α ∈ R произвольно. Предположим, что 0 ∈ H в случае

α = 0, и H является конусом в случае α 6= 0.

Пусть (Φ,Ψ) ∈ PF (X,H). Положим

α[Φ,Ψ] =


[αΦ, αΨ] ∈ EPF (X,H), если α > 0,

[αΨ, αΦ] ∈ EPF (X,−H), если α < 0,

[0, 0], если α = 0.

Нетрудно проверить, что введённая выше операция умножения на вещественное число кор-

ректно определена, в том смысле, что элемент α[Φ,Ψ] не зависит от выбора (Φ0,Ψ0) ∈ [Φ,Ψ],

т. е. для любых (Φ1,Ψ1), (Φ2,Ψ2) ∈ [Φ,Ψ] будет [αΦ1, αΨ1] = [αΦ2, αΨ2] в случае α > 0 и

[αΨ1, αΦ1] = [αΨ2, αΦ2] в случае α < 0.

Пусть (Φi,Ψi) ∈ PF (X,H), i ∈ {1, 2} и множество H замкнуто относительно сложения.

Определим

[Φ1,Ψ1] + [Φ2,Ψ2] = [Φ1 + Φ2,Ψ1 + Ψ2].

Ясно, что операция сложения корректно определена.

Замечание 2.1.1. Определение множества EPF (X,H) аналогично определению множества,

элементами которого являются разности сублинейных функций (см., например, [16, 30, 31,

112]). Также принцип построения множества EPS(H) и введения операций в нём аналогичен

принципу построения пространства выпуклых множеств, введённого в [115].
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2.2 Абстрактно кодифференцируемые функции

Пусть Ω ⊂ X — открытое множество.

Определение 2.2.1. Функция f : Ω→ R называетсяH–кодифференцируемой (или абстракт-

но кодифференцируемой по отношению к множеству H) в точке x ∈ Ω, если существует

элемент δHf(x) ∈ EPF (X,H) для которого существует пара (Φ,Ψ) ∈ δHf(x) такая, что

Φ(0) + Ψ(0) = 0 и для любого допустимого ∆x ∈ X (т. е. co{x, x+ ∆x} ⊂ Ω∩ dom Φ∩ dom Ψ)

будет

f(x+ ∆x)− f(x) = Φ(∆x) + Ψ(∆x) + o(∆x, x), (2.1)

где o(α∆x, x)/α → 0 при α ↓ 0. Элемент δfH(x) называется H–производной функции f в

точке x.

Нетрудно заметить, что если функция f является H–кодифференцируемой в точке

x, то любая пара (Φ,Ψ) ∈ δHf(x) удовлетворяет равенству (2.1), т. e. определение H–

кодифференцируемости не зависит от выбора пары (Φ,Ψ) ∈ δHf(x). Также нетрудно про-

верить, что H–производная δHf(x) функции f в точке x единственна. При этом в общем

случае δHf(x) состоит из бесконечного числа эквивалентных элементов.

Пример 2.2.1. Пусть X = R, а множество H совпадает с множеством аффинных функций,

т. е.

H = {h : R→ R | h(x) = ax+ b, a, b, x ∈ R}.

Пусть f(x) = x2. Для любого λ > 0 положим Φλ(x) = max{−x − λ, 0, x − λ}. Ясно, что все

функции Φλ являются H–выпуклыми. Поскольку функция f дифференцируема и f ′(0) = 0,

то нетрудно проверить, что f является H–кодифференцируемой в нуле и для любого λ > 0

будет (Φλ, 0) ∈ δHf(x).

Пусть функция f : Ω → R является H–кодифференцируемой в точке x ∈ Ω, и пусть

(Φ,Ψ) ∈ δHf(x) произвольно. Тогда по определению абстрактной выпуклой и абстрактной

вогнутой функций существуют непустые множества U, V ⊂ H такие, что

Φ(y) = sup
h∈U

h(y), Ψ(y) = inf
p∈V

p(y) ∀y ∈ Y. (2.2)

Обозначим класс эквивалентности [U, V ] ∈ EPS(H) через DHf(x). Класс эквивалентности

DHf(x) называется H–кодифференциалом функции f в точке x. Нетрудно проверить, что

DHf(x) не зависит от выбора пары (Φ,Ψ) ∈ δHf(x) и множеств U, V ⊂ H, удовлетворяющих

(2.2). Таким образом, H–кодифференциал функции f в точке x однозначно определён.
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Определение 2.2.2. Пусть функция f : Ω → R является H–кодифференцируемой в точке

x ∈ Ω, и предположим, что 0 ∈ H. Функция f называется H–гиподифференцируемой в точке

x, если существует H–выпуклая функция Φ: X → R такая, что δHf(x) = [Φ, 0]. Функция

f называется H–гипердифференцируемой в точке x, если существует H–вогнутая функция

Ψ: X → R такая, что δHf(x) = [0,Ψ].

Отметим связь H–кодифференцируемости с дифференцируемостью по направлениям.

Предложение 2.2.1. Пусть f : Ω → R произвольная функция, и предположим, что

каждая функция h ∈ H положительно однородна. Тогда функция f является H–

кодифференцируемой в точке x ∈ Ω тогда и только тогда, когда функция f является диф-

ференцируемой по направлениям в этой точке и производная по направлениям f ′(x, ·) функ-

ции f в точке x представима в виде суммы конечной H–выпуклой и конечной H–вогнутой

функций.

Воспользовавшись теоремой 1.3.13 о представлении сублинейных функций, нетрудно

показать справедливость следующих утверждений.

Следствие 2.2.1. Пусть X = Rd, H = X∗ и функция f : Ω → R произвольна. Тогда f

является H–кодифференцируемой в точке x ∈ Ω тогда и только тогда, когда она квази-

дифференцируема в этой точке.

Следствие 2.2.2. Пусть X = Rd, множество H состоит из всех сублинейных (суперли-

нейных) функций h : Rd → R и функция f : Ω→ R произвольна. Тогда функция f является

H–гипердифференцируемой (H–гиподифференцируемой) в точке x ∈ Ω тогда и только то-

гда, когда существует верхний (нижний) экзостер функции f в точке x.

Следующее предложение даёт описание H–кодифференцируемости и H–производной

дифференцируемой по направлениям функции в общем случае.

Предложение 2.2.2. Пусть функция f : Ω → R дифференцируема по направлениям (по

Гато) в точке x ∈ Ω. Для того чтобы функция f была H–кодифференцируема в точке

x необходимо и достаточно, чтобы существовали H–выпуклая функция Φ: X → R и H–

вогнутая функция Ψ: X → R такие, что 0 ∈ int(dom Φ∩dom Ψ), функция Φ + Ψ дифферен-

цируема по направлениям (по Гато) в нуле и f ′(x, ·) = (Φ + Ψ)′(0, ·). Более того, в данном

случае δHf(x) состоит из всех таких пар функций (Φ,Ψ) ∈ PF (X,H), что функция Φ + Ψ

диффренцируема по направлениям (по Гато) в нуле и f ′(x, ·) = (Φ + Ψ)′(0, ·).

Справедливо и обратное утверждение.
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Предложение 2.2.3. Пусть функция f : Ω→ R является H–кодифференцируемой в точке

x ∈ Ω. Для того чтобы функция f была дифференцируемой по направлениям (по Гато) в

точке x необходимо и достаточно, чтобы нашлись (Φ,Ψ) ∈ δHf(x) такие, что функция

Φ + Ψ дифференцируема по направлениям (по Гато) в нуле, причём f ′(x, ·) = (Φ + Ψ)′(0, ·).

Приведём несколько общих утверждений об H–кодифференцируемых функциях.

Предложение 2.2.4. Пусть каждая функция h ∈ H положительно однородна степени

µ > 1, и пусть функция f : Ω → R является H–кодифференцируемой в точке x. Тогда f

дифференцируема по Гато в точке x и f ′[x] = 0.

Доказательство. Поскольку функция f является H–кодифференцируемой в точке x, то для

любых (U, V ) ∈ DHf(x) и для любого допустимого ∆x ∈ X будет

f(x+ ∆x)− f(x) = sup
h∈U

h(∆x) + inf
p∈V

p(∆x) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0. Отсюда получаем, что для любого допустимого ∆x ∈ X будет

lim
α↓0

1

α
(f(x+ α∆x)− f(x)) = lim

α↓0

1

α

(
sup
h∈U

h(α∆x) + inf
p∈V

p(α∆x)
)

+ lim
α↓0

1

α
o(α∆x, x) =

= lim
α↓0

αµ−1
(

sup
h∈U

h(∆x) + inf
p∈V

p(∆x)
)

= 0.

Значит функция f дифференцируема по Гато в точке x и f ′[x] = 0.

Предложение 2.2.5. Пусть каждая функция h ∈ H положительно однородна степени

µ < 1, и пусть функция f : Ω → R является H–кодифференцируемой в точке x. Тогда для

любого ∆x ∈ X будет

lim
α↓0

1

α
(f(x+ α∆x)− f(x)) =∞.

Теорема 2.2.1. Пусть пространство X конечномерно, f : Ω→ R — произвольная функция,

x ∈ Ω. Предположим, что существует подмножество H0 множества H, удовлетворяю-

щее следующим условиям:

1. существует δ > 0 такое, что каждая функция h ∈ H0 непрерывна на B(0, δ);

2. H0 является конусом;

3. H0 замкнуто относительно вертикальных сдвигов;

4. для каждого z ∈ B(0, δ) существует функция h ∈ H0 такая, что h(z) = 0 и h(x) < 0

для всех x ∈ B(0, δ) \ {z}.
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Тогда для того чтобы функция f : Ω → R была H–гиподифференцируема в некоторой

окрестности O точки x достаточно, чтобы f была полунепрерывна снизу на O.

Доказательство. Зафиксируем произвольное y ∈ O. Поскольку функция f пн.сн. на O, то

существует r > 0 такое, что f пн.сн. на B(y, r) ⊂ O. Положим r0 = min{δ, r} > 0 и определим

функцию g : B(0, r0)→ R по правилу g(z) = f(y+z). Функция g, очевидно, пн. сн. на B(0, r).

Так как пространство X конечномерно, то множество B(0, r) компактно. Откуда, по

теореме 1.4.3, функция g является H0–выпуклой на B(0, r), то есть существует U ⊂ H0 ⊂ H

такое, что

g(z) = sup
h∈U

h(z) ∀z ∈ B(0, r).

Следовательно, для любого ∆y ∈ B(0, r) будет

f(y + ∆y)− f(y) = g(∆y)− f(y) = sup
h∈U

(h(∆y)− f(y)).

Значит функция f является H–гиподифференцируемой (даже H0–гиподифференцируемой)

в точке y, что и требовалось.

Теорема 2.2.2. Пусть пространство X конечномерно, f : Ω→ R — произвольная функция,

x ∈ Ω. Предположим, что существует подмножество H0 множества H, удовлетворяю-

щее следующим условиям:

1. существует δ > 0 такое, что каждая функция h ∈ H0 непрерывна на B(0, δ);

2. H0 является конусом;

3. H0 замкнуто относительно вертикальных сдвигов;

4. для каждого z ∈ B(0, δ) существует функция h ∈ H0 такая, что h(z) = 0 и h(x) > 0

для всех x ∈ B(0, δ) \ {z}.

Тогда для того чтобы функция f : Ω → R была H–гипердифференцируема в некоторой

окрестности O точки x достаточно, чтобы f была полунепрерывна сверху на O.

В дальнейшем нам понадобится следующее вспомогательное определение регулярности

H–производной.

Определение 2.2.3. Пусть функция f : Ω → R является H–кодифференцируемой в точке

x ∈ Ω. Будем говорить что H–производная δHf(x) регулярна в нуле, если существует пара

(Φ,Ψ) ∈ δHf(x) такая, что для любого y ∈ X существуют Ly > 0 и αy > 0 для которых

|Φ(αy) + Ψ(αy)| 6 Lyα ∀α ∈ (0, αy).
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Заметим очевидное свойство функции, H–производная которой регулярна в нуле.

Предложение 2.2.6. Пусть функция f : Ω→ R является H–кодифференцируемой в точке

x ∈ Ω, и предположим, что H–производная δHf(x) регулярна в нуле. Тогда для любого

∆x ∈ X существуют L > 0 и α0 > 0 такие, что

|f(x+ α∆x)− f(x)| 6 Lα α ∈ [0, α0).

2.3 Абстрактно выпуклые аппроксимации

В данном разделе мы рассмотрим абстрактные выпуклые аппроксимации негладких

функции. Абстрактные выпуклые аппроксимации функции тесно связаны с её абстрактным

кодифференциалом и являются очень удобным инструментом исследования различных экс-

тремальных задач.

Замечание 2.3.1. Понятие абстрактной выпуклой аппроксимации является естественным

обобщением понятия выпуклой аппроксимации функции, изучавшегося многими авторами

(см., например, [16, 23, 34, 43, 93]).

Пусть Ω ⊂ X — открытое множество, f : Ω→ R — произвольная функция.

Определение 2.3.1. H–выпуклая функция ϕ : X → R называется верхней H–выпуклой

аппроксимацией функции f в точке x, если

1. ϕ(0) > 0 и 0 ∈ int domϕ;

2. для любых ε > 0 и ∆x ∈ X существует α0 > 0 такое, что co{x, x+α0∆x} ⊂ Ω∩domϕ и

f(x+ α∆x)− f(x) 6 ϕ(α∆x) + αε ∀α ∈ [0, α0).

Определение 2.3.2. H–вогнутая функция ψ : X → R называется нижней H–вогнутой

аппроксимацией функции f в точке x, если

1. ψ(0) 6 0 и 0 ∈ int domψ;

2. для любых ε > 0 и ∆x ∈ X существует α0 > 0 такое, что co{x, x+α0∆x} ⊂ Ω∩domψ и

f(x+ α∆x)− f(x) > ψ(α∆x)− αε ∀α ∈ [0, α0).

Следующее предложение указывает очевидную связь между верхними H–выпуклыми

(нижними H–вогнутыми) аппроксимациями функции и её H–производной.
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Предложение 2.3.1. Пусть множество H замкнуто относительно сложения и для лю-

бого h ∈ H будет 0 ∈ int domh. Предположим, что функция f : Ω → R является H–

кодифференцируемой в точке x ∈ Ω. Тогда для любой пары (Φ,Ψ) ∈ δHf(x) и для всех

h ∈ supp−(Φ, H) и p ∈ supp+(Ψ, H) функция Φ + p является верхней H–выпуклой аппрокси-

мацией функции f в точке x, а функция h+ Ψ является нижней H–вогнутой аппроксима-

цией функции f в данной точке.

2.4 Исчисление абстрактно кодифференцируемых

функций

В данном разделе мы посроим исчисление абстрактно кодифференцируемых функций.

При этом заметим, что аналогичным образом можно получить некоторые правила для вы-

числения верхних H–выпуклых и нижних H–вогнутых аппроксимаций, а также исчисление

H–гиподифференцируемых и H–гипердифференцируемых функций.

Пусть Ω ⊂ X — открытое множество. Ясно, что если функция f : Ω → R является

H–кодифференцируемой в точке x ∈ Ω, то для любого c ∈ R функция f + c также H–

кодифференцируема в этой точке, причём δH(f + c)(x) = δHf(x) и DH(f + c)(x) = DHf(x).

Отметим ещё два очевидных правила вычисления H–производных.

Предложение 2.4.1. Пусть функции f1, f2 : Ω → R являются H–кодифференцируемыми

в точке x, и предположим, что множество H замкнуто относительно сложения. Тогда

функция f1+f2 также является H–кодифференцируемой в точке x, причём δH(f1+f2)(x) =

δHf1(x) + δHf2(x) и DH(f1 + f2)(x) = DHf1(x) +DHf2(x).

Предложение 2.4.2. Пусть функция f : Ω→ R является H–кодифференцируемой в точке

x ∈ Ω, и пусть α ∈ R произвольно. Предположим, что 0 ∈ H в случае α = 0, и H является

конусом в случае α 6= 0. Тогда функция αf является H–кодифференцируемой в точке x,

δH(αf)(x) = αδHf(x) и DH(αf)(x) = αDHf(x) в случае α > 0, и функция αf является

(−H)–кодифференцируемой в точке x, δ(−H)(αf)(x) = αδHf(x) и D(−H)(αf)(x) = αDHf(x).

Следствие 2.4.1. Пусть множество H является линейным подпространством простран-

ства RX (здесь RX — линейное пространство, состоящее из всех отображений из X в R).

Тогда множество всех функций f : Ω→ R, являющихся H–кодифференцируемыми в точке

x ∈ Ω (или на множестве A ⊂ Ω), есть линейное пространство относительно поточечных

операций сложения и умножения на число.
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Рассмотрим вопрос об H–кодифференцируемости суперпозиции функций.

Теорема 2.4.1. Предположим, что выполнены следующие условия:

1. множество H является линейным подпространством RX ;

2. функции fi : Ω → R являются H–кодифференцируемы в точке x ∈ Ω, i ∈ I =

{1, . . . , n};

3. δHfi(x) регулярны в нуле, i ∈ I;

4. S ⊂ Rn открытое множество такое, что y = (f1(x), . . . , fn(x)) ∈ S;

5. функция g : S → R дифференцируема в точке y;

6. функция T (·) = g(f1(·), . . . , fn(·)) определена на открытом множестве O ⊂ Ω.

Тогда функция T является H–кодифференцируемой в точке x и

δHT (x) =
n∑
i=1

∂g

∂yi
(f1(x), . . . , fn(x))δHfi(x), DHT (x) =

n∑
i=1

∂g

∂yi
(f1(x), . . . , fn(x))DHfi(x).

Доказательство. Так как функция g дифференцируема в точке y, то для любого допусти-

мого ∆y = (∆y1, . . . ,∆yn) ∈ Rn будет

g(y + ∆y)− g(y) =
n∑
i=1

∂g

∂yi
(y)∆yi + β(∆y)‖∆y‖, (2.3)

где β(∆y)→ 0 при ∆y → 0, ‖ · ‖ — произвольная норма в Rn.

Зафиксируем произвольное ∆x ∈ X такое, что co{x, x + ∆x} ⊂ O. Поскольку H–

производные δHfi(x), i ∈ I, регулярны в нуле, то по предложению 2.2.6 существуют L > 0 и

α0 > 0 такие, что

|fi(x+ α∆x)− fi(x)| 6 Lα ∀α ∈ [0, α0). (2.4)

Определим отображение r : Ω→ Rn по правилу

r(y) = (f1(y), . . . , fn(y)) ∀y ∈ Ω

и выберем произвольные (Φi,Ψi) ∈ δHfi(x). Тогда для любого α ∈ [0, α0) имеем

fi(x+ α∆x)− fi(x) = Φi(α∆x) + Ψi(α∆x) + oi(α) i ∈ I,

где oi(α)/α→ 0. Откуда, учитывая (2.3), получаем, что для любого α ∈ [0, α0)

T (x+ α∆x)− T (x) = g(r(x+ α∆x))− g(r(x)) =

=
n∑
i=1

∂g

∂yi
(y)(Φi(α∆x)+Ψi(α∆x))+

n∑
i=1

∂g

∂yi
(y)oi(α)+β(r(x+α∆x)−r(x))‖r(x+α∆x)−r(x)‖.
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Из (2.4) и того факта, что β(∆y) → 0 при ∆y → 0, вытекает, что oT (α)/α → 0 при α → 0,

где

oT (α) =
n∑
i=1

∂g

∂yi
(y)oi(α) + β(r(x+ α∆x)− r(x))‖r(x+ α∆x)− r(x)‖.

Отсюда, учитывая, что очевидно существует (Φ,Ψ) ∈
∑n

i=1 ∂g/∂yi(y)δHfi(x) такое, что

Φ + Ψ =
n∑
i=1

∂g

∂yi
(y)(Φi + Ψi),

получаем, что функция T является H–кодифференцируемой в точке x и

δTH(x) =
n∑
i=1

∂g

∂yi
(y)δHfi(x),

что и требовалось.

Воспользовавшись предыдущей теоремой, получаем справедливость следующих утвер-

ждений.

Предложение 2.4.3. Пусть функции f1, f2 : Ω → R являются H–кодифференцируемыми

в точке x ∈ Ω, и предположим, что H является линейным подпространством RX .

Пусть также δHf1(x) и δHf2(x) регулярны в нуле. Тогда функция f1 · f2 является H–

кодифференцируемой в точке x и

δH(f1 · f2)(x) = f1(x)δHf2(x) + f2(x)δHf1(x),

DH(f1 · f2)(x) = f1(x)DHf2(x) + f2(x)DHf1(x).

Предложение 2.4.4. Пусть функция f : Ω→ R является H–кодифференцируемой в точке

x ∈ Ω, и предположим, что H является линейным подпространством RX . Пусть также

δHf(x) регулярна в нуле и f 6= 0 в некоторой окрестности точки x. Тогда функция g = 1/f

является H–кодифференцируемой в этой точке и

δHg(x) = − 1

f 2(x)
δHf(x), DHg(x) = − 1

f 2(x)
DHf(x).

Предложение 2.4.5. Пусть функция f : Ω → R является H–кодифференцируемой в точ-

ке x ∈ Ω, и предположим, что H является линейным подпространством RX . Пусть

также δHf(x) и регулярна в нуле и a > 0. Тогда функция g(·) = af(·) является H–

кодифференцируемой в точке x и

δHg(x) = ln a af(x)δHf(x).
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Рассмотрим вопрос об H–кодифференцируемости инфимума и супремума H–

кодифференцируемых функций. Сначала мы изучим этот вопрос в случае конечного числа

функций.

Теорема 2.4.2. Пусть функции fi : Ω → R являются H–кодифференцируемыми в точке

x ∈ Ω, i ∈ I = {1, . . . , n}. Предположим, что множество H удовлетворяет следующим

условиям:

1. H замкнуто относительно сложения и вертикальных сдвигов;

2. (−H) ⊂ H, т. е. для любого h ∈ H будет −h ∈ H.

Тогда функции f = maxi∈I fi и g = mini∈I fi являются H–кодифференцируемыми в точке x.

Более того, для любых (Φi,Ψi) ∈ δHfi(x) и (Ui, Vi) ∈ DHfi(x), i ∈ I, будет

δHf(x) =

[
max
i∈I

(
fi(x)− f(x) + Φi −

∑
j∈I\{i}

Ψj

)
,
∑
k∈I

Ψk

]
, (2.5)

δHg(x) =

[∑
k∈I

Φk,min
i∈I

(
fi(x)− g(x) + Ψi −

∑
j∈I\{i}

Φj

)]
, (2.6)

DHf(x) =

[⋃
i∈I

{
{fi(x)− f(x)}+ Ui −

∑
j∈I\{i}

Vj

}
,
∑
k∈I

Vk

]
, (2.7)

DHg(x) =

[∑
k∈I

Uk,
⋃
i∈I

{
{fi(x)− g(x)}+ Vi −

∑
j∈I\{i}

Uj

}]
. (2.8)

Доказательство. Заметим, что правые части формул (2.5)–(2.8) не зависят от выбора

(Φi,Ψi) ∈ δHfi(x) и (Ui, Vi) ∈ DHfi(x), i ∈ I, поэтому они корректно определены.

Мы будем рассматривать только функцию f , поскольку утверждение теоремы для

функции g доказывается аналогичным образом. Зафиксируем произвольные (Φi,Ψi) ∈

δHfi(x), i ∈ I. Для любого допустимого ∆x ∈ X имеем

fi(x+ ∆x)− fi(x) = Φi(∆x) + Ψi(∆x) + oi(∆x, x) i ∈ I,

где oi(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0. Поэтому

f(x+ ∆x)− f(x) = max
i∈I

(fi(x+ ∆x)− f(x)) =

= max
i∈I

(fi(x)− f(x) + Φi(∆x) + Ψi(∆x)) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0. Остаётся только заметить, что

max
i∈I

(fi(x)− f(x) + Φi(∆x) + Ψi(∆x)) =

= max
i∈I

(
fi(x)− f(x) + Φi(∆x)−

∑
j∈I\{i}

Ψj(∆x)
)

+
∑
k∈I

Ψk(∆x),
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и что при сделанных предположениях относительно множества H правая часть последнего

равенства представляет собой сумму H–выпуклой и H–вогнутой функций.

Рассмотрим теперь вопрос об H–кодифференцируемости бесконечного семейства

функций. Для этого нам потребуется вспомогательное определение равномерной H–

кодифференцируемости.

Определение 2.4.1. Пусть 0 ∈ H, Λ — произвольное непустое множество, функции

fλ : Ω→ R являются H–гиподифференцируемыми в точке x ∈ Ω, λ ∈ Λ. Будем говорить, что

семейство функций {fλ}, λ ∈ Λ является равномерно H–гиподифференцируемым в точке

x, если для всех λ ∈ Λ существуют (Φλ, 0) ∈ δHfλ(x) такие, что для любого допустимого

∆x ∈ X

fλ(x+ ∆x)− fλ(x) = Φλ(∆x) + oλ(∆x, x),

где
supλ∈Λ |oλ(α∆x, x)|

α
→ 0 при α ↓ 0. (2.9)

Замечание 2.4.1. Равномерно H–кодифференцируемые и равномерно H–

гипердифференцируемые семейства функций определяются аналогично.

Предложение 2.4.6. Пусть H замкнуто относительно вертикальных сдвигов, 0 ∈ H, Λ

— произвольное непустое множество, и предположим, что выполнены следующие условия:

1. семейство функций fλ : Ω → R, λ ∈ Λ равномерно H–гиподифференцируемо в точке

x ∈ Ω;

2. для каждого y из некоторой окрестности точки x множество {fλ(y) | λ ∈ Λ} огра-

ничено сверху;

3. существуют (Φλ, 0) ∈ δHfλ(x), λ ∈ Λ, такие, что выполнено (2.9) и

0 ∈ int dom sup
λ∈Λ

Φλ. (2.10)

Тогда функция f = supλ∈Λ fλ конечна в некоторой окрестности точки x и H–

гиподифференцируема в этой точке. Более того, для любых (Φλ, 0) ∈ δHfλ(x), λ ∈ Λ, удо-

влетворяющих (2.9) и (2.10), и множеств Uλ ⊂ H, порождающих функции Φλ, λ ∈ Λ,

будет

δHf(x) = [sup
λ∈Λ

(fλ(x)− f(x) + Φλ), 0], (2.11)

DHf(x) =
[ ⋃
λ∈Λ

({fλ(x)− f(x)}+ Uλ), {0}
]
. (2.12)

39



Доказательство. Заметим, что правые части (2.11) и (2.12) не зависят от выбора (Φλ, 0) ∈

δHfλ(x), λ ∈ Λ, удовлетворяющих (2.9) и (2.10), и от выбора множеств Uλ ⊂ H, порождающих

функции Φλ, λ ∈ Λ.

Поскольку для каждого y из некоторой окрестности точки x множество {fλ(y) | λ ∈ Λ}

огранично сверху, то функция f конечна в данной окрестности. Зафиксируем произвольные

(Φλ, 0) ∈ δHfλ(x), λ ∈ Λ, удовлетворяющие (2.9) и (2.10). Для любого допустимого ∆x ∈ X и

для любого λ ∈ Λ имеем

fλ(x+ ∆x)− fλ(x) = Φλ(∆x) + oλ(∆x, x),

где oλ(∆x, x), λ ∈ Λ, удовлетворяют (2.9). Отсюда получаем, что

f(x+ ∆x)− f(x) = sup
λ∈Λ

(fλ(x+ ∆x)− f(x)) = sup
λ∈Λ

(fλ(x)− f(x) + Φλ(∆x)) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α → 0 при α ↓ 0. Откуда мы получаем, что функция f является H–

гиподифференцируемой в точке x и справедливы равенства (2.11) и (2.12).

Замечание 2.4.2. (i) Аналогично можно доказать предложение об H–

гипердифференцируемости точной нижней грани семейства равномерно H–

гипердифференцируемых функций.

(ii) Постановка вопроса об H–кодифференцируемости точней нижней грани и точней

верхней грани бесконечного семейства H–кодифференцируемых функций, вероятно, являет-

ся слишком общей, поскольку требует значительных ограничений на множество H, что явля-

ется неудобным с точки зрения приложений. Однако, в некоторых частных случаях можно

указать условия гарантирующие H–кодифференцируемость данных функций (см. главу 4

ниже).

2.5 Необходимые условия экстремума

В данном разделе мы изучаем необходимые условия экстремума абстрактно кодиффе-

ренцируемых функций. Для вывода необходимых условий экстремума мы используем аппа-

рат верхних H–выпуклых и нижних H–вогнутых аппроксимаций.

Очевидно, что при выводе необходимых условий экстремума H–кодифференцируемых

функций необходимо использовать различные предположения для различных классов мно-

жеств H. Поскольку в приложениях, чаще всего, используемые аппроксимации, либо поло-

жительно однородны, либо непосредственно связаны с выпуклыми функциями, то мы будем

налагать условия, которые выполнены в этих случаях.
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Нам потребуется следующее вспомогательное определение (см. [121, 127]).

Определение 2.5.1. Пусть f : X → R произвольная функция, удовлетворяющая условию

f(0) = 0. Функция f называется субоднородной (супероднородной) если для любых x ∈ X и

α ∈ (0, 1) справедливо неравенство

f(αx) 6 αf(x)
(
f(αx) > αf(x)

)
.

Класс субоднородных (или супероднородных) функций достаточно широк. В частно-

сти, любая выпуклая (вогнутая) функция f : X → R такая, что f(0) = 0 является субодно-

родной (супероднородной). Также любая положительно однородная степени λ > 1 (λ ∈ (0, 1])

функция является субоднородной (супероднородной).

Пусть Ω ⊂ X — открытое множество, A ⊂ Ω — непустое выпуклое множество, и

предположим, что H замкнуто относительно вертикальных сдвигов. Рассмотрим следующую

экстремальную задачу:

f0(x)→ inf, x ∈ A, fi(x) 6 0, i ∈ I, (2.13)

где fi : Ω→ R, i ∈ I0 = {0} ∪ I, I = {1 . . . , n}.

Теорема 2.5.1. Пусть функции ϕi : X → R являются верхними H–выпуклыми аппрокси-

мациями функций fi в точке x∗ ∈ A и ϕi(0) = 0, i ∈ I0. Предположим, что x∗ — это точка

локального минимума в задаче (2.13), а H–выпуклая функция

g(·) = sup{ϕ0(·), ϕ1(·) + f1(x∗), . . . , ϕn(·) + fn(x∗)} (2.14)

субоднородна. Тогда 0 — это точка глобального минимума функции g на множестве A−x∗.

Более того, если A = X и 0 ∈ H, то 0 ∈ ∂∗Hg(0).

Доказательство. Учитывая, что x∗ — это точка локального минимума в задаче (2.13), по-

лучаем, что x∗ — это точка локального минимума функции

F (·) = max{f0(·)− f0(x∗), f1(·), . . . , fn(·)}

на множестве A. Воспользовавшись определением верхней H–выпуклой аппроксимации, лег-

ко проверить, что функция g (см. (2.14)) является верхней H–выпуклой аппроксимацией

функции F в точке x∗ и g(0) = 0.

Предположим, что 0 не является точкой глобального минимума функции g на мно-

жестве A − x∗. Тогда существует y ∈ A такое, что g(y − x∗) = −m < 0 = g(0). Обозначим
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∆x = y−x∗. Заметим, что поскольку A выпукло, то для любого α ∈ [0, 1] будет x∗+α∆x ∈ A.

Так как g является верхней H–выпуклой аппроксимацией функции F в точке x∗, то суще-

ствует δ ∈ (0, 1) такое, что

F (x∗ + α∆x)− F (x∗) 6 g(α∆x) +
m

2
α ∀α ∈ (0, δ).

Учитывая, что функция g субоднородна, получаем, что

F (x∗ + α∆x)− F (x∗) 6 αg(∆x) +
m

2
α = −m

2
α ∀α ∈ (0, δ),

а это противоречит тому факту, что x∗ является точкой локального минимума функции F

на множестве A.

Рассуждая аналогичным образом нетрудно проверить справедливость следующего

необходимого условия максимума.

Теорема 2.5.2. Пусть функции ψi : X → R являются нижними H–вогнутыми аппрокси-

мациями функций fi в точке x∗ ∈ A и ψi(0) = 0, i ∈ I0. Предположим, что x∗ является

точкой локального максимума в задаче

f0(x)→ sup, x ∈ A, fi(x) > 0, i ∈ I, (2.15)

а H–вогнутая функция

g(·) = inf{ψ0(·), ψ1(·) + f1(x∗), . . . , ψn(x∗) + fn(x∗)}

супероднородна. Тогда 0 является точкой глобального максимума функции g на множестве

A− x∗. Кроме того, если A = X и 0 ∈ H, тогда 0 ∈ ∂∗Hg(0).

В качестве элементарных следствий к предыдущим общим теоремам легко получить

следующие необходимые условия экстремума H–кодифференцируемых функций.

Теорема 2.5.3. Пусть функции fi, i ∈ I0, являются H–кодифференцируемыми в точке

x∗ ∈ A, и пусть x∗ является точкой локального минимума в задаче (2.13). Предположим

также, что множество H замкнуто относительно сложения и для любого h ∈ H будет

0 ∈ int domh. Тогда для любых (Φi,Ψi) ∈ δHfi(x∗) и pi ∈ ∂
∗
HΨi(0), i ∈ I0, таких, что функция

g(·) = sup{Φ0(·) + p0(·),Φ1(·) + p1(·) + f1(x∗), . . . ,Φn(·) + pn(·) + fn(x∗)}

субоднородна, ноль является точкой глобального минимума функции g на множестве A−

x∗.
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Теорема 2.5.4. Пусть функции fi, i ∈ I0, являются H–кодифференцируемыми в точке

x∗ ∈ A, и пусть x∗ является точкой локального максимума в задаче (2.15). Предположим

также, что множество H замкнуто относительно сложения и для любого h ∈ H будет

0 ∈ int domh. Тогда для любых (Φi,Ψi) ∈ δHfi(x∗) и hi ∈ ∂∗HΦi(0), i ∈ I0, таких, что функция

g(·) = inf{h0(·) + Ψ0(·), h1(·) + Ψ1(·) + f1(x∗), . . . , hn(·) + Ψn(·) + fn(x∗)}

супероднородна, ноль является точкой глобального максимума функции g на множестве

A− x∗.

2.6 Примеры H–кодифференцируемых функций

В данном разделе мы рассмотрим несколько хорошо известных классов функций, ко-

торые являются H–кодифференцируемыми для определённых множеств H. Везде в этом

разделе Ω ⊂ X — открытое множество.

Пример 2.6.1. Пусть X∗ ⊂ H, т. е. множество H содержит все линейные непрерывные

функционалы. Ясно, что в данном случае дифференцируемость по Гато функции f : Ω→ R

в точке x ∈ Ω влечёт её H–кодифференцируемость в этой точке. Кроме того, в данном случае

δHf(x) = [f ′[x], 0] = [0, f ′[x]], DHf(x) = [{f ′[x]}, {0}] = [{0}, {f ′[x]}].

Пример 2.6.2. Пусть множество H состоит из всех непрерывных аффинных функций, т. е.

H = {h : X → R | h(·) = a+ ϕ(·), a ∈ R, ϕ ∈ X∗}.

По теореме 1.4.2 функция Φ: X → R является абстрактно выпуклой (абстрактно вогнутой)

по отношению к множеству H тогда и только тогда, когда Φ — это собственная пн. сн.

выпуклая функция (собственная пн. св. вогнутая функция). Откуда получаем, что функция

f : Ω → R является H–кодифференцируемой в точке x ∈ Ω тогда и только тогда, когда

существуют собственная пн. сн. выпуклая функция Φ: X → R и собственная пн. св. вогнутая

функция Ψ: X → R такие, что 0 ∈ int(dom Φ ∩ dom Ψ), Φ(0) + Ψ(0) = 0 и для любого

допустимого ∆x ∈ X

f(x+ ∆x)− f(x) = Φ(∆x) + Ψ(∆x) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0.

Для того чтобы указать другую характеризацию H–кодифференцируемости для рас-

сматриваемого множества H нам потребуется следующее утверждение.
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Предложение 2.6.1. Пусть X — банахово пространство и f : X → R — собственная пн.

сн. выпуклая функция такая, что 0 ∈ int dom f . Тогда существуют r > 0 и выпуклое огра-

ниченное множество A ⊂ R×X∗ такие, что A компактно в топологическом произведении

(R, τ)× (X∗, w∗) и

f(x) = max
(a,ϕ)∈A

(a+ ϕ(x)) ∀x ∈ B(0, r). (2.16)

Здесь и везде далее τ — стандартная топология на R.

Доказательство. Поскольку пространство X полно, 0 ∈ int dom f и f пн. сн., то функция f

непрерывна на int dom f (теорема 1.3.4) и для любого x ∈ int dom f будет ∂f(x) 6= ∅ (теорема

1.3.5). Поэтому существуют r > 0 и C > 0 такие, что

|f(x)| 6 C ∀x ∈ O(0, 4r). (2.17)

Покажем, что субдифференциал функции f ограничен на множестве O(0, 2r). Действитель-

но, из (2.17) и определения субградиента следует, что

ϕ(y − x) 6 f(y)− f(x) 6 2C ∀x ∈ O(0, 2r), ∀y ∈ O(0, 4r), ∀ϕ ∈ ∂f(x).

Откуда получаем, что для любого x ∈ O(0, 2r) будет ϕ(z) 6 2C для всех z ∈ O(0, 2r) и

ϕ ∈ ∂f(x) или, что эквивалентно,

‖ϕ‖ 6 C/r ∀ϕ ∈ ∂f(x), (2.18)

т. е. субдифференциал функции f ограничен на O(0, 2r).

Поскольку ∂f(x) 6= ∅ для всех x ∈ B(0, r), то (по аксиоме выбора) существует отобра-

жение B(0, r) 3 x→ `[x] ∈ X∗ такое, что `[x] ∈ ∂f(x) для всех x ∈ B(0, r). Введём множество

A = cl co{(a, ϕ) ∈ R×X∗ | a = f(x)− `[x](x), ϕ = `[x], x ∈ B(0, r)}.

Здесь замыкание берётся в топологии τ × w∗. Множество A, очевидно, выпукло и замкнуто

в топологии τ × w∗. Учитывая (2.17) и (2.18), получаем, что

A ⊂M = [−2C, 2C]×B(0, C/r).

Поскольку шар B(0, C/r) ⊂ X∗ компактен в слабой∗ топологии по теореме Банаха–Алаоглу,

то множество M компактно в топологии τ × w∗, как прямое произведение компактных мно-

жеств. Следовательно, A компактно в топологии τ × w∗, как замкнутое подмножество ком-

пактного множества.
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Докажем справедливость равенства (2.16). По определению субградиента имеем

f(y) > f(x)− `[x](x) + `[x](y) ∀y ∈ X, ∀x ∈ B(0, r),

причём в последнем неравенстве равенство достигается при y = x. Поэтому

f(y) = max
x∈B(0,r)

(f(x)− `[x](x) + `[x](y)) ∀y ∈ B(0, r).

Остаётся только заметить, что

max
x∈B(0,r)

(f(x)− `[x](x) + `[x](y)) = max
(a,ϕ)∈A

(a+ ϕ(y)) ∀y ∈ X.

Предложение доказано.

Замечание 2.6.1. Из теорем 1.3.3 и 1.3.5 следует, что предыдущее предложение справедли-

во и в случае, когда X — произвольное нормированное пространство, если дополнительно

потребовать, чтобы функция f была ограничена сверху на некотором открытом множестве.

Следствие 2.6.1. Пусть X — банахово пространство и {fλ}, λ ∈ Λ — семейство собствен-

ных пн. сн. выпуклых функций из X в R. Предположим, что существует ρ > 0 такое, что

каждая функция fλ, λ ∈ Λ ограничена на множестве O(0, ρ). Тогда существуют r > 0

(зависящее только от ρ) и семейство {Aλ}, λ ∈ Λ ограниченных выпуклых и компактных

в топологии τ × w∗ подмножеств пространства R×X∗ такие, что для для любого λ ∈ Λ

fλ(x) = max
(a,ϕ)∈Aλ

(a+ ϕ(x)) ∀x ∈ B(0, r).

Предположим, что пространство X полно. Принимая во внимание предложение 2.6.1,

нетрудно получить следующую характеризацию H–кодифференцируемых функций в рас-

сматриваемом случае. Функция f : Ω → R является H–кодифференцируемой в точке x ∈ Ω

тогда и только тогда, когда существуют выпуклые ограниченные множества A,B ⊂ R×X∗

компактные в топологии τ × w∗ такие, что

max
(a,ϕ)∈A

a+ min
(b,ψ)∈B

b = 0

и для любого допустимого ∆x ∈ X

f(x+ ∆x)− f(x) = max
(a,ϕ)∈A

(a+ ϕ(∆x)) + min
(b,ψ)∈B

(b+ ψ(∆x)) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0.

Поскольку в случае X = Rn, топологическое векторное пространство (R×X∗, τ × w∗)

изоморфно пространству Rn+1, наделённому стандартной топологией, то мы получаем, что
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в случае X = Rn функция f : Ω→ R является H–кодифференцируемой в точке x ∈ Ω тогда

и только тогда, когда она кодифференцируема в этой точке.

Различные свойства кодифференцируемых функций и необходимые условия экстрему-

ма кодифференцируемых функций будут подробно изучаться в следующей главе.

Пример 2.6.3. Пусть X — банахово пространство, и пусть множество H состоит из всех

собственных пн. сн. выпуклых функций h : X → R таких, что 0 ∈ int domh. В данном приме-

ре мы рассмотрим только H–гипердифференцируемые функции, поскольку множество всех

H–гипердифференцируемых функций в рассматриваемом случае совпадает с определённым

классом негладких функций.

Укажем сначала полезную характеризацию H–гипердифференцируемых функций в

конечномерном случае. Будем говорить, чтоH–гипердифференцируемая в точке x ∈ Ω функ-

ция f : Ω → R сильно H–гипердифференцируема в этой точке, если существует (0,Ψ) ∈

δHf(x) такое, что для любого допустимого ∆x ∈ X

f(x+ ∆x)− f(x) = Ψ(∆x) + o(∆x, x),

где o(∆x, x)/‖∆x‖ → 0 при ∆x→ 0.

Предложение 2.6.2. Пусть X — конечномерное нормированное пространство, f : Ω →

R — произвольная функция, x ∈ Ω. Тогда для того, чтобы f была сильно H–

гипердифференцируема в некоторой окрестности O ⊂ Ω точки x необходимо и достаточно,

чтобы f была пн. св. на O.

Доказательство. Зафиксируем произвольное y ∈ O. Необходимость. Поскольку f строго

H–гипердифференцируема в точке y, то существует непустое множество U ⊂ H такое, что

для любого допустимого ∆y ∈ X

f(y + ∆y)− f(y) = Ψ(∆y) + o(∆y, y), (2.19)

где o(∆y, y)/‖∆y‖ → 0 при ∆y → 0, Ψ(0) = 0, 0 ∈ int dom Ψ и H–вогнутая функция Ψ

порождена множеством U .

Пусть h ∈ H произвольно. Поскольку h — собственная пн. сн. выпуклая функция та-

кая, что 0 ∈ int domh, то h непрерывна в некоторой окрестности нуля (теорема 1.3.4). Отсюда

следует, что функция Ψ пн. св. в нуле, как точная нижняя грань семейства непрерывных

функций. Откуда, с учётом (2.19), нетрудно получить полунепрерывность сверху функции

f в точке y.
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Достаточность. Зафиксируем произвольное δ > 0. Нетрудно проверить, что множе-

ство H0, состоящее из всех выпуклых функций h : X → R непрерывных на B(0, δ), удовле-

творяет всем условиям теоремы 2.2.2. Откуда получаем, что существует U ⊂ H0 такое, что

для достаточно малого r > 0 будет

f(y + ∆y)− f(y) = sup
h∈U

(h(∆y)− f(y)) ∀∆y ∈ B(0, r),

то есть функция f сильно H–гипердифференцируема в точке y.

Изучим H–гипердифференцируемость в общем случае. Предположим, что функция

f : Ω → R является H–гипердифференцируемой в точке x ∈ Ω, т. е. существует множество

U ⊂ H такое, что для любого допустимого ∆x ∈ X будет

f(x+ ∆x)− f(x) = inf
h∈U

h(∆x) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α → 0 при α ↓ 0. Предположим также, что существует ρ > 0 такое, что

каждая функция h ∈ U ограничена на O(0, ρ). Тогда, воспользовавшись следствием 2.6.1,

получим, что существует семейство выпуклых ограниченных и компактных в топологии τ ×

w∗ множеств Ah ⊂ R×X∗, h ∈ U такое, что для любого допустимого ∆x ∈ X

f(x+ ∆x)− f(x) = inf
h∈U

max
(a,ϕ)∈Ah

(a+ ϕ(∆x)) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α → 0 при α ↓ 0. Откуда получаем, что семейство Ef(x) = {Ah ⊂ R × X∗ |

h ∈ U} является верхним коэкзостером функции f в точке x. Таким образом мы получаем

справедливость следующего утверждения.

Предложение 2.6.3. Пусть X = Rn, f : Ω → R — произвольная функция. Тогда для того

чтобы существовал верхний коэкзостер функции f в точке x ∈ Ω необходимо и достаточ-

но, чтобы функция f была H–гипердифференцируемой в этой точке и существовали ρ > 0

и пара (U, {0}) ∈ DHf(x) такие, что каждая функция h ∈ U ограничена на множестве

O(0, ρ).

Получим с помощью теоремы 2.5.3 необходимые условия экстремума функции, обла-

дающей верхним коэкзостером.

Теорема 2.6.1. Пусть A ⊂ Ω — выпуклое замкнутое множество, и предположим, что

существуют верхние коэкзостеры Efi(x
∗) функций fi : Ω→ R в точке x∗ ∈ A, i ∈ I0 = I ∪

{0}, I = {1, . . . , n}. Предположим также, что x∗ является точкой локального минимума

в задаче

f0(x)→ inf, x ∈ A, fi(x) 6 0, i ∈ I.
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Тогда для любых Ci ∈ efi(x∗), i ∈ {0} ∪R(x∗) будет(
co
{
Ci | i ∈ R(x∗) ∪ {0}

})
∩ ({0} × (−N(A, x∗))) 6= ∅,

где efi(x∗) = {C ∈ Efi(x∗) | max(a,ϕ)∈C a = 0} и R(x∗) = {i ∈ I | fi(x∗) = 0}.

Доказательство. Зафиксируем произвольные Ci ∈ eif(x∗), i ∈ I0 и обозначим

gi(·) = max
(a,ϕ)∈Ci

(a+ ϕ(·)) ∀i ∈ I0.

С учётом теоремы 2.5.3 получаем, что выпуклая функция

g(·) = max{g0(·), g1(·) + f1(x∗), . . . , gn(·) + fn(x∗)}

достигает глобального минимума на множестве A−x∗ в нуле. Откуда, воспользовавшись необ-

ходимым условием минимума выпуклой функции на выпуклом множестве (теорема 1.3.11)

и теоремой о субдифференциале максимума конечного числа выпуклых функций (теорема

1.3.9), имеем, что

∂g(0) ∩ (−N(A− x∗, 0)) 6= ∅, ∂g(0) = co{∂gi(0) | i ∈ R(x∗) ∪ {0}}.

Остаётся только воспользоваться очевидным равенством N(A−x∗, 0) = N(A, x∗) и заметить,

что по теореме 1.3.10 будет {0} × ∂gi(0) ⊂ Ci.

Замечание 2.6.2. (i) В главе 4 мы более подробно изучим H–гипердифференцируемость в

рассматриваемом случае опираясь на понятие выпуклой аппроксимации негладкой функции.

(ii) Аналогичным образом можно рассмотреть случай, когда множество H состоит из

всех собственных пн. св. вогнутых функций h : X → R таких, что 0 ∈ int domh, и установить

связь между H–гиподифференцируемость и существованием нижнего коэкзостера функции

f : Ω→ R.

Пример 2.6.4. Пусть X = Rn и множество H состоит из всех функций h : Rn → R вида

h(x) = min
i∈I
〈vi, x〉+ c,

где I = {1, . . . , n + 1}, c ∈ R и vi ∈ Rn, i ∈ I. Каждая функция h, очевидно является

непрерывной вогнутой функцией и ∂h(0) = co{vi | i ∈ I}. Мы будем рассматривать только

H–гиподифференцируемые функции.

Можно показать, что функция Φ: Rn → R такая, что Φ(0) < +∞ являетсяH–выпуклой

тогда и только тогда, когда Φ является пн. сн. на Rn и выпуклой вдоль лучей, т.е. тогда и

48



только тогда когда Φ пн. сн. и для любого x ∈ Rn функция α→ Φ(αx), α ∈ [0,+∞) является

выпуклой ([119], предложение 5.53 и теорема 5.16). Отсюда получаем, что функция f : Ω→ R

является H–гиподифференцируемой в точке x ∈ Ω тогда и только тогда, когда существует

пн. сн. и выпуклая вдоль лучей функция Φ: Rn → R такая, что 0 ∈ int dom Φ, Φ(0) = 0 и для

любого допустимого ∆x ∈ Rn

f(x+ ∆x)− f(x) = Φ(∆x) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0.

Укажем простое достаточное условие H–гиподифференцируемости.

Предложение 2.6.4. Пусть функция f : Ω→ R дифференцируема по направлениям в точке

x ∈ Ω, и предположим, что производная по направлениям f ′(x, ·) функции f в точке x

полунепрерывна снизу. Тогда функция f является H–гиподифференцируемой в точке x.

Доказательство. Функция f ′(x, ·), очевидно, является пн. сн. и выпуклой вдоль лучей. При

этом для любого ∆x ∈ Rn будет

f(x+ ∆x)− f(x) = f ′(x,∆x) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0. Откуда получаем, что f является H–гиподифференцируемой

в точке x.

Выведем необходимые условия максимума для H–гиподифференцируемых функций.

Предложение 2.6.5. Пусть A ⊂ Ω — замкнутое выпуклое множество, функции fi : Ω→

R, i ∈ I0 = {0} ∪ I, I = {1, . . . , n}, являются H–гиподифференцируемыми в точке x∗ ∈ A

являющейся точкой локального максимума в задаче

f0(x)→ sup, x ∈ A, fi(x) ≥ 0, i ∈ I.

Тогда для любых (Ui, 0) ∈ DHfi(x) и hi ∈ Ui таких, что hi(0) = 0, i ∈ R(x∗) ∪ {0} будет

co
{
∂hi(0) | i ∈ R(x∗) ∪ {0}

}
∩N(A, x∗) 6= ∅, (2.20)

где R(x∗) = {i ∈ I | fi(x) = 0}.

Доказательство. Зафиксируем произвольные (Ui, 0) ∈ DHfi(x) и hi ∈ Ui такие, что hi(0) =

0, i ∈ I0. Ясно, что функция hi является нижней H–вогнутой аппроксимацией функции

fi в точке x∗, i ∈ I0. Тогда по теореме 2.5.2 ноль является точкой глобального максимума

вогнутой функции

g(·) = min{h0(·), h1(·) + f1(x∗), . . . , hn(·) + fn(x∗)}

49



на множестве A−x∗. Откуда, воспользовавшись теоремами 1.3.9 и 1.3.11, получаем справед-

ливость условия (2.20).

Рассмотрим конкретный пример H–гиподифференцируемой функции. Пусть n = 2, и

для всех x = (x1, x2) ∈ R2 положим

f(x) =

−|x1| − |x2|, если x1 6 0,

|x1|+ |x2|, если x1 > 0.

Нетрудно проверить, что функция f пн. сн. и положительно однородна, поэтому f является

H–гиподиффренцируемой в точке x = (0, 0). Укажем, как можно вычислить множество U ⊂

H такое, что

f(x) = sup
h∈U

h(x) ∀x ∈ X,

т.е. (U, 0) ∈ DHf(x) (здесь мы следуем [119], параграф 5.5). Положим

h0(x) = min{0, x1 − x2, x1 + x2}.

Ясно, что h0 ∈ H, при этом h0(x) = f(x), если x1 6 0 и h(x) < f(x) если x1 > 0.

Определим множество

S+ = {x ∈ R2 | ‖x‖2 = 1, x1 > 0}.

и зафиксируем произвольные x0 ∈ S+ и δ ∈ (0, f(x0)). Здесь ‖ · ‖2 — евклидова норма.

Очевидно, что существует y0 ∈ R2 такое, что ‖y0‖2 = 1 и 〈y0, x0〉 = 0. Для любого C > 0

определим функцию

hx0,δ,C(x) = min{〈(f(x0)− δ)x0 − Cy0, x〉, 〈(f(x0)− δ)x0 + Cy0, x〉, 〈(f(x0) + 1)x0, x〉}.

Нетрудно проверить, что hx0,δ,C ∈ H и hx0,δ,C(x0) = f(x0)− δ. При этом можно показать, что

существует C(x0, δ) > 0 такое, что для любого C > C(x0, δ) будет

hx0,δ,C(x) 6 f(x) ∀x ∈ R2

(см. [119], доказательство теоремы 5.14). Следовательно, можно положить

U = {h0} ∪ {hx0,δ,C | x0 ∈ S+, δ ∈ (0, f(x0)), C = C(x0, δ) + 1}.

Заметим, что для всех x0 ∈ S+, δ ∈ (0, f(x0)) и C > C(x0, δ) будет

0 /∈ ∂hx0,δ,C(0) = co{(f(x0)− δ)x0 − Cy0, (f(x0)− δ)x0 + Cy0, (f(x0) + 1)x0},

т.е. в точке x = (0, 0) не выполнено необходимое условие максимума, указанное в предложе-

нии 2.6.5.
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Глава 3

Кодифференцируемые функции

В данной главе будут более детально изучены кодифференцируемые функции, опреде-

лённые на нормированном пространстве. Мы рассмотрим непрерывно кодифференцируемые

функции и их различные свойства, а также необходимые условия экстремума и численный

метод нахождения стационарных точек кодифференцируемой функции.

3.1 Предварительные сведения

В данном разделе мы докажем несколько вспомогательных результатов, которые упро-

стят изложение теории кодифференцируемых функций.

Пусть везде в этой главе X — вещественное нормированное пространство, а | · | —

произвольная норма в R2. Определим на пространстве R×X∗ норму по формуле ‖(a, f)‖ =

|(a, ‖f‖)|, (a, f) ∈ R×X∗. Поскольку все нормы в R2 эквивалентны, то и все введённые таким

образом нормы в R×X∗ также эквивалентны. В частности, можно положить

‖(a, f)‖p = (|a|p + ‖f‖p)
1
p 1 6 p < +∞.

Каждой норме на R × X∗ однозначно соответствует метрика Хаусдорфа, определённая на

множестве всех замкнутых ограниченных подмножеств пространства R×X∗. Поскольку все

введённые выше нормы в R×X∗ эквивалентны, то и все соответствующие метрики Хаусдорфа

также эквивалентны. Поэтому в дальнейшем мы, как правило, не будем уточнять какая

именно норма определена на пространстве R×X∗.

Рассмотрим линейное пространство R×X. В R×X можно ввести норму по правилу

‖(a, x)‖p = (|a|p + ‖x‖p)
1
p , 1 6 p < +∞.

Пусть F ∈ (R × X)∗. Тогда отображение a → F (a, 0) есть, как нетрудно убедиться, линей-

ный непрерывный функционал на R, и поэтому существует единственное c ∈ R такое, что
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F (a, 0) = ca. Аналогично, отображение x→ F (0, x) является линейным непрерывным функ-

ционалом на X и, следовательно, существует единственное f ∈ X∗ такое, что F (0, x) = f(x).

Для любой пары (a, x) ∈ R×X имеем

F (a, x) = F (a, 0) + F (0, x) = ca+ f(x).

Таким образом для любого F ∈ (R × X)∗ существует единственное cF ∈ R и существует

единственное fF ∈ X∗ такие, что F (a, x) = cFa + fF (x) для всех (a, x) ∈ R × X. Введём

отображение i : (R×X)∗ → R×X∗ по правилу i(F ) = (cF , fF ).

Предложение 3.1.1. Отображение i является изометрическим изоморфизмом между

нормированными пространствами (R×X, ‖·‖q)∗ и (R×X∗, ‖·‖p), где 1 < p, q <∞, 1/p+1/q =

1.

Доказательство. Нетрудно проверить, что оператор i является биективным линейным опе-

ратором. Поэтому остаётся только доказать, что оператор i — изометрический. Действитель-

но, для любого функционала F ∈ (R×X)∗ будет

‖F‖ = sup
(a,x)∈B(0,1)

|F (a, x)| = sup
(a,x)∈B(0,1)

|cFa+ fF (x)| 6

6 sup
(a,x)∈B(0,1)

‖(cF , fF )‖p‖(a, x)‖q = ‖(cF , fF )‖p = ‖i(F )‖p.

Здесь мы воспользовались неравенством Гёльдера для сумм.

Покажем обратное неравенство. Для этого зафиксируем произвольное ε > 0. Если

fF = 0, то, очевидно, ‖F‖ = |cF | = ‖i(F )‖p. Поэтому можно считать, что fF 6= 0. Обозначим

µ = (‖(cF , fF )‖p)p−1.

Из определения нормы линейного непрерывного функционала следует, что существует x ∈

SX такое, что

fF (x) = ‖fF‖ −
µ

‖fF‖p−1
ε.

Положим

a0 =
1

µ
sign(cF )|cF |p−1, x0 =

‖fF‖p−1

µ
x.

Так как 1/p+ 1/q = 1, то p = (p− 1)q. Откуда имеем, что

(‖(a0, x0)‖q)q =
1

µq
(|cF |p + ‖fF‖p) =

1

(‖(cF , fF )‖p)p
(‖(cF , fF )‖p)p = 1,

при этом

F (a0, x0) =
1

µ
(‖(cF , fF )‖p)p − ε = ‖(cF , fF )‖p − ε.

Значит ‖F‖ > ‖(cF , fF )‖p − ε = ‖i(F )‖p − ε, и следовательно ‖F‖ = ‖i(F )‖p, т. е. оператор i

— изометрический.
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Замечание 3.1.1. (i) Построение оператора i, по существу, повторяет исследование про-

странства, сопряжённого к прямому произведению нормированных пространств (см., напри-

мер, [28]). Однако, в рассматриваемом нами случае можно установить дополнительно, что

оператор i является изометрическим.

(ii) Нетрудно проверить, что оператор i осуществляет изоморфизм между топологи-

ческими векторными пространствами ((R×X)∗, w∗) и (R×X∗, τ × w∗) (напомним, что τ —

стандартная топология на R).

В дальнейшем нам потребуется критерий компактности множества K ⊂ R × X∗ в

топологии τ × w∗.

Теорема 3.1.1. Для того чтобы подмножество K пространства R×X∗ было компактно в

топологии τ ×w∗ достаточно, а в случае когда пространство X — банахово и необходимо,

чтобы множество K было ограничено (относительно нормы) и замкнуто в топологии

τ × w∗.

Доказательство. Необходимость. Замкнутость K следует из общих свойств компактных

множеств. Покажем ограниченность множества K. Определим множества

Ck(a, f) = {x ∈ X | |a|+ |f(x)| 6 k}, (a, f) ∈ K, k ∈ N.

Множества Ck(a, f) замкнуты в топологии порождённой нормой в силу непрерывности отоб-

ражения x→ |a|+ |f(x)| в данной топологии. Следовательно, замкнуты также и множества

Ck =
⋂

(a,f)∈K

Ck(a, f).

В силу компактности множества K и непрерывности отображения (a, f) → |a| + |f(x)| в

топологии τ × w∗ множество

{|a|+ |f(x)| | (a, f) ∈ K} ⊂ R

ограничено при каждом x ∈ X. Поэтому

X =
∞⋃
k=1

Ck.

По условию пространство X полно, поэтому по теореме Бэра существуют k0 ∈ N, x0 ∈ X

и ε > 0 такие, что множество Ck0 плотно в шаре B(x0, ε). Ввиду замкнутости Ck0 отсюда

следует, что

B(x0, ε) ⊂ Ck0 .
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Это означает, что для любых x ∈ B(x0, ε) и (a, f) ∈ K будет |a| + |f(x)| 6 k0. В частности,

|f(x0)| 6 k0. Тогда для любых y ∈ B(0, ε) и (a, f) ∈ K будет

|a| 6 k0, |f(y)| 6 |f(y + x0)|+ |f(x0)| 6 2k0,

так как y + x0 ∈ B(x0, ε). Отсюда получаем, что

‖(a, f)‖1 = |a|+ sup
x∈B(0,1)

|f(x)| 6 k0(1 + 2/ε) ∀(a, f) ∈ K,

т. е. множество K ограничено.

Достаточность. Пусть множество K ограничено. Тогда существует константа C > 0

такая, что для любой пары (a, f) ∈ K будет

|a|+ ‖f‖ 6 C. (3.1)

Замкнутый шар B(0, C) в X∗ компактен в слабой∗ топологии по теореме Банаха–Алаоглу.

Из (3.1) следует, что K ⊂ [−C,C]×B(0, C) = M . МножествоM компактно в (R, τ)× (E∗, w∗)

как прямое произведение компактных множеств. Отсюда получаем, что K компактно, как

замкнутое подмножество компактного множества.

3.2 Определение кодифференцируемости

Пусть Ω — открытое множество в вещественном нормированном пространстве X,

H = {h : X → R | h(·) = a+ ϕ(·), a ∈ R, ϕ ∈ X∗},

т. е. H — множество, состоящее из всех непрерывных аффинных функций. Пример 2.6.2

мотивирует нас дать следующее определение кодифференцируемости функции, заданной на

нормированном пространстве.

Определение 3.2.1. Функция f : Ω → R называется кодифференцируемой в точке x ∈ Ω,

если существуют собственная пн. сн. выпуклая функция Φ: X → R и собственная пн. св.

вогнутая функция Ψ: X → R такие, что 0 ∈ int dom Φ∩ int dom Ψ, Φ(0) + Ψ(0) = 0, функции

Φ и Ψ непрерывны в нуле и для любого допустимого ∆x ∈ X

f(x+ ∆x)− f(x) = Φ(∆x) + Ψ(∆x) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0.
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Замечание 3.2.1. Отметим, что если пространство X — банахово, то по теореме 1.3.4 непре-

рывность в нуле функций Φ и Ψ в предыдущем определении вытекает из предположения

0 ∈ int dom Φ ∩ int dom Ψ.

Нетрудно понять, что если функция f : Ω → R кодифференцируема в точке x ∈ Ω,

то она является H–кодифференцируемой в этой точке. В случае, когда пространство X

— банахово, из теорем 1.4.2 и 1.3.4 вытекает, что понятия кодифференцируемости и H–

кодифференцируемости совпадают.

Укажем различные эквивалентные формулировки кодифференцируемости.

Предложение 3.2.1. Пусть функция f : Ω→ R и точка x ∈ Ω произвольны. Эквиваленты

следующие утверждения:

i. функция f кодифференцируема в точке x;

ii. существуют выпуклые ограниченные и компактные в топологии τ × w∗ множества

A,B ⊂ R×X∗ такие, что

max
(a,ϕ)∈A

a+ min
(b,ψ)∈B

b = 0 (3.2)

и для любого допустимого ∆x ∈ X

f(x+ ∆x)− f(x) = max
(a,ϕ)∈A

(a+ ϕ(x)) + min
(b,ψ)∈B

(b+ ψ(x)) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0;

iii. существуют непрерывная сублинейная функция Φ0 : R×X → R и непрерывная супер-

линейная функция Ψ0 : R × X → R такие, что Φ0(1, 0) + Ψ0(1, 0) = 0 и для любого

допустимого ∆x ∈ X

f(x+ ∆x)− f(x) = Φ0(1,∆x) + Ψ0(1,∆x) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0.

Доказательство. Импликация (i)⇒ (ii) следует из замечания 2.6.1 и того факта, что функ-

ции Φ и Ψ непрерывны в нуле. Если выполнено (ii), то для функций

Φ0(c, y) = max
(a,ϕ)∈A

(ac+ ϕ(y)), Ψ0(c, y) = min
(b,ψ)∈B

(bc+ ψ(y)) ∀c ∈ R, ∀y ∈ X (3.3)

выполняется (iii), т. е. справедлива импликация (ii)⇒ (iii). Если же положить Φ(·) = Φ0(1, ·)

и Ψ(·) = Ψ0(1, ·), то получим справедливость импликации (iii)⇒ (i).
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Замечание 3.2.2. Утверждение (iii) предыдущего предложения использовалось в качестве

определения кодифференцируемости отображения между банаховыми решётками в [127].

Утверждение (iii) выглядит несколько избыточным по сравнению с остальным эквивалент-

ными определениями кодифференцируемости, однако оно позволяет упростить формулиров-

ку и доказательство некоторых результатов о кодифференцируемых функциях (см. [127]).

Замечание 3.2.3. Покажем на примере, что условие (3.2) в утверждении (ii) предыдущего

предложения является существенным. Действительно, пусть X = R,

f(x) =

|x|, если x 6= 0,

−1, если x = 0.

Покажем, что функция f не является кодифференцируемой в нуле. От противного. Предпо-

ложим, что существуют пн. сн. собственная выпуклая функция Φ: R→ R и пн. св. собствен-

ная вогнутая функция Ψ: R → R, удовлетворяющие определению кодифференцируемости

функции f . Поскольку 0 ∈ int dom Φ ∩ int dom Ψ, то функции Φ и Ψ являются дифференци-

руемыми по направлениям в нуле по теореме 1.3.6. Поэтому по предложению 2.2.3 функция

f дифференцируема по направлениям в точке x = 0, что, очевидно, неверно, поскольку

lim
α↓0

f(α)− f(0)

α
= lim

α↓0

(
1 +

1

α

)
= +∞.

Однако, нетрудно проверить, что для A = {0}×[−1, 1] иB = {(1, 0)} и для любых ∆x ∈ R\{0}

и α > 0 будет

f(α∆x)− f(0)− max
(a,v)∈A

(a+ v∆x)− min
(b,w)∈B

(b+ w∆x) = f(α∆x)− f(0)− α|∆x| − 1 = 0.

Заметим, что в данном случае max(a,v)∈A a+ min(b,w)∈B b = 1.

Пусть функция f : Ω → R кодифференцируема в точке x ∈ Ω. Пара множеств

Df(x) = [A,B], фигурирующая в утверждении (ii) предложения 3.2.1, называется кодиф-

ференциалом функции f в точке x, множество df(x) = A называется гиподифференциалом

функции f , а множество df(x) = B — гипердифференциалом функции f в точке x. Значит,

гиподифференциал и гипердифференциал функции f являются выпуклыми ограниченными

и компактными в топологии τ × w∗ множествами.

Функция f : Ω → R называется гиподифференцируемой (гипердифференцируемой) в

точке x ∈ Ω, если f кодифференцируема в данной точке и существует кодифференциал

функции f в точке x вида Df(x) = [df(x), {0}] (Df(x) = [{0}, df(x)]).

Замечание 3.2.4. (i) Очевидно, что в отличие от H–кодифференциала, кодифференциал

функции f в точке x не единственен. При этом Df(x) можно отождествить с элементом

H–кодифференциала DHf(x).
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(ii) В случае, когда X является гильбертовым пространством (или X = Rn), естествен-

но считать, что df(x), df(x) ⊂ R×X.

(iii) Мы будем использовать операции сложения и умножения на число для пар вы-

пуклых множеств (в частности, для кодифференциалов), аналогичные данным операциям

введённым на множестве EPS(H). А именно, если A, B, C, D ⊂ L — подмножества линей-

ного пространства L, λ ∈ R, то положим [A,B] + [C,D] = [A+C,B +D], λ[A,B] = [λA, λB],

если λ > 0 и λ[A,B] = [λB, λA], если λ < 0. Таким образом, правила сложения и умножения

на число для кодифференциалов и для H–кодифференциалов совпадают.

Отметим полезную формулу связанную с вычислением кодифференциала.

Предложение 3.2.2. Пусть функция f : Ω→ R кодифференцируема в точке x, а Df(x) её

кодифференциал в этой точке. Определим функции Φ0,Ψ0 : R × X → R по формуле (3.3).

Тогда

df(x) = i(∂Φ0(0, 0)), df(x) = i(∂Ψ0(0, 0)),

где i — естественный изоморфизм пространств (R×X)∗ и R×X∗. Более того, для любых

функций Φ0, Ψ0, удовлетворяющих утверждению (iii) предложения 3.2.1, пара множеств

[i(∂Φ0(0, 0)), i(∂Ψ0(0, 0))] является кодифференциалом функции f в точке x.

Доказательство. Справедливость утверждение очевидным образом вытекает из теоремы

1.3.13 и того факта, что топологические векторные пространства ((R×X)∗, w∗) и (R×X∗, τ×

w∗) изоморфны.

Приведём несколько общих примеров кодифференцируемых функций.

Пример 3.2.1. Пусть функция f дифференцируема по Гато в точке x ∈ Ω. Тогда функция f

кодифференцируема в точке x и в качестве кодифференциала функции f можно взять пару

Df(x) = [{(0, f ′[x])}, {0}] или пару Df(x) = [{0}, {(0, f ′[x])}]. Таким образом, f является

одновременно гипо- и гипердифференцируемой в точке x функцией.

Пример 3.2.2. Пусть f(x) = ‖x‖. По следствию из теоремы Хана–Банаха ‖x‖ = max{ϕ(x) |

ϕ ∈ X∗, ‖ϕ‖ 6 1}. Тогда для любого ∆x ∈ X будет

‖x+ ∆x‖ − ‖x‖ = max
‖ϕ‖61

(ϕ(x)− ‖x‖+ ϕ(∆x)),

откуда

‖x+ ∆x‖ − ‖x‖ = max
(a,ϕ)∈df(x)

(a+ ϕ(∆x)),
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где

df(x) = {(a, ϕ) ∈ R×X∗ | a = ϕ(x)− ‖x‖, ‖ϕ‖ 6 1}.

Ясно, что множество df(x) выпукло и ограничено. Покажем, что оно замкнуто в топологии

τ × w∗. Тогда df(x) будет компактно в этой топологии, откуда получим, что функция ‖x‖

гиподифференцируема в каждой точке x ∈ Ω.

Действительно, пусть (b, ψ) — предельная точка множества df(x) в топологии τ × w∗.

Тогда для любых ε > 0 и ∆x ∈ X существует точка (ϕ(x)− ‖x‖, ϕ) ∈ df(x) такая, что

|ϕ(x)− ‖x‖ − b| < ε, |ϕ(∆x)− ψ(∆x)| < ε.

Подставляя ∆x = x, получим |ψ(x) − ‖x‖ − b| < 2ε. Ввиду произвольности ε > 0 получаем,

что b = ψ(x)− ‖x‖.

Зафиксируем произвольное ε > 0. Из определения нормы линейного функционала

следует, что существует ∆x0 ∈ X, ‖∆x0‖ = 1, такое, что |‖ψ‖−ψ(∆x0)| < ε. Так как (b, ψ) —

предельная точка множества df(x), то существует (a, ϕ) ∈ df(x) такое, что

|a− b| < ε, |ϕ(∆x0)− ψ(∆x0)| < ε.

Отсюда получаем |‖ψ‖ − ϕ(∆x0)| < 2ε. Поскольку ‖ϕ‖ 6 1 и ‖∆x0‖ 6 1, имеем |ϕ(∆x0)| 6 1.

Следовательно, ‖ψ‖ < 1 + 2ε, и значит ‖ψ‖ 6 1. Таким образом, (b, ψ) = (ψ(x) − ‖x‖, ψ) ∈

df(x), что и требовалось.

Пример 3.2.3. Пусть

f(x) = max
y∈G

g(x, y),

где G — компактное топологическое пространство, а g : Ω × G → R, g = g(x, y) — функция

такая, что функция y → g(x, y) непрерывна при каждом x ∈ Ω, функция x → g(x, y) диф-

ференцируема по Гато на Ω при каждом y ∈ G, причём при каждом x ∈ Ω отображение

y → g′x[x, y] непрерывно на G. Значит для любых (x, y) ∈ Ω × G и для любого допустимого

∆x ∈ X будет

g(x+ ∆x, y)− g(x, y) = g′x[x, y](∆x) + ox(∆x, x, y),

где ox(α∆x, x, y)/α → 0 при α → 0. Предположим, что для любого x ∈ Ω будет

ox(α∆x, x, y)/α → 0 при α → 0 равномерно по y ∈ G. Легко видеть, что данное условие

выполнено, если отображение (x, y)→ g′x[x, y] непрерывно на Ω×G.

При сделанных выше предположениях нетрудно показать, что для любого x ∈ Ω и для

любого допустимого ∆x ∈ X будет

f(x+ ∆x)− f(x) = max
y∈G

(g(x, y)− f(x) + g′x[x, y](∆x)) + o(∆x, x),
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где o(α∆x, x)/α→ 0 при α→ 0. Следовательно, функция f гиподифференцируема в каждой

точке x ∈ Ω и

Df(x) =
[

cl co
{

(a, ϕ) ∈ R×X∗ | a = g(x, y)− f(x), ϕ = g′x[x, y], y ∈ G
}
, {0}

]
.

Здесь замыкание берется в топологии τ × w∗. Отметим, что непрерывность отображений

y → g(x, y) и y → g′x[x, y] гарантирует ограниченность гиподифференциала функции Df(x).

Заметим также, что если пространство X конечномерно или множество G конечно, то мно-

жество

co
{

(a, ϕ) ∈ R×X∗ | a = g(x, y)− f(x), ϕ = g′x[x, y], y ∈ G
}

замкнуто.

Пример 3.2.4. Аналогично предыдущему примеру можно показать, что функция

f(x) = min
y∈G

g(x, y),

при сделанных выше предположениях относительно функции g является гипердифференци-

руемой на Ω.

Пример 3.2.5. Пусть x ∈ X и функция f : X → R представима в виде f = g1 − g2, где

g1, g2 : X → R — собственные выпуклые функции. Предположим, что функции g1 и g2 непре-

рывны в точке x. Тогда по замечанию 2.6.1 существуют r > 0 и выпуклые, ограниченные и

компактные в топологии τ × w∗ множества A1, A2 ⊂ R×X∗ такие, что

g1(x+ ∆x) = max
(a,ϕ)∈A1

(a+ ϕ(∆x)), g2(x+ ∆x) = max
(b,ψ)∈A2

(b+ ψ(∆x)), ∀∆x ∈ B(0, r),

откуда получаем, что для любого ∆x ∈ B(0, r) будет

f(x+ ∆x)− f(x) = max
(a,ϕ)∈A1

(a− g1(x) + ϕ(x)) + min
(b,ψ)∈A2

(−b+ g2(x)− ψ(∆x)).

Откуда получаем, что функция f является кодифференцируемой в точке x, причём

df(x) = A1 − {(g1(x), 0)}, df(x) = −A2 + {(g2(x), 0)}.

Отметим, что

max
(a,ϕ)∈df(x)

a = min
(b,ψ)∈df(x)

b = 0.

При этом, с учётом теоремы 1.3.10, справедливы равенства

∂g1(x) = {ϕ ∈ X∗ | (0, ϕ) ∈ df(x)}, −∂g2(x) = {ψ ∈ X∗ | (0, ψ) ∈ df(x)}.
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3.3 Исчисление непрерывно кодифференцируемых

функций

Наиболее важную роль в приложениях играют непрерывно кодифференцируемые

функции.

Определение 3.3.1. Будем говорить, что функция f : Ω→ R непрерывно кодифференцируе-

ма в точке x ∈ Ω, если f кодифференцируема в некоторой окрестности точки x и существует

кодифференциальное отображение y → Df(y) определённое в некоторой окрестности точки

x такое, что многозначные отображения y → df(y) и y → df(y) непрерывны по Хаусдорфу

в точке x.

Отметим два простых примера непрерывно кодифференцируемых функций. Если

функция f : Ω → R непрерывно дифференцируема по Гато в точке x ∈ Ω, то функция f ,

очевидно, является гипо– и гипердифференцируемой в данной точке. Также нетрудно про-

верить, что функция f(x) = ‖x‖ непрерывно кодифференцируема на всём пространстве X.

Замечание 3.3.1. Пусть функция f : Ω→ R непрерывно кодифференцируема в точке x. Везде

далее символом Df мы будем обозначать некоторое (вообще говоря не единственное) непре-

рывное кодифференциальное отображение y → Df(y) функции f в окрестности точки x.

При этом любое утверждение в котором будет использоваться Df справедливо для каждого

непрерывного кодифференциального отображения функции f в окрестности точки x (или на

некотором множестве S ⊂ Ω). В силу данного замечания в дальнейшем мы не будем уточнять

какое именно непрерывное кодифференциальное отображение фигурирует в формулировках

утверждений.

Поскольку множество H всех непрерывных аффинных функций является линей-

ныйм пространством замкнутым относительно вертикальных сдвигов и справедлива тео-

рема 1.3.3, гарантирующая регулярность H–производной, то из общего исчисления H–

кодифференцируемых функций нетрудно получить формулы для вычисления кодифферен-

циалов. Однако, нетрудно заметить, что в случае непрерывно кодифференцируемых функ-

ций справедливы более сильные утверждения.

Предложение 3.3.1. Пусть функции fi : Ω → R, i ∈ I = {1, . . . , n}, непрерывно кодиффе-

ренцируемы в точке x ∈ Ω. Тогда для любых ci ∈ R, i ∈ I функция f =
∑n

i=1 cifi также

непрерывно кодифференцируема в точке x и

Df(x) =
n∑
i=1

ciDfi(x).
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Предложение 3.3.2. Пусть функции fi : Ω → R, i ∈ I = {1, . . . , n}, непрерывны и непре-

рывно кодифференцируемы в точке x ∈ Ω, S ⊂ Rn — открытое множество, функция g : S →

R непрерывно дифференцируема в точке y = (f1(x), . . . , fn(x)). Предположим также, что

в некоторой окрестности точки x определена суперпозиция T (·) = g(f1(·), . . . , fn(·)). Тогда

функция T непрерывно кодифференцируема в точке x, причём

DT (x) =
n∑
i=1

∂g

∂yi
(f1(x), . . . , fn(x))Dfi(x).

Предложение 3.3.3. Пусть функции f1, f2 : Ω→ R непрерывны и непрерывно кодифферен-

цируемы в точке x ∈ Ω. Тогда функция f = f1 · f2 также непрерывно кодифференцируема в

точке x и

Df(x) = f1(x)Df2(x) + f2(x)Df1(x).

Предложение 3.3.4. Пусть функция f : Ω → R непрерывна и непрерывно кодифферен-

цируема в точке x ∈ Ω, причём f(x) 6= 0. Тогда функция g = 1/f также непрерывно

кодифференцируема в точке x и

Dg(x) = − 1

f 2(x)
Df(x).

Предложение 3.3.5. Пусть функция f : Ω → R непрерывна и непрерывно кодифференци-

руема в точке x ∈ Ω и a > 0 произвольно. Тогда функция g(·) = af(·) также непрерывно

кодифференцируема в точке x и

Dg(x) = ln a af(x)Df(x).

Предложение 3.3.6. Пусть функции fi : Ω → R, i ∈ I = {1, . . . , n}, непрерывны и непре-

рывно кодифференцируемы в точке x ∈ Ω. Тогда функции f = maxi∈I fi и g = mini∈I fi

также непрерывно кодифференцируемы в данной точке, причём Df(x) = [df(x), df(x)] и

Dg(x) = [dg(x), dg(x)], где

df(x) = co
{
{(fi(x)− f(x), 0)}+ dfi(x)−

∑
j∈I\{i}

dfj(x)
∣∣∣ i ∈ I}, (3.4)

df(x) =
n∑
k=1

dfk(x), dg(x) =
n∑
k=1

dfi(x), (3.5)

dg(x) = co
{
{(fi(x)− g(x), 0)}+ dfi(x)−

∑
j∈I\{i}

dfj(x)
∣∣∣ i ∈ I}.

Доказательство. Докажем утверждение для функции f . Заметим, что отображения (3.4)–

(3.5) являются непрерывными, поэтому достаточно доказать, что существует кодифферен-

циальное отображение функции f вида (3.4)–(3.5). Заметим также, что множества df(x) и

df(x) выпуклы ограничены, а также компактны в топологии τ × w∗ по теореме 1.3.1.
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Обозначим

Φi(·) = max
(a,ϕ)∈dfi(x)

(a+ ϕ(·)), Ψi(·) = min
(b,ψ)∈dfi(x)

(b+ ψ(·)), ∀i ∈ I.

Из теоремы обH–кодифференциале функции максимума конечного числа функций (теорема

2.4.2) имеем, что функция f является H–кодифференцируемой в точке x и

δHf(x) =

[
max
i∈I

(
fi(x)− f(x) + Φi −

∑
j∈I\{i}

Ψj

)
,

n∑
k=1

Ψk

]
.

Откуда для любого допустимого ∆x ∈ X будет

f(x+ ∆x)− f(x) = Φ0(∆x) + Ψ0(∆x) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ 0 при α ↓ 0 и

Φ0(y) = max
i∈I

(
fi(x)− f(x) + Φi(y)−

∑
j∈I\{i}

Ψj(y)
)
, Ψ0(y) =

n∑
k=1

Ψk(y) ∀y ∈ X.

Очевидно, что Φ0 : X → R — собственная непрерывная выпуклая функция, а Ψ0 : X → R

— собственная непрерывная вогнутая функция. Поэтому функция f кодифференцируема в

точке x.

Остаётся только заметить, что

Φ0(y) = max
(a,ϕ)∈df(x)

(a+ ϕ(y)), Ψ0(y) = min
(b,ψ)∈df(x)

(b+ ψ(y)) ∀y ∈ X.

Утверждение доказано.

Замечание 3.3.2. Таким образом, множество всех непрерывно кодифференцируемых на неко-

тором множестве S ⊂ Ω функций образует векторную решётку, замкнутую относительно

операции поточечного умножения. Отметим также, что формулы для вычисления кодиффе-

ренциалов достаточно элементарны и могут быть легко алгоритмизированы [6].

Для того чтобы доказать ещё одну теорему о кодифференцируемости суперпозиции

функций нам потребуется понятие кодифференцируемости по Фреше.

Определение 3.3.2. Функция f : Ω→ R называется кодифференцируемой по Фреше в точке

x ∈ Ω, если f кодифференцируема в данной точке и существует кодифференциал Df(x)

функции f в точке x такой, что для любого допустимого ∆x ∈ X будет

f(x+ ∆x)− f(x) = max
(a,ϕ)∈df(x)

(a+ ϕ(∆x)) + min
(b,ψ)∈df(x)

(b+ ψ(∆x)) + o(∆x, x),

где o(∆x, x)/‖∆x‖ → 0 при ∆x→ 0.
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Нетрудно проверить справедливость следующего утверждения.

Предложение 3.3.7. Пусть функция f : Ω → R кодифференцируема по Фреше в точке

x ∈ Ω. Тогда функция f непрерывна в этой точке.

Замечание 3.3.3. Легко видеть, что если функции f1, f2 : Ω → R кодифференцируемы по

Фреше в точке x ∈ Ω, то для любых λ1, λ2 ∈ R и непрерывно дифференцируемой функции g,

определённой в некоторой окрестности точки (f1(x), f2(x)) ∈ R2, функции λ1f1 +λ2f2, f1 · f2,

max{f1, f2}, min{f1, f2} и g(f1(·), f2(·)) являются кодифференцируемыми по Фреше в точке

x.

Теорема 3.3.1. Пусть Y — вещественное нормированное пространство и предположим,

что выполнены следующие условия:

1. функция f : Ω→ R кодифференцируема по Фреше в точке x ∈ Ω;

2. S ⊂ Y — открытое множество;

3. отображение F : S → X дифференцируемо по Гато в точке y ∈ S, причём F (y) = x;

4. суперпозиция g = f ◦ F определена на S.

Тогда функция g кодифференцируема в точке y, причём

dg(y) = {(a, ϕ ◦ F ′[y]) ∈ R× Y ∗ | (a, ϕ) ∈ df(x)}, (3.6)

dg(y) = {(b, ψ ◦ F ′[y]) ∈ R× Y ∗ | (b, ψ) ∈ df(x)}. (3.7)

Доказательство. Множества dg(y) и dg(y), очевидно, выпуклы и ограничены. Покажем,

что они компактны в топологии τ ×σ(Y ∗, Y ). Действительно, определим линейный оператор

T : R×X∗ → R× Y ∗ по формуле

T (a, ϕ) = (a, ϕ ◦ F ′[y]) ∀(a, ϕ) ∈ R×X∗.

Покажем, что оператор T непрерывен, как отображение между топологическими векторны-

ми пространствами (R×X∗, τ × σ(X∗, X)) и (R× Y ∗, τ × σ(Y ∗, Y )), тогда множества dg(y) и

dg(y) будут компактными в топологии τ ×σ(Y ∗, Y ), как образы компактных множеств df(x)

и df(x) при непрерывном отображении T .

Зафиксируем произвольное (a, ϕ) ∈ R × X∗. Пусть O ⊂ R × Y ∗ — окрестность точки

T (a, ϕ) в топологии τ × σ(Y ∗, Y ). Тогда существует ε > 0 и y1, . . . , ym ∈ Y такие, что

T (a, ϕ) ∈ OY =
{

(c, χ) ∈ R× Y ∗ |

|c− a| < ε, |χ(yk)− ϕ(F ′[y](yk))| < ε, k ∈ {1, . . . ,m}
}
⊂ O.
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Положим xk = F ′[y](yk), k ∈ {1, . . . ,m}, и определим множество

OX =
{

(b, ψ) ∈ R×X∗ | |a− b| < ε, |ψ(xk)− ϕ(xk)| < ε, k ∈ {1, . . . ,m}
}
.

Ясно, что OX — окрестность точки (a, ϕ) в топологии τ×σ(X∗, X), причём T (OX) ⊂ OY ⊂ O,

т. е. оператор T — непрерывен.

Покажем теперь, что функция g кодифференцируема в точке y. Для этого зафиксируем

произвольное допустимое ∆y ∈ Y . Поскольку функция F дифференцируема по Гато в точке

y, то

F (y + α∆y)− F (y) = αF ′[y](∆y) + oF (α), (3.8)

где oF (α)/α → 0 при α ↓ 0. Функция f кодифференцируема по Фреше в точке x = F (y),

поэтому

f(x+ ∆x)− f(x) = max
(a,ϕ)∈df(x)

(a+ ϕ(∆x)) + min
(b,ψ)∈df(x)

(b+ ψ(∆x)) + β(∆x)‖∆x‖, (3.9)

где β(∆x)→ 0 при ∆x→ 0. Обозначим

Φ(y) = max
(a,ϕ)∈df(x)

(a+ ϕ(y)), Ψ(y) = min
(b,ψ)∈df(x)

(b+ ψ(y)) ∀y ∈ Y.

Из (3.8) и (3.9) следует, что для любого достаточно малого α > 0

g(y + α∆y)− g(y) = f(F (y + α∆y)− F (y) + F (y))− f(F (y)) =

= Φ(αF ′[y](∆y)+oF (α))+Ψ(αF ′[y](∆y)+oF (α))+β(F (y+α∆y)−F (y))‖αF ′[y](∆y)+oF (α)‖.

Учитывая (3.8) и свойства функции β, получаем, что β(F (y + α∆y) − F (y)) → 0 при α ↓ 0.

Также, очевидно, что существует α0 > 0 такое, что

‖αF ′[y](∆y) + oF (α)‖ 6 α(‖F ′[y](∆y)‖+ 1) ∀α ∈ (0, α0).

Откуда, воспользовавшись тем, что функции Φ и Ψ удовлетворяют условию Липшица в

некоторой окрестности нуля (теорема 1.3.3), получим, что для достаточно малых α > 0

будет

g(y + α∆y)− g(y) = Φ(αF ′[y](∆y)) + Ψ(αF ′[y](∆y)) + o(α),

где o(α)/α → 0 при α ↓ 0. Отсюда следует, что функция g кодифференцируема в точке y и

её кодифференциал в данной точке вычисляется по формулам (3.6) и (3.7).

Следствие 3.3.1. Пусть в условиях предыдущего предложения функция f непрерывно ко-

дифференцируема по Фреше в точке x и оператор F непрерывно дифференцируем по Гато

в точке y. Тогда функция g непрерывно кодифференцируема в точке y.
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Замечание 3.3.4. Можно доказать более сильную теорему о кодифференцируемости супер-

позиции кодифференцируемых функций (см. [16, 21, 127]). Однако, доказательство этой тео-

ремы достаточно громоздко и она не используется при вычислении кодифференциалов на

практике, поэтому мы её не приводим.

3.4 Необходимые условия экстремума

кодифференцируемых функций

Выведем необходимые условия экстремума кодифференцируемой функции. Пусть A ⊂

Ω — замкнутое выпуклое множество, fi : Ω→ R — произвольные функции, i ∈ I0 = {0} ∪ I,

I = {1, . . . , n}. Для любой точки x ∈ Ω обозначим R(x) = {i ∈ I | fi(x) = 0}.

Замечание 3.4.1. Пусть функция f : Ω→ R кодифференцируема в точке x ∈ Ω. Для удобства

дальнейшего изложения введём обозначения

a(f, x) = max
(a,ϕ)∈df(x)

a, b(f, x) = min
(b,ψ)∈dfi(x)

b.

Отметим, что из определения кодифференцируемости следует, что справедливо равенство

a(f, x) + b(f, x) = 0.

Нам потребуется следующее вспомогательное определение регулярности

Определение 3.4.1. Пусть функции fi, i ∈ I, кодифференцируемы в точке x ∈ A. Бу-

дем говорить, что функции fi, i ∈ I и множество A регулярны в точке x, если для любых

(b(fi, x), ψi) ∈ dfi(x), i ∈ R(x) будет

co
{
dfi(x) + {(b(fi, x), ψi)}

∣∣∣ i ∈ R(x)
}
∩
(
{0} × (−N(A, x))

)
= ∅.

Сформулируем удобное достаточное условие регулярности.

Предложение 3.4.1. Пусть функции fi, i ∈ I, кодифференцируемы в точке x ∈ A, и

предположим, что для любых (b(fi, x), ψi) ∈ df(x), i ∈ R(x), существует y ∈ A такое, что

max
(0,ϕ)∈dfi(x)+(b(fi,x),ψi)

ϕ(y − x) < 0 ∀i ∈ I.

Тогда функции fi, i ∈ I и множество A регулярны в точке x.

Справедлива следующая теорема о необходимых условиях минимума в задаче матема-

тического программирования в терминах кодифференциалов.
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Теорема 3.4.1. Пусть функции fi, i ∈ I0 кодифференцируемы в точке x∗ ∈ A и предполо-

жим, что x∗ является точкой локального минимума в задаче

f0(x)→ inf, x ∈ A, fi(x) 6 0, i ∈ I.

Тогда для любых (b(fi, x
∗), ψi) ∈ dfi(x∗), i ∈ R(x∗) ∪ {0}, будет

co
{
dfi(x

∗) + {(b(fi, x∗), ψi)}
∣∣∣ i ∈ R(x∗) ∪ {0}

}
∩
(
{0} × (−N(A, x∗))

)
6= ∅.

Если, кроме того, функции fi, i ∈ I и множество A регулярны в точке x∗, то для любых

(b(fi, x
∗), ψi) ∈ dfi(x∗), i ∈ I0, существуют λi > 0, i ∈ I такие, что λifi(x∗) = 0 для всех

i ∈ I и(
df0(x∗)+{(b(f0, x

∗), ψ0)}+
n∑
i=1

λi

(
dfi(x

∗)+{(b(fi, x∗), ψi)}
))
∩
(
{0}×(−N(A, x∗))

)
6= ∅. (3.10)

Доказательство. Зафиксируем произвольные (b(fi, x
∗), ψi) ∈ dfi(x∗), i ∈ I0 и обозначим

gi(·) = max
(a,ϕ)∈dfi(x∗)+{(b(fi,x∗),ψi)}

(a+ ϕ(·)) ∀i ∈ I.

Ясно, что gi(0) = 0 для всех i ∈ I. Из теоремы 2.5.3 следует, что выпуклая функция

g(·) = max{g0(·), g1(·) + f1(x∗), . . . , gn(·) + fn(x∗)}

достигает глобального минимума на множестве A−x∗ в нуле. Откуда, воспользовавшись необ-

ходимым условием минимума выпуклой функции на замкнутом выпуклом множестве (теоре-

ма 1.3.11) и теоремой о субдифференциале максимума конечного числа выпуклых функций

(теорема 1.3.9), получаем, что

∂g(0) ∩ (−N(A− x∗, 0)) 6= ∅, ∂g(0) = co{∂gi(0) | i ∈ R(x∗) ∪ {0}}.

Остаётся только заметить, что по теореме о субдифференциале супремума выпуклых функ-

ций (теорема 1.3.10) будет {0} × ∂gi(0) ⊂ dfi(x
∗) + {(b(fi, x∗), ψi)} для всех i ∈ I0.

Предположим теперь, что функции fi, i ∈ I и множество A регулярны в точке x∗.

Тогда существуют µi > 0, i ∈ R(x∗) ∪ {0} такие, что
∑

i∈R(x∗)∪{0} µi = 1 и( ∑
i∈R(x∗)∪{0}

µi

(
dfi(x

∗) + {(b(fi, x∗), ψi)}
))
∩
(
{0} × (−N(A, x∗))

)
6= ∅.

С учётом регулярности функций fi и множества A в точке x∗ получаем, что µ0 6= 0. Следо-

вательно, для множителей λi = µi/µ0 при i ∈ R(x∗) и λi = 0 при i ∈ I \ R(x∗) выполняется

равенство (3.10).
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В качестве элементарного следствия из предыдущей теоремы мы получаем правило

множителей Лагранжа в гладкой задаче математического программирования с ограничени-

ями неравенствами.

Следствие 3.4.1. Пусть функции fi, i ∈ I0 дифференцируемы по Гато в точке x∗ ∈ A,

являющейся точкой локального минимума в задаче

f0(x)→ inf, x ∈ A fi(x) 6 0, i ∈ I.

Тогда существуют не равные одновременно нулю λi > 0, i ∈ I0 такие, что(
λ0f

′
0[x∗] +

n∑
i=1

λif
′
i [x
∗]
)

(y − x∗) > 0 ∀y ∈ A

и λifi(x
∗) = 0 для любого i ∈ I. Кроме того, если существует y ∈ A такое, что для всех

i ∈ R(x∗) будет f ′i [x
∗](y − x∗) < 0, то λ0 6= 0 и можно считать λ0 = 1.

Справедливо также следствие из теоремы 3.4.1 о необходимом условии минимума для

функции, представимой в виде разности выпуклых функций.

Следствие 3.4.2. Пусть функции fi : X → R представимы в виде

fi(x) = g1i(x)− g2i(x) ∀x ∈ X,

где g1i, g2i : X → R — собственные выпуклые функции, i ∈ I0. Предположим, что функции

g1i, g2i непрерывны в точке x∗ ∈ A, i ∈ I0, являющейся точкой локального минимума в

задаче

f0(x)→ inf, x ∈ A, fi(x) 6 0, i ∈ I.

Тогда для любых ψi ∈ ∂g2i(x
∗), i ∈ I0, существуют не равные одновременно нулю числа

λi > 0, i ∈ I0 такие, что λifi(x∗) = 0 для всех i ∈ I и( n∑
i=0

λi
(
∂g1i(x

∗)− {ψi}
))
∩
(
−N(A, x∗)

)
6= ∅. (3.11)

Если, кроме того, для любых ψi ∈ ∂g2i(x
∗), i ∈ R(x∗) существует y ∈ A такое, что

max
ϕ∈∂g1i(x∗)−{ψi}

ϕ(y − x∗) < 0,

то для любых ψi ∈ ∂g2i(x
∗), i ∈ I0, можно считать, что в (3.11) будет λ0 = 1.

Доказательство. Справедливость данного утверждения непосредственно следует из теоре-

мы 3.4.1 и примера 3.2.5.
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В качестве ещё одного следствия из теоремы 3.4.1 получим необходимое условие опти-

мальности в конечномерной минимаксной задаче с ограничениями.

Следствие 3.4.3. Пусть X = Rd и предположим, что выполнены следующие предположе-

ния:

1. функции fi, i ∈ I дифференцируемы в точке x∗ ∈ A;

2. G — компактное топологическое пространство;

3. g : Ω × G → R — заданная функция такая, что отображение y → g(x, y) непрерывно

на G при каждом x ∈ Ω, отображение x → g(x, y) дифференцируемо в некоторой

окрестности U ⊂ Ω точки x∗ при каждом y ∈ G и отображение (x, y) → g′x[x, y]

непрерывно на U ×G.

Тогда, если x∗ является точкой локального минимума в задаче

max
y∈G

g(x, y)→ inf, x ∈ A, fi(x) 6 0, i ∈ I,

то существуют числа λk > 0, k ∈ I0, такие, что λkfk(x∗) = 0 для любого k ∈ I и(
λ0W (x∗) +

n∑
k=1

λkf
′
k[x
∗]
)
∩ (−N(A, x∗)) 6= ∅,

где

W (x∗) = co
{
g′x[x

∗, y] | y ∈ G : g(x, y) = max
v∈G

g(x, v)
}
.

Если, кроме того, существует y ∈ A такое, что f ′k[x∗](y − x∗) < 0 для всех k ∈ R(x∗), то

λ0 6= 0.

Доказательство. Справедливость утверждения непосредственным образом вытекает из тео-

ремы 3.4.1 и примера 3.2.3.

Справедлива также следующая теорема о необходимых условиях максимума в задаче

математического программирования.

Теорема 3.4.2. Пусть функции fi кодифференцируемы в точке x∗ ∈ A и предположим,

что x∗ является точкой локального максимума в задаче

f0(x)→ sup, x ∈ A, fi(x) > 0, i ∈ I.

Тогда для любых (a(fi, x
∗), ϕi) ∈ dfi(x∗), i ∈ R(x∗) ∪ {0}, будет

co
{
dfi(x

∗) + {(a(fi, x
∗), ϕi)}

∣∣∣ i ∈ R(x∗) ∪ {0}
}
∩
(
{0} ×N(A, x∗)

)
6= ∅.
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Если, кроме того, для любых (a(fi, x
∗), ϕi) ∈ dfi(x∗), i ∈ R(x∗), будет

co
{
dfi(x

∗) + {(a(fi, x
∗), ϕi)}

∣∣∣ i ∈ R(x∗)
}
∩
(
{0} ×N(A, x∗)

)
= ∅,

то для любых (a(fi, x
∗), ϕi) ∈ dfi(x∗), i ∈ I0, существуют λi > 0, i ∈ I такие, что λifi(x∗) =

0 для всех i ∈ I и(
df0(x∗) + {(a(f0, x

∗), ϕ0)}+
n∑
i=1

λi

(
dfi(x

∗) + {(a(fi, x
∗), ϕi)}

))
∩
(
{0} ×N(A, x∗)

)
6= ∅

Условия экстремума кодифференцируемой функции выражаются особенно просто в

случае когда функция f является гиподифференцируемой или гипердифференцируемой и

отсутствуют ограничения.

Предложение 3.4.2. Пусть функция f : Ω→ R кодифференцируема в точке x∗ ∈ Ω, явля-

ющейся точкой локального минимума (максимума) фукнции f . Тогда

0 ∈ df(x∗) + {(b(f, x∗), ψ)} ∀(b(f, x∗), ψ) ∈ df(x∗)(
0 ∈ df(x∗) + {(a(f, x∗), ϕ)} ∀(a(f, x∗), ϕ) ∈ df(x∗)

)
.

Более того, если функция f гиподифференцируема (гипердифференцируема) в точке x∗, то

0 ∈ df(x∗)
(
0 ∈ df(x∗)

)
.

В следующем разделе будет показано, что необходимые условия экстремума кодиффе-

ренцируемой функции являются инвариантными относительно выбора кодифференциала.

Также мы покажем, что необходимое условие минимума, указанное в предыдущем предло-

жении, эквивалентно условию f ′(x, g) > 0 для всех g ∈ X.

3.5 Некоторые свойства кодифференцируемых функций

В данном разделе мы изучим некоторые свойства кодифференцируемых функций и

докажем, что каждая непрерывно кодифференцируемая функция является локально лип-

шицевой.

Следующее предложение раскрывает связь между кодифференцируемостью и квази-

дифференцируемостью.

Предложение 3.5.1. Пусть функция f : Ω → R является кодифференцируемой в точке

x ∈ Ω. Тогда функция f квазидифференцируема в этой точке, причём

∂f(x) =
{
ϕ ∈ X∗ | (a(f, x), ϕ) ∈ df(x)

}
, ∂f(x) =

{
ψ ∈ X∗ | (b(f, x), ψ) ∈ df(x)

}
. (3.12)
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Обратно, любая квазидифференцируемая в точке x ∈ Ω функция f : Ω → R является ко-

дифференцируемой в этой точке, причём

Df(x) =
[
{0} × ∂f(x), {0} × ∂f(x)

]
.

Доказательство. Пусть функция f является кодифференцируемой в точке x. Обозначим

Φ(·) = max
(a,ϕ)∈df(x)

(a+ ϕ(·)), Ψ(·) = min
(b,ψ)∈df(x)

(b+ ψ(·)).

Из предложения 2.2.3 о дифференцируемости по направлениям H–кодифференцируемой

функции и теоремы 1.3.6 о дифференцируемости по направлениям выпуклой функции сле-

дует, что функция f дифференцируема по направлениям в точке x, причём

f ′(x, g) = Φ′(0, g) + Ψ′(0, g) ∀g ∈ X.

Поскольку функция Φ выпукла, то функция Φ′(0, ·) сублинейна, а так как функция Ψ во-

гнута, то функция Ψ′(0, ·) суперлинейна. Откуда следует, что функция f является квази-

дифференцируемой в точке x. Воспользовавшись теоремой о субдифференциале супремума

выпуклых функций (теорема 1.3.10), получаем справедливость (3.12). Обратное утверждение

очевидно.

В конечномерном случае можно указать необходимое и достаточное условие непрерыв-

ной кодифференцируемости в терминах квазидифференциалов (см. [105]).

Теорема 3.5.1 (Кунц). Пусть X = Rn, f : Ω → R — произвольная функция. Для того

чтобы функция f была непрерывно кодифференцируема в точке x ∈ Ω необходимо и доста-

точно, чтобы в некоторой окрестности этой точки существовало квазидифференциальное

отображение y → Df(y) функции f такое, что многозначные отображения y → ∂f(y) и

y → ∂f(y) полунепрерывны сверху в точке x.

Воспользовавшись предложением 3.5.1, покажем инвариантность необходимых условий

экстремума кодифференцируемой функции относительно выбора кодифференциала.

Предложение 3.5.2. Пусть функция f : Ω → R кодифференцируема в точке x ∈ Ω, а

D1f(x) = [d1f(x), d1f(x)] и D2f(x) = [d2f(x), d2f(x)] два различных кодифференциала функ-

ции f в этой точке. Тогда

0 ∈ d1f(x) + {(b1(x), ψ)} ∀(b1(x), ψ) ∈ d1f(x) (3.13)

тогда и только тогда, когда

0 ∈ d2f(x) + {(b2(x), ψ)} ∀(b2(x), ψ) ∈ d2f(x), (3.14)
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где

bi(x) = min
(b,ψ)∈dif(x)

b, i ∈ {1, 2}.

Таким образом, необходимое условие локального минимума кодифференцируемой функции

не зависит от выбора кодифференциала.

Доказательство. Очевидно, что достаточно доказать только импликацию (3.13)⇒(3.14). По-

этому предположим, что выполнено (3.13). Следовательно, для любого g ∈ X будет

max
ϕ∈∂1f(x)+{ψ}

ϕ(g) > 0 ∀ψ ∈ ∂1f(x),

где

∂if(x) = {ϕ ∈ X∗ | (ai(x), ϕ) ∈ dif(x)}, ∂if(x) = {ψ ∈ X∗ | (bi(x), ψ) ∈ dif(x)}

и ai(x) = −bi(x) для i ∈ {1, 2}. Откуда, с учётом предложения 3.5.1, имеем, что для любого

g ∈ X

f ′(x, g) = min
ψ∈∂1f(x)

max
ϕ∈∂1f(x)+{ψ}

ϕ(g) > 0.

Поэтому для любых g ∈ X и ψ ∈ ∂2f(x) будет

max
ϕ∈∂2f(x)+{ψ}

ϕ(g) > 0.

Отсюда, с учётом необходимого условия минимума выпуклой функции (теорема 1.3.11) и

теоремы 1.3.13 о субдифференциале сублинейной функции, получаем, что

0 ∈ ∂2f(x) + {ψ} ∀ψ ∈ ∂2f(x),

что эквивалентно (3.14).

Замечание 3.5.1. (i) Тесно связанный с предыдущим предложением вопрос об инвариантно-

сти необходимых условий экстремума квазидифференцируемой функции рассматривался в

[107].

(ii) Из доказательства предыдущего предложения видно, что необходимое условие ми-

нимума кодифференцируемой функции (предложение 3.4.2) эквивалентно условию: f ′(x, g) >

0 для всех g ∈ X.

Замечание 3.5.2. Пусть функция f : Ω → R кодифференцируема в точке x ∈ Ω. Не ограни-

чивая общности можно считать, что

a(f, x) = max
(a,ϕ)∈df(x)

a = min
(b,ψ)∈df(x)

b = b(f, x) = 0. (3.15)
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Действительно, если данное равенство не выполнено, то вместо кодифференциала Df(x)

можно взять эквивалентный кодифференциал D̂f(x) = [df(x) − {(a(f, x), 0)}, df(x) +

{(a(f, x), 0)}, для которого данное равенство выполнено. При этом нетрудно проверить,

что если функция f непрерывно кодифференцируема в точке x, то отображения y →

df(y) − {(a(f, y), 0)} и y → df(y) + {(a(f, y), 0)} также являются непрерывными в метри-

ке Хаусдорфа в данной точке.

Отметим, что если пользоваться формулами для вычисления кодифференциала ука-

занными в данной главе, то равенство (3.15) будет выполнено автоматически. Учитывая

данное замечание и предложение 3.5.2, везде далее мы будем предполагать справедливость

равенства (3.15).

Для кодифференцируемых функций справедлив аналог классической теоремы Лагран-

жа о среднем значении. Для того чтобы доказать эту теорему нам потребуется вспомогатель-

ное утверждение о непрерывности кодифференцируемой функции на отрезках.

Лемма 3.5.1. Пусть функция f : Ω → R кодифференцируема на множестве Ω. Тогда для

любых x1, x2 ∈ Ω таких, что co{x1, x2} ⊂ Ω функция f непрерывна на co{x1, x2}.

Доказательство. Зафиксируем произвольные x1, x2 ∈ Ω такие, что co{x1, x2} ⊂ Ω и опре-

делим функцию g(α) = f(x1 + α(x2 − x2)) для α ∈ [0, 1]. Ясно, что достаточно доказать

непрерывность функции g на [0, 1].

Нетрудно проверить, что функция g кодифференцируема в каждой точке α ∈ (0, 1),

причём

Dg(α) =
[{

(a, v) ∈ R2 | v = ϕ(x2 − x1), (a, ϕ) ∈ df(x1 + α(x2 − x1))
}
,{

(b, w) ∈ R2 | w = ψ(x2 − x1), (b, ψ) ∈ df(x1 + α(x2 − x1))
}]
.

Поэтому для достаточно малых допустимых ∆α ∈ R будет

g(α + ∆α)− g(α) = max
(a,v)∈dg(α)

(a+ v∆α) + min
(b,w)∈dg(α)

(b+ w∆α) + o(∆α),

где o(∆α)/∆α → 0 при ∆α → 0. Откуда, воспользовавшись теоремой о непрерывности вы-

пуклых функций (теорема 1.3.4), получаем непрерывность функции g на (0, 1).

Очевидно, также, что функция g кодифференцируема справа в точке 0 и кодифферен-

цируема слева в точке 1 (кодифференцируемость справа и кодифференцируемость слева для

функции ω : [a, b] → R определяется очевидным образом). Откуда, рассуждая аналогичным

образом нетрудно получить непрерывность функции g на всём отрезке [0, 1].
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Теорема 3.5.2 (о среднем значении). Пусть функция f : Ω → R кодифференцируема на

множестве Ω. Тогда для любых x1, x2 ∈ Ω таких, что co{x1, x2} ⊂ Ω существует θ ∈ (0, 1)

для которого существуют (0, ϕ) ∈ df(x1 + θ(x2 − x1)) и (0, ψ) ∈ df(x1 + θ(x2 − x1)) такие,

что

f(x2)− f(x1) = (ϕ+ ψ)(x2 − x1).

Доказательство данной теоремы почти дословно повторяет доказательство теоремы о

среднем значении для дифференцируемой функции.

Доказательство. 1. Пусть g : [a, b] → R — произвольная кодифференцируема на отрезке

[a, b] ⊂ R функция такая, что g(a) = g(b) = 0. По предыдущей лемме функция g непрерыв-

на на [a, b]. Тогда, очевидно, существует точкая c ∈ (a, b) являющаяся точкой локального

минимума или максимума функции g. Следовательно, по предложению 3.4.2 имеем, что су-

ществуют (0, v) ∈ dg(c) и (0, w) ∈ dg(c) такие, что v + w = 0.

2. Пусть теперь g : [a, b] → R — произвольная кодифференцируема на [a, b] функция.

Тогда для функции

r(x) = g(x)− g(a)− g(b)− g(a)

b− a
(x− a)

справедливы равенства r(a) = r(b) = 0. Функция r, очевидно, кодифференцируема на [a, b],

причём

Dr(x) =

[
dg(x) +

{(
0,−g(b)− g(a)

b− a

)}
, dg(x)

]
.

Следовательно, по предыдущему пункту существуют c ∈ (a, b), (0, v) ∈ dg(c) и (0, w) ∈ dg(c)

такие, что

v − g(b)− g(a)

b− a
+ w = 0

или, что эквивалентно, g(b)− g(a) = (v + w)(b− a).

3. Пусть теперь x1, x2 ∈ Ω — произвольны. Положим xα = x1 + α(x2 − x1) и опреде-

лим функцию g(α) = f(xα) на отрезке [0, 1]. Как было указано в лемме 3.5.1, функция g

кодифференцируема на [0, 1], причём

Dg(α) =
[
{(a, v) ∈ R2 | v = ϕ(x2 − x1), (a, ϕ) ∈ df(xα)},

{(b, w) ∈ R2 | w = ψ(x2 − x1), (b, ψ) ∈ df(xα)}
]
.

Отсюда, с учётом пункта 2, получаем, что существуют θ ∈ (0, 1), (0, ϕ) ∈ df(x1 + θ(x2 − x1))

и (0, ψ) ∈ df(x1 + θ(x2 − x1)) такие, что

f(x2)− f(x1) = g(1)− g(0) = (ϕ+ ψ)(x2 − x1),

что и требовалось.
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В качестве следствия из предыдущей теоремы получаем следующее утверждение, ха-

рактеризующее локальное поведение непрерывно кодифференцируемой функции.

Следствие 3.5.1. Пусть функция f : Ω→ R кодифференцируема на множестве Ω. Пусть

также S ⊂ Ω — выпуклое множество такое, что кодифференциал функции f ограничен

на множестве S, т. е. существует R > 0 для которого

df(x) ∪ df(x) ⊂ B(0, R) ∀x ∈ S.

Тогда функция f удовлетворяет условию Липшица на множестве S. В частности, если

функция f непрерывно кодифференцируема, то она локально липшицева.

Доказательство. По теореме о среднем значении для любых x1, x2 ∈ S существуют θ ∈ (0, 1),

(0, ϕ) ∈ df(x1+θ(x2−x1)) и (0, ψ) ∈ df(x1+θ(x2−x1)) такие, что f(x2)−f(x1) = (ϕ+ψ)(x2−x1).

Откуда

|f(x2)− f(x1)| 6 2R‖x2 − x1‖ ∀x1, x2 ∈ S,

т. е. функция f удовлетворяет условию Липшица на S с константой L = 2R.

Замечание 3.5.3. Локальная липшицевость непрерывно кодифференцируемой функции,

определённой на конечномерном пространстве, была впервые доказана Кунцем в [105]. Одна-

ко отметим, что доказательство данного факта, предложенное в [105], отличается от данного

нами и опирается на теорему 3.5.1.

3.6 Метод кодифференциального спуска

Пусть X — нормированное пространство, функция f : X → R кодифференцируема на

X. Напомним, что если x∗ является точкой локального минимума (максимума) функции f ,

то по предложению 3.4.2

0 ∈ df(x∗) + {(0, ψ)} ∀(0, ψ) ∈ df(x∗) (3.16)(
0 ∈ df(x∗) + {(0, ϕ)} ∀(0, ϕ) ∈ df(x∗)

)
. (3.17)

Точку x ∈ X в которой выполнено условие (3.16) будем называть inf-стационарной точкой

функции f , а точку x в которой выполнено (3.17) — sup-стационарной точкой функции f .

Как указано в замечании 3.5.1, условие (3.16) эквивалентно условию: f ′(x, g) > 0 для всех

g ∈ X. Поэтому, если точка x не является inf-стационарной точкой функции f , то существует

g ∈ X такое, что f ′(x, g) < 0.
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Построим и исследуем теоретическую схему метода нахождения inf–стационарных то-

чек функции f на всём пространствеX, который естественно называть методом кодифферен-

циального спуска. Метод нахождения sup-стационарных точек (метод кодифференциального

подъёма) строится аналогичным образом.

3.6.1 Формулировка метода

Зафиксируем любые µ > 0 и 1 < p < +∞. Напомним, что

‖(a, ϕ)‖p = (|a|p + ‖ϕ‖p)
1
p ∀(a, ϕ) ∈ R×X∗.

Для любого x ∈ X определим множество

dµf(x) = {w ∈ df(x) | w = (b, ψ), 0 6 b 6 µ},

а для любого w ∈ dµf(x) положим L(xk, w) = df(xk) + {w}.

Теоретическая схема метода кодифференциального спуска задаётся следующим обра-

зом.

1. Выбрать x0 ∈ X.

2. k-ая итерация (k > 0):

(a) Вычислить df(xk), df(xk) и dµf(xk).

(b) Для каждого w ∈ dµf(x) найти (ak(w), ϕk(·;w)) ∈ L(xk, w) такое, что

inf
(a,ϕ)∈L(xk,w)

‖(a, ϕ)‖p = ‖(ak(w), ϕk(·;w))‖p. (3.18)

(c) Для каждого w ∈ dµf(x) вычислить ∆xk(w) ∈ X такое, что

inf
∆x∈SX

ϕk(∆x;w) = ϕk(∆xk(w);w) (3.19)

(если ϕk(·;w) = 0, то положим ∆xk(w) = 0).

(d) Для каждого w ∈ dµf(x) вычислить αk(w) по правилу

inf
α>0

f(xk + α∆xk(w)) = f(xk + αk(w)∆xk(w)). (3.20)

(e) Выбрать ∆xk ∈ X и αk ∈ [0,+∞) по правилу

inf
w∈dµf(xk)

f(xk + αk(w)∆xk(w)) = f(xk + αk∆xk) (3.21)

и положить xk+1 = xk + αk∆xk.
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Если на некотором шаге алоритма получится, что для любого w = (0, ψ) ∈ dµf(xk)

будет inf{‖(a, ϕ)‖p | (a, ϕ) ∈ L(xk, w)} = 0, то нетрудно проверить, что в точке xk выполнено

необходимое условие минимума (3.16), т. е. xk является inf–стационарной точкой функции f

и процесс прекращается.

Замечание 3.6.1. (i) Предложенный в данном разделе метод кодифференциального спус-

ка является обобщением соответствующего метода для конечномерных задач [16]. По пово-

ду различных модификаций метода кодифференциального спуска, учитывающих специфи-

ку различных задач, а также других методов минимизации кодифференцируемых функций

см. [5, 14, 69, 70, 82, 105].

(ii) Если функция f гиподифференцируема (гипердифференцируема), то к ней также

можно применить метод кодифференциального спуска (подъема), который в этом случае

целесообразно называть методом гиподифференциального спуска (гипердифференциального

подъема). Отметим, что в этом случае будет dµf(x) = {0}, и поэтому алгоритм в данном

случае упрощается.

(iii) В приложениях множества df(x) и df(x) обычно являются выпуклыми многогран-

никами. Поэтому в данном случае в множество dµf(x) достаточно включать только вершины

(b, ψ) множества df(x) такие, что b 6 µ. В результате такой редукции задачи (3.18)–(3.20)

придётся решать лишь конечное число раз, а в задаче (3.21) придётся выбирать лишь меж-

ду конечным числом направлений. Отметим также, что в случае когда множества df(x) и

df(x) являются многогранниками, на практике возникает задача нахождения вершин дан-

ных многогранников. Различные алгоритмы нахождения вершин выпуклых многогранников

обсуждались в [20, 25, 68, 71].

Естественным образом возникают следующие вопросы: при каких условиях точные

нижние грани в (3.18) и (3.19) достигаются, каковы свойства последовательности {xk}, по-

строенной по методу кодифференциального спуска и когда эта последовательность сходится

к inf-стационарной точке функции f . Несколько следующих разделов посвящены решению

этих вопросов.

3.6.2 Вспомогательные результаты

Задача (3.19) является задачей нахождения точной нижней грани значений линейного

непрерывного функционала ϕ ∈ X∗ на единичной сфере SX . Укажем условия, при выполне-

нии которых эта точная нижняя грань достигается.

Предположим, что существует нормированное пространство E такое, что X изометри-
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чески изоморфно сопряжённому пространству E∗. Тогда X∗, очевидно, является изометриче-

ски изоморфным пространству E∗∗. Предположим также, что функционалу ϕ соответствует

функционал F ∈ E∗∗, входящий в образ канонического вложения E в E∗∗. По предложе-

нию 1.2.4 функционал F непрерывен в слабой∗ топологии. Учитывая, что единичный шар

B(0, 1) в E∗ слабо∗ компактен по теореме Банаха–Алаоглу, получаем, что функционал F

достигает минимума на B(0, 1), а следовательно, и на SE∗ . Отсюда следует, что ϕ также

достигает минимума на сфере SX . В частности, если пространство X рефлексивно, то функ-

ционал ϕ достигает минимума на единичной сфере. При этом ясно, что miny∈SX ϕ(y) = −‖ϕ‖.

Для того чтобы получить условия, при которых точная нижняя грань в (3.18) до-

стигается, и исследовать свойства элемента, на котором она достигается, нам потребуется

специальная форма теоремы об отделимости (точнее, теоремы о существовании опорной ги-

перплоскости).

Теорема 3.6.1 (теорема об опорной гиперплоскости). Пусть X — строго выпуклое рефлек-

сивное нормированное пространство, выпуклое множество A ⊂ X∗ слабо компактно и

0 /∈ A. Пусть

min
ϕ∈A
‖ϕ‖ = ‖ϕ0‖, max

y∈SX
ϕ0(y) = ϕ0(y0).

Тогда для любого ϕ ∈ A выполняется неравенство

ϕ(y0) > ‖ϕ0‖ = ϕ0(y0).

Доказательство. Норма вX∗ слабо пн. сн. по теореме 1.3.2, а множество A слабо компактно,

поэтому infϕ∈A ‖ϕ‖ достигается. Обозначим элемент, на котором достигается эта нижняя

грань через ϕ0 ∈ A. Поскольку 0 /∈ A, то ϕ0 6= 0.

Так как нормированное пространство X — рефлексивно, то существует y0 ∈ SX такое,

что supy∈SX ϕ0(y) = ϕ0(y0) = ‖ϕ0‖, а поскольку пространство X — строго выпукло, то y0

единственно. Введем множество A′ = (1/‖ϕ0‖)A. Ясно, что оно выпукло, слабо компактно

и minϕ∈A′ ‖ϕ‖ = 1 = ‖ϕ‖, где ϕ = (1/‖ϕ0‖)ϕ0 ∈ A′. Обозначим открытый единичный шар в

пространстве X∗ через B = {ϕ ∈ X∗ | ‖ϕ‖ < 1}. Ясно, что множества A′ и B не перескаются.

Определим множество C = B − A′ + {ϕ}. Очевидно, что оно выпукло и 0 ∈ intC

(здесь внутренность множества понимается относительно топологии, порожденной нормой),

поскольку B ⊂ C.

Рассмотрим функцию Минковского множества C

pC : X∗ → R, pC(ψ) = inf{t > 0 | ψ ∈ tC}.
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Учитывая свойства множества C, получаем, что pC — это калибровочная функция. Так как

множества A′ и B не пересекаются, то ϕ /∈ C, откуда pC(ϕ) > 1. Заметим, что pC(ψ) 6 1 для

всех ψ ∈ C.

Определим линейный функционал f0(λϕ) = λ = λϕ(y0) для любого λ ∈ R на одно-

мерном подпространстве L = lin{ϕ}. Покажем, что калибровочная функция pC мажори-

рует функционал f0. Если λ > 0, то f0(λϕ) = λ 6 λpC(ϕ) = pC(λϕ); если же λ < 0, то

f0(λϕ) < 0 6 pC(λϕ). Значит f0 6 pC на L. Тогда по теореме Хана–Банаха функционал

f0 можно продолжить до линейного функционала f на X∗, удовлетворяющего неравенству

f(ψ) 6 pC(ψ) для всех ψ ∈ X∗. Отсюда следует, что f(ψ) 6 1 для любого ψ ∈ C, а поскольку

B ⊂ C, то |f(ψ)| 6 1 для всех ψ ∈ B. Отсюда f ∈ X∗∗ и ‖f‖ 6 1.

Пусть ϕ ∈ A′, ψ ∈ B, тогда ψ − ϕ+ ϕ ∈ C и

f(ψ)− f(ϕ) + 1 = f(ψ − ϕ+ ϕ) 6 pC(ψ − ϕ+ ϕ) 6 1,

так как f(ϕ) = 1. Таким образом,

f(ψ) 6 f(ϕ) ∀ϕ ∈ A′, ∀ψ ∈ B. (3.22)

Поскольку пространство X — рефлексивно, то существует x0 ∈ X такое, что f(ϕ) =

ϕ(x0) для любого ϕ ∈ X∗. Отметим, что ‖x0‖ = ‖f‖ 6 1. Покажем, что x0 = y0. Допустим

противное. Пусть x0 6= y0. Из определения y0 следует, что ϕ(y0) = ‖ϕ‖ = 1, откуда с учетом

определения функционала f имеем

f(ϕ) = ϕ(x0) = 1 = ‖ϕ‖ = ϕ(y0). (3.23)

Так как справедливо неравенство |ϕ(x0)| 6 ‖ϕ‖‖x0‖ = ‖x0‖ 6 1, то из (3.23) следует, что

‖x0‖ = 1, т. е. x0 ∈ SX . Значит supy∈SX |ϕ(y)| = ‖ϕ‖ достигается на x0 и на y0, откуда, в силу

строгой выпуклости пространства X, будет y0 = x0.

Учитывая (3.22) имеем, что

ϕ(y0) > ψ(y0) ∀ϕ ∈ A′, ψ ∈ B.

Откуда

ϕ(y0) > sup
ψ∈B

ψ(y0) = ‖y0‖ = 1 ∀ϕ ∈ A′,

а тогда

ϕ(y0) > ‖ϕ0‖ = ϕ0(y0)

для любого ϕ ∈ A, что и требовалось доказать.
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Замечание 3.6.2. Условие строгой выпуклости пространства X в теореме отбросить нель-

зя. Покажем это на примере. Возьмем в качестве пространства X плоскость R2 с нор-

мой ‖x‖1 = |x1| + |x2|, тогда X∗ изометрически изоморфно пространству R2 с нормой

‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|}. В качестве множества A возьмем множество функционалов, соот-

ветствующих на плоскости отрезку co{(1,−1), (1, 1)}.

Ясно, что множество A — выпукло и слабо компактно. В качестве функционала с

минимальной нормой, очевидно, можно взять любой функционал из A. Положим ϕ0(x) =

x1 − x2. Нетрудно понять, что y0 есть любая точка из отрезка co{(1, 0), (0,−1)}. Возьмем

y0 = (1/2,−1/2), ϕ0(y0) = 1. Пусть ϕ(x) = x1 + x2, ϕ ∈ A, но тогда ϕ(y0) = 0 < ϕ0(y0).

Получим с помощью теоремы 3.6.1 условия, при которых точная нижняя грань в (3.18)

достигается, а также опишем важные свойства элемента, доставляющего минимум. Если 0 ∈

L(xk, w), то нижняя грань в (3.18), очевидно, достигается на элементе 0. Если же 0 /∈ L(xk, w),

то ответ на поставленный вопрос дает следующее утверждение.

Следствие 3.6.1. Пусть X — строго выпуклое рефлексивное нормированное пространство,

выпуклое множество A ⊂ R×X∗ компактно в топологии τ × w∗, 0 /∈ A. Пусть также

min
(a,ϕ)∈A

‖(a, ϕ)‖p = ‖(a0, ϕ0)‖p = (|a0|p + ‖ϕ0‖p)
1
p ,

min
y∈SX

ϕ0(y) = ϕ0(y0) = −‖ϕ0‖

(1 < p < +∞). Тогда для любых (a, ϕ) ∈ A выполняется неравенство

− sign(a0)|a0|p−1a− ‖ϕ0‖p−1ϕ(y0) 6 −(‖(a0, ϕ0)‖p)p.

Доказательство. Рассмотрим пространство R×X с нормой

‖(c, x)‖q = (|c|q + ‖x‖q)
1
q ,

где 1 < q < +∞, 1
p

+ 1
q

= 1. Ясно, что это пространство, как и пространство X, является

строго выпуклым и рефлексивным.

Обозначим через i естественный изоморфизм между R × X∗ и (R × X)∗. Оператор

i является изометрическим по предложению 3.1.1. Очевидно, что множество i(A) является

выпуклым слабо компактным и 0 /∈ i(A). Тогда по предыдущей теореме inf{‖F‖ | F ∈ i(A)}

достигается. Обозначим элемент, на котором достигается минимум, через F0. Из того, что

i — это изометрия, следует, что минимум нормы достигается и на множестве A, причем

элемент с минимальной нормой в множествах A и i(A) будет один и тот же с точностью до

изоморфизма. Обозначим i−1(F0) через (a0, ϕ0) ∈ A.
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Также из теоремы 3.6.1 получаем, что

F ((c, x)) 6 F0((c, x)) ∀F ∈ i(A), (3.24)

где

min
(c,x)∈SR×X

F0((c, x)) = F0((c, x)) = −‖F0‖.

Так как F0 = i((a0, ϕ0)), то нетрудно проверить, что

(c, x) =
1

(‖(a0, ϕ0)‖p)p−1
(− sign(a0)|a0|p−1, ‖ϕ0‖p−1y0),

а отсюда, учитывая (3.24), получим, что для любого (a, ϕ) ∈ A будет

− sign(a0)|a0|p−1a+ ‖ϕ0‖p−1ϕ(y0) 6 −(‖(a0, ϕ0)‖p)p,

что и требовалось доказать.

Замечание 3.6.3. Любое гильбертово пространство является строго выпуклым рефлексив-

ным нормированным пространством. Отметим также, что пространства Lp и пространства

Соболева Wm
p при 1 < p < +∞ тоже строго выпуклые и рефлексивные (доказательство см.,

например, в [19, 63]).

3.6.3 Исследование метода кодифференциального спуска

Изучим свойства последовательности, определяемой по методу кодифференциального

спуска для функции f . Для этого предположим, что пространство X рефлексивно и строго

выпукло.

Пусть на k-м шаге кодифференциального спуска была получена точка xk, причём точ-

ка xk не является inf–стационарной. В соответствии с методом, для построения следующей

точки необходимо для любого w ∈ dµf(xk) найти

min
v∈L(xk,w)

‖v‖p = ‖vk(w)‖p, (3.25)

где vk(w) = (ak(w), ϕk(·;w)). Как уже отмечалось, если 0 ∈ L(xk, w), то, очевидно, vk(w) = 0.

Если же 0 /∈ L(xk, w), то по следствию 3.6.1 минимум в (3.25) достигается. Далее необходимо

найти ∆xk(w) ∈ SX такое, что

min
∆x∈SX

ϕk(∆x;w) = ϕk(∆xk(w);w). (3.26)

По предположению пространство X строго выпукло и рефлексивно, поэтому минимум в

(3.26) достигается, причем ∆xk(w) единственно. Напомним, что если ϕk(·;w) = 0, то по

определению ∆xk(w) = 0.
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Покажем, что среди всех ∆xk(w) существуют такие, которые являются направлениями

спуска функции f в точке xk. Так как в точка xk не inf–стационарна, то существует w′ =

(0, ψ′k) ∈ df(xk) такое, что 0 /∈ df(xk) + {(0, ψ′k)} = L(xk, w
′). Из этого, в частности, вытекает,

что (ak(w
′), ϕk(·;w′)) 6= 0.

По следствию 3.6.1 имеем, что для любых (a, ϕ) ∈ L(xk, w
′) выполняется неравенство

− sign(ak(w
′))|ak(w′)|p−1a+ ‖ϕk(·;w′)‖p−1ϕ(∆xk(w

′)) 6 −(‖(ak(w′), ϕk(·;w′))‖p)p < 0.

Отсюда получаем, что для любых (0, ϕ) ∈ df(xk) + {(0, ψ′k)} справедливо неравенство

‖ϕk(·;w′)‖p−1ϕ(∆xk(w
′)) 6 −(‖(ak(w′), ϕk(·;w′))‖p)p < 0,

значит ϕk(·;w′) 6= 0 и ∆xk(w
′) 6= 0. Отсюда получаем справедливость следующего утвержде-

ния.

Предложение 3.6.1. Если для некоторого w = (0, ψ) ∈ dµf(x) будет 0 /∈ L(xk, w), то

ϕk(·, w) 6= 0 и ∆xk(w) 6= 0.

С учётом вида квазидифференциала кодифференцируемой функции (предложение

3.5.1) имеем

f ′(xk,∆xk(w
′)) = min

ψ∈∂f(xk)
max

ϕ∈∂f(xk)+{ψ}
ϕ(∆xk(w

′)) ≤ max
ϕ∈∂f(xk)+{ψ′k}

ϕ(∆xk(w
′)) 6

6 − 1

‖ϕk(·;w′)‖p−1
(‖(ak(w′), ϕk(·;w′))‖p)p < 0,

т. е. ∆xk(w
′) является направлением спуска функции f . В итоге получаем справедливость

следующего утверждения.

Предложение 3.6.2. Если точка xk ∈ X не является inf–стационарной, то существует

w′ = [0, ψ′k] ∈ df(xk) такое, что f ′(xk,∆xk(w′)) < 0, откуда, в частности, следует, что

f(xk+1) < f(xk).

Теперь оценим убывание функции f вдоль каждого направления ∆xk(w), что понадо-

бится при исследовании сходимости метода кодифференциального спуска. По предположе-

нию функция f кодифференцируема, поэтому для любого w = (b, ψ) ∈ dµf(xk) выполняется

f(xk + α∆xk(w)) = f(xk) +

+ max
(a,ϕ)∈df(xk)

(a+ ϕ(∆xk(w))) + min
(b,ψ)∈df(xk)

(b+ ψ(∆xk(w))) + o(α, xk) = f(xk) +

+ min
(b,ψ)∈df(xk)

max
(a+b,ϕ)∈df(xk)+{(b,ψ)}

(a+ b+ αϕ(∆xk(w))) + o(α, xk) 6 f(xk) +

+ max
(a+b,ϕ)∈L(xk,w)

(a+ b+ αϕ(∆xk(w))) + o(α, xk), (3.27)
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где o(α, xk)/α→ 0 при α→ 0. Предположим, что 0 /∈ L(xk, w), тогда по следствию 3.6.1 для

любых (a, ϕ) ∈ L(xk, w) выполняется неравенство

− sign(ak(w))|ak(w)|p−1a+ ‖ϕk(·;w)‖p−1ϕ(∆xk(w)) 6 −(‖(ak(w), ϕk(·;w))‖p)p. (3.28)

Если же 0 ∈ L(xk, w), то неравенство (3.28) очевидно. Для упрощения записи положим

ξk(w) =

1/‖ϕk(·;w)‖p−1, если ‖ϕk(·;w)‖ 6= 0,

1, в противном случае,

и

ηk(w) =

− sign(ak(w))|ak(w)|p−1/‖ϕk(·;w)‖p−1, если ‖ϕk(·;w)‖ 6= 0,

− sign(ak(w))|ak(w)|p−1, в противном случае.

Из неравенства (3.28) получаем, что для любого w ∈ dµf(xk) выполняется соотношение

ϕ(∆xk(w)) 6 −ξk(w)(‖[ak(w), ϕk(·;w)]‖p)p − ηk(w)a ∀(a, ϕ) ∈ L(xk, w).

Откуда, с учётом (3.27), находим, что для любого w ∈ dµf(xk) справедливо неравенство

f(xk + α∆xk(w)) 6 f(xk) +

+ max
(a+b,ϕ)∈L(xk,w)

(
a+ b− αξk(w)(‖(ak(w), ϕk(·;w))‖p)p − αηk(w)(a+ b)

)
+

+ o(α, xk) = f(xk)− αξk(w)(‖(ak(w), ϕk(·;w))‖p)p +

+ max
(a+b,ϕ)∈L(xk,w)

(
(a+ b)(1− αηk(w))

)
+ o(α, xk). (3.29)

При достаточно малых α > 0 будет (1− αηk(w)) > 0, отсюда

f(xk + α∆xk(w)) 6 f(xk)− αξk(w)(‖(ak(w), ϕk(·;w))‖p)p+

+ (1− αηk(w))b+ o(α, xk). (3.30)

В итоге получаем справедливость следующего утверждения.

Предложение 3.6.3. Если точка xk ∈ X не является inf–стационарной, то для любого

w ∈ dµf(xk) существует αw > 0 такое, что справедлива оценка

f(xk + α∆xk(w)) 6 f(xk)− αξk(w)(‖(ak(w), ϕk(·;w))‖p)p+

+ (1− αηk(w))b+ o(α, xk) ∀α ∈ (0, αw),

где o(α, xk)/α→ 0 при α ↓ 0.
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Отметим, что в (3.30) выполнено b ∈ [0, µ], поэтому направление ∆xk(w) может и

не быть направлением спуска функции f (даже если ‖(ak(w), ϕk(·;w))‖ > 0). Но, как было

показано выше, найдется хотя бы одно w′ ∈ dµf(xk), для которого направление ∆xk(w
′) будет

направлением спуска.

Замечание 3.6.4. Ясно, что в методе кодифференциального спуска направление движения на

каждом шаге (xk+1−xk) может и не быть направлением спуска (в этом направлении функция

может вначале возрастать, а затем убывать, т. е. алгоритм позволяет “обходить” некоторые

точки локального минимума, см. [82]).

3.6.4 Сходимость метода кодифференциального спуска

Покажем, что если последовательность, построенная по методу кодифференциального

спуска, сходится, то при некоторых предположениях относительно функции f предельная

точка этой последовательности будет inf–стационарной точкой рассматриваемой функции.

Для этого нам потребуется определение равномерной кодифференцируемости.

Определение 3.6.1. Функция f : Ω → R называется равномерно кодифференцируемой в

некоторой окрестности O точки x0 ∈ Ω, если функция f кодифференцируема в данной

окрестности и для любых x ∈ O и ∆x ∈ X справедливо равенство

f(x+ ∆x)− f(x) = max
(a,ϕ)∈df(x)

(a+ ϕ(∆x)) + min
(b,ψ)∈df(x)

(b+ ψ(∆x)) + o(∆x, x),

где o(α∆x, x)/α→ при α ↓ 0 равномерно по x ∈ O и ∆x ∈ SX .

Очевидно, что равномерно кодифференцируемая в некоторой окрестности точки x ∈ Ω

функция f : Ω→ R является кодифференцируемой по Фреше в данной точке. При этом, как

и в случае кодифференцируемости по Фреше, нетрудно проверить, что для любых непре-

рывно равномерно кодифференцируемых в некоторой окрестности точки x ∈ Ω функций

f1, f2 : Ω→ R, вещественных чисел λ1, λ2 ∈ R и непрерывно дифференцируемой функции g,

определённой в некоторой окрестности точки (f1(x), f2(x)) ∈ R2, функции λf1 + λf2, f1 · f2,

max{f1, f2}, min{f1, f2} и g(f1(·), f2(·)) также являются непрерывно равномерно кодиффе-

ренцируемыми в некоторой окрестности точки x.

Справедлива следующая теорема о стационарности предельных точек последователь-

ности, построенной по методу кодифференциального спуска.

Теорема 3.6.2. Пусть X — строго выпуклое рефлексивное нормированное пространство,

функция f : X → R непрерывно кодифференцируема на X и infx∈X f(x) > −∞. Предположим
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также, что последовательность {xk}, построенная по методу кодифференциального спус-

ка для функции f , сходится к точке x∗ ∈ X, а функция f равномерно кодифференцируема

в некоторой окрестности точки x∗. Тогда точка x∗ является стационарной точкой функ-

ции f на X. Если, кроме того, функция f выпукла, то x∗ — точка глобального минимума

функции f .

Доказательство. Предположим, что точка x∗ не является стационарной, тогда существует

w0 = (0, ψ0) ∈ df(x∗) такое, что 0 /∈ df(x∗) + {(0, ψ0)} = L(x∗, w0). Положим

min
w∈L(x∗,w0)

‖w‖p = ‖(a∗, ϕ∗)‖p.

Поскольку 0 /∈ L(x∗, w0), то ‖(a∗, ϕ∗)‖p > 0 и нетрудно показать, что ‖ϕ∗‖ > 0 (предложение

3.6.1).

По предположению кодифференциальное отображение непрерывно, поэтому найдется

последовательность {w(k)} такая, что

w(k) = (bk, ψk) ∈ df(xk), 0 6 bk 6 µ, w(k) → w0 = (0, ψ0). (3.31)

Из непрерывности df(x) следует, что ‖(ak(w(k)), ϕk(·;w(k)))‖p → ‖(a∗, ϕ∗)‖p. При этом яс-

но, что ‖ϕk(·;w(k))‖ → ‖ϕ∗‖ и ak(w
(k)) → a∗, а тогда, начиная с некоторого номера, имеем

‖ϕk(·;w(k))‖ > 0 и при k →∞ будет

ξk(w
(k))→ ξ(w0) =

1

‖ϕ∗‖p−1
, ηk(w

(k))→ η(w0) =
− sign(a∗)|a∗|p−1

‖ϕ∗‖p−1
. (3.32)

Из (3.32) следует, что существует такое α∗ > 0, что при достаточно больших k будет (1 −

α∗ηk(w
(k))) > 0 (см. (3.29) и (3.30)) и поэтому для любого α ∈ (0, α∗) будет

f(xk + α∆xk(w
(k))) 6 f(xk)− αξk(w(k))(‖(ak(w(k)), ϕk(·;w(k)))‖p)p +

+ (1− αηk(w(k)))bk + o(α, xk).

Также из (3.32) получаем, что начиная с некоторого номера,

f(xk + α∆xk(w
(k))) 6 f(xk)−

3α

4
ξ(w0)(‖(a∗, ϕ∗)‖p)p + (1− αηk(w(k)))bk + o(α, xk).

Поскольку функция f равномерно кодифференцируема в некоторой окрестности точки x∗,

то найдется 0 < α0 < α∗ такое, что при достаточно больших k будет

f(xk + α0∆xk(w
(k))) 6 f(xk)−

α0

2
ξ(w0)(‖(a∗, ϕ∗)‖p)p + (1− α0ηk(w

(k)))bk.

Так как bk → 0 и ηk(w(k)) → η(w0) (см. (3.31) и (3.32)), то при k больше некоторого k0 ∈ N,

имеем

f(xk + α0∆xk(w
(k))) 6 f(xk)−

α0

4
ξ(w0)(‖(a∗, ϕ∗)‖p)p.
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Тем более f(xk+1) 6 f(xk) − α0

4
ξ(w0)(‖(a∗, ϕ∗)‖p)p. Отсюда следует, что при k → ∞ будет

f(xk)→ −∞, а это противоречит предположению infx∈X f(x) > −∞.

Замечание 3.6.5. (i) В случае когда пространство X конечномерно, выполнение одного из

условий:

1. множество {x ∈ X | f(x) 6 f(x0)} ограничено,

2. lim‖x‖→∞ f(x) = +∞

гарантирует существование предельных точек у последовательности, построенной по методу

кодифференциального спуска.

(ii) Применение метода кодифференциального спуска к решению различных гладких

задач вариационного исчисления рассматривалось в [14, 18, 48–50, 86, 90].
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Глава 4

Исчерпывающие семейства

неоднородных выпуклых аппроксимаций

В данном разделе изучаются исчерпывающие семейства неоднородных верхних выпук-

лых и нижних вогнутых аппроксимаций негладкой функции, непосредственно связанные с

понятиями коэкзостера и H–гипердифференцируемости в случае, когда множество H состо-

ит из собственных полунепрерывных снизу выпуклых функций. Мы обсуждаем некоторые

вопросы вычисления исчерпывающих семейств данных аппроксимаций, выводим различные

необходимые, а в некоторых случаях и достаточные, условия экстремума. Также мы описы-

ваем и исследуем метод спуска, основанный на неоднородных выпуклых аппроксимациях,

и затем при помощи этого метода строим модифицированный метод кодифференциального

спуска.

4.1 Определение неоднородных выпуклых

аппроксимаций

Верхние выпуклые аппроксимации негладких функций изучались различными авто-

рами (см., например, [16, 34, 43, 93]). Однако, часто при исследовании различных негладких

экстремальных задач применение отдельных выпуклых аппроксимаций недостаточно для

полноценного исследования задачи. Поэтому в [23, 24], по аналогии с положительно одно-

родным случаем (см. [16, 17, 43]), было предложено рассматривать исчерпывающие семейства

неоднородных верхних выпуклых аппроксимаций.

Прежде чем дать определение исчерпывающего семейства неоднородных верхних вы-

пуклых аппроксимаций, напомним определения верхней выпуклой аппроксимации (далее
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в.в.а.) и нижней вогнутой аппроксимации (далее н.в.а.).

Пусть везде далее X — вещественное нормированное пространство, Ω ⊂ X — открытое

множество, функция f : Ω→ R, x ∈ Ω.

Определение 4.1.1. Пн сн. собственную выпуклую функцию ϕ : X → R будем называть

сильной неоднородной в.в.а. функции f в точке x, если выполнены следующие условия:

1. 0 ∈ int domϕ и ϕ(0) > 0;

2. для любого ε > 0 существует r > 0 такое, что O(x, r) ⊂ Ω и

f(x+ ∆x) 6 f(x) + ϕ(∆x) + ε‖∆x‖ ∀∆x ∈ O(0, r).

Определение 4.1.2. Пн. сн. собственную выпуклую функцию ϕ : X → R будем называть

слабой неоднородной в.в.а. функции f в точке x, если выполнены следующие условия:

1. 0 ∈ int domϕ и ϕ(0) > 0;

2. для любых ε > 0 и ∆x ∈ X существует α0 > 0 такое, что co{x, x+ α0∆x} ⊂ Ω и

f(x+ α∆x) 6 f(x) + ϕ(α∆x) + εα‖∆x‖ ∀α ∈ [0, α0).

Очевидно, что всякая сильная неоднородная в.в.а., является также и слабой неодно-

родной в.в.а.. Обратное, в общем случае, неверно.

Определение 4.1.3. Пн. св. собственную вогнутую функцию ψ : X → R будем называть

сильной неоднородной н.в.а. функции f в точке x, если выполнены следующие условия:

1. 0 ∈ int domψ и ψ(0) 6 0;

2. для любого ε > 0 существует r > 0 такое, что O(x, r) ⊂ Ω и

f(x+ ∆x) > f(x) + ψ(∆x)− ε‖∆x‖ ∀∆x ∈ O(0, r).

По аналогии с определением слабой неоднородной в.в.а., определяется и слабая неод-

нородная н.в.а.. Для краткости будем далее писать неодн. в.в.а. и неодн. н.в.а.. Очевидно,

что неодн. в.в.а. (неодн. н.в.а.) является верхней H–выпуклой (нижней H–вогнутой) аппрок-

симацией для множества H, состоящего из всех непрерывных аффинных функций.

Укажем простой критерий существования сильной неоднородной в.в.а. негладкой

функции.
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Предложение 4.1.1. Для того чтобы существовала сильная неодн. в.в.а. ϕ функции f в

точке x такая, что ϕ(0) = 0 достаточно, а в случае когда пространство X банахово и

необходимо, чтобы существовали L > 0 и r > 0 такие, что

f(x+ ∆x)− f(x) 6 L‖∆x‖ ∀∆x ∈ B(0, r).

Доказательство. Необходимость. Пусть ϕ является сильной неодн. в.в.а. функции f в точке

x и ϕ(0) = 0. Тогда существует r1 > 0 такое, что

f(x+ ∆x)− f(x) 6 ϕ(∆x) + ‖∆x‖ ∀∆x ∈ B(0, r1).

По теореме 1.3.4 функция ϕ локально липшицева на int domϕ. Следовательно, существуют

L > 0 и r2 > 0 такие, что

|ϕ(∆x)− ϕ(0)| = |ϕ(∆x)| 6 L‖∆x‖ ∀∆x ∈ B(0, r2),

откуда

f(x+ ∆x)− f(x) 6 (L+ 1)‖∆x‖ ∀∆x ∈ B(0,min{r1, r2}).

Достаточность. В качестве сильной неодн. в.в.а. функции f в точке x можно взять

функцию ϕ(·) = L‖ · ‖ для которой выполнено условие ϕ(0) = 0.

Перейдём теперь к основному определению.

Определение 4.1.4. Семейство сильных (слабых) неодн. в.в.а. {ϕλ}, λ ∈ Λ, функции f в

точке x будем называть исчерпывающим, если для любого допустимого ∆x ∈ X будет

f(x+ ∆x) = f(x) + inf
λ∈Λ

ϕλ(∆x) + o(∆x)

где infλ∈Λ ϕλ(0) = 0 и

o(∆x)

‖∆x‖
→ 0 при ∆x→ 0

(
o(α∆x)

α
→ 0 при α ↓ 0

)
. (4.1)

Определение 4.1.5. Семейство сильных (слабых) неодн. н.в.а. {ψλ}, λ ∈ Λ, функции f в

точке x будем называть исчерпывающим, если для любого допустимого ∆x ∈ X будет

f(x+ ∆x) = f(x) + sup
λ∈Λ

ψλ(∆x) + o(∆x)

где supλ∈Λ ψλ(0) = 0 и выполнено (4.1).

Наконец, если исчерпывающее семейство в.в.а. (н.в.а.) состоит из одной функции, то

её мы назовём исчерпывающей неодн. в.в.а. (н.в.а.) функции f в точке x. Будем говорить,
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что функция f допускает сильную (слабую) неодн. в.в.а. (н.в.а.) в точке x, если существует

исчерпывающее семейство сильных (слабых) неодн. в.в.а. (н.в.а.) функции f в точке x.

Понятие исчерпывающего семейства неодн. в.в.а тесно связано с понятием H–

гипердифферецируемости. Следующее утверждение непосредственно вытекает из определе-

ний.

Предложение 4.1.2. Пусть f : Ω → R — произвольная функция, x ∈ Ω. Для того чтобы

функция f была H–гипердифференцируема в точке x по отношению к множеству H, состо-

ящему из всех собственных пн. сн. выпуклых функций h : X → R таких, что 0 ∈ int domh

необходимо и достаточно, чтобы существовало исчерпывающее семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ,

слабых неодн. в.в.а. функции f в точке x, такое, что

0 ∈ int dom
(

inf
λ∈Λ

ϕλ
)
.

Замечание 4.1.1. Таким образом, результаты данного раздела являются непосредственным

обобщением примера 2.6.3.

Отметим очевидный пример функции, допускающей сильную неодн в.в.а. (сильную

неодн. н.в.а.).

Предложение 4.1.3. Пусть x ∈ Ω, функции f, g : X → R имеют вид

f = inf
λ∈Λ

ϕλ, g = sup
γ∈Γ

ψγ,

где все ϕλ : X → R — пн. сн. собственные выпуклые функции, ψγ : X → R — пн. св. соб-

ственные вогнутые функции. Тогда, если x ∈ int domϕλ для всех λ ∈ Λ, то семейство

{ϕ̂λ(·) = ϕλ(x + ·) − f(x) | λ ∈ Λ} является исчерпывающим семейством сильных неодн.

в.в.а. функции f в точке x ∈ Ω, а если x ∈ int domψγ для всех γ ∈ Γ, то семейство

{ψ̂γ(·) = ψγ(x + ·) − g(x) | γ ∈ Γ} является исчерпывающим семейством сильных неодн.

н.в.а. функции g в точке x ∈ Ω.

4.2 Исчисление неоднородных верхних выпуклых и

нижних вогнутых аппроксимаций

В этом параграфе мы рассмотрим вопрос вычисления исчерпывающих семейств неодн.

в.в.а. (н.в.а.) некоторых функций. Все утверждения в этом параграфе будут сформулированы

для семейств сильных в.в.а. (н.в.а.), однако, все они справедливы и для семейств слабых в.в.а.

(н.в.а.).
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Пусть везде далее, x ∈ Ω, а также предположим, что все рассматриваемые функции

(за исключением неодн. в.в.а. и неодн. н.в.а.) определены на множестве Ω и принимают

вещественные значения.

Рассуждая как и при выводе формул для вычисления H–кодифференциалов, легко по-

лучить справедливость следующих правил для вычисления исчерпывающих семейств неодн.

в.в.а. и неодн. н.в.а..

Предложение 4.2.1. Пусть семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семей-

ством сильных неодн. в.в.а. (н.в.а.) функции f в точке x, число c ∈ R. Тогда семейство

{ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семейством сильных неодн. в.в.а. (н.в.а.) функции

f + c в точке x.

Предложение 4.2.2. Пусть семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семей-

ством сильных неодн. в.в.а. (н.в.а.) функции f в точке x, число c ∈ R. Тогда, если c > 0,

то семейство {cϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семейством сильных неодн. в.в.а.

(н.в.а.) функции cf в точке x, если же c < 0, то семейство {cϕλ}, λ ∈ Λ, является исчер-

пывающим семейством сильных неодн. н.в.а. (в.в.а.) функции cf в точке x.

Предложение 4.2.3. Пусть семейство {ϕλβ}, λβ ∈ Λβ, является исчерпывающим семей-

ством сильных неодн. в.в.а. функции fβ в точке x, β ∈ B (B — произвольное множество),

т.е. для всех β ∈ B и для любого допустимого ∆x ∈ X выполняется

fβ(x0 + ∆x) = fβ(x0) + inf
λβ∈Λβ

ϕλβ(∆x) + oβ(∆x),

где
oβ(∆x)

‖∆x‖
→ 0 при ∆x→ 0. (4.2)

Тогда, если f(y) = infβ∈B fβ(y) > −∞ для всех y ∈ Ω и соотношение (4.2) выполняется

равномерно по β ∈ B, то семейство {ϕλβ + fβ(x) − f(x) | λβ ∈ Λβ, β ∈ B} является

исчерпывающим семейством сильных неодн. в.в.а. функции f в точке x.

Замечание 4.2.1. Справедливо аналогичное утверждение о вычислении исчерпывающего се-

мейства сильных неодн. н.в.а. точной верхней грани множества функций, допускающих силь-

ную неодн. н.в.а..

Предложение 4.2.4. Пусть семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семей-

ством сильных неодн. в.в.а. (н.в.а.) функции f1 в точке x, а семейство {ψγ}, γ ∈ Γ, яв-

ляется исчерпывающим семейством сильных неодн. в.в.а. (н.в.а.) функции f2 в точке x.

Тогда семейство {χλ,γ | χλ,γ = ϕλ + ψγ, λ ∈ Λ, γ ∈ Γ} является исчерпывающим семейством

сильных неодн. в.в.а. (н.в.а.) функции f1 + f2 в точке x.
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В рассматриваемом случае можно установить результат эквивалентный H–

гипердифференцируемости супремума бесконечного семейства H–гипердифференцируемых

функций.

Теорема 4.2.1. Пусть семейство {ϕλβ}, λβ ∈ Λβ, является исчерпывающим семейством

сильных неодн. в.в.а. функции fβ в точке x, β ∈ B (B — произвольное множество), т.е.

для всех β ∈ B и для любого допустимого ∆x ∈ X

fβ(x+ ∆x) = fβ(x) + inf
λβ∈Λβ

ϕλβ(∆x) + oβ(∆x),

где
oβ(∆x)

‖∆x‖
→ 0 при ∆x→ 0. (4.3)

Пусть f(y) = supβ∈B fβ(y) < +∞ для всех y ∈ Ω. Предположим, что соотношение (4.3)

выполняется равномерно по β ∈ B и для всех p ∈
∏

β∈B Λβ
1, выполняется

0 ∈ int dom(sup
β∈B

ϕp(β)). (4.4)

Тогда семейство {
χp | χp = sup

β∈B
(ϕp(β) + fβ(x)− f(x)), p ∈

∏
β∈B

Λβ

}
является исчерпывающим семейством сильных неодн. в.в.а. функции f в точке x.

Доказательство. Зафиксируем произвольное допустимое ∆x ∈ X. Из определения исчер-

пывающего семейства сильных неодн. в.в.а. имеем

f(x+ ∆x) = sup
β∈B

fβ(x+ ∆x) = f(x) + sup
β∈B

[fβ(x)− f(x) + inf
λβ∈Λβ

ϕλβ(∆x) + oβ(∆x)].

Поскольку соотношение (4.3) выполняется равномерно по β ∈ B, то

f(x+ ∆x) = f(x) + sup
β∈B

inf
λβ∈Λβ

(ϕλβ(∆x) + fβ(x)− f(x)) + o(∆x),

где o(∆x)/‖∆x‖ → 0 при ∆x→ 0. Покажем, что

sup
β∈B

inf
λβ∈Λβ

(ϕλβ(∆x) + fβ(x)− f(x)) = inf
p∈

∏
β∈B Λβ

sup
β∈B

(ϕp(β)(∆x) + fβ(x)− f(x)). (4.5)

Для произвольных p ∈
∏

β∈B Λβ и β ∈ B справедливо неравенство

sup
β∈B

(ϕp(β)(∆x) + fβ(x)− f(x)) > ϕp(β)(∆x) + fβ(x)− f(x),

1здесь знак
∏

обозначает прямое произведение множеств Λβ
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откуда для любых β ∈ B и p ∈
∏

β∈B Λβ будет

sup
β∈B

(ϕp(β)(∆x) + fβ(x)− f(x)) ≥ inf
λβ∈Λβ

(ϕλβ(∆x) + fβ(x)− f(x)),

следовательно

inf
p∈

∏
β∈B Λβ

sup
β∈A

(ϕp(β)(∆x) + fβ(x)− f(x)) ≥ sup
β∈B

inf
λβ∈Λβ

(ϕλβ(∆x) + fβ(x)− f(x)). (4.6)

Покажем обратное неравенство. По определению точной нижней грани, для любого β ∈ B и

для любого ε > 0 существует такое λβ ∈ Λβ, что

ϕλβ(∆x) + fβ(x)− f(x)− ε 6 inf
λβ∈Λβ

(ϕλβ(∆x) + fβ(x)− f(x)),

откуда

sup
β∈B

(ϕλβ(∆x) + fβ(x)− f(x))− ε ≤ sup
β∈B

inf
λβ∈Λβ

(ϕλβ(∆x) + fβ(x)− f(x)),

тем более

inf
p∈

∏
β∈B Λβ

sup
β∈B

(ϕp(β)(∆x) + fβ(x)− f(x))− ε ≤ sup
β∈B

inf
λβ∈Λβ

(ϕλβ(∆x) + fβ(x)− f(x)).

Ввиду произвольности ε > 0 получаем требуемое неравенство, из которого, с учётом (4.6),

вытекает справедливость равенства (4.5).

В итоге имеем, что для любого допустимого ∆x ∈ X выполняется

f(x+ ∆x) = f(x) + inf
p∈

∏
β∈B Λβ

sup
β∈B

(ϕp(β)(∆x) + fβ(x)− f(x)) + o(∆x).

То, что для любого p ∈
∏

β∈B Λβ функция χp = supβ∈B(ϕp(β) + fβ(x)− f(x)) является сильной

неодн. в.в.а. функции f в точке x проверяется непосредственно.

Замечание 4.2.2. Справедливо аналогичное утверждение о вычислении исчерпывающего се-

мейства сильных неодн. н.в.а. точной нижней грани множества функций, допускающих силь-

ную неодн. н.в.а..

Пусть Y — нормированное пространство и пусть задан линейный непрерывный опера-

тор T : Y → X. Предположим также, что y ∈ Y , Ty = x и в некоторой окрестности точки y

имеет смысл суперпозиция f ◦ T . Непосредственно проверяется справедливость следующего

утверждения.

Предложение 4.2.5. Пусть семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семей-

ством сильных неодн. в.в.а. (н.в.а.) функции f в точке x. Тогда семейство {ϕλ ◦T}, λ ∈ Λ,

является исчерпывающим семейством сильных неодн. в.в.а. (н.в.а.) функции f ◦T в точке

y.
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4.3 Условия экстремума

Целью данного раздела является получение необходимых, а в некоторых случаях

и достаточных условий экстремума негладких функций допускающих неоднородные в.в.а.

(н.в.а.).

Следующая теорема является тривиальным следствием необходимого условия экстре-

мума в терминах верхних H–выпуклых аппроксимаций (теорема 2.5.1).

Теорема 4.3.1. Пусть A ⊂ Ω — замкнутое выпуклое множество, {ϕλi}, λi ∈ Λi — семей-

ство слабых неодн. в.в.а. функции fi : Ω→ R в точке x∗ ∈ A, i ∈ I0 = {0}∪ I, I = {1, . . . , n}.

Предположим, что точка x∗ является точкой локального минимума в задаче

f0(x)→ inf, x ∈ A, fi(x) 6 0, i ∈ I.

Тогда для любых ϕλi таких, что ϕλi(0) = 0, i ∈ R(x∗) ∪ {0} будет

co
{
∂ϕλi(0)

∣∣∣ i ∈ R(x∗) ∪ {0}
}
∩ (−N(A, x∗)) 6= ∅,

где R(x∗) = {i ∈ I | fi(x∗) = 0}.

Замечание 4.3.1. Теорема 4.3.1 является обобщением аналогичного условия экстремума вы-

ражаемого в терминах верхних коэкзостеров (теорема 2.6.1).

Аналогичным образом можно сформулировать необходимые условия максимума в тер-

минах неодн. н.в.а..

Следствие 4.3.1. Пусть A ⊂ Ω — замкнутое выпуклое множество, {ψλi}, λi ∈ Λi —

семейство слабых неодн. н.в.а. функции fi : Ω → R в точке x∗ ∈ A, i ∈ I0 = {0} ∪ I,

I = {1, . . . , n}. Предположим, что точка x∗ является точкой локального максимума в

задаче

f0(x)→ sup, x ∈ A, fi(x) > 0, i ∈ I

Тогда для любых ψλi таких, что ψλi(0) = 0, i ∈ R(x∗) ∪ {0} будет

co
{
∂ψλi(0)

∣∣∣ i ∈ R(x∗) ∪ {0}
}
∩N(A, x∗) 6= ∅, (4.7)

где R(x∗) = {i ∈ I | fi(x∗) = 0}.

Приведём пример применения необходимых условий экстремума рассмотренных выше.

93



Пример 4.3.1. Пусть X = Ω = R2, x = (x1, x2) ∈ R2, A = co{(1, 1), (1, 3), (−1, 3), (−1, 1)} —

замкнутое выпуклое множество. Положим

g1(x) = −x1 + x2 − 1, g2(x) = x1 + x2 − 1, S = {x ∈ R2 | gi(x) > 0, i ∈ {1, 2}},

f1(x) = max{−x1 + x2, x1 + x2}, f2(x) = max{−x1 − x2 + 2, x1 − x2 + 2},

f0(x) = min{f1(x), f2(x)}.

Рассмотрим задачу максимизации функции f0 на множестве S ∩ A.

Проверим, что в точке x∗ = (0, 1) выполнены необходимые условия экстремума указан-

ные в теореме 4.3.1. Для этого вычислим исчерпывающие семейства неодн. н.в.а. функций

g1, g2 и f . Ясно, что в качестве исчерпывающей сильной неодн. н.в.а. функции g1 в точке x∗

можно взять функцию ψ1(x) = −x1 + x2 − 1, а в качестве исчерпывающей сильной неодн.

н.в.а. функции g2 в точке x∗ — ψ2 = x1 + x2 − 1. Введём функции

ψ
(1)
1 (x) = −x1 + x2 − 1, ψ

(1)
2 (x) = x1 + x2 − 1,

ψ
(2)
1 (x) = −x1 − x2 + 1, ψ

(2)
2 (x) = x1 − x2 + 1.

Нетрудно понять, что семейство {ψ(i)
1 , ψ

(i)
2 } является исчерпывающим семейством сильных

неодн. н.в.а. функции fi в точке x∗, i ∈ {1, 2}. Тогда по замечанию 4.2.2 семейство {ψij =

min{ψ(1)
i , ψ

(2)
j }}, i, j ∈ {1, 2}, является исчерпывающим семейством сильных неодн. н.в.а.

функции f0 в точке x∗.

Понятно, что N(A, x∗) = {(0,−α) | α > 0} и R(x∗) = {1, 2}. Теперь нетрудно проверить,

что условие

co{∂ψij(0), ∂ψ1(0), ∂ψ2(0)} ∩N(A, x∗) 6= ∅

выполняется для всех i, j ∈ {1, 2}, т.е. в точке x∗ выполнено необходимое условие экстремума

(4.7). Отметим, что x∗ действительно является точкой максимума функции f0 на множестве

S ∩ A.

Выведем теперь достаточные условия строгого локального минимума функции, допус-

кающей неоднородную в.в.а..

Теорема 4.3.2. Пусть семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семейством силь-

ных неодн. в.в.а. функции f в точке x∗ ∈ Ω. Тогда, если существует r > 0 такое, что

B(0, r) ⊆ ∂ϕλ(0) ∀λ ∈ Λ, (4.8)

то x∗ является точкой строгого локального минимума функции f .
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Доказательство. Поскольку для любого λ ∈ Λ функция ϕλ выпукла, пн. сн. и 0 ∈ int domϕλ,

то она дифференцируема по направлениям в точке 0 и её производная по направлениям имеет

вид (теорема 1.3.6)

ϕ′λ(0, g) = inf
α>0

ϕλ(αg)− ϕλ(0)

α
= sup

p∈∂ϕλ(0)

p(g) ∀g ∈ X. (4.9)

Из (4.8) и (4.9) следует, что для любых α > 0 и λ ∈ Λ выполняется неравенство

ϕλ(αg) > ϕλ(0) + αr‖g‖ > αr‖g‖ ∀g ∈ X. (4.10)

Поскольку семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семейством сильных

неодн. в.в.а. функции f в точке x∗, то существует открытый шар O(0, a) (a > 0) такой,

что

f(x∗ + ∆x) > f(x∗) + inf
λ∈Λ

ϕλ(∆x)− r

2
‖∆x‖ ∀∆x ∈ O(0, a).

Тогда, с учётом (4.10), получаем

f(x∗ + ∆x) > f(x∗) + r‖∆x‖ − r

2
‖∆x‖ > f(x∗) +

r

2
‖∆x‖ ∀∆x ∈ O(0, a),

т.е. x∗ — точка строгого локального минимума функции f .

Следствие 4.3.2. Пусть семейство {ψλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семейством

сильных неодн. н.в.а. функции f в точке x∗ ∈ Ω. Тогда, если существует r > 0 такое,

что B(0, r) ⊆ ∂ψλ(0) для всех λ ∈ Λ, то точка x∗ является точкой строгого локального

максимума функции f .

Как правило, неодн. в.в.а. более удобны для получения необходимых условий миниму-

ма, в то время как неодн. н.в.а. более удобны для получения необходимых условий макси-

мума. Необходимые условия максимума также могут быть выражены в терминах исчерпы-

вающего семейства неодн. в.в.а., однако данные условия не столь очевидны и наглядны, как

необходимые условия минимума.

Пример 4.3.2. Пусть Ω = X и функция f ≡ 0. Пусть λ ∈ (0, 1), определим ϕλ(·) = λ‖ · ‖.

Ясно, что функции ϕλ являются сильными неоднородными в.в.а. функции f в точке 0 и

f(x) = infλ∈(0,1) ϕλ(x) для всех x ∈ X.

Отметим, что 0 ∈ ∂ϕλ(0) = B(0, λ) для всех λ ∈ (0, 1). При этом, несмотря на то, что 0

является точкой глобального максимума функции f , 0 является точкой строгого глобального

минимума всех функций ϕλ.

Рассмотрим пример, который несколько лучше проясняет ситуацию.
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Пример 4.3.3. Пусть X = Ω = R, x0 = 1, f(x) = min{2 − x, x} для всех x ∈ R. Точка x0

является точкой строгого глобального максимума функции f . Определим ϕ1(x) = 1 − x,

ϕ2(x) = x − 1. Ясно, что {ϕ1, ϕ2} является исчерпывающим семейством сильных неодн.

в.в.а. функции f в точке x0. При этом ∂ϕ1(0) = {−1}, ∂ϕ2(0) = {1}. Отметим, что 0 ∈

co{∂ϕ1(0), ∂ϕ2(0)}.

Теорема 4.3.3. Предположим, что семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим се-

мейством слабых неодн. в.в.а. функции f в точке x∗ и пусть x∗ является точкой локаль-

ного максимума функции f . Тогда

0 ∈ cl co
⋃
λ∈Λ

∂ϕλ(0). (4.11)

Здесь замыкание берётся в слабой∗ топологии.

Доказательство. Пусть x∗ является точкой локального максимума функции f . Покажем,

что тогда выполняется (4.11). От противного. Пусть

0 /∈ cl co
⋃
λ∈Λ

∂ϕλ(0).

Рассмотрим множества {0} и C = cl co
⋃
λ∈Λ ∂ϕλ(0), как подмножества топологического век-

торного пространства (X∗, w∗). Множество C выпукло замкнуто и не пересекается с выпук-

лым компактным множеством {0}, поэтому по теореме об отделимости существует такой

слабо∗ непрерывный линейный функционал Φ: X∗ → R, который строго разделяет эти мно-

жества, т.е. существует a > 0 такое, что

Φ(p) > a > 0 ∀p ∈ cl co
⋃
λ∈Λ

∂ϕλ(0). (4.12)

Поскольку функционал Φ слабо∗ непрерывен, то по предложению 1.2.4 существует ∆x0 ∈ X,

∆x0 6= 0, такое, что Φ(p) = p(∆x0) для всех p ∈ X∗, откуда, с учётом (4.12), имеем, что для

любого λ ∈ Λ выполяется неравенство

p(∆x0) > a > 0 ∀p ∈ ∂ϕλ(0). (4.13)

Поскольку для всех λ ∈ Λ функция ϕλ выпукла пн. сн. и 0 ∈ int domϕλ, то

ϕ′λ(0,∆x0) = inf
α>0

ϕλ(α∆x0)− ϕλ(0)

α
= sup

p∈∂ϕλ(0)

p(∆x0).

Тогда, с учётом (4.13), получаем

ϕλ(α∆x0) > αa+ ϕλ(0) > αa ∀α > 0,∀λ ∈ Λ. (4.14)
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По определению исчерпывающего семейства слабых неодн. в.в.а., существует α > 0 такое,

что для любого α ∈ (0, α) выполняется

f(x∗ + α∆x0) > f(x∗) + inf
λ∈Λ

ϕλ(α∆x0)− a

2
α,

откуда, учитывая (4.14), имеем

f(x∗ + α∆x0) > f(x∗) + aα− a

2
α = f(x∗) +

a

2
α ∀α ∈ (0, α),

а это противоречит тому, что x∗ является точкой локального максимума функции f .

Следствие 4.3.3. Предположим, что семейство {ψλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим

семейством слабых неодн. н.в.а. функции f в точке x∗, и пусть x∗ является точкой ло-

кального минимума функции f . Тогда

0 ∈ cl co
⋃
λ∈Λ

∂ψλ(0).

Здесь замыкание берётся в слабой∗ топологии.

Из доказательства теоремы 4.3.3 нетрудно усмотреть следующее необходимое условие

максимума.

Теорема 4.3.4. Пусть семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семейством сла-

бых неодн. в.в.а. функции f в точке x∗ и предположим, что x∗ — точка локального мак-

симума функции f . Тогда для любого ∆x ∈ X и для любого ε > 0 существует λ ∈ Λ такое,

что

p(∆x) 6 ε ∀p ∈ ∂ϕλ(0). (4.15)

Доказательство. От противного. Предположим, что существуют ∆x0 ∈ E и ε0 > 0 такие,

что для любого λ ∈ Λ существует p ∈ ∂ϕλ(∆x0) такое, что p(∆x0) > ε0. Рассуждая как при

доказательстве теоремы 4.3.3, заключаем, что

ϕλ(α∆x0) > αε0 ∀α > 0,∀λ ∈ Λ.

Тогда, воспользовавшись определением исчерпывающего семейство слабых неодн. в.в.а., по-

лучим, что существует α > 0 такое, что

f(x∗ + α∆x0) > f(x∗) + inf
λ∈Λ

ϕλ(α∆x0)− ε0

2
α ≥ f(x∗) +

ε0

2
α ∀α ∈ (0, α),

а это противоречит тому, что x∗ является точкой локального максимума функции f .
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Следствие 4.3.4. Пусть семейство {ψλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семейством

слабых неодн. н.в.а. функции f в точке x∗, и предположим, что x∗ — точка локального

минимума функции f . Тогда для любых ∆x ∈ E и ε > 0 существует λ ∈ Λ такое, что

p(∆x) > −ε для всех p ∈ ∂ψλ(0).

Замечание 4.3.2. В случае когда множество Λ конечно, необходимым условиям максимума

в терминах неодн. в.в.а можно придать геометрически наглядную форму. А именно, пусть

конечное семейство {ϕk}, k ∈ {1, . . . , n}, является исчерпывающим семейством слабых неодн.

в.в.а. функции f в точке x∗ и предположим, что x∗ — точка локального максимума функции

f . Тогда для любого x ∈ X существуют k, m ∈ {1, . . . , n} такие, что

p(x) 6 0 6 q(x) ∀p ∈ ∂ϕk(0), ∀q ∈ ∂ϕm(0),

т. е. для любого линейного непрерывного функционала Φ ∈ X∗∗, входящего в образ канониче-

ского вложения X в X∗∗, существуют k, m ∈ Λ такие, что Φ разделяет выпуклые множества

∂ϕk(0) и ∂ϕm(0). Отметим, что данное условие максимума, по существу, совпадает с необ-

ходимым условием максимума, выраженным в терминах несобственного экзостера, которое

впервые было получено М. Э. Аббасовым [2, 62].

Покажем на примере, что условия экстремума, полученные с помощью неодн. в.в.а.

лучше, чем хорошо известное условие экстремума, выражаемое в терминах субдифференци-

ала Кларка (теорема 1.5.6).

Пример 4.3.4. Пусть Ω = X = R2, x0 = (0, 0), f(x) = |x1| − |x2|, где x = (x1, x2) ∈ R2.

Нетрудно проверить, что функция f является дифференцируемой по Кларку в точке x0 и её

субдифференциал Кларка в этой точке имеет вид

∂Clf(x0) = co{(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)}.

Откуда получаем, что 0 ∈ ∂Clf(x0), т.е. в точке x0 выполнено необходимое условие экстре-

мума (теорема 1.5.6), при этом x0 не является ни точкой минимума, ни точкой максимума

функции f .

Положим ϕ1(x) = −x2 + |x1|, ϕ2(x) = x2 + |x1|. Ясно, что семейство {ϕ1, ϕ2} является

исчерпывающим семейством сильных неодн. в.в.а. функции f в точке x0. Имеем ∂ϕ1(0) =

co{(−1,−1), (1,−1)} и ∂ϕ2(0) = co{(−1, 1), (1, 1)}. Поскольку ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0 и 0 /∈ ∂ϕi(0),

i ∈ {1, 2}, то в точке x0 не выполнено необходимое условие минимума, указанное в теореме

4.3.1. Так как 0 ∈ cl co(∂ϕ1(0) ∪ ∂ϕ2(0)), то выполнено условие максимума (4.11). Однако,
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для ∆x = (1, 0) не выполнено необходимое условие максимума (4.15). Значит, условие (4.11)

является более грубым, чем необходимое условия максимума (4.15).

Отметим, что функция f является квазидифференцируемой и в точке x0 не выполнены

необходимые условия максимума и минимума квазидифференцируемой функции (теорема

1.5.1).

Пример 4.3.5. Пусть Ω = X = R2, x0 = (0, 0), f(x) = (
√
|x1| +

√
|x2|)2, где x = (x1, x2) ∈

R2. Нетрудно убедиться, что функция f не удовлетворяет условию Липшица ни в какой

окрестности точки x0 и не является квазидифференцируемой в этой точке. Покажем, что

функция f допускает сильную неодн. в.в.а. и проверим условия экстремума.

Можно показать (см. [103]), что функция f представима в виде

f(x) = min
λ∈Λ

(
1

λ
|x1|+

1

1− λ
|x2|
)
, где Λ = (0, 1).

Положим, ϕλ(x) = 1
λ
|x1| + 1

1−λ |x2|, λ ∈ Λ. Семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим

семейством сильных неодн. в.в.а. функции f в точке x0. Для любого λ ∈ Λ имеем

∂ϕλ(0) = co

{(
1

λ
,

1

1− λ

)
,

(
−1

λ
,

1

1− λ

)
,

(
1

λ
,− 1

1− λ

)
,

(
−1

λ
,− 1

1− λ

)}
.

Для всех λ ∈ Λ будет ϕλ(0) = 0 и 0 ∈ ∂ϕλ(0), т.е. в точке x0 выполнено необходимое условие

минимума (теорема 4.3.1). Поскольку

1

λ
+

1

1− λ
> max

{
1

λ
,

1

1− λ

}
> 2 ∀λ ∈ (0, 1),

то необходимое условие максимума (4.15) не выполнено, например, для ∆x = (1, 1). При этом

ясно, что точка x0 является точкой строго глобального минимума функции f . (По поводу

данного примера см. также [80], пример 12.1).

Пусть A ⊂ Ω — замкнутое выпуклое множество. Предположим, что функция f : Ω→ R

допускает неоднородную в.в.а. в точке x∗ ∈ A и рассмотрим задачу максимизации функции

f на множестве A. Рассмотрим множество

γ(A, x∗) = {v = α(x− x∗) | α > 0, x ∈ A}.

Нетрудно понять, что γ(A, x∗) — выпуклый конус, причём 0 ∈ γ(A, x∗). Замыкание конуса

γ(A, x∗) называется конусом возможных направлений множества A в точке x∗ и обозначается

Γ(A, x∗). Ясно, что Γ(A, x∗) — замкнутый выпуклый конус, содержащий точку 0.

Справедлива следующая теорема, схожая с теоремой 4.3.4.
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Теорема 4.3.5. Пусть семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семейством сла-

бых неодн. в.в.а. функции f в точке x∗ ∈ A и предположим, что точка x∗ является точкой

максимума функции f на множестве A. Тогда для любых v ∈ γ(A, x∗) и ε > 0 существует

λ ∈ Λ такое, что

p(v) 6 ε ∀p ∈ ∂ϕλ(0). (4.16)

Доказательство. От противного. Предположим, что существуют v ∈ γ(A, x∗) и ε0 > 0 такие,

что для любого λ ∈ Λ существует pλ ∈ ∂ϕλ(0) такое, что

pλ(v) > ε0. (4.17)

Тогда, по определению конуса γ(A, x∗), существуют α0 > 0 и x0 ∈ A такие, что v = α0(x0−x∗).

Поскольку субградиент pλ ∈ X∗ является линейным непрерывным функционалом, то из

(4.17) получаем

pλ(x0 − x∗) >
ε0

α0

= a > 0 ∀λ ∈ Λ.

Рассуждая далее как и при доказательстве теоремы 4.3.4, нетрудно получить противоречие

с тем, что точка x∗ является точкой максимума функции f на множестве A.

Замечание 4.3.3. Нетрудно показать, что если множество Λ конечно, то справедливо более

сильное утверждение. А именно, для любого v ∈ Γ(A, x∗) существует λ ∈ Λ такое, что p(v) 6 0

для всех p ∈ ∂ϕλ(0).

Следствие 4.3.5. Пусть семейство {ψλ}, λ ∈ Λ, является исчерпывающим семейством

слабых неодн. н.в.а. функции f в точке x∗ ∈ A и предположим, что x∗ является точкой

минимума функции f на множестве A. Тогда для любых v ∈ γ(A, x∗) и ε > 0 существует

λ ∈ Λ такое, что p(v) > −ε для всех p ∈ ∂ψλ(0).

4.4 Метод спуска

В данном разделе мы изучим метод спуска, основанный на неоднородных верних вы-

пуклых аппроксимациях исследуемой функции. Данный метод представляет собой обобще-

ние метода кодифференциального спуска, изложенного в предыдущей главе. Отметим также,

что аналогичным образом можно построить метод подъёма, основанный на неоднородных

нижних вогнутых аппроксимациях.

Укажем очевидную связь между направлениями спуска исследуемой функции и её

неоднородной верхней выпуклой аппроксимации.
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Предложение 4.4.1. Пусть функция f : Ω→ R дифференцируема по направлениям в точке

x ∈ Ω, а функция ϕ является слабой неодн. в.в.а. функции f в точке x, причём ϕ(0) = 0.

Тогда для любого ∆x ∈ X будет f ′(x,∆x) 6 ϕ′(0,∆x) и, в частности, если ∆x ∈ X является

направлением спуска функции ϕ, то ∆x является направлением спуска функции f .

Доказательство. Зафиксируем произвольное ∆x ∈ X. По определению слабой неодн. в.в.а.,

для любого ε > 0 существует α0 > 0 такое, что

1

α
(f(x+ α∆x)− f(x)) 6

1

α
ϕ(α∆x) + ε ∀α ∈ (0, α0). (4.18)

По теореме 1.3.6 функция ϕ дифференцируема по направлениям в нуле. Следовательно,

переходя к пределу при α ↓ 0 в (4.18) и учитывая, что ϕ(0) = 0, получим

f ′(x,∆x) 6 ϕ′(0,∆x) + ε.

Ввиду произвольности ε > 0 получаем требуемое неравенство.

4.4.1 Описание метода спуска

Опишем теперь теоретическую схему метода спуска. Пусть функция f : X → R про-

извольна. Предположим, что существует семейство функций ϕλ : X ×X → R, λ ∈ Λ, такое,

что выполнены следующие условия:

1. для любых λ ∈ Λ и x ∈ X функция ϕλ(x, ·) является слабой неодн. в.в.а. функции f в

точке x;

2. для любого λ ∈ Λ существует непрерывное по Хаусдорфу многозначное отображение

Cλ : X ⇒ R ×X∗ такое, что для любого x ∈ X множество Cλ(x) выпукло, ограничено

и компактно в топологии τ × w∗ и

ϕλ(x, y) = max
(a,p)∈Cλ(x)

(a+ ϕ(y)) ∀y ∈ X,

где, как и выше, τ — стандартная топология на R, w∗ — слабая∗ топология на X∗;

3. для любого x ∈ X существует λ ∈ Λ такое, что ϕλ(x, 0) = 0.

Замечание 4.4.1. Отметим, что семейство {ϕλ(x, ·)}, λ ∈ Λ, может и не быть исчерпывающим

семейством слабых неодн. в.в.а. функции f в точке x.
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Зафиксируем любые µ > 0 и 1 < r < +∞. Напомним, что

‖(a, p)‖r = (|a|r + ‖p‖r)
1
r ∀(a, p) ∈ R×X∗.

Для любого x ∈ X определим множества

Λµ(x) = {λ ∈ Λ | ϕλ(x, 0) 6 µ}, Λ0(x) = {λ ∈ Λ | ϕλ(x, 0) = 0}.

Согласно сделанным предположениям Λ0(x) 6= ∅.

Воспользовавшись теоремой о необходимом условии минимума в терминах неодн. в.в.а.

4.3.1 и теоремой о субдифференциале супремума выпуклых функций 1.3.10, нетрудно полу-

чить, что если x является точкой локального минимума функции f , то

0 ∈ Cλ(x) ∀λ ∈ Λ0(x). (4.19)

Точку x ∈ X в которой выполнено условие (4.19) будем называть inf–стационарной точкой

функции f .

Теоретическая схема метода спуска имеет следующий вид:

1. Выбрать x0 ∈ X.

2. k-ая итерация (k > 0):

(a) Для каждого λ ∈ Λµ(xk) найти (ak(λ), pk(·;λ)) ∈ Cλ(xk) такое, что

inf
(a,p)∈Cλ(xk)

‖(a, p)‖r = ‖(ak(λ), pk(·;λ))‖r.

(b) Для каждого λ ∈ Λµ(xk) вычислить ∆xk(λ) ∈ X такое, что

inf
∆x∈SX

pk(∆x;λ) = pk(∆xk(λ);λ)

(если pk(·;λ) = 0, то положим ∆xk(λ) = 0).

(c) Для каждого λ ∈ Λµ(xk) вычислить αk(λ) по правилу

inf
α>0

f(xk + α∆xk(λ)) = f(xk + αk(λ)∆xk(λ)).

(d) Выбрать ∆xk ∈ X и αk ∈ [0,+∞) по правилу

inf
λ∈Λµ(xk)

f(xk + αk(λ)∆xk(λ)) = f(xk + αk∆xk)

и положить xk+1 = xk + αk∆xk.

Если на некотором шаге алоритма получится, что для любого λ ∈ Λ0(xk) будет

inf{‖(a, p)‖r | (a, p) ∈ Cλ(xk)} = 0, то нетрудно проверить, что точка xk является inf–

стационарной точкой функции f .

Замечание 4.4.2. Предложенный метод спуска тесно связан с методами минимизации функ-

ций, обладающих верхним коэкзостером, изучавшимися в работах [1, 3].
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4.4.2 Исследование метода спуска

Изучим свойства последовательности, определяемой по методу спуска, описанному вы-

ше. Для этого, как и в случае метода кодифференциального спуска, предположим, что про-

странство X рефлексивно и строго выпукло.

Пусть на k-м шаге метода была получена точка xk.

Предложение 4.4.2. Если для некоторого λ ∈ Λ0(xk) будет 0 /∈ Cλ(xk), то pk(·;λ) 6= 0 и

∆xk(λ) 6= 0.

Доказательство. Поскольку 0 /∈ Cλ(xk), то по следствию 3.6.1 имеем, что для любых (a, p) ∈

Cλ(xk) будет

− sign(ak(λ))|ak(λ)|r−1a+ ‖pk(·;λ)‖r−1p(∆xk(λ)) ≤ −(‖(ak(λ), pk(·;λ))‖r)r < 0.

Откуда для любого (0, p) ∈ Cλ(xk) будет

‖pk(·;λ)‖r−1p(∆xk(λ)) ≤ −(‖(ak(λ), pk(·;λ))‖r)r < 0.

Следовательно pk(·;λ) 6= 0 и ∆xk(λ) 6= 0.

Покажем теперь, что предложенный метод действительно является методом спуска.

Предложение 4.4.3. Пусть функция f дифференцируема по направлениям в точке xk.

Тогда, если xk не является inf–стационарной точкой функции f , то существует λ ∈ Λ0(xk)

такое, что f ′(xk,∆xk(λ)) < 0, откуда следует, что

f(xk+1) < f(xk).

Доказательство. Поскольку xk не является inf–стационарной точкой функции f , то суще-

ствует λ ∈ Λ0(xk) такое, что 0 /∈ Cλ(xk). Откуда, рассуждая как и при доказательстве преды-

дущего предложения получим, что для любого (0, p) ∈ Cλ(xk) справедливо неравенство

p(∆xk(λ)) 6 σ = − 1

‖pk(·;λ)‖r−1
(‖(ak(λ), pk(·;λ))‖r)r.

Следовательно, с учётом теоремы 1.3.6 о производной по направлениям выпуклой функции,

имеем

ϕ′λ,k(0,∆xk(λ)) = max
(0,p)∈Cλ(x)

p(∆xk(λ)) 6 σ < 0,

где ϕλ,k(·) = ϕλ(xk, ·). Поэтому по предложению 4.4.1 будет

f ′(xk,∆xk(λ)) 6 ϕ′λ,k(0,∆xk(λ)) < 0,

что и требовалось.
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Оценим убывание функции f вдоль каждого из направлений ∆xk(λ). Для упрощения

записи введём обозначения

ξk(λ) =

1/‖pk(·;λ)‖r−1, если ‖pk(·;λ)‖ 6= 0,

1, в противном случае.

и

ηk(λ) =

− sign(ak(λ))|ak(λ)|r−1/‖pk(·;λ)‖r−1, если ‖pk(·;λ)‖ 6= 0,

− sign(ak(λ))|ak(λ)|r−1, в противном случае.

Предложение 4.4.4. Если xk ∈ X не является inf–стационарной точкой функции f , то

для любого λ ∈ Λµ(xk) существует αλ > 0 такое, что

f(xk + α∆xk(λ)) 6 f(xk)− αξk(λ)(‖(ak(λ), pk(·;λ))‖r)r+

(1− αηk(λ))bk(λ) + o(α, xk) ∀α ∈ (0, αλ),

где o(α, xk)/α→ 0 при α ↓ 0 и bk(λ) = max{a | (a, p) ∈ Cλ(xk)}.

Доказательство. Зафиксируем произвольное λ ∈ Λµ(xk). Пусть 0 /∈ Cλ(xk), тогда по след-

ствию 3.6.1 имеем, что для любых (a, p) ∈ Cλ(xk) будет

− sign(ak(λ))|ak(λ)|r−1a+ ‖pk(·;λ)‖r−1p(∆xk(λ)) ≤ −(‖(ak(λ), pk(·;λ))‖r)r. (4.20)

Если же 0 ∈ Cλ(xk), то данное неравенство очевидно. Из (4.20) имеем, что

p(∆xk(λ)) 6 −ξk(λ)(‖(ak(λ), pk(·;λ))‖r)r − ηk(λ)a ∀(a, p) ∈ Cλ(xk).

Откуда, с учётом того, что ϕλ(xk, ·) является слабой неодн. в.в.а. функции f в точке xk,

получаем, что

f(xk + α∆xk(λ))− f(xk) 6 ϕλ(xk, α∆xk(λ)) + oλ(α, xk) = max
(a,p)∈Cλ(xk)

(a+ αp(∆xk(λ)))+

+ oλ(α, xk) 6 −αξk(λ)(‖(ak(λ), pk(·;λ))‖r)r + max
(a,p)∈Cλ(xk)

(a(1− αηk(λ))) + oλ(α, xk),

где oλ(α, xk)/α→ 0 при α ↓ 0. При достаточно малых α > 0 будет (1− αηk(λ)) > 0, откуда

f(xk + α∆xk(λ))− f(xk) 6 −αξk(λ)(‖(ak(λ), pk(·;λ))‖r)r + (1− αηk(λ))bk(λ) + o(α, xk),

что и требовалось.

Замечание 4.4.3. Отметим, что для любого λ ∈ Λµ(xk) будет bk(λ) ∈ [0, µ], поэтому, как и в

случае метода кодифференциального спуска, направление ∆xk(λ) может и не быть направ-

лением спуска. В этом направлении функция f может сначала возрастать, а потом убывать.

Таким образом, предложенный метод спуска позволяет “обходить” некоторые точки локаль-

ного минимума.

104



4.4.3 Сходимость метода спуска

Покажем, что при некоторых предположениях все предельные точки последователь-

ности, построенной по методу спуска, если они существуют, являются inf–стационарными

точками функции f . Для этого нам потребуется вспомогательное определение.

Определение 4.4.1. Будем говорить, что семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, равномерно аппроксими-

рует функцию f в окрестности точки x, если для любого λ ∈ Λ0(x) существует окрестность

O точки x такая, что для любых y ∈ O и ∆y ∈ X справедливо неравенство

f(y + ∆y)− f(y) 6 ϕλ(y,∆y) + oλ(∆y, y),

где oλ(α∆y, y)/α→ 0 при α ↓ 0 равномерно по y ∈ O и ∆y ∈ SX .

Справедлива следующая теорема о стационарности предельных точек последователь-

ности, построенной по методу спуска.

Теорема 4.4.1. Пусть X — строго выпуклое рефлексивное нормированное пространство

и infx∈X f(x) > −∞. Предположим также, что существует предельная точка x∗ ∈ X

последовательности {xk} построенной по методу спуска для функции f , а семейство {ϕλ},

λ ∈ Λ, равномерно аппроксимирует функцию f в окрестности точки x∗. Тогда x∗ является

inf–стационарной точкой функции f .

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что последовательность {xk}

сходится к точке x∗. Предположим, что точка x∗ не является inf–стационарной. Тогда суще-

ствует λ0 ∈ Λ0(x∗) такое, что 0 /∈ Cλ0(x∗). Положим

min
(a,p)∈Cλ0 (x∗)

‖(a, p)‖r = ‖(a∗, p∗)‖r.

Поскольку 0 /∈ Cλ0(x∗), то по предложению 4.4.2 будет ‖p∗‖ > 0.

По предположению многозначное отображение Cλ0(·) непрерывно, поэтому при k →∞

будет

bk(λ0)→ 0 = max
(a,p)∈Cλ0 (x∗)

a, ‖(ak(λ0), pk(·;λ0))‖r → ‖(a∗, p∗)‖r, (4.21)

а тогда, начиная с некоторого номера, имеем ‖pk(·;λ0)‖ > 0 и при k →∞

ξk(λ0)→ ξ∗ =
1

‖p∗‖r−1
, ηk(λ0)→ η∗ =

− sign(a∗)|a∗|r−1

‖p∗‖r−1
. (4.22)

Из (4.22) следует, что существует такое α∗ > 0, что при достаточно больших k будет (1 −

α∗ηk(λ0)) > 0 (см. доказательство предложения 4.4.4) и поэтому для любого α ∈ (0, α∗) будет

f(xk + α∆xk(λ0)) 6 f(xk)− αξk(λ0)(‖(ak(λ0), pk(·;λ0))‖r)r + (1− αηk(λ0))bk(λ0) + o(α, xk),
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где o(α, xk)/α→ 0 при α ↓ 0. Также из (4.22) получаем, что начиная с некоторого номера,

f(xk + α∆xk(λ0)) 6 f(xk)−
3α

4
ξ∗(‖(a∗, p∗)‖r)r + (1− αηk(λ0))bk(λ0) + o(α, xk).

Поскольку семейство {ϕλ}, λ ∈ Λ, равномерно аппроксимирует функцию f в окрестности

точки x∗, то найдется 0 < α0 < α∗ такое, что при достаточно больших k будет

f(xk + α0∆xk(λ0)) 6 f(xk)−
α0

2
ξ∗(‖(a∗, p∗)‖r)r + (1− α0ηk(λ0))bk(λ0).

Так как bk(λ0) → 0 и ηk(λ0) → η∗ (см. (4.21) и (4.22)), то при k больше некоторого k0 ∈ N,

имеем

f(xk + α0∆xk(λ0)) 6 f(xk)−
α0

4
ξ∗(‖(a∗, p∗)‖r)r.

Тем более f(xk+1) 6 f(xk)− α0

4
ξ∗(‖(a∗, p∗)‖r)r. Отсюда следует, что при k →∞ будет f(xk)→

−∞, а это противоречит предположению infx∈X f(x) > −∞.

Замечание 4.4.4. В случае когда пространство X конечномерно, выполнение одного из усло-

вий:

1. множество {x ∈ X | f(x) 6 f(x0)} ограничено,

2. lim‖x‖→∞ f(x) = +∞

гарантирует существование предельных точек у последовательности, построенной по методу

спуска.

4.4.4 Метод спуска и метод кодифференциального спуска

Укажем как с помощью предложенного выше метода спуска можно упростить метод

кодифференциального спуска в случае, когда гипердифференциал исследуемой функции яв-

ляется выпуклым многогранником. Для этого нам потребуется вспомогательное определение,

выделяющее определённый класс кодифференцируемых функций.

Определение 4.4.2. Пусть функция f : Ω→ R непрерывно кодифференцируема на Ω. Бу-

дем говорить, что кодифференциал функции f разложим на множестве Ω, если существует

кодифференциальное отображение функции f на множестве Ω вида

df(x) = co{(ai(x), pi(·;x)) ∈ R×X∗ | i ∈ I}, df(x) = co{(bj(x), qj(·;x)) ∈ R×X∗ | j ∈ J},

где I = {1, . . . , l}, J = {1, . . . , s}, а отображения Ω 3 x → (ai(x), pi(·;x)) ∈ R × X∗ и

Ω 3 x → (bj(x), qj(·;x)) ∈ R × X∗ непрерывны, i ∈ I, j ∈ J . Аналогично будем говорить,
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что гипердифференциал функции f разложим на множестве Ω, если существует кодиффе-

ренциальное отображения функции f на множестве Ω такое, что

df(x) = co{(bj(x), qj(·;x)) ∈ R×X∗ | j ∈ J},

где J = {1, . . . , s}, а отображения x→ (bj(x), qj(·;x)) непрерывны, j ∈ J .

Введём множества

dsf(x) = {(ai(x), pi(·;x)) ∈ R×X∗ | i ∈ I}, dsf(x) = {(bj(x), qj(·;x)) ∈ R×X∗ | j ∈ J},

где отображения x→ (ai(x), pi(·;x)) и x→ (bj(x), qj(·;x)) входят в определение разложимости

кодифференциала.

Нетрудно проверить справедливость следующего утверждения о том, что разложи-

мость кодифференциала сохраняется при применении всех стандартных операций.

Предложение 4.4.5. Пусть функции fi : Ω→ R непрерывно кодифференцируемы и кодиф-

ференциалы функций fi разложимы на Ω, i ∈ K = {1, . . . , n}. Тогда для любых ci ∈ R, i ∈ K

и для любой непрерывно дифференцируемой функции g : Rn → R, кодифференциалы функций∑n
i=1 cifi, f1 · f2, maxi∈K fi, mini∈K fi, g(f1(·), . . . , fn(·)) и 1/f1, если f1 6= 0 на своей области

определения, разложимы на Ω.

Замечание 4.4.5. Воспользовавшись формулами для вычисления кодифференциала, легко

вывести формулы для вычисления множеств dsf(x) и dsf(x). Отметим, что на практике

обычно вычисляются именно множества dsf(x) и dsf(x), а не кодифференциал.

Напомним, что необходимым условием минимума кодифференцируемой функции f

является условие

0 ∈ df(x) + {(0, q)} ∀(0, q) ∈ df(x).

Если в точке x выполнено данное условие, то она называется inf–стационарной точкой функ-

ции f .

В случае, когда гипердифференциал функции f разложим, необходимое условие ми-

нимума можно упростить.

Предложение 4.4.6. Пусть функция f непрерывно кодифференцируема в некоторой

окрестности точки x и гипердифференциал функции f разложим в данной окрестности.

Тогда для того, чтобы x была inf–стационарной точкой функции f необходимо и доста-

точно, чтобы

0 ∈ df(x) + {(0, q)} ∀(0, q) ∈ dsf(x). (4.23)
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Доказательство. Необходимость очевидна, докажем достаточность. Пусть (0, q) ∈ df(x)

произвольно. Тогда существуют (0, qi) ∈ dsf(x) и αi ∈ [0, 1], i ∈ L = {1, . . . ,m}, такие,

что

q =
m∑
i=1

αiqi,

m∑
i=1

αi = 1.

Поскольку выполнено условие (4.23), то для любого i ∈ L существует (0, pi) ∈ df(x) такое,

что pi + qi = 0. Положим p =
∑m

i=1 αipi. Поскольку гиподифференциал является выпуклым

множеством, то p ∈ df(x). При этом

p+ q =
m∑
i=1

αi(pi + qi) = 0,

то есть 0 ∈ df(x) + {(0, q)}.

Покажем теперь как можно упростить метод кодифференциального спуска в случае,

когда гипердифференциал исследуемой функции разложим. Пусть функция f : X → R

непрерывно кодифференцируема на X и гипердифференциал функции f разложим. Опре-

делим Λ = J = {1, . . . , s} и для каждой пары (bj(x), qj(·;x)) ∈ dsf(x), j ∈ J = {1, . . . , s},

положим

Cj(x) = df(x) + {(bj(x), qj(·;x))}, ϕj(x, y) = max
(a,p)∈Cj(x)

(a+ p(y)) ∀y ∈ X.

Ясно, что для любого j ∈ J функция ϕj(x, ·) является слабой неодн. в.в.а. функции f в точке

x, многозначное отображение Cj(·) непрерывно по Хаусдорфу и для любого x ∈ X существу-

ет такое j ∈ J , что ϕj(x, 0) = 0. Следовательно к функции f можно применить метод спуска,

который в данном случае естественно называть модифицированным методом кодифферен-

циального спуска. Данный метод, по существу, совпадает с методом кодифференциального

спуска, с той лишь разницей, что вместо множества dµf(x) в данном методе используется

множество

{(bj(x), qj(·;x)) ∈ dsf(x) | bj(x) 6 µ, j ∈ J},

которое по определению является конечным.

Справедлива следующая теорема о сходимости модифицированного метода кодиффе-

ренциального спуска.

Теорема 4.4.2. Пусть X — строго выпуклое рефлексивное нормированное пространство,

функция f : X → R непрерывно кодифференцируема на X, гипердифференциал функции f

разложим на X и x∗ ∈ X является предельной точкой последовательности, построенной

по модифицированному методу кодифференциального спуска. Предположим также, что
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infx∈X f(x) > −∞ и функция f равномерно кодифференцируема в некоторой окрестности

точки x∗. Тогда x∗ является inf–стационарной точкой функции f . Более того, если функ-

ция f выпукла, то x∗ является точкой глобального минимума функции f .

Доказательство. Нетрудно заметить, что из равномерной кодифференцируемости функции

f в окрестности точки x∗ следует, что семейство {ϕj} равномерно аппроксимирует функцию

f в данной окрестности. Остаётся только воспользоваться теоремой 4.4.1.
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Глава 5

Приложения к задачам вариационного

исчисления

В данной главе мы рассмотрим приложения общей теории к некоторым негладким за-

дачам вариационного исчисления, а также покажем эффективность разработанных необхо-

димых условий экстремума по сравнению с широко распространёнными в негладком анализе

условиями экстремума, выражаемыми в терминах субдифференциала Кларка и проксималь-

ного субдифференциала.

5.1 Одна негладкая классическая задача вариационного

исчисления

Пусть a, b ∈ R, a < b, d ∈ N, (X, ‖ · ‖) = (C1,d[a, b], ‖ · ‖1) — пространство непрерывно

дифференцируемых вектор–функций x = (x1, . . . , xd) : [a, b]→ Rd, где

‖x‖1 = max
{

max
t∈[a,b]

|x(t)|, max
t∈[a,b]

|ẋ(t)|
}
, x ∈ C1,d[a, b].

Здесь и далее | · | — евклидова норма в Rn, n ∈ N. Рассмотрим функционал

I(x) =

∫ b

a

(|f1(x(t), ẋ(t), t)|+ f2(x(t), ẋ(t), t)) dt,

определённый на C1,d[a, b], где функции fi : Rd × Rd × [a, b] → R, fi = fi(x, z, t), i ∈ {1, 2},

непрерывны по совокупности переменных и непрерывно дифференцируемы по x и z для

всех x, z ∈ Rd и t ∈ [a, b]. Рассмотрим задачу максимизации функционала I на замкнутом

выпуклом множестве

A = {x ∈ C1,d[a, b] | x(a) = y1, x(b) = y2},

где y1, y2 ∈ Rd — фиксированы.
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Замечание 5.1.1. Отметим, что вместо пространства C1,d[a, b] можно рассматривать про-

странство PC1,d[a, b], состоящее из непрерывных и кусочно непрерывно дифференцируемых

вектор–функций x : [a, b] → Rd, имеющих ограниченную производную, либо пространство

Соболева W 1,d
p [a, b].

Нам потребуется следующая вспомогательная лемма хорошо известная в вариацион-

ном исчислении. Для полноты изложения мы приведём её доказательство.

Лемма 5.1.1. Пусть функция f : Rd × Rd × [a, b] → R, f = f(x, z, t), непрерывна по сово-

купности переменных и непрерывно дифференцируема по переменным x и z на всей своей

области определения. Тогда для любых x, h ∈ C1,d[a, b] будет

f(x(t) + αh(t), ẋ(t) + αḣ(t), t) = f(x(t), ẋ(t), t)+

+ α
〈∂f
∂x

(x(t), ẋ(t), t), h(t)
〉

+ α
〈∂f
∂z

(x(t), ẋ(t), t), ḣ(t)
〉

+ o(α, t),

где o(α, t)/α→ 0 при α ↓ 0 равномерно по t ∈ [a, b],

∂f

∂x
=

(
∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xd

)
,

∂f

∂z
=

(
∂f

∂z1

, . . . ,
∂f

∂zd

)
и 〈·, ·〉 — скалярное произведение в Rd.

Доказательство. Зафиксируем произвольные x, h ∈ C1,d[a, b]. По теореме Лагранжа о сред-

нем значении для любых t ∈ [a, b] и α > 0 существует θ ∈ [0, 1] такое, что

1

α

(
f(x(t) + αh(t), ẋ(t) + αḣ(t), t)− f(x(t), ẋ(t), t)

)
−

−
〈∂f
∂x

(x(t), ẋ(t), t), h(t)
〉

+
〈∂f
∂z

(x(t), ẋ(t), t), ḣ(t)
〉

=

=

〈(
∂f

∂x
(x(t) + αθh(t), ẋ(t) + αθḣ(t), t)− ∂f

∂x
(x(t), ẋ(t), t)

)
, h(t)

〉
+

+

〈(
∂f

∂z
(x(t) + αθh(t), ẋ(t) + αθḣ(t), t)− ∂f

∂z
(x(t), ẋ(t), t)

)
, ḣ(t)

〉
. (5.1)

Введём множество

K =
{

(x, z, t) ∈ R2d × [a, b] | |x| 6 max
t∈[a,b]

|x(t)|+ max
t∈[a,b]

|h(t)|, |z| 6 max
t∈[a,b]

|ẋ(t)|+ max
t∈[a,b]

|ḣ(t)|
}
.

Поскольку производные ∂f/∂x и ∂f/∂z непрерывны на R2d× [a, b], то они равномерно непре-

рывны на компактном множестве K. Поэтому для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что

для любых (x1, z1, t1), (x2, z2, t2) ∈ K таких, что |x1− x2| < δ, |z1− z2| < δ и |t1− t2| < δ будет∣∣∣∣∂f∂x (x1, z1, t1)− ∂f

∂x
(x2, z2, t2)

∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∂f∂z (x1, z1, t1)− ∂f

∂z
(x2, z2, t2)

∣∣∣∣ < ε.
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Откуда, с учётом (5.1), получаем, что для любого α ∈ (0, δ/‖h‖1) и для всех t ∈ [a, b] будет

∣∣∣ 1
α

(
f(x(t) + αh(t), ẋ(t) + αḣ(t), t)− f(x(t), ẋ(t), t)

)
−

−
〈∂f
∂x

(x(t), ẋ(t), t), h(t)
〉
−
〈∂f
∂ẋ

(x(t), ẋ(t), t), ḣ(t)
〉∣∣∣ 6

6

∣∣∣∣∂f∂x (x(t) + αθh(t), ẋ(t) + αθḣ(t), t)− ∂f

∂x
(x(t), ẋ(t), t)

∣∣∣∣ |h(t)|+

+

∣∣∣∣∂f∂z (x(t) + αθh(t), ẋ(t) + αθḣ(t), t)− ∂f

∂z
(x(t), ẋ(t), t))

∣∣∣∣ |ḣ(t)| 6 2ε‖h‖1,

что и требовалось.

Покажем, что функционал I допускает слабую неодн. н.в.а. в каждой точке x ∈

C1,d[a, b]. Обозначим через

Λ =
{
λ ∈ L∞[a, b] | λ(t) ∈ [−1, 1] для п.в. t ∈ [a, b]

}
.

Для любых λ ∈ Λ и x ∈ C1,d[a, b] будет |f1(x(t), ẋ(t), t)| > λ(t)f1(x(t), ẋ(t), t) для почти всех

t ∈ [a, b], при этом для λ0(t) = sign(f1(x(t), ẋ(t), t)) ∈ Λ это неравенство выполняется как

равенство, поэтому ∫ b

a

|f1(x(t), ẋ(t), t)| dt = sup
λ∈Λ

∫ b

a

λ(t)f1(x(t), ẋ(t), t) dt.

Здесь в правой части равенства интеграл понимается в смысле Лебега. Отсюда имеем, что

I(x) = supλ∈Λ Iλ(x), где

Iλ(x) =

∫ b

a

(λ(t)f1(x(t), ẋ(t), t) + f2(x(t), ẋ(t), t)) dt.

Для того чтобы вычислить исчерпывающее семейство слабых неодн. н.в.а. функционала I

нам потребуется следующее утверждение.

Предложение 5.1.1. Для любых x, h ∈ C1,d[a, b] и α > 0 справедливо равенство

Iλ(x+ αh)− Iλ(x) = α

∫ b

a

[〈(
λ(t)

∂f1

∂x
(x(t), ẋ(t), t) +

∂f2

∂x
(x(t), ẋ(t), t)

)
, h(t)

〉
+

+
〈(
λ(t)

∂f1

∂z
(x(t), ẋ(t), t) +

∂f2

∂z
(x(t), ẋ(t), t)

)
, ḣ(t)

〉]
dt+ oλ(αh),

где oλ(αh)/α→ 0 при α ↓ 0 равномерно по λ ∈ Λ.

Доказательство. Зафиксируем произвольные x, h ∈ C1,d[a, b], h 6= 0. С учётом того, что
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λ(t) ∈ [−1, 1] для почти всех t ∈ [a, b], для любого α > 0 имеем∣∣∣∣∣ 1α(Iλ(x+ αh)− Iλ(x))−
∫ b

a

[〈(
λ(t)

∂f1

∂x
(x(t), ẋ(t), t) +

∂f2

∂x
(x(t), ẋ(t), t)

)
, h(t)

〉
+

+
〈(
λ(t)

∂f1

∂z
(x(t), ẋ(t), t) +

∂f2

∂z
(x(t), ẋ(t), t)

)
, ḣ(t)

〉]
dt

∣∣∣∣∣ 6
6
∫ b

a

∣∣∣∣∣ 1α(f1(x(t) + αh(t), ẋ(t) + αḣ(t), t)− f1(x(t), ẋ(t), t)
)
−

−
〈∂f1

∂x
(x(t), ẋ(t), t), h(t)

〉
−
〈∂f1

∂z
(x(t), ẋ(t), t), ḣ(t)

〉∣∣∣∣∣ dt+
+

∫ b

a

∣∣∣∣∣ 1α(f2(x(t) + αh(t), ẋ(t) + αḣ(t), t)− f2(x(t), ẋ(t), t)
)
−

−
〈∂f2

∂x
(x(t), ẋ(t), t), h(t)

〉
−
〈∂f2

∂z
(x(t), ẋ(t), t), ḣ(t)

〉∣∣∣∣∣ dt,
и остаётся только применить лемму 5.1.1.

С учётом предложения 5.1.1 и замечания 4.2.1, получаем, что для любого фиксирован-

ного x ∈ C1,d[a, b] и для любого h ∈ C1,d[a, b] будет

I(x+ h)− I(x) = sup
λ∈Λ

ψλ(h, x) + o(h),

где o(αh)/α→ 0 при α ↓ 0 и

ψλ(x, h) =

∫ b

a

[
λ(t)f1(x(t), ẋ(t), t)− |f1(x(t), ẋ(t), t)|+

+
〈(
λ(t)

∂f1

∂x
(x(t), ẋ(t), t) +

∂f2

∂x
(x(t), ẋ(t), t)

)
, h(t)

〉
+

+
〈(
λ(t)

∂f1

∂z
(x(t), ẋ(t), t) +

∂f2

∂z
(x(t), ẋ(t), t)

)
, ḣ(t)

〉]
dt.

Выведем необходимое условие локального максимума. Пусть x∗ ∈ A — точка локального

максимума функционала I на множестве A. Нетрудно понять, что

N(A, x∗) =
{
p ∈ X∗ | p(y) = 0 ∀y ∈ C1,d[a, b] : y(a) = y(b) = 0

}
.

Из следствия 4.3.1 получаем, что для любого λ ∈ Λ такого, что ψλ(x∗, 0) = 0 выполняется

условие ∂hψλ(x∗, 0) ∩ N(A, x∗) 6= ∅, где ∂hψλ(x∗, 0) — субдифференциал отображения h →

ψλ(x
∗, h) в нуле, или, что эквивалентно, для любого λ ∈ Λ такого, что

λ(t)f1(x∗(t), ẋ∗(t), t) = |f1(x∗(t), ẋ∗(t), t)| для п.в. t ∈ [a, b]
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справедливо равенство∫ b

a

[〈(
λ(t)

∂f1

∂x
(x∗(t), ẋ∗(t), t) +

∂f2

∂x
(x∗(t), ẋ∗(t), t)

)
, h(t)

〉
+

+
〈(
λ(t)

∂f1

∂z
(x∗(t), ẋ∗(t), t) +

∂f2

∂z
(x∗(t), ẋ∗(t), t)

)
, ḣ(t)

〉]
dt = 0

∀h ∈ C1,d[a, b] : h(a) = h(b) = 0.

Проинтегрировав слагаемое с h(t) по частям и воспользовавшись леммой Дюбуа–Раймона

(см., например, [27]), получаем, что для почти всех t ∈ [a, b] будет∫ b

t

(
λ(τ)

∂f1

∂x
(x∗(τ), ẋ∗(τ), τ) +

∂f2

∂x
(x∗(τ), ẋ∗(τ), τ)

)
dτ+

+ λ(t)
∂f1

∂z
(x∗(t), ẋ∗(t), t) +

∂f2

∂z
(x∗(t), ẋ∗(t), t) = c,

где c ∈ Rd — константа.

В итоге получаем следующее необходимое условие максимума функционала I.

Предложение 5.1.2. Пусть x∗ ∈ A точка локального максимума функционала I на мно-

жестве A. Тогда для любого λ ∈ L∞[a, b] такого, что λ(t) ∈ [−1, 1] и

λ(t)f1(x∗(t), ẋ∗(t), t) = |f1(x∗(t), ẋ∗(t), t)| для п.в. t ∈ [a, b],

существует c ∈ Rd такое, что для почти всех t ∈ [a, b] будет∫ b

t

(
λ(τ)

∂f1

∂x
(x∗(τ), ẋ∗(τ), τ) +

∂f2

∂x
(x∗(τ), ẋ∗(τ), τ)

)
dτ+

+ λ(t)
∂f1

∂z
(x∗(t), ẋ∗(t), t) +

∂f2

∂z
(x∗(t), ẋ∗(t), t) = c. (5.2)

Покажем на примере, что необходимое условие максимума (5.2) лучше, чем необхо-

димое условие экстремума в негладких задачах вариационного исчисления, выражаемое в

терминах субдифференциала Кларка.

Пример 5.1.1. Пусть d = 1, a = 0 и b = 1. Рассмотрим задачу

I(x) =

∫ 1

0

(|x(t)| − ẋ2(t)) dt→ sup x ∈ C1[0, 1], x(0) = x(1) = 0. (5.3)

Мы хотим проверить неоптимальность функции x∗(t) ≡ 0 в данной задаче.

Замечание 5.1.2. Функция x∗ ≡ 0 не является решением задачи (5.3). Действительно, для

любого α > 0 положим xα(t) = α sin πt. Тогда нетрудно проверить, что

I(xα) =
2

π
α− π2

2
α2,
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откуда получаем, что для достаточно малых α > 0 будет I(xα) > 0. При этом ясно, что

‖xα − x∗‖1 → 0 при α → 0. Следовательно, x∗ не является точкой локального максимума

функционала I на множестве A = {x ∈ C1[0, 1] | x(0) = x(1) = 0}.

Нетрудно проверить, что задача (5.3) эквивалентна следующей задаче Больца

J (x) = l(x(0), x(1)) +

∫ 1

0

L(x(t), ẋ(t)) dt→ inf, x ∈ C1[0, 1], (5.4)

где L(x, z) = −|x|+z2, l(0, 0) = 0 и l(u, v) = +∞, если u 6= 0 или v 6= 0. Проверим, что в точке

x∗ выполнены необходимые условия минимума Кларка в задаче (5.4) (см. [29], теорема 4.4.3).

Действительно, нетрудно видеть, что субдифференциал Кларка отображения x → L(x, z) в

точке (0, 0) имеет вид ∂Cl,xL(0, 0) = [−1, 1], а субдифференциал Кларка отображения z →

L(x, z) в данной точке имеет вид ∂Cl,zL(0, 0) = {0}. Положим p(t) ≡ 0. Тогда для всех t ∈ [0, 1]

и для любого z ∈ R будет

ṗ(t) ∈ ∂Cl,xL(x∗(t), ẋ∗(t)), p(t) ∈ ∂Cl,zL(x∗(t), ẋ∗(t)),

L(x∗(t), ẋ∗(t))− p(t)ẋ∗(t) = 0,

L(x∗(t), ẋ∗(t) + z) = z2 > 0 = L(x∗(t), ẋ∗(t)) + p(t)z,

т. е. в точке x∗ выполнены необходимые условия минимума в задаче Больца в треминах

субдифференциала Кларка ([29], теорема 4.4.3), несмотря на неоптимальность функции x∗.

Покажем теперь, что в точке x∗ не выполнены необходимые условия максимума,

указанные в предложении 5.1.2. Действительно, в данном случае будет f1(x, z, t) = x и

f2(x, z, t) = z2, при этом для любого λ ∈ Λ будет

λ(t)f1(x∗(t), ẋ∗(t), t) = |f1(x∗(t), ẋ∗(t), t)| для п.в. t ∈ [0, 1].

Откуда, если бы в точке x∗ выполнялось необходимое условие максимума, указанное в пред-

ложение 5.1.2, то для любого λ ∈ Λ существовало бы c ∈ R такое, что для почти всех t ∈ [0, 1]∫ 1

t

λ(τ) dτ = c,

или, что эквивалентно, λ(t) = 0 для почти всех t ∈ [0, 1], что противоречит произвольности

λ ∈ Λ.

5.2 Негладкая задача Больца

Пусть, как и в предыдущем разделе, a, b ∈ R, a < b, (X, ‖ · ‖) = (C1,d[a, b], ‖ · ‖1), d ∈ N.

Рассмотрим функционал

I(x) = f0(x(a), x(b)) +

∫ b

a

(
max
i∈I

fi(x(t), ẋ(t), t) + min
j∈J

gj(x(t), ẋ(t), t)
)
dt, (5.5)
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определённый на C1,d[a, b], где функции fi, gj : Rd × Rd × [a, b] → R, fi = fi(x, z, t), gj =

gj(x, z, t), i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ J = {1, . . . ,m} непрерывны по совокупности переменных и

непрерывно дифференцируемы по x и z на всей своей области определения, а f0 : Rd×Rd → R

— заданная функция.

Введём множество Λm, состоящее из всех измеримых вектор–функций λ =

(λ1, . . . , λm) : [a, b] → [0, 1]m таких, что
∑m

j=1 λi(t) = 1 для почти всех t ∈ [a, b]. Для каж-

дого λ ∈ Λm определим функционал

Iλ(x) = f0(x(a), x(b)) +

∫ b

a

(
max
i∈I

fi(x(t), ẋ(t), t) +
∑
j∈J

λj(t)gj(x(t), ẋ(t), t)
)
dt.

Ясно, что для любых λ ∈ Λm и x ∈ C1,d[a, b] будет Iλ(x) > I(x) и

I(x) = inf
λ∈Λm

Iλ(x). (5.6)

Положим также

f(x, z, t) = max
i∈I

fi(x, z, t), g(x, z, t) = min
j∈J

gj(x, z, t).

и введём многозначные отображения

dx,zf(x, z, t) = co

{(
fi(x, z, t)− f(x, z, t),

∂fi
∂x

(x, z, t),
∂fi
∂z

(x, z, t)

) ∣∣∣ i ∈ I}
dx,zg(x, z, t) = co

{(
gj(x, z, t)− g(x, z, t),

∂gj
∂x

(x, z, t),
∂gj
∂z

(x, z, t)

) ∣∣∣ j ∈ J} .
Заметим, что множество dx,zf(x, z, t) является гиподифференциалом отображения (x, z) →

f(x, z, t) в точке (x, z), а множество dx,zg(x, z, t) является гипердифференциалом отображе-

ния (x, z)→ g(x, z, t) в точке (x, z).

Следующий результат позволяет вычислять неодн. в.в.а. функционала I.

Теорема 5.2.1. Пусть x ∈ C1,d[a, b] — произвольная функция, ϕ0 : R2d → R — слабая

неодн. в.в.а. функции f0 в точке (x(a), x(b)). Тогда для любого измеримого отображения

w = (w1, w2) : [a, b] → Rd × Rd такого, что (0, w(t)) ∈ dx,zg(x(t), ẋ(t), t) для почти всех

t ∈ [a, b], выпулая функция

ϕ(h) = ϕ0(h(a), h(b)) +

∫ b

a

(
max
i∈I

(
fi(x(t), ẋ(t), t)− f(x(t), ẋ(t), t)+

+
〈∂fi
∂x

(x(t), ẋ(t), t), h(t)
〉

+
〈∂fi
∂z

(x(t), ẋ(t), t), ḣ(t)
〉)

+ 〈w1(t), h(t)〉+ 〈w2(t), ḣ(t)〉
)
dt,

определённая на пространстве C1,d[a, b] является слабой неодн. в.в.а. функционала I в точ-

ке x.
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Доказательство. Зафиксируем произвольное измеримое отображение w = (w1, w2) : [a, b]→

Rd × Rd такое, что (0, w(t)) ∈ dx,zg(x(t), ẋ(t), t) для почти всех t ∈ [a, b]. Положим

S =
{
α = (α1, . . . , αm) ∈ [0, 1]m

∣∣∣ m∑
i=1

αi = 1
}

и определим отображение F : [a, b]× S → R3 по правилу

F (t, α) =
( m∑
j=1

αj(gj(x(t), ẋ(t), t)− g(x(t), ẋ(t), t)),

m∑
j=1

αj
∂gj
∂x

(x(t), ẋ(t), t),
m∑
j=1

αj
∂gj
∂z

(x(t), ẋ(t), t)
)
.

Ясно, что отображение F непрерывно, при этом для почти всех t ∈ [a, b] будет (0, w(t)) ∈

F (t, S). Поэтому по теореме Филиппова (см., например, [7], теорема 1.5.15) существует λ ∈ Λm

такое, что (0, w(t)) = F (t, λ(t)) почти всюду, т. е. для почти всех t ∈ [a, b]
m∑
j=1

λj(t)(gj(x(t), ẋ(t), t)− g(x(t), ẋ(t), t)) = 0, (5.7)

w1(t) =
m∑
j=1

λj(t)
∂gj
∂x

(x(t), ẋ(t), t), w2(t) =
m∑
j=1

λj(t)
∂gj
∂ẋ

(x(t), ẋ(t), t).

Из (5.7) следует, что для почти всех t ∈ [a, b] будет
m∑
j=1

λj(t)gj(x(t), ẋ(t), t) = g(x(t), ẋ(t), t),

откуда Iλ(x) = I(x). Поэтому, с учётом того что для любого h ∈ C1,d[a, b] будет Iλ(h) > I(h),

достаточно доказать, что функция ϕ является слабой неодн. в.в.а. функционала Iλ.

Определим функционалы

I1(x) =

∫ b

a

f(x(t), ẋ(t), t) dt, I2(x) =

∫ b

a

m∑
j=1

λj(t)gj(x(t), ẋ(t), t) dt

и зафиксируем произвольное h ∈ C1,d[a, b]. По лемме 5.1.1 для любого i ∈ I

fi(x(t) + αh(t), ẋ(t) + αḣ(t), t) = fi(x(t), ẋ(t), t)+

+ α
〈∂fi
∂x

(x(t), ẋ(t), t), h(t)
〉

+ α
〈∂fi
∂z

(x(t), ẋ(t), t), ḣ(t)
〉

+ oi(α, t),

где oi(α, t)/α→ 0 при α ↓ 0 равномерно по t ∈ [a, b]. Следовательно

f(x(t) + αh(t), ẋ(t) + αḣ(t), t)− f(x(t), ẋ(t), t) =

max
i∈I

(
fi(x(t), ẋ(t), t)− f(x(t), ẋ(t), t) + α

〈∂fi
∂x

(x(t), ẋ(t), t), h(t)
〉

+

+ α
〈∂fi
∂z

(x(t), ẋ(t), t), ḣ(t)
〉

+ oi(α, t)
)

= max
i∈I

(
fi(x(t), ẋ(t), t)− f(x(t), ẋ(t), t)+

+ α
〈∂fi
∂x

(x(t), ẋ(t), t), h(t)
〉

+ α
〈∂fi
∂z

(x(t), ẋ(t), t), ḣ(t)
〉)

+ o(α, t),
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где

min
i∈I

oi(α, t) 6 o(α, t) 6 max
i∈I

oi(α, t)

и поэтому o(α, t)/α → 0 при α ↓ 0 равномерно по t ∈ [a, b]. Откуда очевидным образом

получаем, что выпуклая функция

ϕ1(h) =

∫ b

a

max
i∈I

(
fi(x(t), ẋ(t), t)− f(x(t), ẋ(t), t)+

+
∂fi
∂x

(x(t), ẋ(t), t)h(t) +
∂fi
∂z

(x(t), ẋ(t), t)ḣ(t)
)
dt

является исчерпывающей слабой неодн. в.в.а. функционала I1 в точке x. Аналогичным об-

разом применяя лемму 5.1.1 можно показать, что выпуклая функция

ϕ2(h) =

∫ b

a

m∑
j=1

λj(t)

(〈∂gj
∂x

(x(t), ẋ(t), t), h(t)
〉

+
〈∂gj
∂z

(x(t), ẋ(t), t), ḣ(t)
〉)

dt

является исчерпывающей неодн. в.в.а. функционала I2. Дальнейшее очевидно.

Воспользовавшись предыдущей теоремой можно получить необходимое условие мини-

мума функционала I.

Теорема 5.2.2. Пусть x∗ ∈ C1,d[a, b] является точкой локального минимума функци-

онала I, а выпуклая функция ϕ0 : R2d → R является слабой неодн. в.в.а. функции f0

в точке (x∗(a), x∗(b)), причём ϕ0(0, 0) = 0. Тогда для любого измеримого отображения

w = (w1, w2) : [a, b] → Rd × Rd такого, что (0, w(t)) ∈ dx,zg(x(t), ẋ(t), t) для почти всех

t ∈ [a, b] существует абсолютно непрерывная функция ζ : [a, b]→ Rd такая, что для почти

всех t ∈ [a, b]

(0, ζ̇(t), ζ(t)) ∈ dx,zf(x(t), ẋ(t), t) + {(0, w(t))}

и выполнено условие трансверсальности (ζ(a),−ζ(b)) ∈ ∂ϕ0(0, 0).

Доказательство. Зафиксируем произвольное измеримое отображение w : [a, b] → Rd × Rd

такое, что (0, w(t)) ∈ dx,zg(x(t), ẋ(t), t) для почти всех t ∈ [a, b]. Для всех h, q ∈ Rd и t ∈ [a, b]

определим функцию

L(h, q, t) = max
i∈I

(
fi(x(t), ẋ(t), t)− f(x(t), ẋ(t), t) +

〈∂fi
∂x

(x(t), ẋ(t), t), h
〉

+

+
〈∂fi
∂z

(x(t), ẋ(t), t), q
〉)

+ 〈w1(t), h〉+ 〈w2(t), q〉.

Тогда по теореме 5.2.1 выпуклая функция

ϕ(h) = ϕ0(h(a), h(b)) +

∫ b

a

L(h(t), ḣ(t), t)dt,
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является неодн. в.в.а функционала I в точке x∗, причём ϕ(0) = 0. Поэтому по теореме 4.3.1

функция h ≡ 0 является точкой глобального минимума выпуклой функции ϕ. Тогда по тео-

реме 6 из [116] о необходимом условии оптимальности в выпуклой задаче Больца существует

абсолютно непрерывная функция ζ : [a, b] → Rd такая, что (ζ̇(t), ζ(t)) ∈ ∂h,qL(0, 0, t) для по-

чти всех t ∈ [a, b] и выполнено условие трансверсальности (ζ(a),−ζ(b)) ∈ ∂ϕ0(0, 0). Здесь

∂h,qL(0, 0, t) — субдифференциал выпуклой функции (h, q) → L(h, q, t) в точке (0, 0). Ясно,

что

∂h,qL(0, 0, t) = {w(t)}+ co
{(∂fi

∂x
(x(t), ẋ(t), t),

∂fi
∂z

(x(t), ẋ(t), t)
) ∣∣∣

i ∈ I : fi(x(t), ẋ(t), t) = f(x(t), ẋ(t), t)
}
,

и поэтому для почти всех t ∈ [a, b] будет

(0, ζ̇(t), ζ(t)) ∈ {0} × ∂h,qL(0, 0, t) ⊂ dx,zf(x(t), ẋ(t), t) + {(0, w(t))},

что и требовалось.

Сравним необходимые условия минимума в негладкой задаче Больца полученные в

предыдущей теореме с другими известными необходимыми условиями. Для этого приведём

здесь различные известные необходимые условия экстремума в негладкой задаче Больца.

Пусть x∗ ∈ C1,d[a, b] является точкой локального минимума функционала I (см. (5.5)).

Тогда можно показать (см. [74]), что существует абсолютно непрерывная функция ζ : [a, b]→

Rd такая, что для почти всех t ∈ [a, b]

(ζ̇(t), ζ(t)) ∈ ∂Cl,x,zf(x∗(t), ẋ(t), t), (ζ(a),−ζ(b)) ∈ ∂Clf0(x∗(a), x∗(b)), (5.8)

где ∂Cl,x,zf(x∗(t), ẋ(t), t) — субдифференциал Кларка отображения (x, z) → f(x, z, t) в точке

(x∗(t), ẋ∗(t)).

Справедливо также другое необходимое условие экстремума в терминах субдифферен-

циала Кларка (см. [29]). А именно, существует абсолютно непрерывная функция ζ : [a, b] →

Rd такая, что для почти всех t ∈ [a, b]

ζ̇(t) ∈ ∂Cl,xf(x∗(t), ẋ(t), t), ζ(t) ∈ ∂Cl,zf(x∗(t), ẋ(t), t) (5.9)

и выполнено условие трансверсальности

(ζ(a),−ζ(b)) ∈ ∂Clf0(x∗(a), x∗(b)),

где ∂Cl,xf(x∗(t), ẋ(t), t) — субдифференциал Кларка отображения x → f(x, ẋ∗(t), t) в точке

x∗(t), а ∂Cl,zf(x∗(t), ẋ(t), t) — субдифференциал Кларка отображения z → f(x∗(t), z, t) в точке

ẋ∗(t).
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Укажем ещё необходимое условие экстремума в терминах предельного проксимального

субдифференциала [102]. Если x∗ ∈ C1,d[a, b] является точкой локального минимума функци-

онала I, то существует абсолютно непрерывная функция ζ : [a, b]→ Rd такая, что для почти

всех t ∈ [a, b]

ζ̇(t) ∈ co{v ∈ Rd | (v, ζ(t)) ∈ ∂x,zf(x∗(t), ẋ(t), t)} (5.10)

и выполнено условие трансверсальности

(ζ(a),−ζ(b)) ∈ ∂f0(x∗(a), x∗(b))

где ∂x,zf(x∗(t), ẋ(t), t) — предельный проксимальный субдифференциал отображения (x, z)→

f(x, z, t) в точке (x∗(t), ẋ∗(t)).

Пример 5.2.1. Пусть a = 0, b = 1, γ ∈ R. Рассмотрим следующую задачу Больца

I(x) = x(0)− γx(1) +

∫ 1

0

max{|ẋ(t)| − |x(t)|, 0} dt.

Мы хотим проверить, что функция xα(t) = αet для любого α > 0 и γ ∈ R не является

точкой локального экстремума функционала I (см. [102], пример 2). В работе [102] было

показано, что необходимое условие Кларка (5.9) выполнено в точке xα при любом α > 0 и

γ ∈ [0, 1]. Необходимое условие Кларка (5.8) выполнено для x(t) ≡ 0 (α = 0) при γ ∈ [0, 1]

и необходимое условие (5.10) выполнено при x(t) ≡ 0 и γ ∈ [e−1, 1]. Также оба необходимых

условия Кларка и условие (5.10) выполнены в точке xα, когда γ = e−1 и α > 0.

Мы покажем, что необходимое условие минимума в задаче Больца, полученное в тео-

реме 5.2.2 не выполнено для любых α > 0 и γ ∈ R, за исключением случая γ = e−1, когда

α > 0.

Замечание 5.2.1. Судя по всему, для того чтобы доказать неоптимальность функции xα в

случае α > 0 и γ = e−1 необходимо использовать аппроксимации функционала I более

выского порядка, чем первый.

Поскольку f0(y, z) = y − γz, то можно положить

ϕ0(y, z) = y − xα(0)− γ(z − xα(1)).

Откуда условие трансверсальности имеет вид ζ(0) = 1, ζ(1) = γ. Так как

max{|z| − |x|, 0} = max{|z|, |x|} − |x| = max{z,−z, x,−x}+ min{x,−x},

то

f(x, z, t) = max{z,−z, x,−x}, g(x, z, t) = min{x,−x}.
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Следовательно для любого α > 0 будет

dx,zf(xα(t), ẋα(t), t) = co{(0, 0, 1), (−2αet, 0,−1), (0, 1, 0), (−2αet,−1, 0)}, (5.11)

dx,zg(xα(t), ẋα(t), t) = co{(2αet, 1, 0), (0,−1, 0)}. (5.12)

Если α > 0, то единственным измеримым отображением w : [0, 1]→ R2 таким, что (0, w(t)) ∈

dx,zg(xα(t), ẋα(t), t) для почти всех t ∈ [0, 1] будет w ≡ (−1, 0). Предположим, что необходи-

мое условие минимума (теорема 5.2.2) выполнено. Тогда существует абсолютно непрерывная

функция ζ : [0, 1]→ R такая, что ζ(0) = 1, ζ(1) = γ и для почти всех t ∈ [0, 1]

(0, ζ̇(t), ζ(t)) ∈ dx,zf(xα(t), ẋα(t), t) + {(0, w(t))} =

= co{(0,−1, 1), (−2αet,−1,−1), (0, 0, 0), (−2αet,−2, 0)}.

Откуда ζ ′ = −ζ почти всюду и, следовательно, ζ(t) = ce−t для некоторого c ∈ R. Восполь-

зовавшись условием трансверсальности ζ(0) = 1, получим, что ζ(t) = e−t. С учётом второго

условия трансверсальности ζ(1) = γ имеем, что в точке xα не выполнено необходимое условие

минимума (теорема 5.2.2) для любого γ 6= e−1.

Рассмотрим случай α = 0, т. е. xα(t) ≡ 0, и предположим, что xα удовлетворяет необ-

ходимому условию минимума. Тогда по теореме 5.2.2 существует абсолютно непрерывная

функция ζ : [a, b]→ R такая, что ζ(0) = 1, ζ(1) = γ и для почти всех t ∈ [0, 1]

(0, ζ̇(t), ζ(t)) ∈ dx,zf(xα(t), ẋα(t), t) + {(0,−1, 0)} = co{(0,−1, 1), (0,−1,−1), (0, 0, 0), (0,−2, 0)}

(см. (5.11)–(5.12)). Откуда ζ̇(t) 6 0 для почти всех t ∈ (0, 1) и ζ(1) 6 ζ(0) = 1. Поэтому

необходимое условие минимума не выполнено для любого γ > 1. Аналогично, существует

абсолюто непрерывная функция ζ : [a, b]→ R такая, что ζ(0) = 1, ζ(1) = γ и для почти всех

t ∈ [0, 1]

(0, ζ̇(t), ζ(t)) ∈ dx,zf(xα(t), ẋα(t), t) + {(0, 1, 0)} = co{(0, 1, 1), (0, 1,−1), (0, 2, 0), (0, 0, 0)} (5.13)

(см. (5.11)–(5.12)). Откуда ζ̇(t) > 0 для почти всех t ∈ [0, 1] и ζ(1) > ζ(0) = 1. Покажем, что

ζ(1) > 1. Если ζ ′(x) > 0 на множестве положительной меры, то ζ(1) > ζ(0) = 1. Если же

ζ ′(t) = 0 почти всюду, то ζ(t) = 0 на [a, b] (см. 5.13), что противоречит условию трансвер-

сальности ζ(0) = 1. Поэтому ζ(1) > 1 и, следовательно, необходимое условие минимума не

выполнено для всех γ 6 1 .

Замечание 5.2.2. Общий подход к изучению негладких задач вариационного исчисления,

основанный на понятии кодифференцируемости, изучался в [88].
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5.3 Минимаксная задача вариационного исчисления

В данном разделе мы покажем, как с помощью теории неоднородных выпуклых ап-

проксимаций можно легко получить необходимые условия экстремума в минимаксной задаче

вариационного исчисления. Отметим, что подход рассмотренный в данном разделе можно

также применить к изучению других минимаксных задач.

Пусть Ω ⊂ Rd — открытое ограниченное множество с липшицевой границей. Обозна-

чим через C1(Ω) линейное пространство, состоящее из всех таких u ∈ C1(Ω), для которых

функции u,
∂u

∂xi
, i ∈ {1, . . . , d}, ограничены и равномерно непрерывны на Ω (тогда существует

единственное продолжение функции u и всех её производных на замыкание множества Ω).

Пространство C1(Ω) является банаховым пространством относительно нормы

‖u‖1 = max

{
sup
x∈Ω
|u(x)|, sup

x∈Ω

∣∣∣∣ ∂u∂x1

(x)

∣∣∣∣ , . . . , sup
x∈Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xd (x)

∣∣∣∣} .
Пусть C1

0(Ω) — это множество всех функций из C1(Ω), обращающихся в 0 на границе мно-

жества Ω.

Рассмотрим функционал

I(u) = max
k∈M
Ik(u),

определённый на пространстве (C1(Ω), ‖ · ‖1), где

Ik(u) =

∫
Ω

fk(x, u(x),∇u(x)) dx, ∀u ∈ C1(Ω)

и M = {1, . . . , n}. Здесь

∇u(x) =

(
∂u

∂x1

(x), . . . ,
∂u

∂xd
(x)

)
∈ Rd,

функции fk ∈ C2(Ω0 × R × Rd), fk = fk(x, u, ξ), где Ω0 ⊂ Rd — открытое множество такое,

что cl Ω ⊂ Ω0.

Замечание 5.3.1. Вместо пространства C1(Ω) можно рассматривать пространство Соболева

W 1
p (Ω), однако при этом необходимо накладывать определённые условия роста на функции

fk и их производные первого порядка (см., например, [76], параграф 3.4.2).

Зафиксируем произвольное u0 ∈ C1(Ω) и рассмотрим задачу минимизации функцио-

нала I на замкнутом выпуклом множестве

A =
{
v = u+ u0

∣∣ u ∈ C1
0(Ω)

}
.

Множество A можно задать другим эквивалентным образом. А именно,

A =
{
v ∈ C1(Ω)

∣∣ v|∂Ω = u0|∂Ω

}
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(здесь ∂Ω — граница множества Ω ), т. е. множество A состоит из всех функций v ∈ C1(Ω),

имеющих заданное значение на границе множества Ω.

Покажем, что функционал I допускает слабую неодн. в.в.а. в каждой точке u ∈ C1(Ω).

Действительно, зафиксируем произвольные u, h ∈ C1(Ω). Для любого α > 0 имеем

I(u+ αh) = I(u) + max
k∈M

(Ik(u)− I(u) + Ik(u+ αh)− Ik(u)) .

Воспользовавшись теоремой о дифференцировании интеграла по параметру, для любого k ∈

M получим

Ik(u+ αh)− Ik(u) = αI ′k[u](h) + ok(α),

где ok(α)/α→ 0 при α→ 0 и

I ′k[u](h) =

∫
Ω

(
∂fk
∂u

(x, u(x),∇u(x))h(x) +
d∑
i=1

∂fk
∂ξi

(x, u(x),∇u(x))
∂h

∂xi
(x)

)
dx.

Отметим, что I ′k[u] — это производная Гато функционала Ik в точке u. Отсюда имеем, что

I(u+ αh) = I(u) + max
k∈M

(Ik(u)− I(u) + αI ′k[u](h)) + o(α),

где o(α)/α→ 0 при α→ 0. Положим

ϕ(h, u) = max
k∈M

(Ik(u)− I(u) + I ′k[u](h)) ∀u, h ∈ C1(Ω).

Ясно, что функция ϕ(·, u) является исчерпывающей слабой неодн. в.в.а. функционала I в

точке u.

Выведем необходимое условие локального минимума функционала I на множестве A.

Пусть u∗ ∈ A — точка локального минимума функционала I на множестве A. Нетрудно

понять, что

N(A, u∗) =
{
p ∈ (C1(Ω))∗

∣∣ p(h) = 0 ∀h ∈ C1
0(Ω)

}
и (см. теоремы 1.3.7 и 1.3.9)

∂ϕ(0, u∗) = co{I ′k[u∗] | k ∈M : Ik(u∗) = I(u∗)}.

Из теоремы 4.3.1 получаем, что ∂ϕ(0, u∗)∩(−N(A, u∗)) 6= ∅, т.е. существуют числа αk ∈ [0, 1],

k ∈M , такие, что α1 + . . .+ αn = 1, αk(Ik(u∗)− I(u∗)) = 0 и
n∑
k=1

αkI ′k[u∗](h) = 0 ∀h ∈ C1
0(Ω).

Проинтегрировав по частям, получим что для любого h ∈ C1
0(Ω)∫

Ω

n∑
k=1

αk

(
∂fk
∂u

(x, u∗(x),∇u∗(x))−
d∑
i=1

∂

∂xi

∂fk
∂ξi

(x, u∗(x),∇u∗(x))

)
h(x) dx = 0.
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Откуда, воспользовавшись основной леммой вариационного исчисления (см. [76], теорема

3.40), имеем, что для любого x ∈ Ω.

n∑
k=1

αk

(
∂fk
∂u

(x, u∗(x),∇u∗(x))−
d∑
i=1

∂

∂xi

∂fk
∂ξi

(x, u∗(x),∇u∗(x))

)
= 0.

В итоге получаем следующее необходимое условие минимума функционала I на мно-

жестве A.

Предложение 5.3.1. Пусть u∗ является точкой локального минимума функционала I на

множестве A. Тогда существуют числа αk ∈ [0, 1], k ∈M , такие, что

α1 + . . .+ αn = 1, αk(Ik(u∗)− I(u∗)) = 0

и для любого x ∈ Ω.

n∑
k=1

αk

(
∂fk
∂u

(x, u∗(x),∇u∗(x))−
d∑
i=1

∂

∂xi

∂fk
∂ξi

(x, u∗(x),∇u∗(x))

)
= 0.
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Заключение

Приведём краткий обзор результатов, полученных в данной работе.

Во введении даётся обзор литературы по теме работы, обсуждается актуальности ис-

следования, его теоретическая и практическая значимость.

В первой главе приводятся основные определения и утверждения из топологии, функ-

ционального анализа, выпуклого анализа, абстрактного выпуклого анализа, негладкого ана-

лиза и теории многозначных отображений, используемые в следующих главах.

Во второй главе рассматриваются понятия H–кодифференцируемости, аб-

страктной выпуклой аппроксимации негладкой функции и некоторые свойства H–

кодифференцируемых функций. Далее строится исчисление H–кодифференцируемых

функций, выводятся необходимые условия экстремума в негладкой задаче с ограничениями

в терминах абстрактных выпуклых аппроксимаций и H–кодифференциалов. Здесь же

исследуются два конкретных класса H–кодифференцируемых функций, а именно класс

кодифференцируемых функций и класс функций, обладающих верхним коэкзостером.

В третьей главе вводится понятие кодифференцируемости для функции, определённой

на нормированном пространстве, приводятся различные характеризации кодифференциру-

емости и строится исчисление непрерывно кодифференцируемых функций. Далее рассмат-

риваются необходимые условия экстремума в терминах кодифференцируемых функций и их

приложения, изучаются свойства квазидифференцируемости кодифференцируемых функ-

ций, инвариантности необходимых условий экстремума кодифференцируемых функций, а

также выводится теорема о среднем для кодифференцируемых функций и доказывается

теорема о локальной липшицевости кодифференцируемой функции с ограниченным кодиф-

ференциалом. Здесь же строится и подробно исследуется метод кодифференциального спус-

ка.

В главе 4 изучаются исчерпывающие семейства неоднородных верхних выпуклых и

нижних вогнутых аппроксимаций негладких функций, строится исчисление данных семейств

и выводятся различные условия экстремума в терминах данных аппроксимаций. Далее стро-
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ится и исследуется метод спуска, основанный на неоднородных верхних выпуклых аппрок-

симациях. Затем данный метод используется для того, чтобы построить модифицированный

метод кодифференциального спуска.

В главе 5 рассматриваются приложения разработанной теории к одной негладкой клас-

сической задаче вариационного исчисления, негладкой задаче Больца и минимаксной задаче

вариационного исчисления.

Дальнейшие исследования могут вестись в направлении развития метода кодифферен-

циального спуска и его приложений к задачам вариационного исчисления и оптимального

управления. Необходимо более детальное изучение сходимости данного метода в бесконечно-

мерном случае и поведения метода кодифференциального спуска при различных правилах

выбора величины шага, а также требуется усовершенствование метода в случае, когда гипо-

дифференциал и гипердифференциал исследуемой функции не являются выпуклыми мно-

гогранниками. Представляет интерес введение новых содержательных классов негладких

функций на основе абстрактных выпуклых аппроксимаций в соответствии с особенностями

различных оптимизационных задач.
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Список обозначений

intA — внутренность множества X;

clA — замыкание множества X;

(X × Y, τ × σ) — прямое произведение топологических пространств (X, τ) и (Y, σ);

R — множество вещественных чисел;

C — множество комплексных чисел;

linA — линейная оболочка множества A;

п. о. — положительно однородная;

pU — калибровочная функция Минковского множества U ;

∀ — квантор всеобщности;

‖ · ‖ — норма;

B(x, r) — замкнутый шар радиуса r с центром в точке x;

O(x, r) — открытый шар радиуса r с центром в точке x;

SX — единичная сфера с центром в нуле в нормированном пространстве X;

w — слабая топология в нормированном пространстве;

σ(X,X∗) — слабая топология в нормированном пространстве X;

w∗ — слабая∗ топология в пространстве, сопряжённом к нормированному;

σ(X∗, X) — слабая∗ топология в пространстве, сопряжённом к нормированному

пространству X;

R — расширенная вещественная прямая;

dom f — эффективное множество функции f ;

epi f — надграфик функции f ;

пн. св. — полунепрерывная сверху;

пн. сн. — полунепрерывная снизу;

f ′(x, g) — производная функции f в точке x по направлению g;

f ′[x] — производная Гато функции f в точке x;

∂f(x) — субдифференциал функции f в точке x;
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∂f(x) — супердифференциал функции f в точке x;

N(A, x) — нормальный конус ко множеству A в точке x;

〈·, ·〉 — скалярное произведение в Rn;

supp+(f,H) — верхнее опорное множество функции f по отношению к множеству H;

supp−(f,H) — нижнее опорное множество функции f по отношению к множеству H;

∂∗Hf(x) — H–субдифференциал функции f в точке x;

∂
∗
Hf(x) — H–супердифференциал функции f в точке x;

ρH(A,B) — расстояние Хаусдорфа между множествами A и B;

Df(x) — квазидифференциал функции f в точке x;

E∗f(x) — верхний экзостер функции f в точке x;

E∗f(x) — нижний экзостер функции f в точке x;

Df(x) — кодифференциал функции f в точке x;

df(x) — гиподифференциал функции f в точке x;

df(x) — гипердифференциал функции f в точке x;

Ef(x) — верхний коэкзостер функции f в точке x;

Ef(x) — нижний коэкзостер функции f в точке x;

∂pf(x) — проксимальный субдифференциал функции f в точке x;

∂f(x) — предельный проксимальный субдифференциал функции f в точке x;

f ↓Cl(x, g) — производная Кларка функции f в точке x по направлению g;

∂Clf(x) — субдифференциал Кларка функции f в точке x;

PF (X,H) — множество пар (Φ,Ψ), состоящих из H–выпуклой и H–вогнутой функций,

таких, что 0 ∈ int dom Φ ∩ int dom Ψ;

EPF (X,H) — множество классов эквивалентности пар (Φ,Ψ) ∈ PF (X,H);

[Φ,Ψ] — класс эквивалентности элемента (Φ,Ψ) ∈ PF (X,H);

PS(H) — множество пар подмножеств множества H, соответствующих элементам

множества PF (X,H);

EPF (H) — множество классов эквивалентности элементов множества PS(H);

[U, V ] — класс эквивалентности элемента (U, V ) ∈ PS(H);

δHf(x) — H–производная функции f в точке x;

DHf(x) — H–кодифференциал функции f в точке x;

| · | — произвольная норма в Rn;

‖ · ‖p — норма в пространстве R×X∗ (1 6 p < +∞);

a(f, x) = max[a,ϕ]∈df(x) a — максимум по всем первым компонентам элементов гиподиф-

ференциала функции f в точке x;
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b(f, x) = min[b,ψ]∈df(x) b — минимум по всем первым компонентам элементов гипердиф-

ференциала функции f в точке x;

dµf(x) — множество всех элементов [b, ψ] гипердифференциала функции f в точке x

таких, что b 6 µ.

signα — знак числа α;

в.в.а. — верхняя выпуклая аппроксимация;

н.в.а. — нижняя вогнутая аппроксимация;

неодн. в.в.а. — неоднородная верхняя выпуклая аппроксимация;

неодн. н.в.а. — неоднородная нижняя вогнутая аппроксимация;

γ(A, x) — конус, состоящий из всех таких v, что луч, исходящий из точки x ∈ A в

направлении v пересекается с множеством A по невырожденному интервалу;

Γ(A, x) — конус возможных направлений множества A в точке x;

C1,d[a, b] — пространство непрерывно дифференцируемых d–мерных вектор функций,

определённых на отрезке [a, b];

PC1,d[a, b] — пространство кусочно–непрерывно дифференцируемых d–мерных вектор

функций, определённых на отрезке [a, b];

W 1,d
p [a, b] — пространство абсолютно непрерывных d–мерных вектор функций, опреде-

лённых на отрезке [a, b], производная которых суммируема со степенью p при 1 6 p <∞

и существенно ограничена при p =∞;

L∞[a, b] — пространство измеримых существенно ограниченных функций, определён-

ных на отрезке [a, b];

C1(Ω) — пространство, состоящее из всех непрерывно дифференцируемых в области

Ω функций u таких, что u и все её производные первого порядка ограничены и равно-

мерно непрерывны на Ω;

Wm
p (Ω) — пространство Соболева на Ω (m ∈ N, 1 6 p 6∞);
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[104] Kruger A. Ya. On Fréchet subdifferentials // Journal of Mathematical Sciences. 2003. Vol.

116, no. 3. pp. 3325–3358.

[105] Kuntz L. A characterization of continuously codifferentiable functions and some

consequences // Optimization. 1991. Vol. 22, no. 4. pp. 539–547.

[106] Levi F.W. On Helly’s theorem and the axioms of convexity // J. Indian Math. Soc. Par

A. 1951. Vol. 15, pp. 65–76.

[107] Luderer B., Rosiger R., Wurker U. On necessary minimum conditions in

quasidifferential calculus: independence on the specific choice of quasidifferential //

Optimization. 1991. Vol. 22, no. 5. pp. 643–660.

[108] Mordukhovich B.S. Variational Analysis and Generalized Differentiation I. Basic Theory.

Berlin, Heidelber, New York: Springer, 2006. 582 p.

[109] Mordukhovich B.S. Variational Analysis and Generalized Differentiation II. Applications.

Berlin, Heidelberg, New York: Springer, 2006. 612 p.

[110] Nesterov Y. Introductory Lectures on Convex Optimization. A Basic Course. Dordrecht:

Kluwer Academic Publishers, 2004. 236 p.

138



[111] Pallaschke D., Rolewicz S. Foundations of mathematical optimization. Convex analysis

without linearity. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1997. 582 p.
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