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Общая характеристика работы

Актуальность темы

Классической задачей при изучении глобальной структуры
множества диффеоморфизмов замкнутого гладкого многообра-
зия является задача о характеризации множества диффеоморфиз-
мов, топологически сопряжённых с их 𝐶1-малыми возмущения-
ми. Такие диффеоморфизмы называются структурно устойчивы-
ми (определение структурной устойчивости восходит к Андро-
нову и Понтрягину).

Вопросу об условиях, при которых диффеоморфизм 𝑓 или
векторное поле 𝑋 являются структурно устойчивыми, посвяще-
ны многочисленные исследования.

В последнее десятилетие появились работы, в которых струк-
турная устойчивость характеризуется в терминах свойства отсле-
живания приближённых траекторий (псевдотраекторий).

Так, было показано, что 𝐶1-внутренность множества диффео-
морфизмов, обладающих свойством отслеживания, совпадает со
множеством структурно устойчивых диффеоморфизмов. Анало-
гичный результат был доказан для векторных полей без точек
покоя.

Позднее оказалось, что структурную устойчивость можно ха-
рактеризовать, накладывая дополнительные условия на свойство
отслеживания; так, показано, что липшицево свойство отслежи-
вания эквивалентно структурной устойчивости.

Цель работы

Цель работы состоит в нахождении новых достаточных усло-
вий структурной устойчивости диффеморфизмов и потоков на
замкнутых гладких многообразиях.
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Методы исследований

В качестве основного инструмента при изучении диффеомор-
физмов используется теорема Мане о необходимом и достаточ-
ном условиях структурной устойчивости. Технически, примене-
ние теоремы Мане сводится к использованию дискретного ана-
лога теоремы Плисса о связи между разрешимостью систем раз-
ностных уравнений и гиперболичностью последовательности ко-
эффициентов. Доказательство теоремы, усиливающей этот дис-
кретный аналог теоремы Плисса, приводится в приложении.

При изучении потоков дискретный аналог теоремы Плисса
используется для доказательства гиперболичности неблуждаю-
щего множества и выполнения строгого условия трансверсально-
сти. Классическая теория гиперболических систем, в свою оче-
редь, гарантирует, что выполнение двух этих свойств эквивалент-
но структурной устойчивости в случае отсутствия точек покоя.

Основные результаты работы

Доказывается эквивалентность структурной устойчивости и
липшицева обратного отслеживания для диффеоморфизмов и
гладких векторных полей, гёльдерова обратного отслеживания
для диффеоморфизмов, и одного из вариантов предельного свой-
ства отслеживания.

Научная новизна

Все результаты диссертации являются новыми.

Теоретическая и практическая ценность

Работа носит теоретический характер. Полученные ре-
зультаты позволяют характеризовать множество структурно-
устойчивых систем с помощью различных свойств липшицева
обратного и предельного отслеживания.
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С точки зрения приложений результаты диссертации можно
интерпретировать как доказательство невозможности хорошего
численного приближения негиперболических систем.

Апробация работы

Результаты диссертационной работы были изложены на сле-
дующих конференциях и семинарах:

1. семинар в Boston University – Бостон, США, 2013;

2. семинар в Georgia Institute of Technology – Атланта, США,
2013;

3. семинар в Northwestern University – Чикаго, США, 2013;

4. Динамика, бифуркации и странные аттракторы – Нижний
Новгород, Россия, 2013;

5. International Conference Beyond Uniform Hyperbolicity–
Бедлево, Польша, 2013;

6. Dynamical Systems: 100 years after Poincaré – Хихон, Испа-
ния, 2012;

7. Dynamics, Topology and Computations – Бедлево, Польша,
2012;

8. ICTP-ESF School and Conference in Dynamical Systems –
Триест, Италия, 2012;

9. семинар в Université de Bretagne Occidentale – Брест, Фран-
ция, 2012;

10. семинар в IRMAR – Ренн, Франция, 2012;

11. IUTAM Symposium on 50 Years of Chaos: Applied and
Theoretical – Киото, Япония, 2011;
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12. семинар по динамическим системам в лаб. им. П.Л. Чебы-
шёва – Санк-Петербург, Россия, 2011, 2012, 2013.

Публикации

Основные результаты диссертации опубликованы в печатных
работах автора [1–3] в рецензируемых научных журналах из пе-
речня ВАК, ссылки на которые приведены в конце автореферата.

Работа [1] написана в соавторстве. Диссертанту принадлежит
доказательство для случая класса методов Θ𝑠, соавторам – по-
становка задачи, введение и доказательство для случая класса
методов Θ𝑡.

Структура и объём диссертации

Диссертация состоит из введения, четырёх глав, заключения,
приложения и списка литературы. Список литературы включает
42 названия. Объём диссертации 72 страницы.

Содержание диссертации

В первой главе приводится обзор имеющихся результатов,
связанных с липшицевым отслеживанием для диффеоморфиз-
мов, определяется липшицево обратное отслеживание для диф-
феоморфизмов и доказывается его эквивалентность структурной
устойчивости.

Пусть 𝑓 – диффеоморфизм класса 𝐶1 замкнутого гладкого
многообразия 𝑀 с римановой метрикой dist. Здесь и далее все-
гда будут иметься в виду многообразия гладкости 𝐶8. Обозначим
𝑚 “ dim𝑀 . Пусть 𝑑 ą 0.

Определение 1. Будем называть 𝑑-псевдотраекторией 𝑓 после-
довательность t𝑥𝑘u𝑘PZ точек 𝑀, для которой выполнены нера-
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венства
distp𝑥𝑘`1, 𝑓p𝑥𝑘qq ă 𝑑, 𝑘 P Z.

Мы будем рассматривать свойства обратного отслеживания
псевдотраекторий, порождённых двумя классами методов.

Определение 2. Будем называть 𝑑-методом класса Θ𝑠 семейство
непрерывных отображений t𝜓𝑘u𝑘PZ, 𝜓𝑘 : 𝑀 Ñ 𝑀 , для которого
выполнены неравенства

distp𝜓𝑘p𝑥q, 𝑓p𝑥qq ă 𝑑, 𝑥 P𝑀, 𝑘 P Z.

Последовательность t𝑥𝑘u𝑘PZ точек 𝑀 называется траекторией
𝑑-метода t𝜓𝑘u класса Θ𝑠, если

𝑥𝑘`1 “ 𝜓𝑘p𝑥𝑘q, 𝑘 P Z.

Определение 3. Будем называть 𝑑-методом класса Θ𝑡 семейство
непрерывных отображений t𝜓𝑘u𝑘PZ, 𝜓𝑘 : 𝑀 Ñ 𝑀 , для которого
выполнено следующее:

𝜓0 “ Id;

distp𝑓p𝜓𝑘p𝑥qq, 𝜓𝑘`1p𝑥qq ă 𝑑, 𝑥 P𝑀, 𝑘 P Z.

Последовательность t𝑥𝑘u𝑘PZ точек 𝑀 называется траекторией
𝑑-метода t𝜓𝑘u класса Θ𝑡, если существует такая точка 𝑥 P𝑀 , что

𝑥𝑘 “ 𝜓𝑘p𝑥q, 𝑘 P Z.

Определение 4. Будем говорить, что диффеоморфизм 𝑓 обладает
липшицевым свойством обратного отслеживания относительно
класса Θ𝑠 (класса Θ𝑡) на траектории точки 𝑝 P 𝑀 , если суще-
ствуют такие положительные константы 𝑑0, 𝐿, что для любого
𝑑-метода t𝜓𝑘u класса Θ𝑠 (класса Θ𝑡) с 𝑑 ď 𝑑0 найдется такая
траектория t𝑥𝑘u метода t𝜓𝑘u, что выполнены неравенства

distp𝑥𝑘, 𝑓
𝑘
p𝑝qq ă 𝐿𝑑, 𝑘 P Z.
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Определение 5. Будем говорить, что диффеоморфизм 𝑓 обла-
дает липшицевым свойством обратного отслеживания относи-
тельно класса Θ𝑠 (класса Θ𝑡), если он обладает липшицевым
свойством обратного отслеживания относительно этого класса на
траектории каждой точки 𝑝 P 𝑀 . Будем писать, соответственно,
𝑓 P LISP𝑠 или 𝑓 P LISP𝑡 .

Рассмотрим множество Diff1
p𝑀q гладких диффеоморфизмов

𝑀 на себя. Хорошо известно, что любое гладкое замкнутое мно-
гообразие вкладывается в R𝑛 для некоторого натурального 𝑛. То-
гда можно отождествить касательное пространство 𝑇𝑥𝑀 и про-
странство R𝑚 Ă R𝑛 для любой точки 𝑥 P𝑀 .

Пусть 𝑓 P Diff1
p𝑀q. Дифференциал 𝐷𝑓p𝑥q действует из од-

ного 𝑚-мерного подпространства R𝑛 в другое 𝑚-мерное подпро-
странство R𝑛. Определим расстояние между диффеоморфизмами
𝑓1, 𝑓2 P Diff1

p𝑀q следующим образом:

𝜌1p𝑓1, 𝑓2q “ 𝜌0p𝑓1, 𝑓2q ` sup
𝑥P𝑀

}𝐷𝑓p𝑥q ´𝐷𝑔p𝑥q} ,

где }¨} – стандартная операторная норма и

𝜌0p𝑓1, 𝑓2q “ max
𝑥P𝑀

max
`

distp𝑓1p𝑥q, 𝑓2p𝑥qq, distp𝑓´11 p𝑥q, 𝑓´12 p𝑥qq
˘

.

Очевидно, 𝜌1 является метрикой на пространстве Diff1
p𝑀q. Топо-

логию, порождённую такой метрикой, называют 𝐶1-топологией.

Определение 1. Диффеоморфизм 𝑓 называется структурно
устойчивым, если существует такая окрестность 𝑈 диффеомор-
физма 𝑓 в 𝐶1-топологии, что любой диффеоморфизм 𝑔 P 𝑈 то-
пологически сопряжен с 𝑓 .

Множество структурно устойчивых диффеоморфизмов будем
обозначать через 𝒮.

Основным результатом главы является следующая теорема:

Теорема 1. Следующие условия эквиваленты:
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• диффеоморфизм 𝑓 структурно устойчив

• 𝑓 P LISP𝑠

• 𝑓 P LISP𝑡.

Во второй главе определяется липшицево обратное отслежи-
вание для потоков и доказывается его эквивалентность структур-
ной устойчивости.

Пусть Φ — поток на замкнутом гладком многообразии 𝑀 с
римановой метрикой dist. Пусть 𝑑 ą 0.

Определение 6. Будем говорить, что отображение 𝜓 : R Ñ 𝑀
является 𝑑-псевдотраекторией для потока Φ, если для любого 𝑡 P
R

dist p𝜓p𝑡` 𝑠q,Φp𝑠, 𝜓p𝑡qqq ă 𝑑, 𝑠 P r´1, 1s.

Определение 7. Будем говорить, что гладкое отображение Ψ :
Rˆ𝑀 Ñ𝑀 является 𝑑-методом для потока Φ, если для любого
𝑡 P R

dist pΨp𝑡` 𝑠, 𝑥q,Φp𝑠,Ψp𝑡, 𝑥qqq ă 𝑑, 𝑠 P r´1, 1s,

и Ψp0, 𝑥q “ 𝑥 для любого 𝑥 P𝑀.

Обозначим через Rep множество всех возрастающих гомео-
морфизмов 𝛼 : R Ñ R, для которых 𝛼p0q “ 0. Введём также
следующее обозначение:

Rep p𝛿q “

"

𝛼 P Rep

⃒⃒⃒⃒ ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

𝛼p𝑡q ´ 𝛼p𝑠q

𝑡´ 𝑠
´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 𝛿, 𝑡 ‰ 𝑠

*

.

Определение 8. Будем говорить, что поток Φ обладает свойством
липшицева обратного отслеживания (Φ P LISP), если для любой
точки 𝑝 P𝑀 существуют такие константы 𝐿, 𝑑0, что для каждого
𝑑-метода Ψ при 𝑑 ď 𝑑0 существуют такая точка 𝑝p𝑑q P 𝑀 и такая
репараметризация 𝛼 P Rep p𝐿𝑑q , что

distpΦp𝑡, 𝑝q,Ψp𝛼p𝑡q, 𝑝p𝑑qqq ă 𝐿𝑑, 𝑡 P R.
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Пусть поток Φ порождён 𝐶1 векторным полем 𝑋 на 𝑀 . Фик-
сируем вложение многообразия 𝑀 в R𝑛 для достаточно большого
𝑛.

Обозначим через 𝐷𝑋 дифференциал отображения 𝑋̂ : 𝑀 Ñ

R𝑛, соответствующего векторному полю 𝑋 при вложении мно-
гообразия 𝑀 в R𝑛. Зададим расстояние между двумя гладкими
векторными полями 𝑋, 𝑌 на многообразии 𝑀 следующим обра-
зом:

𝜌1p𝑋, 𝑌 q “ 𝜌0p𝑋, 𝑌 q `max
𝑝P𝑀

}𝐷𝑋p𝑝q ´𝐷𝑌 p𝑝q} ,

𝜌0p𝑋, 𝑌 q “ max
𝑝P𝑀

|𝑋p𝑝q ´ 𝑌 p𝑝q| .

Несложно проверить, что так определённая функция 𝜌1 – метрика
на множестве гладких векторных полей на многообразии 𝑀 .

Определение 2. Векторное поле 𝑋 называется структурно
устойчивым, если существует такая его окрестность 𝑈 в про-
странстве 𝒳 (с топологией, порождённой метрикой 𝜌1), что для
любого векторного поля 𝑌 P 𝑈 существует гомеоморфизм 𝑀 на
себя, который отображает траектории потока, порождённого по-
лем 𝑋 в траектории потока, порождённого полем 𝑌 , сохраняя их
ориентацию.

Точка 𝑥 называется точкой покоя для потока Φ, если Φp𝑡, 𝑥q “
𝑥 для любого 𝑡 P R.

Основным результатом главы является следующая теорема:

Теорема 2. Пусть у потока Φ нет точек покоя. В этом случае
поток Φ структурно устойчив тогда и только тогда, когда Φ P
LISP.

Во третьей главе определяется гёльдерово обратное отсле-
живание для диффеоморфизмов и доказывается его эквивалент-
ность структурной устойчивости при некоторых значениях экс-
понент.
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Пусть 𝑓 — диффеоморфизм замкнутого гладкого многообра-
зия 𝑀 с римановой метрикой dist.

Определение 9. Будем говорить, что диффеоморфизм 𝑓 облада-
ет гёльдеровым свойством обратного отслеживания с показате-
лем 𝜃 ą 0 на траектории точки 𝑝 P 𝑀 , если существуют такие
положительные константы 𝑑0, 𝐿, что для любого 𝑑-метода t𝜓𝑘u

класса Θ𝑠 с 𝑑 ď 𝑑0 найдётся такая траектория t𝑥𝑘u метода t𝜓𝑘u,
что выполнены неравенства

distp𝑥𝑘, 𝑓
𝑘
p𝑝qq ă 𝐿𝑑𝜃, 𝑘 P Z.

Определение 10. Будем говорить, что диффеоморфизм 𝑓 обла-
дает гёльдеровым свойством обратного отслеживания с показа-
телем 𝜃 ą 0, если он обладает гёльдеровым свойством обратного
отслеживания с показателем 𝜃 на траектории любой точки 𝑝 P𝑀 .
Будем писать, соответственно, 𝑓 P HISPp𝜃q.

Для формулировки основного результата понадобится следу-
ющее определение:

Определение 11. Пусть 𝛿 P p0, 1s. Мы будем обозначать через
Diff1`𝛿

p𝑀q множество таких диффеоморфизмов 𝑓 : 𝑀 Ñ𝑀 , что
для любой точки 𝑝 существуют такие окрестность нуля 𝑉 Ă 𝑇𝑝𝑀
и число 𝑅 ą 0, что выполняется следующая оценка:

dist
`

𝑓pexp𝑝p𝑣qq, exp𝑓p𝑝q p𝐷𝑓p𝑝q𝑣q
˘

ď 𝑅 |𝑣|1`𝛿 , 𝑣 P 𝑉.

Замечание 1. Очевидно, что Diff1`𝛿
p𝑀q Ă Diff1

p𝑀q, поэтому
можно говорить о структурной устойчивости 𝑓 P Diff1`𝛿

p𝑀q.

Основным результатом главы является следующая теорема:

Теорема 3. Пусть 𝑓 P Diff1`𝛿
p𝑀q, 𝛿 P p0, 1s и пусть число 𝜃

таково, что 1 ą 𝜃 ą 1{p1 ` 𝛿q. Диффеоморфзим 𝑓 структурно
устойчив тогда и только тогда, когда 𝑓 P HISPp𝜃q.
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В четвёртой главе приводится обзор имеющихся результатов,
связанных с двусторонним предельным отслеживанием для диф-
феоморфизмов, определяется липшицево двустороннее предель-
ное отслеживание для диффеоморфизмов и доказывается его эк-
вивалентность структурной устойчивости.

Пусть 𝑓 — диффеоморфизм замкнутого гладкого многообра-
зия с римановой метрикой dist.

Пусть 𝛾 – неотрицательное вещественное число. Обозначим
банахово пространство последовательностей 𝑥 “ t𝑥𝑘u векторов
из R𝑚, занумерованных целыми числами, с ограниченной нор-
мой }𝑥}𝛾 “ sup

𝑘PZ
|𝑥𝑘| p|𝑘| ` 1q𝛾 , через 𝒩𝛾pZq.

Определение 3. Последовательность 𝜉 “ t𝑥𝑘u𝑘PZ точек 𝑀 назо-
вём 𝛾-убывающей 𝑑-псевдотраекторией динамической системы
𝑓 , если }t𝑑𝑘p𝜉qu}𝛾 ă 𝑑.

Определение 4. Диффеоморфизм 𝑓 обладает липшицевым дву-
сторонним предельным свойством отслеживания с показателем
𝛾, если существуют такие положительные константы 𝑑0, 𝐿 ą 0,
что для любой 𝛾-убывающей 𝑑-псевдотраектории t𝑥𝑘u с 𝑑 ď 𝑑0
существует такая точка 𝑝 P𝑀 , что

›

›

 

distp𝑓𝑘
p𝑥q, 𝑥𝑘q

(

𝑘PZ

›

›

𝛾
ă 𝐿𝑑.

В таком случае будет использоваться обозначение 𝑓 P

LTSLmSPp𝛾q .

Основным результатом главы является следующая теорема:

Теорема 4. Диффеоморфизм 𝑓 структурно устойчив тогда и
только тогда, когда 𝑓 P LTSLmSPp𝛾q.
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