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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ðàçâèòèå íàíîòåõíîëîãèé è ïðèìåíåíèå íàíîìà-
òåðèàëîâ (íàíîïë¼íîê, íàíîïðîâîëîê, íàíîòðóáîê, íàíî÷àñòèö è äð.) ïðèâåëè
ê âñåñòîðîííèì èññëåäîâàíèÿì ñâîéñòâ ýòèõ ìàòåðèàëîâ, à òàêæå ñâîéñòâ ïî-
âåðõíîñòíûõ è ìåæôàçíûõ íàíîñòðóêòóð. Ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ � îä-
íà èç ãëàâíûõ ïðè÷èí ýêñòðàîðäèíàðíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ íàíîñòðóêòóð
è íàíîìàòåðèàëîâ. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíûõ
íàïðÿæåíèé íà ñîñòîÿíèå èäåàëüíî óïðóãîãî òåëà íå ó÷èòûâàåòñÿ íà ìàêðî-
óðîâíå, ïîñêîëüêó ýòî âëèÿíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëüêî íà íåñêîëüêî ïðèïî-
âåðõíîñòíûõ ñëî¼â àòîìîâ è íà ìàêðîìàñøòàáàõ ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåçíà-
÷èòåëüíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ âëèÿíèåì äðóãèõ íàãðóçîê. Îäíàêî íà ñóáìèêðîí-
íûõ óðîâíÿõ äàæå â òâ¼ðäûõ òåëàõ äîìèíèðóþùèìè ñòàíîâÿòñÿ êâàíòîâûå è
ïîâåðõíîñòíûå ýôôåêòû, êîòîðûå îêàçûâàþò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ìåõàíè-
÷åñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà íàíîìàòåðèàëîâ. Ìíîãî÷èñëåííûå òåîðåòè÷å-
ñêèå èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêè, îñíîâàííûå íà èñïîëüçî-
âàíèè îáîáù¼ííîé òåîðèè óïðóãîñòè, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ
äëÿ îñíîâíîãî îáú¼ìà ìàòåðèàëà è ïîâåðõíîñòíóþ òåîðèþ óïðóãîñòè äëÿ ïî-
âåðõíîñòåé è ãðàíèö ðàçäåëà, ïîêàçàëè, ÷òî èìåííî ó÷¼ò ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿ-
æåíèé ïîçâîëÿåò àäåêâàòíî îïèñàòü, íàïðèìåð, ðàçìåðíûé ýôôåêò, íàáëþäàå-
ìûé â ýêñïåðèìåíòàõ íàä ðàçëè÷íûìè íàíîîáúåêòàìè. Ñîñòîÿíèå ïîâåðõíîñòè
âî ìíîãèõ ìèêðîýëåêòðîííûõ è îïòè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ èìååò ïåðâîñòåïåííîå
çíà÷åíèå, îñîáåííî íà íàíîñòðóêòóðíîì óðîâíå. Íå ìåíüøåå çíà÷åíèå èìååò ñî-
ñòîÿíèå ìåæç¼ðåííîé ãðàíèöû â êðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì,
ðàçðàáîòêà è ðàçâèòèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ íà
íàíîìàñøòàáíîì óðîâíå è àíàëèç íàíîýôôåêòîâ ÿâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè.

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè íà íàíîìàñøòàáíîì óðîâíå
ýôôåêòà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé â óïðóãîì òåëå ñ ïëîñêîé è ðåëüåôíîé
ïîâåðõíîñòüþ, à òàêæå ìåæôàçíûõ íàïðÿæåíèé â äâóõêîìïîíåíòíîì òåëå ñ
ðåëüåôíîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

• ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ â óñëîâèÿõ ïëîñêîé
äåôîðìàöèè ïðè äåéñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, âîçíèêøèõ â ðå-
çóëüòàòå èçìåíåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè â íàíîìåòðîâîì äèàïàçîíå, è
íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè;
• ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ íàíîìåòðîâûì ðåëüåôîì ïîâåðõíîñòè â óñëî-
âèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ïðè äåéñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, âíåø-
íåé íàãðóçêè è íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè;
• ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
äâóõêîìïîíåíòíîãî óïðóãîãî ïðîñòðàíñòâà ñ íàíîìåòðîâûì ðåëüåôîì ïî-
âåðõíîñòè ðàçäåëà â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ïðè íàëè÷èè ìåæôàç-
íûõ íàïðÿæåíèé è äåéñòâèè íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè;
• èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ è ìåæôàçíûõ íàïðÿæåíèé íà íàïðÿ-
æ¼ííîå ñîñòîÿíèå âíåøíåé ãðàíèöû è ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ óïðóãèõ ñðåä
â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè âûïîëíåíèè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èñ-

ïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû: ìåòîäû òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ
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ôóíêöèé, ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìåòîä âîçìóùåíèé ãðàíèöû ðàçäå-
ëà. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû è ãðàôè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè
ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû MAPLE.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ êîððåêòíîñòüþ ïîñòàíîâêè
çàäà÷ è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, èñïîëüçîâàííûõ â ðåøåíèè ðàññìîòðåííûõ çà-
äà÷. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè
ðåøåíèé àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ íàíîìåõàíèêè, ðàññìîòðåííûõ ðàçíûìè àâòîðàìè
ïðè èññëåäîâàíèè ýôôåêòà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé. Ñóùåñòâîâàíèå âûÿâ-
ëåííîãî ðàçìåðíîãî ýôôåêòà áûëî óñòàíîâëåíî â ðÿäå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è
òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:
• ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ðÿäà êðàåâûõ äâóìåðíûõ çàäà÷, ïî-
ñòàíîâêà êîòîðûõ îñíîâàíà íà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ îáú¼ìíîé è
ïîâåðõíîñòíîé òåîðèé óïðóãîñòè. Ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàññìîò-
ðåííûõ çàäà÷ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè îäíîòèïíûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé;
• âïåðâûå ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î äåôîðìàöèè óïðóãîé ïîëóïëîñ-
êîñòè ïðè äåéñòâèè ïðîèçâîëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé íàãðóçêè è ïî-
âåðõíîñòíîãî íàïðÿæåíèÿ;
• ðàçðàáîòàí ìåòîä âîçìóùåíèé ïðè ðåøåíèè äâóìåðíûõ çàäà÷ äëÿ óïðóãèõ
îáëàñòåé ñ íàíîðàçìåðíûì ðåëüåôîì âíåøíåé èëè ìåæôàçíîé ïîâåðõíî-
ñòè. Ïîñòðîåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ëþáîãî ïðèáëèæåíèÿ è ìåòîä òî÷íîãî
ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ îäíîòèïíîãî ãèïåðñèíãó-
ëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîãî èñêðèâëåíèÿ
ïîâåðõíîñòè;
• ïðîàíàëèçèðîâàí ðàçìåðíûé ýôôåêò, êîòîðûé ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì ïîâåðõ-
íîñòíûõ íàïðÿæåíèé è ïðîÿâëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ îò ïåðèîäà èçìåíåíèÿ íàãðóçêè, à òàêæå îò ïåðèîäà èñêðèâëåíèÿ
ïîâåðõíîñòè è èíòåðôåéñà.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå

ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïîâåðõíîñòíûìè è ìåæôàçíûìè íàïðÿæåíèÿìè, ïðè-
âîäÿùèé ê ðåøåíèþ ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ìîæåò áûòü
ðàñïðîñòðàí¼í íà ìíîãèå àíàëîãè÷íûå äâóìåðíûå çàäà÷è, íàïðèìåð, çàäà÷è äëÿ
ïë¼íî÷íîãî óïðóãîãî ïîêðûòèÿ ïðè ó÷¼òå ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé íà âíåø-
íåé ïîâåðõíîñòè è ìåæôàçíûõ � íà èíòåðôåéñå. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû
ïîçâîëÿþò äàòü òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå óíèêàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ
íàíîìàòåðèàëîâ è íàíîñòðóêòóð. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
îöåíêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè îïòè÷åñêèõ è ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ, ïîâåðõíîñòè
êîòîðûõ èìåþò äåôåêòû íàíîìåòðîâîãî ðàçìåðà. Îáíàðóæåííûå ýôôåêòû, ñâÿ-
çàííûå ñ ó÷¼òîì ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè
äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ôèçè÷åñêîé ìåçîìåõàíèêè, îäíèì èç íàïðàâëåíèé
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè ïåðåõîäå îò ìåçîìàñ-
øòàáíûõ óðîâíåé ê íàíîìåòðîâûì. Íàéäåííûå ðåøåíèÿ ìîæíî òàêæå èñïîëü-
çîâàòü äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè è äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåí-
íûìè ìåòîäàìè è ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäû-
âàëèñü è îáñóæäàëèñü íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòî-
äîâ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà, íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû
ìàòåìàòèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà òåõíîëîãèè
è äèçàéíà, à òàêæå íà 8 íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ: XLI, XLII, XLIII, XLIV ìåæäó-
íàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ ¾Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ
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è óñòîé÷èâîñòü¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2010, 2011, 2012, 2013); ìåæäóíàðîäíàÿ êîí-
ôåðåíöèÿ ïî ìåõàíèêå ¾Øåñòûå Ïîëÿõîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2012);
ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìåõàíèêå ¾The 8th European Solid Mechanics
Conference¿ (Ãðàö, Àâñòðèÿ, 2012); ìåæäóíàðîíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ñî-
âðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà, äèôôåðåíöè-
àëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé¿ (Îäåññà, Óêðàèíà, 2013); XXI Ïåòåðáóðã-
ñêèå ÷òåíèÿ ïî ïðîáëåìàì ïðî÷íîñòè (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2014).

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîëó÷åíû ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé ïî ïðîåêòàì
ÐÔÔÈ (ãðàíòû � 11-01-00230, � 12-08-31392, � 14-01-00260) è ÍÈÐ ÑÏáÃÓ �
9.37.129.2011

Ïóáëèêàöèè. Ïî ìàòåðèàëàì äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 10 ðàáîò, â òîì
÷èñëå 2 ñòàòüè â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Ñïèñîê ïóá-
ëèêàöèé ïðèâåä¼í â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Â ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèÿõ Ãðåêîâó Ì.À. ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà-
÷è, îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèé è êîíñóëüòàöèè ïî ðàçëè÷íûì âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ
ðåøåíèåì çàäà÷. Êîñòûðêî Ñ.À. ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóþùèõ çà-
äà÷ è îáñóæäåíèå ïóòåé ðåàëèçàöèè ðåøåíèé. Âèêóëèíîé Þ.È. ïðèíàäëåæèò
ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííîãî íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì ìåòîäà, ïîëó÷åíèå ðåøå-
íèÿ äëÿ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ â ÿâíîì âèäå, ñîñòàâëåíèå êîìïüþòåðíûõ ïðî-
ãðàìì, ãðàôè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è èõ àíàëèç.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òð¼õ ãëàâ è
çàêëþ÷åíèÿ, ñîäåðæèò 85 ñòðàíèö, 18 ðèñóíêîâ, 1 òàáëèöó, ñïèñîê ëèòåðàòóðû
ñîäåðæèò 50 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ïðèâåä¼í êðàò-
êèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ïî èññëåäóåìîé òåìàòèêå, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè è çà-
äà÷è ðàáîòû, èçëîæåíà ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ, ïåðå÷èñëåíû ïîëó÷åííûå â ðà-
áîòå íîâûå ðåçóëüòàòû, èõ ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü è îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âû-
íîñèìûå íà çàùèòó. Â êîíöå ââåäåíèÿ ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåð-
òàöèè.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ â óñëîâèÿõ ïëîñêîé
äåôîðìàöèè ïðè äåéñòâèè íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîâåðõíîñòíûõ íà-
ïðÿæåíèé è âíåøíåé íàãðóçêè â íàíîìåòðîâîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ.

Â íà÷àëå ãëàâû èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé òåîðèè
óïðóãîñòè Ã¼ðòèíà � Ì¼ðäîêà, ïðèâîäèòñÿ ôîðìóëèðîâêà îáîáùåííîãî çàêîíà
Ëàïëàñà � Þíãà è ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ
êðàåâûõ çàäà÷.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîòðîïíîå è îäíîðîäíîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ïëîñêàÿ ïî-
âåðõíîñòü êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé íàãðóçêè p = (p1, p2) â
óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè, è ïðèíèìàåòñÿ â ðàñ÷¼ò äåéñòâèå ïîâåðõíîñò-
íûõ íàïðÿæåíèé σs11 íà ãðàíèöå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåé äâóìåð-
íîé çàäà÷å î äåôîðìàöèè óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè Ω ñ ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöåé
Γ (ðèñ. 1). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà ãðàíèöû Γ îòëè÷àþòñÿ îò óïðó-
ãèõ ñâîéñòâ ïîëóïëîñêîñòè. Ñîãëàñíî îáîáù¼ííîìó çàêîíà Ëàïëàñà � Þíãà [1]
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñëó÷àå ïëîñêîé çàäà÷è è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå [2]:

σ22(z)− iσ12(z) + i
∂σs11
∂x1

= −i(p1 + ip2), z = x1 + ix2, z ∈ Γ, (1)
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Ðèñ. 1. Ìîäåëü ïîëóïëîñêîñòè ïîä íàãðóçêîé

x2

x1

p(x1)

σs
11σs

11 Γ

Ω
λ, µσ1 σ1

σ∞
12

σ∞
22

ãäå σs11 � ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå.
Íà áåñêîíå÷íîñòè

lim
x2→−∞

(σ22 − iσ12) = −iP
a
, lim

x2→−∞
σ11 = σ1, lim

x2→−∞
ω = ω∞, z ∈ Ω, (2)

ãäå σij � êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé â ñèñòåìå êîîðäèíàò x1, x2; ω � óãîë ïî-
âîðîòà ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû. Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå èäåàëüíîãî
êîíòàêòà ïîâåðõíîñòè è îáú¼ìà (íåïðåðûâíîñòü ïåðåìåùåíèé), êîòîðîå â äå-
ôîðìàöèîííîé ôîðìå èìååò âèä

ε11(x1) = εs11(x1), x2 = 0. (3)

Çäåñü ε11(x1) è ε
s
11(x1) � äåôîðìàöèè îáú¼ìà è ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâåííî.

Èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîâåðõíîñòíîé òåîðèè óïðóãîñòè Ã¼ðòè-
íà � Ì¼ðäîêà,îáúåìíîé òåîðèè óïðóãîñòè è óñëîâèÿ (3) âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå,
ñâÿçûâàþùåå íåèçâåñòíîå ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå è ñîîòâåòñòâóþùóþ êîì-
ïîíåíòó äåôîðìàöèè ε11 îñíîâíîãî ìàòåðèàëà íà ãðàíèöå:

σs11(x1) = γ0 + (2µs + λs)ε11(x1), (4)

ãäå γ0 � îñòàòî÷íîå ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿ-
íèè; λs, µs � ìîäóëè óïðóãîñòè ïîâåðõíîñòè.

Ñâÿçü âåêòîðà íàïðÿæåíèé σn = σnn+ iσnt â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
n, t è âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u = u1 + iu2 â ñèñòåìå êîîðäèíàò x1, x2 ñ êîì-
ïëåêñíûìè ïîòåíöèàëàìè Ãóðñà � Êîëîñîâà Φ è Υ, ñîãëàñíî [3], âûðàæàåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè:

σn = Φ(z) + Φ(z)−
(

Υ(z) + Φ(z)− (z − z) Φ′(z)
)
e−2iα, z ∈ Ω, (5)

−2µ
du

dz
= − κΦ(z) + Φ(z)−

(
Υ(z) + Φ(z)− (z − z) Φ′(z)

)
e−2iα, (6)

ãäå µ � ìîäóëü ñäâèãà, κ = 3 − 4ν, ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, α � óãîë
íàêëîíà ïëîùàäêè ñ íîðìàëüþ n ê îñè x1.

Ïåðåõîäÿ â (5) ê ïðåäåëó ïðè z → Γ, α = 0, ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
(1) ïðèõîäèì ê çàäà÷å Ðèìàíà � Ãèëüáåðòà î ñêà÷êå ôóíêöèè Θ, ãîëîìîðôíîé
âíå Γ:

Θ+(x1)−Θ−(x1) = iσs11
′(x1) + ip(x1), Θ =

{
Υ, Im z > 0,
Φ, Im z < 0, (7)

ãäå Θ±(x1) = lim
Im z→±0

Θ(z).
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Ðåøåíèå çàäà÷è (7) èìååò âèä [4]:

Θ(z) = Θk(z) + Θu(z) + C, z /∈ Γ, (8)

Θk(z) =
1

2πi

∞∫
−∞

ip(t)

t− z
dt, Θu(z) =

1

2πi

∞∫
−∞

iσs11
′(t)

t− z
dt. (9)

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþ-
ùåå íåèçâåñòíîå ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå σs11 ñ êîìïëåêñíûìè ïîòåíöèàëàìè

σs11 = γ0 + (2µs + λs)
du1
dx1

= γ0 +MRe
{
κΦ− + Υ+

}
, M =

2µs + λs
2µ

. (10)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ, ïîëó÷àåì ãèïåðñèíãóëÿðíîå èí-
òåãðàëüíîå óðàâíåíèå

σs11
′(x1)−

M(κ + 1)

2π

+∞∫
−∞

σs11
′(t)

(t− x1)2
dt =

=
M(κ − 1)

2
p ′2(x1) +

M(κ + 1)

2π

+∞∫
−∞

p1(t)

(t− x1)2
dt. (11)

Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11) è ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ, íåêîòî-
ðûå èç êîòîðûõ ïðèâåäåííû íà ðèñ. 2 è ðèñ. 3, íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà ãðàíè-
öå, ïîëàãàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îïèñûâàåòñÿ ÷¼òíîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé, à êàñàòåëüíàÿ � íå÷¼òíîé, òî åñòü p(x) ïðåäñòàâèìà â
âèäå ðÿäà Ôóðüå:

p(x) = p1(x) + ip2(x) =
n∑
k=0

Ck sin bkx+ i

n∑
k=0

Dk cos bkx, (12)

ãäå bk = 2πk/a, a � ïåðèîä, çäåñü è äàëåå x ≡ x1.
Òîãäà íåèçâåñòíîå ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå íàõîäèì â âèäå òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêîãî ðÿäà:

σs11(x) =
∞∑
k=0

(
Ak cos bkx+Bk sin bkx

)
. (13)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå
âûðàæåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå (13)

A0 = γ0 +M(κ + 1)
σ1
4
, Ak =

M (Ck(κ + 1) +Dk(κ − 1))

2 +Mbk(κ + 1)
, k ≥ 1;

Bk = 0, k ≥ 0,
(14)

è íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (11) â âèäå:

σs11(x) = γ0 +M(κ + 1)
σ1
4

+
∞∑
k=1

Ak cos bkx. (15)
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Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå ïðîäîëüíûõ íàïðÿæåíèé â äèàïàçîíå îäíîãî ïåðèîäà ïðè äåéñòâèè
êàñàòåëüíîé íàãðóçêè (à) è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè äåéñòâèè íîðìàëüíîé íàãðóçêè (á)
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé ïðîäîëüíûõ íàïðÿæåíèé îò ïåðèîäà äåéñòâèÿ
êàñàòåëüíîé (à) è íîðìàëüíîé (á) íàãðóçêè
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿ-
æåíèé íà ãðàíèöå Γ.

Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ è àíàëèçà ýôôåêòà ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé
ðàññìàòðèâàåòñÿ íàãðóçêà, îïðåäåëÿåìàÿ îäíèì èç ðàâåíñòâ

p1(x, y) = q1
Im f(x, y)

max | Im f(x, y)|
, p2(x, y) = q2

Re f(x, y)

max |Re f(x, y)|
, (16)

ãäå

f(x, y) = − sh−2
(
y +

iπx

a

)
, (17)

q1, q2 � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, ðàâíûå ìàêñèìóìàì àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ñîîò-
âåòñòâóþùèõ óñèëèé; ïàðàìåòð y îïðåäåëÿåò ôîðìó êðèâûõ. Ïðè y > 2 êðè-
âûå, îïèñûâàþùèå äåéñòâèå íàãðóçêè, ñòàíîâÿòñÿ áëèçêèìè ê ñèíóñîèäàëüíûì.
Ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà y ìîæíî ñ ïîìîùüþ äàííûõ ôóíêöèé ìîäåëèðî-
âàòü äåéñòâèå ïåðèîäè÷åñêîé íàãðóçêè, ðàñïðåäåë¼ííîé íà ó÷àñòêàõ ãðàíèöû,
ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿ àëþìèíèÿ ñ õàðàêòå-
ðèñòèêàìè, âçÿòûìè èç ðàáîòû [5], λs = 6, 8511 Í/ì; µs = −0, 376 Í/ì. Â ýòîì
ñëó÷àå ïðè µ = 27 GPa íàõîäèì, ÷òî êîýôôèöèåíò M = 0, 113 íì.
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Ïîëó÷åíû ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ íàïðÿæåíèé â äèàïàçîíå îäíîãî ïå-
ðèîäà (ðèñ. 2), à òàêæå çàâèñèìîñòè ýòèõ íàïðÿæåíèé îò ïåðèîäà èçìåíåíèÿ
íàãðóçêè (ðèñ. 3). Ïðîèëëþñòðèðîâàí ðàçìåðíûé ýôôåêò, êîòîðûé ïðîÿâëÿåò-
ñÿ â çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé îò ðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà � ïåðèîäà èçìåíåíèÿ
íàãðóçêè.

Â ðåçóëüòàòå îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì ìàêñèìàëüíîì çíà÷å-
íèè íàãðóçêè âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé íà íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå
ãðàíèöû ñòàíîâèòñÿ áîëåå çíà÷èòåëüíûì ñ óìåíüøåíèåì ó÷àñòêà ïåðèîäà, íà
êîòîðîì ñîñðåäîòî÷åíà îñíîâíàÿ ÷àñòü íàãðóçêè.

Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî íàèáîëåå çàìåòíîå âëèÿíèå ïåðèîäà íàãðóçêè íà
íàïðÿæåíèÿ íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ èçìåíåíèÿ a ïðèìåðíî îò 1 äî 30 íì.
Ïðè a > 100 íì ðàçìåðíûé ýôôåêò ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò, è íàïðÿæ¼ííî-
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òåëà íå çàâèñèò îò ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå 2 ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñî ñëàáî èñêðèâë¼ííîé ãðàíè-
öåé â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ïðè äåéñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé,
âíåøíåé íàãðóçêè è íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôîðìà ïîâåðõíîñòè, ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ â äàííîé çàäà÷å, ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå. Òàê, íàïðèìåð,
ñîãëàñíî ðàáîòå [6], âûõîä äèñëîêàöèé íà ïîâåðõíîñòü ìàòåðèàëà ìîæåò ïðèâå-
ñòè ê ôîðìèðîâàíèþ íàíîðàçìåðíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåëüåôà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãàÿ ñðåäà, çàíèìàþùàÿ ïîëóïðîñòðàíñòâî, ïîâåðõ-
íîñòü êîòîðîãî áëèçêà ê ïëîñêîé ôîðìå è îáëàäàåò óïðóãèìè ñâîéñòâàìè, îò-
ëè÷íûìè îò àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ îáú¼ìà. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñðåäà íàõîäèòñÿ
â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë è äîïîëíèòåëü-
íûõ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé σs. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ôîðìóëèðîâêå
ñîîòâåòñòâóþùåé äâóìåðíîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé îá-
ëàñòè [7] Ω = {z : Im z < εf(x1), Re z ∈ R1} â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî z = x1 + ix2, 0 < ε� 1. Ãðàíèöà Γ îáëàñòè Ω îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
ζ = x1 + iεf(x1) (ðèñ. 4). Çäåñü f(x1) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïåðè-
îäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì a, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì max |f(x1)| = a,
|f ′(x1)| < 1/ε.

Â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîé ïîâåðõíîñòè çàêîí Ëàïëàñà � Þíãà äëÿ ïëîñêîé
çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä

σn(ζ) =
σstt
r
− i1

h

dσstt
dx1

+ p(ζ) ≡ ts(ζ) + p(ζ), ζ ∈ Γ, (18)

ãäå σn = σnn + iσnt; p(ζ) = pn(ζ) + ipt(ζ); σnn, σnt � íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå
íàïðÿæåíèÿ â ëîêàëüíîé äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò n, t (â
óðàâíåíèè (18) îñü n ïåðïåíäèêóëÿðíà Γ); pn, pt � ïðîåêöèè âåêòîðà âíåøíåé
íàãðóçêè íà ñîîòâåòñòâóþùèå îñè n, t; σstt � ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå; ðàäè-
óñ êðèâèçíû r êðèâîé Γ è ìåòðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò h (êîýôôèöèåíò Ëàìå)
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè [8]

1

h
=

1√
1 + (εf ′(x1))

2
,

1

r
=

εf ′′(x1)(
1 + (εf ′(x1))

2
)3/2 . (19)
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Ðèñ. 4. Äâóìåðíàÿ ìîäåëü óïðóãîãî òåëà ñî ñëàáî èñêðèâë¼ííîé ãðàíèöåé

x2

x1

p(x1)
σs
ttσs

tt Γ

Ω

−a/2 a/2−εa

λ, µσ1 σ1

σ∞
12 σ∞

22

Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ p óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà âñþäó íà Γ è

p(ζ) = p(ζ + a),

ζ+a/2∫
ζ−a/2

p(τ)dτ = −iP, P = P1 + iP2. (20)

Óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè àíàëîãè÷íû óñëîâèÿì (2) ãëàâû 1.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà èñïîëü-

çóþòñÿ òå æå ñîîòíîøåíèÿ (5) � (6), çàïèñàííûå â âèäå îäíîé ôîðìóëû [3].
Ñëåäóÿ ìåòîäó âîçìóùåíèé [9], êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû è ïîâåðõíîñòíîå íà-
ïðÿæåíèå ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε:

Φ(z) =
∞∑
n=0

εn

n!
Φn(z), Υ(z) =

∞∑
n=0

εn

n!
Υn(z), σstt(ζ) =

∞∑
n=0

εn

n!
σsn(ζ). (21)

Çàòåì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ Φ−n ,Υ
+
n ôóíêöèé Φn,Υn è ôóíêöèè p, σ

s
n íà Γ ðàñ-

êëàäûâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè ïðÿìîé Im ζ = 0:

Φ−n (ζ) =
∞∑
m=0

(iεf(x1))
m

m!
Φ−n

(m)
(x1), p(ζ) =

∞∑
m=0

(iεf(x1))
m

m!
p(m)(x1), (22)

Υ+
n

(
ζ
)

=
∞∑
m=0

(−iεf(x1))
m

m!
Υ+
n
(m)

(x1), σsn(ζ) =
∞∑
m=0

(iεf(x1))
m

m!
σs(m)
n (x1). (23)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàçëîæåíèÿ (21) � (23) â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (18),
ïðèõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðàåâûõ çàäà÷ Ðèìàíà � Ãèëüáåðòà

Θ+
n (x1)−Θ−n (x1) = iσsn

′(x1) + Fn(x1), (24)

ãäå Fn � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ ïðè n > 0 îò âñåõ ïðåäûäóùèõ ïðè-
áëèæåíèé, à

Θn(z) =

{
Υn(z), Im z > 0,
Φn(z), Im z < 0.

(25)

Äëÿ ëþáîãî n ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ Fn ÷åðåç èçâåñòíûå ôóíêöèè, íàé-
äåííûå â ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèÿõ.

Ðåøåíèå çàäà÷è (24) èìååò âèä [4]:

Θn(z) = Θnu(z) + Θnk(z) + C,

Θnu(z) =
1

2πi

∞∫
−∞

iσsn
′(t)

t− z
dt, Θnk(z) =

1

2πi

∞∫
−∞

Fn(t)

t− z
dt.

(26)
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Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé è îáú¼ìíîé òåîðèè óïðóãîñòè,
çàïèñàííûå â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò n, t [1, 10], ïðèíèìàþò âèä

σstt = γ0 + (λs + 2µs)ε
s
tt, σs33 = γ0 + (λs + γ0)ε

s
tt, (27)

σnn = (λ+ 2µ)εnn + λεtt, σtt = (λ+ 2µ)εtt + λεnn, (28)
σnt = 2µεnt, σ33 = ν(σtt + σnn), (29)

ãäå ν � êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îáú¼ìíîãî ìàòåðèàëà.
Èç óñëîâèÿ èäåàëüíîãî êîíòàêòà ïîâåðõíîñòè ñ îáú¼ìîì è ñîîòíîøåíèé

(27) � (28), êàê è â ãëàâå 1 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

σstt = γ0 + (λs + 2µs)εtt. (30)

Ñ ó÷¼òîì ðàçëîæåíèé (21) � (23), ïðèõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâ-
íåíèé

σsn(x1) = Vn(x1) +MRe
{
κΦ−n (x1) + Υ+

n (x1)
}
, M =

λs + 2µs
2µ

, (31)

ãäå ôóíêöèè Vn çàâèñÿò òîëüêî îò ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèé. Ïðèâîäÿòñÿ ÿâ-
íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Vn ïðè ëþáîì n.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ñîõîöêîãî � Ïëåìåëÿ â óðàâíåíèè (31), ïîëó÷àåì
ãèïåðñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

σsn
′(x1)−

M(κ + 1)

2π

∞∫
−∞

σsn
′(t)

(t− x1)2
dt = V ′n(x1)+

+ Re

{
M(1− κ)

2
F ′n(x1)−

M(1 + κ)

2πi

+∞∫
−∞

Fn(t)

(t− x1)2
dt

}
. (32)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (32) ïî òèïó ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (11), ïîëó-
÷åííûì â ïåðâîé ãëàâå. Ýòè óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (32) è çàäà÷è â öåëîì ñòðîèòñÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè
ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåé íàãðóçêè. Íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäå-
íû íà ðèñ. 5 è ðèñ. 6. Íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ îòâå÷àåò çàäà÷à î ïîëóïëîñêîñòè
ñ ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöåé â îäíîðîäíîì ïîëå íàïðÿæåíèé σ11 = σ1, σ22 = 0:

σs0 = γ0 +M(κ + 1)
σ1
4
. (33)

Ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü çàäà÷è, êàê è â ãëàâå 1, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (32)
ïðè n = 1 èùåì â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

σs1
′(x) =

∞∑
k=1

(
Ak sin bkx+Bk cos bkx

)
, bk = 2πk/a. (34)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ôîðìó ïîâåðõíîñòè,
ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, ïðåäñòàâëÿåì å¼ â âèäå ðÿäà Ôóðüå ïî êîñèíóñàì:

f(x) =
∞∑
k=1

Ck cos bkx, Ck =
2

a

a/2∫
−a/2

f(t) cos bkt dt. (35)
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Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå îêðóæíûõ (à) è íîðìàëüíûõ (á) íàïðÿæåíèé â ïðåäåëàõ îäíîãî
ïåðèîäà ïðè a = 5 íì

(à) (á)M = 0, 113 íì

M = 0

M = 0, 113 íì

M = 0

x/a x/a

y = 0, 2 y = 0, 2

σtt
σ1

σnn
σ1

10 100 1000

1,10

1,15

1,20

1,25

1,30

1,35

10 100 1000
1,25

1,30

1,35

1,40

1,45

1,50

1,55
      
      
 
            

10 100 1000

0,0
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0,8
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìóìîâ îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé îò ïåðèîäà èñêðèâëåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà y (à) è ïàðàìåòðà M (á)

(à) (á)

y = 0, 2

y = 0, 6

y = 2

M = 0, 113 íì
M = 0 íì

M = 0, 1 íì

M = 0, 5 íì

M = 1 íì

y = 0, 2

a, íì

m
ax
σ
tt
/σ

1

a, íì

m
ax
σ
tt
/σ

1

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè, íàõîäèì ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ak, Bk:

Ak =
MCkb

2
k (σ1(κ + 1) + bkσ

s
0(κ − 1))

2 +Mbk(κ + 1)
, Bk = 0, k ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (32) äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè
â âèäå ðÿäà Ôóðüå

σs11(x) = γ0 +M(κ + 1)
σ1
4
− ε

∞∑
k=1

Ak

bk
cos bkx. (36)

Â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó-
÷àé, êîãäà íà òåëî íå äåéñòâóåò âíåøíÿÿ íàãðóçêà, à ôîðìà ãðàíèöû çàäàíà
ôóíêöèåé

f(x, y) =
a

d

[
Im
{

ctg
(πx
a
− iy

)}
− 1
]
, d = Im {ctg (iy)} . (37)
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Âûáîð òàêîé ôóíêöèè îáóñëîâëåí âîçìîæíîñòüþ îïèñàòü ñ å¼ ïîìîùüþ
ðàçëè÷íûå ôîðìû ïîâåðõíîñòè: âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà y, ìîæíî ïîëó-
÷èòü ðàçëè÷íûå ôîðìû êðèâûõ � îò ëîêàëèçîâàííûõ âûñòóïîâ è âûåìîê äî
ïîâåðõíîñòåé, îïèñûâàåìûõ êîñèíóñîèäàëüíîé ôóíêöèåé.

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ òåõ æå óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ ïîâåðõ-
íîñòè è îáú¼ìà, ÷òî è â ãëàâå 1. Êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0, 3; ìàëûé ïàðà-
ìåòð ε = 0, 1; îñòàòî÷íîå íàïðÿæåíèå γ0 ïðèíÿòî ðàâíûì íóëþ.

Èç ðèñ. 5à âèäíî, ÷òî ïðè ó÷¼òå ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé èçìåíåíèå
îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé ñãëàæèâàåòñÿ, à íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ äåìîíñòðèðó-
þò ïðîòèâîïîëîæíûé ýôôåêò (ðèñ. 5á). Êðîìå òîãî, ÷åì ìåíüøå ðàäèóñ êðèâèç-
íû èñêðèâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè, òåì ñèëüíåå ïðîÿâëÿåòñÿ âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíûõ
íàïðÿæåíèé.

Ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà M íà ðàçìåðíûé ýôôåêò áûëè
ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ äëÿ ãèïîòåòè÷åñêîãî ñî÷åòàíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîâåðõ-
íîñòè è ïîëóïëîñêîñòè ïðè M = 0, 5 íì è M = 1 íì. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6á âìåñòå ñ êðèâûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìM = 0, 1
íì è M = 0. Ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè M = 0 ýêâèâàëåíòíî êëàññè÷åñêîìó ðå-
øåíèþ, íå ó÷èòûâàþùåìó ïîâåðõíîñòíîå íàïðÿæåíèå. Èç ðèñ. 6á ñëåäóåò, ÷òî
óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà M ïðèâîäèò ê íåìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè îêðóæíîãî
íàïðÿæåíèÿ îò ïåðèîäà èñêðèâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè. Áîëåå òîãî, â îòëè÷èå îò
ðåàëüíîãî çíà÷åíèÿM = 0, 113 íì, ñ óìåíüøåíèåì ïåðèîäà èñêðèâëåíèÿ a ïðè-
áëèçèòåëüíî îò çíà÷åíèÿ 20 íì îêðóæíîå íàïðÿæåíèå âîçðàñòàåò ïðè M = 0, 5
íì è îò çíà÷åíèÿ 40 íì � ïðè M = 1 íì.

Â òðåòüåé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî óïðóãîãî ïðîñòðàíñòâà
ñî ñëàáî èñêðèâë¼ííîé ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè
ïðè íàëè÷èè ìåæôàçíûõ íàïðÿæåíèé è äåéñòâèè íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷-
íîñòè. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ïåðåìåùåíèÿ íåïðåðûâíû ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç ìåæôàçíóþ ïîâåðõíîñòü, à ñêà÷îê íàïðÿæåíèé ñâÿçàí ñ ñó-
ùåñòâîâàíèåì ìåæôàçíûõ íàïðÿæåíèé. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç âëèÿíèÿ ôîðìû
èñêðèâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè è ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà íàïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå
ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãîå òåëî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ ïîëóïðîñòðàíñòâ ñî ñëà-
áî èñêðèâë¼ííîé ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòüþ. Â ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïëîñ-
êîé äåôîðìàöèè, êàê è â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ïðèõîäèì ê ôîðìóëèðîâêå äâó-
ìåðíîé çàäà÷è äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ïëîñêîñòè ñî ñëàáî èñêðèâë¼ííîé ãðàíè-
öåé ðàçäåëà (ðèñ. 7). Ñ÷èòàåì, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà ïîëóïëîñêîñòåé Ω1 è Ω2 ðàç-
ëè÷íû, à íà ãðàíèöå ðàçäåëà Γ äåéñòâóåò ìåæôàçíîå íàïðÿæåíèå σs [10, 11, 12].
Ãðàíèöà Γ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì Γ = {z : z = ζ ≡ x1 + iεf(x1)} , ãäå
ε� 1, f(x1) � íåïðåðûâíàÿ, ïåðèîäè÷åñêàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü
f(x1) = f(x1 + a), |f(x1)| ≤ a, |f ′(x1)| ≤M = const, ãäå a � ïåðèîä.

Íà ìåæôàçíîé ãðàíèöå Γ îòñóòñòâóþò ðàçðûâû ïåðåìåùåíèé, à ñêà÷îê
íàïðÿæåíèé σk (k = 1, 2) îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Ëàïëàñà � Þíãà:

u+(ζ) = u−(ζ), σ+(ζ)− σ−(ζ) = ∆σ(ζ) =
σs

r
− i1

h

dσs

dx1
≡ ts(ζ), (38)

ãäå ðàäèóñ êðèâèçíû ãðàíèöû r è ìåòðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò h îïðåäåëÿþòñÿ
ðàâåíñòâàìè (19).

Íà áåñêîíå÷íîñòè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
lim

|Im z|→∞
σkij(z) = σk∞ij , lim

|Im z|→∞
ωk(z) = ω∞k , z ∈ Ωk. (39)
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Ðèñ. 7. Äâóìåðíàÿ ìîäåëü äâóõêîìïîíåíòíîãî òåëà ñî ñëàáî èñêðèâë¼ííîé ãðàíèöåé

x2

x1

σsσs Γ

Ω1
λ1, µ1

Ω2
λ2, µ2

σ1 σ1

σ1∞
12

σ1∞
22

σ2 σ2

σ2∞
12

σ2∞
22

−a/2 a/2−εa

x2 = εf(x1)
��

Äëÿ êàæäîé ñðåäû Ωk (k = 1, 2) âåêòîð íàïðÿæåíèé è âåêòîð ïåðåìåùå-
íèé ñâÿçàíû ñ êîìïëåêñíûìè ïîòåíöèàëàìè Ãóðñà � Êîëîñîâà ñîîòíîøåíèÿìè,
àíàëîãè÷íûìè ðàâåíñòâàì (5) � (6) [3].

Ïî àíàëîãèè ñ ãëàâîé 2, èñïîëüçóÿ ìåòîä âîçìóùåíèÿ ãðàíèöû, ôóíêöèè
Φk,Υk è σ

s ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ε, à èõ çíà÷åíèÿ íà ãðàíè-
öå � ðàñêëàäûâàåì â ðÿäû Òåéëîðà. Ïîäñòàâëÿÿ íàïðÿæåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ,
âûðàæåííûå ÷åðåç êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû, â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (38), è ó÷è-
òûâàÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, ïðèõîäèì ê äâóì áåñêîíå÷-
íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì êðàåâûõ óñëîâèé [13]:(

Υ1n(x1) + Φ2n(x1)
)+
−
(

Φ1n(x1) + Υ2n(x1)
)−

= F1n + iσs′n(x1)− T sn, (40)(
µ2Υ1n(x1)− µ1κ2Φ2n(x1)

)+
−
(
µ1Υ2n(x1)− µ2κ1Φ1n(x1)

)−
= F2n, (41)

ãäå T sn , Fkn (k = 1, 2) � ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèé.
Ðåøåíèå çàäà÷ (40) � (41), ñîãëàñíî [3], èìååò âèä:

Υ1n(z) =
µ1κ2In(z) + Jn(z)

µ2 + µ1κ2
+ a21n, Im z > 0,

Φ1n(z) =
µ1In(z)− Jn(z)

µ1 + µ2κ1
+ a11n, Im z < 0,{

Φ2n(z) = −Φ1n(z) + In(z) + Cn, Im z > 0,
Υ2n(z) = −Υ1n(z) + In(z) + Cn, Im z < 0,

(42)

ãäå

In(z) = Ink + Inu, Ink =
1

2πi

+∞∫
−∞

F1n(t)− T sn(t)

t− z
dt,

Inu =
1

2πi

+∞∫
−∞

iσsn
′(t)

t− z
dt, Jn(z) = Jnk(z) =

1

2πi

+∞∫
−∞

F2n(t)

t− z
dt,

(43)

aj10 = aj1, C0 = aj1 + aj2, aj1n = Cn = 0, n = 1, 2, ..., (−1)j Im z > 0.

Àíàëîãè÷íî ìåòîäó, îïèñàííîìó âî âòîðîé ãëàâå, èç óñëîâèÿ èäåàëüíî-
ãî êîíòàêòà è îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîâåðõíîñòíîé è îáú¼ìíîé òåîðèé
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óïðóãîñòè ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå n-îå ïðèáëèæåíèå èñêîìîãî ìåæ-
ôàçíîãî íàïðÿæåíèÿ σsn ñ êîìïîíåíòîé îáú¼ìíîé äåôîðìàöèè. Ñ ó÷¼òîì ðàç-
ëîæåíèé ôóíêöèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ïðèõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óðàâ-
íåíèé, àíàëîãè÷íûõ óðàâíåíèÿì (31)

σsn(x1)−MRe
{
κ1Φ

−
1n(x1) + Υ+

1n(x1)
}

= Vn(x1), M =
λs + 2µs

2µ1
, (44)

ãäå ôóíêöèè Vn çàâèñÿò òîëüêî îò ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèé. Ïðèâîäÿòñÿ ÿâ-
íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé Fkn(k = 1, 2) è Vn ïðè ëþáîì n.

Ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ñ ó÷¼òîì ôîðìóë Ñîõîö-
êîãî � Ïëåìåëÿ ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãèïåðñèíãóëÿðíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé íåèçâåñòíîãî ìåæôàçíîãî
íàïðÿæåíèÿ σsn

′

σsn
′(x1)−MK1

1

2π

+∞∫
−∞

σsn
′(t)

(t− x1)2
dt = M Re

{
K2

2

[
F ′1n(x1)− T sn ′(x1)

]
+

+
K1

2πi

+∞∫
−∞

F1n(t)− T sn
(t− x1)2

dt+
K3

2
F ′2n(x1) +

K4

2πi

+∞∫
−∞

F2n(t)

(t− x1)2
dt

}
+ V ′n, (45)

ãäå ïîñòîÿííûå Ki (i = 1, 4) çàâèñÿò îò ìîäóëåé óïðóãîñòè íèæíåé è âåðõíåé
îáëàñòåé.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (45) ïî òèïó ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè
(11) è (32), ïîëó÷åííûìè â ïåðâîé è âòîðîé ãëàâå. Ýòè óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ
òîëüêî ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Êðîìå òîãî, êàê è óðàâíåíèÿ (11) è (32), óðàâíåíèå
(45) ïîëó÷åíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâà ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè f(x1), ò. å.
îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (45) è çàäà÷è â öåëîì íàõîäèì â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà
íà áåñêîíå÷íîñòè äåéñòâóþò òîëüêî ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíèÿ è óãîë ïîâîðîòà
ðàâåí íóëþ, σ1∞11 ≡ σ1 è σ

2∞
11 ≡ σ2. Íåêîòîðûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû

íà ðèñ. 8 è ðèñ. 9.
Êàê è â ãëàâå 2 â n-ì ïðèáëèæåíèè ìåæôàçíîå íàïðÿæåíèå èùåì â âèäå

σsn(x) =
∞∑
k=0

(Ank cos bkx+Bnk sin bkx) , (46)

ãäå bk = 2πk/a, çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíî x ≡ x1. Ôóíêöèÿ f(x1), êàê è â ïåðâûõ
äâóõ ãëàâàõ, ïðèíÿòà ÷¼òíîé è òàêæå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå:

f(x) =
∞∑
k=0

Ck cos bkx. (47)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè, ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ
äëÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ â íóëåâîì è ïåðâîì ïðèáëèæåíèè:

A00 = γ0 +M(κ1 + 1)
σ1
4
, A0k = 0, k ≥ 1; B0k = 0, k ≥ 0, (48)

A1k =
MbkCk(K5σ1 +K2σ

s
0bk)

2 +MbkK1
, B1k = 0, k ≥ 0, (49)

ãäå Ki (i = 1, 2, 5) � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò ìîäóëåé óïðóãîñòè.
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Ðèñ. 8. Ðàñïðåäåëåíèå îêðóæíûõ (à) è íîðìàëüíûõ (á) íàïðÿæåíèé âäîëü ìåæôàçíîé ãðà-
íèöû â ïðåäåëàõ îäíîãî ïåðèîäà ïðè a = 5 íì

(à) (á)M = 0, 113 íì

M = 0

M = 0, 113 íì

M = 0

x/a x/a

y = 0, 2 y = 0, 2

σtt
σ1

σnn
σ1
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìóìîâ îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé îò ïåðèîäà èñêðèâëåíèÿ ìåæôàç-
íîé ïîâåðõíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ y (à) è µ2/µ1 (á)

(à) (á)

y = 0, 2

y = 0, 6

y = 2

M = 0, 113 íì
µ2/µ1 = 0, 1

a, íì

m
ax
σ
tt
/σ

1

a, íì

m
ax
σ
tt
/σ

1
µ2/µ1 = 0

µ2/µ1 = 0, 1

µ2/µ1 = 0, 3

µ2/µ1 = 0, 5

M = 0, 113 íì
y = 0, 2

Â ðåçóëüòàòå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (45) äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôîðìû ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè â âèäå
ðÿäà:

σs(ζ) = γ0 +M(κ1 + 1)
σ1
4

+ ε
∞∑
k=0

A1k cos bkx. (50)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äëÿ îïèñàíèÿ ôîðìû èñêðèâëåíèÿ ìåæôàçíîé ïîâåðõ-
íîñòè âçÿòà ôóíêöèÿ (37). Ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ íà íà-
ïðÿæ¼ííîå ñîñòîÿíèå äâóõêîìïîíåíòíîé ïëîñêîñòè ñî ñëàáî èñêðèâë¼ííîé ìåæ-
ôàçíîé ãðàíèöåé. Êàê è â ãëàâå 2, êîýôôèöèåíò M = 0, 113 íì, îñòàòî÷íîå íà-
ïðÿæåíèå γ0 ïðèíÿòî ðàâíûì íóëþ, êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà îáîèõ ìàòåðèàëîâ
ðàâíû ν1 = ν2 = 0, 3. Ïîñòðîåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèé îêðóæíûõ, êàñàòåëü-
íûõ è íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ôîðì èñêðèâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè
ïðè µ2/µ1 = 1/10 (ðèñ. 8).

Íà ðèñ. 8 ãðàôèêè äåìîíñòðèðóþò òàêîé æå ýôôåêò, êàê è íà ðèñ. 5. Ïðè
ýòîì, ÷åì ìåíüøå ðàäèóñ êðèâèçíû âî âïàäèíàõ áîëåå æ¼ñòêîãî ìàòåðèàëà, òåì
ñèëüíåå ïðîÿâëÿåòñÿ ýôôåêò ìåæôàçíûõ íàïðÿæåíèé. Ýòî ïîëíîñòüþ ñîãëàñó-
åòñÿ ñ àíàëîãè÷íûì ýôôåêòîì, îïèñàííûì â ãëàâå 2 äëÿ ñëó÷àÿ ïîëóïëîñêîñòè.

Ïîëó÷åíû ãðàôè÷åñêèå çàâèñèìîñòè ìàêñèìóìîâ îêðóæíûõ, íîðìàëüíûõ
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è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îò ïåðèîäà èñêðèâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ôîðì èñêðèâëåíèé, ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèé ìîäóëåé ñäâèãà, à òàêæå äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé áèóïðóãîé ïîñòîÿííîéM . Íàèáîëüøèé ýôôåêò äåìîíñòðèðó-
þò çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííûå ïðè îòñóòñòâèè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (µ2 = 0).

Íà ãðàôèêàõ, ïðèâåä¼ííûõ íà ðèñ. 9, ïðîèëëþñòðèðîâàí ðàçìåðíûé ýô-
ôåêò � çàâèñèìîñòü îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ îò ïåðèîäà èñêðèâëåíèÿ ìåæôàç-
íîé ãðàíèöû a. Ïðè÷¼ì ÷åì áîëåå îñòðûå âïàäèíû èìååò ìåæôàçíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü, à òàêæå ÷åì áîëüøå îòëè÷àþòñÿ ìîäóëè óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ, òåì ñèëü-
íåå âëèÿíèå ìåæôàçíûõ íàïðÿæåíèé. Ýòîò ýôôåêò ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçàåò ïðè
a > 100 íì.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:
• Ðåøåíû çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïî-
ëóïëîñêîñòè ñ ïðÿìîëèíåéíîé è ñî ñëàáî èñêðèâë¼ííîé ãðàíèöåé ïðè äåé-
ñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé, à òàêæå äâóõêîìïîíåíòíîé ïëîñêîñòè
ñî ñëàáî èñêðèâë¼ííîé ìåæôàçíîé ãðàíèöåé, íà êîòîðîé äåéñòâóþò ìåæ-
ôàçíûå íàïðÿæåíèÿ.
• Â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîåíû îäíîòèïíûå ãèïåðñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ, ê êîòîðûì ñâåäåíî ðåøåíèå âñåõ òð¼õ çàäà÷.
• Äëÿ ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêèõ óñèëèé, äåéñòâóþùèõ íà ïðÿìîëèíåéíîé ãðà-
íèöå ïîëóïëîñêîñòè, ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå.
• Â ñëó÷àå ñëàáî èñêðèâë¼ííîé ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè è ñëàáî èñêðèâë¼í-
íîé ìåæôàçíîé ãðàíèöû ïðè ïîìîùè ìåòîäà âîçìóùåíèé âûâåäåíû ñîîò-
íîøåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò íàéòè ðåøåíèå â ëþáîì ïðèáëèæåíèè. Äëÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ôîðìû ãðàíèö â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íàéäåíî òî÷íîå ðå-
øåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå.
• Îáíàðóæåí ðàçìåðíûé ýôôåêò � çàâèñèìîñòü íàïðÿæ¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ
îò ïåðèîäà èçìåíåíèÿ íàãðóçêè â ïåðâîé çàäà÷å è ïåðèîäà èñêðèâëåíèÿ
ôîðìû ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè âî âòîðîé è òðåòüåé çàäà÷àõ.
• Ïðîàíàëèçèðîâàíà ñòåïåíü âëèÿíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé íà íàïðÿ-
æ¼ííîå ñîñòîÿíèå ãðàíèöû â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ âíåø-
íèõ óñèëèé â ïåðâîé çàäà÷å, à òàêæå îò ôîðìû èñêðèâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè
âî âòîðîé è òðåòüåé çàäà÷àõ. Â ðåçóëüòàòå âûÿâëåí ñëåäóþùèé ýôôåêò:
÷åì áîëåå ðåçêîå èçìåíåíèå íàãðóçêè èëè ÷åì ìåíüøå ðàäèóñ êðèâèçíû
èñêðèâëåíèÿ ãðàíèöû, òåì ñèëüíåå ïðîÿâëÿåòñÿ âëèÿíèå ïîâåðõíîñòíûõ
íàïðÿæåíèé.
• Ðàññìîòðåíî âëèÿíèå îòíîñèòåëüíîé æ¼ñòêîñòè ìàòåðèàëîâ íà íàïðÿæ¼í-
íîå ñîñòîÿíèå òåëà ïðè ó÷¼òå ïîâåðõíîñòíûõ è ìåæôàçíûõ íàïðÿæåíèé è
îáíàðóæåíî, ÷òî ÷åì áîëüøå îòëè÷àþòñÿ ìîäóëè óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ,
òåì ñèëüíåå ïðîÿâëÿåòñÿ ýôôåêò ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé.
• Óñòàíîâëåíî, ÷òî âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ âëèÿíèåì ïîâåðõíîñòíûõ
è ìåæôàçíûõ íàïðÿæåíèé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè ïåðèîä a > 100 íì.
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